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Kivonat

A dolgozat a linearis komplementaritasi feladatok (LCP) vizsgala-
takor felmeriil§ f6bb matrixosztalyok attekintésére vallalkozik. Egyben
attekintést ad az LCP feladatok jelent&sebb el6fordulésairél.

A dolgozat 6nallé eredményként ) tipusd criss-cross modszereket
altalanosit elégséges matrixa LCP feladatokra. A legtébb LCP megoldo
algoritmus elGre feltételez bizonyos tulajdonsagokat a feladat matrixarol.
Egy matrix elégségessége nehezen ellendrizhetd tulajdonsag (nem ismert
ra polinomialis eljaras). Az algoritmus Zhang linearis programozasi,
illetve Akkeles-Balogh-Illés LCP-QP feladatra adott criss-cross tipusi
algoritmuséaval rokon.

Az algoritmus abban tér el az el6z6ektsl, hogy szdmara nem sziiksé-
ges a priori informécié a méatrix tulajdonsiagarol. Az algoritmus leallasi
kritériumai: megoldja az LCP feladatot, megoldja az LCP feladat du-
aljat, illetve kijelzi azt, hogy a feladat matrixa nem elégséges és ezért
ciklizélasra keriil(het)ne sor.

Annak ellenére, hogy az algoritmus &ltaldnosabb feltételek mellett
dolgozik, mint Akkelesék mddszere, mégis sikeriilt a végességet egysze-
riibben bizonyitani.

Az algoritmus végessége egyben 1j, konstruktiv bizonyitast jelent az
LCP Dualitas tételére.

*ELTE TTK, Alkalmazott Matematika V, csisza@cs.elte.hu
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2. fejezet Bevezetd

1. Jelolések

a koordinatankénti (Hadamard) szorzas
M az LCP feladat egyiitthatomatrixa, M € R**"
B bazis, a [—M, I] € R**?" egy n X n-es nem szinguléris részméatrixa
M egy adott béazishoz tartozo révid pivot tdbla matrixa
Mp egy adott béazishoz tartozo révid pivot tabla matrixa, ha

a jelolés sziikségessé teszi, hogy kiemeljiik hogy a B béazishoz tartozik

My; az M matrix azon részmatrixa, mely az I indexi sorokat,
illetve a J indexi oszlopokat tartalmazza.
m; az M méatrix j.-ik oszlopa

7 =n+ihaie{l,...,n}és=i—nhaie{n+1,...,2n}
Jp a B béazishoz tartozd valtozok indexhalmaza

Jy := Jp a B bazison kiviili valtozok indexhalmaza

@ nem negativ

S, nem pozitiv

_|_

pozitiv

negativ
X, T; vektorokat vastag beti, skalarokat normal betd jelzi
< .-+>  jeldli a generalt alteret
a>b ha minden ¢ koordinatéra a; > b;

2. Bevezeto

A linearis komplementaritési feladat (LCP) a kovetkezd probléma: keressiink
olyan u,v € R" vektorokat, melyekre

—Mu+v = q (LCP(q,M))
u-v =0
uv > 0

ahol M e R q € R* ésu-v = (uyv1,...,Ulp).

Az LCP feladat az egyik legkutatottabb teriilete a matematikai progra-
mozasnak. Kiterjedt a gyakorlati felhasznéalasa (lasd 3. fejezet), illetve tébb
modszert fejlesztettek ki az utobbi évtizedekben a megoldaséra.

Az LCP feladat NP-teljes, 1évén polinom idében visszavezethet6 ra pozitiv
egész egyiitthatos tobbvaltozos linearis egyenletek 0—1 értéki kielégithetGsége.
Az LCP feladat még akkor is NPP-teljes marad, ha az M maétrixot megszoritjuk
a negativ szemidefinit matrixok osztalyara [Ch90], s6t még a P, matrixok
osztalyan is [KMNYO91], mely osztalynak része az elégséges méatrixok osztalya.

Az LCP feladat megoldasara tobb pivot tipusi algoritmus létezik. A criss-
cross modszert egymastol fiiggetleniil Chang, Terlaky illetve Wang fedezték
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2. fejezet Bevezetd

fel. Azota criss-cross modszer alatt algoritmusok egy csaladjat értjiik, melyek
az indexvalasztasi szabalyban kiilénboznek egymastol. LCP feladat adodik
kvadratikus programozasi feladat Kuhn-Tacker feltételeibdl is. Konvex feladat
esetén az M matrix biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra fogalmaztak meg 1j
tipusu criss-cross algoritmusaikat Akkeles, Balogh és Illés [ABI02|. Az altaluk
alkalmazott indexvalasztasi szabaly a LIFO (utoljara bazisbakeriilt - elsének
kikeriil5) illetve a leggyakrabban mozgott valtozo valasztasi szabalya. Erdekes
lehet, hogy melyik az a legb&vebb matrixosztily, amelyre ez az algoritmus
altalanosithato.

Az elégséges méatrixok fogalméat elGszor Cottle, Pang és Venkateswaran
[CPV89| vezették be. Az elégséges matrixokat a P és PSD matrixok alta-
lanositasainak foghatjuk fel. Viliaho [Val96b] megmutatta, hogy az elégséges
matrixok valojaban megegyeznek a P, matrixokkal. Hertog, Roos és Terlaky
[HRT93] (1993) bizonyitottak, hogy az elégséges méatrixok éppen azon méatri-
xok, melyekre a miniméal indexes criss-cross algoritmus tetsz&leges jobb oldal
esetén megoldja az LCP feladatot.

A dolgozat egy attekintést kivan nyujtani az LCP feladatok vizsgalatakor
felmeriil6 f6bb matrixosztalyokrol, azok tulajdonsigairdl, illetve tulajdonsa-
gaik az LCP feladatok megoldashalmazara tett hatasairol. A dolgozat a vizs-
galt méatrixosztalyok koziil azokra szoritkozik, melyek valami médon az LCP
feladat megoldashalmazaval vannak kapcsolatban, illetve a criss-cross vagy a
bels6 pontos algoritmusok vizsgalatanal jelentés. Murty [Mu88| munkajaban
a dolgozat altal vizsgélt 11 matrix osztalyon kiviil még 28 masik, a LCP fela-
datok vizsgalatakor felmeriil6 méatrix osztalyt emlit meg.

A dolgozat els6 6néllo célja a LIFO és a leggyakrabban mozgott valtozo
pivot szaballyal elldtott criss-cross algoritmust elégséges matrixi LCP fela-
datokra altalanositani. Az &ltalanositads mellett, az [ABI02| cikkben kozolt
végesség bizonyitast is leegyszertsitjiik. Ezen valasztasi szabalyok egy elénye,
hogy els6sorban az algoritmus elején jelentGs szabadsigot biztositanak a val-
tozovalasztas terén, igy gyakran lehetGséget biztositva a numerikusan instabil
baziscserék elkeriilésére.

Jelenleg nem ismeretes hatékony algoritmus annak eldontésére, hogy egy
adott matrix elégséges-e. (Viliaho [Val96a| kifejlesztett egy induktiv mod-
szert elégségesség ellenérzésére, de a modszer nem polinomialis.) A korabban
elégséges méatrixi LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-
boél hatranyos tulajdonsdga volt, hogy el6re kellett ismerniiik az M matrix
elégségességét. Fukuda, Namiki és Tamura [FNT98| adtak el6szor olyan algo-
ritmust, amely Fukuda és Terlaky [FT92] LCP dualitastételének EP formaban
val6 megfogalmazasara épiilt, és nem igényelte az el6zetes informéciot a mat-
rix elégségességér6l. Ha az algoritmus ennek hidnya miatt nem tudott tovabb
lépni, vagy ciklizilni kezdett, akkor a matrix nem elégséges voltanak polino-
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3. fejezet Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati alkalmazasa

midlis méret bizonyitékit szolgéltatta.

A dolgozat méasik 6nallo eredményként az elégséges méatrixokra altalanosi-
tott algoritmust tgy egésziti ki, hogy ha a matrix nem elégséges volta miatt
nem tud tovabblépni, vagy ciklizilni kezd, akkor a métrix nem elégségességének
polinomidlis méretd bizonyitékat adja. Vagyis olyan esetben mikor nem ismert
a feladat matrixanak elégségessége, akkor is alkalmazhatjuk az algoritmust, az
véges id6n beliil leall.

Az igy modositott algoritmus végességének bizonyitasa egyben 1j, kon-
struktiv bizonyitast jelent a linearis komplementaritas dualitdstételének, EP
tétel alakjaban megfogalmazott erGsebb valtozatara.

3. Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati
alkalmazasa

Az LCP feladat rendkiviil széles korben felmeriil6 probléma mind mérnoki,
mind pedig gazdasagi feladatokban. A fejezet a teljesség igénye nélkiil atte-
kinti az LCP feladat néhany gyakoribb el6fordulési formajat. A példak kozott
vannak olyan LCP feladatok, melyeknél még tobbet is lehet tudni a matrixrol
minthogy elégséges, azonban vannak olyanok is, melyek matrixa nem feltétlen
elégséges.

A komplementaritasi feltétel altalanosan a kovetkezot jelenti: két nem nega-
tiv valtozo szorzatanak nulldnak kell lennie. Ilyen tipusi feltételek leggyakrab-
ban egyensulyi feladatokban, illetve gazdaségi és mérnoki jellegii problémékbol
adodnak. A komplementaritas gazdasagi jelentése, hogy két tevékenység koziil
legfeljebb az egyiket végezziik.

3.1. Kvadratikus és linearis programozas

A konvex kvadratikus programozasi feladatok vizsgalata motivalta az els6 LCP
feladatokat. A kvadratikus programozasi feladat a kovetkezo:

1

min ¢’'x + EXTH X
Ax < b (QP)
X > 0

aholce R, be R™, H € R"*" A € R™*". A Karush-Khun-Tucker optima-
litasi feltételek alapjan: Ha x, minimumbhely, akkor

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 7



3. fejezet Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati alkalmazasa

dA* € R, p* € R melyekre (x,, A", u*) kielégiti a

Hx+c+ A" X —p
Ax —b

X, A\, b

AT(Ax —b)

p'x

IV IA
©c oo oo

rendszert. Bevezetve az y = —(Ax — b) valtozot, és figyelembe véve, hogy
nem negativ valtozok skaléris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a Hada-
mard szorzatuk a null vektor, a kévetkezd linearis komplementaritasi feladatot

BN -

X AN
B)-() -

Amennyiben a H métrix pozitiv szemidefinit (PSD) métrix, akkor a (QP)
feladat konvex kvadratikus feladat, igy a Karush-Khun-Tucker feltételek elég-
ségesek is [Mu88]. Ebben az esetben az

H AT
M'_<—A 0 )

méatrix biszimmetrikus. Definicié szerint konnyen lathato, hogy a biszimmet-
rikus matrixok egyben elégségesek is.
A linearis programozasi feladatot a H = 0 véilasztas esetén kapjuk.

3.2. Bimatrix jatékok egyensilyi pontjanak keresése

Az LCP feladatok vizsgalata 1963-ban lendiilt fel, mikor Lemke és Howson
megmutattik, hogy biméatrix jatékok egyensilyi pontjanak keresése megfogal-
mazhatoé LCP feladatként.

Tekintsiink egy jatékot, melyben két jatékos egymastol fiiggetleniil valaszt
rogzitett szamua lehetGségei koziil: az I. jatékosnak n kiilonbo6z6 valasztési le-
het6sége van, mig a II. jatékosnak m. Egy jaték folyamén, ha az I. jaté-
kos vélasztasa i € {1,...,n}, mig a IL. jatékos valasztasa j € {1,...,m},
akkor az I. jatékos nyeresége a;;, mig a masodik jatékos nyeresége b;;. Az
A = (aij)i=1,..n; j=1,..m, illetve @ B = (b;j)i=1,..n; j=1,.,m Matrixok a két jaté-
kos kifizetési matrixa. Ha a;; + b;; = 0 minden ¢ és j valasztés esetén, akkor

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 8



3. fejezet Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati alkalmazasa

nulla értéki jatékrol beszéliink, és ekkor Neumann minimax tételének segitsé-
gével konnyen kaphatunk optimalis stratégiat.

Ha a jaték értéke nem nulla, akkor bimatrix jatékrol beszéliink. Ilyen eset-
ben nehéz optimélis stratégiat taldlni, de definidlhatunk Ggynevezett egyensii-
lyi pontot.

Tegyiik fel, hogy az I. jatékos x; valosziniiséggel vilasztja az i. lehetGségét, a
II. jatékos pedig y; valoszintiséggel valasztja a j. lehetdségét. Ekkor az x € R”
illetve az y € R™ adja meg a két jatékos stratégiajat. Konnyi latni, hogy a
varhato nyereség az I. illetve II. jatékos esetén éppen az x* Ay illetve az x* By.
A jatékosok lehetséges stratégidi az

xGAn:{XGR":XZO,inzl}

i=1

illetve

yeAmz{yERm:yZO,Zyizl}

=1

vagyis az n illetve m dimenzi6s egység szimplex elemei, ezeket nevezziik kevert
stratégidknak.

Egy (X,y) € A, x A, stratégiat egyensulyi parnak neveziink, ha egyik
jatékosnak sem éri meg attol egyoldaltian eltérnie, vagyis

xT' Ay > xT Ay, minden x € A,, esetén
X' By > %' By, mindeny € A,, esetén

Konnyen lathato, hogy az X' Ay > xTAy minden x € A, esetén feltétel
ekvivalens az

X' Ay > Ay, mindeni € {1,...,n} esetén,
ahol A* az A métrix i. sora. A feltételeket Osszevonva:
(xTAy)e,, > Ay

ahol e,, = (1,...,1)T € R™. Hasonl6 gondolatmenettel adodik, hogy
(X,¥) € A, x A, egyensulyi par, akkor és csak akkor, ha

(x"Ay)e, > Ay
(x'Byle, > x'B)=B"z

Feltehetd, hogy A és B minden eleme pozitiv, lévén ha A és B minden eleméhez
ugyanazt a rogzitett szdmot adjuk, akkor mindkét jatékos varhato kifizetése

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 9



3. fejezet Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati alkalmazasa

ugyanannyival véltozik. Emiatt (xTAy) > 0 és (X'By) > 0 is feltehetd.
Bevezetve a £ = X/(X! By), illetve § = y/(XT Ay) valtozokat, illetve az u,v
eltérés valtozokat, a kovetkezd rendszert kapjuk:

)+ (5 8 )G) - C)
(lvl) () =0 (LCPprasar)
BIGEE

Megmutathat6, hogy az X = €/ (31, &;) , illetve az ¥ = 1/ (31~ ;) egyen-
sulyi pontja az eredeti feladatnak [Mu88|.

n
¢
n
¢

Y

3.3. A 0-1 hatizsak feladat: példa NP-teljes
LCP feladatra

Egy adott valtozora vonatkozo 0—1 értékiiségi feltétel konnyen atfogalmazhaté
komplementaritasi feltétellé:

r+y=1

re{0,1} & Jy:< z,y>0

xy =0
Tekintsiik a kovetkezs hatizsak feladatot: Adott a = (ai,...,an)" € Z™ és
b € Z esetén keresiink a

a’lu = b (1)
u ¢ {0,1}"
rendszer megoldasat. Ismert, hogy ez a feladat NP teljes.
A fentiek értelmében az u € {0,1}™ felcserélhets a kovetkezd modon:

alu = b
ut+v =1
u-v = 0

Egy egyszerii csellel korrigaljuk a feltételi matrix dimenzi6jat.
Figyeljiik meg, hogy az a’u = bfeltétel megfogalmazhaté a kdvetkezsképp:

Y1 = alu—b>0

Yy = —alu+b>0

y1 2 0,920, 2120, 22 >0
r1y1r = 0, 2292 =0

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 10



3. fejezet Az LCP feladat el6fordulasai, néhany gyakorlati alkalmazasa

ahol z; illetve x5 az y; és ys valtozokhoz tartozo egyenlGtlenségekben az eltérés
valtozok szerepét toltik be.
Most mar megfogalmazhatjuk a (1) feladatot LCP formaban:

’

~Mu +v = b
u,v. > 0
u’-v' =0
ahol
I 0 0 1
M = al’ -1 0|,b= b
—aT 0 1 —b
ul = (u7y17y2)) VI - (V,:L']_,.'L'2)

3.4. Markov-lanc optimalis megallitasa

Tekintsiink egy Markov-lancot az E = {1,...,n} véges &allapottérrel, és a P
adtmenet valdszintségi matrixszal. A lanc tetszGleges ideig megfigyelhets. Egy
adott ¢ idopillanatban lehet&ségiink van megallitani a folyamatot, vagy tovab-
bengedni. Ha a megéllds mellett dontiink, akkor a kifizetés r; amennyiben a
lanc a leallaskor az ¢ € E allapotban van. Ha nem allitjuk meg a folyamatot,
az folytatodik a P méatrixnak megfelel6 moédon, és a kovetkezs 1épésben tdjra
donthetiink. Célunk meghatarozni az optimalis leallas id6pontjat, ha maxima-
lizalni szeretnénk a varhato kifizetést.

Jelolje v; a stacionérius optimalis kifizetéseket, ha a folyamat az ¢ € F
allapotbol indul, és legyen ezen értékek vektora a v. Ezt a v vektort kivan-
juk meghatérozni, ugyanis ezutdn az optimalis ledllds az a pillanat, mikor a
folyamat el6szor latogatja meg az {i € E : v; = r;} halmazt.

A v vektornak a kovetkez6 dinamikus programozasbeli rekurziot kell kielé-
gitenie:

v = max(Pv,r) (2)

ahol a maximum koordinatanként vett maximumot jelent. Kénnyen lathato,
hogy (2) ekvivalens a kovetkez§ feltételekkel:

v > Pv
vV > r
(v—r)-(v—Pv) = 0

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 11



4. fejezet Matrixosztalyok

Bevezetve az u = v — r valtozot, a kévetkez6 LCP feladatot kapjuk:

—(I—-P)r+q =
r,q > 0
r-q =

A feladat M := (I — P) méatrixdnak a diagonalis elemei nem negativak, illetve
Me =0 ahole=(1,...,1) € R".

3.5. Beagyazasok

A LCP feladat (1) alakja nagyon kotottnek tiinik, azonban tetszéleges méretii
feladat, ahol nem feltétlen sziikséges, hogy minden valtozonak legyen komp-
lementéris parja, amennyiben az egyiitthatoématrixnak kivalaszthaté egy nem
szinguléris négyzetes részmatrixa, melyben az egyilitthatoméatrix komplementéa-
ris valtozokhoz tartozo oszlopai koziil legfeljebb az egyik szerepel, beadgyazhato
(1) alaka LCP feladatba.

Erdekességképpen még megemlitjiik, hogy a komplementaritasi feltétellel
leirhaté egy valtozora vonatkozd abszolut érték:

lz| =2t + 2

ahol
r = zt—zx
zt > 0,z >0
A A |

4. Matrixosztalyok

A lineéris komplementaritasi feladatok vizsgédlatat elsGsorban aszerint szokas
csoportositani, hogy milyen métrixosztalyra képes megoldani a feladatot. A
méatrix tulajdonsagai természetes modon befolyasoljak a megoldashalmaz tu-
lajdonsagait. A kovetkezdkben attekintjiik a f6bb vizsgalt matrixosztalyokat.

1. Definici6é. Egy matrix P-beli, ha az 6sszes diagondlis menti négyzetes rész-
matrixanak a determindnsa pozitiv.

2. Definicié. Egy matrix Py-beli, ha az dsszes diagondlis menti négyzetes
részmatrixanak determindnsa nem negativ.

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 12



4. fejezet Matrixosztalyok

3. Definici6. Pozitiv definitnek (PD) neveziink M € R™" métrixot, ha
Vx € R" — {0} esetén xT Mx > 0.

4. Definicié. Pozitiv szemidefinitnek (PSD) neveziink M € R™" métrixot,
ha Vx € R" esetén xT Mx > 0.

5. Definicid. Ferdén szimmetrikusnak (SS) neveziink egy M € R™" métri-
xot, ha MT = —M.

1. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a szimmetrikus matrixok osztalyan be-
lil P és PD, illetve Py és PSD megegyeznek.

6. Definicié. Egy M € R**™ matrix S-beli, ha dz € R"*, melyre z > 0 és
Mz > 0.

7. Definici6. Az M € R*"" matrix egy o = {a,...,ax} C {1,...,n} index-
halmazhoz tartozé négyzetes részmatrixat jelolje M,,. Egy ilyen részmatrixot
diagonéalis menti négyzetes részmatrixnak neveziink.

8. Definicié. Egy M négyzetes matrixot nem degenerdltnak neveziink, ha
egyik diagondlis menti négyzetes részmatrixanak a determinansa sem nulla.

9. Definicié. Egy M € R™" matrix P,(x) dk melyre
(1+4k) Z & [ME]; + §;[ME]; >0
i€+ (€) iel=(¢)
barmely £ € R" esetén, ahol

(6 = {ied{l,...,n}[&[ME]; >0}
(6 = {ied{l,...,n}[&[M¢E]; <0}

A P,(k) méatrixok azok a matrixok, melyekre a bels6 pontos modszerek
polinom id6ben megoldjak a feladatot (lasd a 4.7 fejezetet).

2. Megjegyzés. P,(k1) G P.(k2) amennyiben k1 < k.

Indoklas: A tartalmazés kozvetlen latszik a definiciobol. A szigori tartal-
mazas a késGbbi eredményekbdl azonnal kovetkezik, lasd példéul a 47. tételt.
[ |

3. Megjegyzés. P,(0) = PSD.
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10. Definicio. P, = | ] P.(k).

Megjegyzendd, hogy a P,(x) méatrixok esetén a jelenleg ismert belsé pon-
tos modszerek komplexitasa fiigg a « értékétsl. A P, méatrixosztalyrol alta-
lanossdgban nem ismert, hogy a hozza tartoz6 LCP feladat polinom idében
megoldhaté lenne.

11. Definicié. Egy M n X n-es méatrixot oszlop elégségesnek neveziink (C'S),
ha #x € R* melyre

{ z; (Mx), <0 mindeni€ {1,...,n} indexre 3)

zj(Mx); <0 valamely j € {1,...,n} indexre

12. Definicié. Egy M n X n-es matrixot sor elégségesnek neveziink (RS), ha
transzponaltja oszlop elégséges, vagyis x € R® melyre

T; (MTx)i <0 mindenié€ {1,...,n} indexre A
T (MTx)j <0 valamely j € {1,...,n} indexre (4)

13. Definici6é. Egy M n x n-es matrixot elégségesnek neveziink, ha egyszerre
oszlop és sor elégséges.

4. Megjegyzés. Egy M € R™™™ maétrix pontosan akkor oszlop elégséges, ha
x - (Mx); < 0 esetén x - (Mx), = 0.
Egy M € R**™ maéatrix pontosan akkor sor elégséges, ha x - (M Tx)i < 0 esetén
X - (M Tx)z. =0.

Bizonyitas: A definiciok kozvetlen kovetkezménye. [

A kovetkez6kben megmutatjuk a fenti matrixosztalyok néhany egyszerii
tulajdonsagat, illetve megvizsgaljuk a kozottiik levs Osszefiiggéseket.

1. Lemma. Egy M € R™™ matrix pontosan akkor ferdén szimmetrikus (SS),
ha €TM¢E = 0 teljesiil barmely & € R esetén.

Bizonyitas:
Legyen M ferdén szimmetrikus, és € € R" tetsz6leges. Ekkor

ami csak ugy lehetséges, ha €7 M¢ = 0. |

2. Lemma. SS C PSD, PN SS = 0.
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Bizonyitas:
Az allitas kozvetlen adodik a (1) lemméabol és a definiciokbol. |

3. Tétel. Minden P, matrix oszlop elégséges, vagyis P, C CS.

Bizonyitas:
Legyen M € R™" egy P, métrix, és tegyiik fel hogy valamely & € R" vektorra
£-(ME) <0. Ekkor I, (&) = 0. Emiatt a P, matrixok definiciojat felhasznalva

0> Z &i(ME)i = &i(ME); > 0
©)

ie{l,...,n} el

vagyis

Z §;(ME); = Z §(MEg); = 0.

ie{l,...,n} iel_(§)

Emiatt £;(ME); = 0 barmely i € {1,...,n} esetén, vagyis M oszlop elégséges.
|

A kovetkezs tétel megmutatja, hogy a P, métrixosztaly tartalmazza az
igen fontos PSD és P matrixokat. Ennek igazolasdhoz definidljuk a kévetkezd
értékeket:

14. Definici6. Egy M € R"*™ matrix esetén legyen

)\min(M) = min §TM§,

1€]1=1
M) = min max ¢;(M§);.
M) l€ll=1 ie{L,..., n}g (M¢)

Definici6é alapjan nyilvanvalo, hogy M € PSD akkor és csak akkor, ha
Amin(M) > 0, illetve M € P akkor és csak akkor, ha y(M) > 0. Valéjaban
Amin(M) nem més, mint az (M + M7T)/2 szimmetrikus métrix minimélis saja-
tértéke. Egy M € P métrix nem szingularis, és M € P akkor és csak akkor,
ha M ! € P. Emiatt a y(M ') érték jol definialt.

15. Definici6. Egy M € P matrix esetén definidljuk a

értéket.

Megmutathato, hogy 0 < ¥(M) < 1/4/n tetszGleges M € P matrix esetén.
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4. Tétel. ([KMNY91))
i, PSD = P,(0) C P..

ii, Legyen M € P. Definialjuk a

* {_)‘min(M) 0}
K* = max{ ————,
4y(M)
* %k 1
K™ = —
47(M)
szédmokat. Ekkor M € P,(xk*) N P,(k**) = P,(min{k*, k**}), és igy
P CP..
Bizonyitas:

Az i, allitas nyilvanvalo a definiciokbol, tehat a ii, bizonyitasara szoritkozunk.

Tegyiik fel, hogy M € R™" egy P métrix. A Apin(M) és (M) szamok
definiciéja alapjan

¢rM¢

max §;(Mg;)

ie{l,...,n}

Auin (M) €]

>
> (M) |l€]*

tetsz6leges € € R™ esetén. Lévén M € P, igy v(M) > 0. Emiatt

E'ME + 45" Y &(ME); > ETME+ 4Ry (M) [l

icl(€)

v

Auin(M) 6] + 45°7(M) IE]
> Amn(M) [I€]1F Aj}“—]%)v(m el
0

tetsz6leges €& € R™ esetén. Vagyis megmutattuk, hogy M € P,(k*). Mivel
M~ is P métrix, igy

max &;(ME€); > (M) [|¢]|”.

ie{l,...,n}
A fenti képletben a € vektort az M¢ vektorra cserélve
max  &;(ME); > y(MY) || M€

ie{l,...,n

adodik tetszdleges € € R™ esetén. A korabbiak felhasznalasaval kapjuk, hogy

max }fi(ME)i > (M) [|EN IME] > —5(M)ETME.

i€{l,...,n
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Emiatt tetsz6leges & € R™ esetén

EMME+ " D §(ME): = ETMETAR" max &(ME);
i€I+(£) ..... n
> ETME+ARTy(M)EME
0,

vagyis M € P.(k**). |

5. Megjegyzés. ([KMNY91]) Altaldnos estben nem &llithaté, hogy a fenti k*
vagy k** lenne a kisebb.

Bizonyitas:
Legyen a € R és tekintsiik a kovetkez6 P métrixokat:

(1 2a)\ , 1 (1 —2a
M_<0 1)esM —<0 1).

Egyszerii szamolassal adodik, hogy

Amin(M) = 1—lal,

és igy
k* = max{|a| — 1,0}K™".

Vagyis £* < k** ha |a| < 2, és K* > k** ha |a| > 2. |

Megemlitjiik, hogy az Osszes eddig emlitett matrix osztaly (P, CS, Pk,
P.(k), PSD, P, PD, SS) rendelkezik azzal a szép tulajdonsaggal, hogy tet-
sz6leges diagonéalis részmatrixuk, is a megfelel6 matrix osztalyba tartozik.

A fejezetet Viliaho eredményével zarjuk:

5. Tétel. ([Val96b]) A P, matrixosztaly megegyezik az elégséges matrixok
osztalyaval.
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4.1. Példak

Az el6z6 fejezet folytatasaként példakat mutatunk az egyes matrixosztalyokra,
illetve arra, hogy az egyes matrixosztalyok kiilonbozGek.

e e

@ SUFFICIENT

Néhany tovabbi példa:

0

6. Allitas. A <0 1

> matrix oszlop elégséges, de nem sor elégséges.

7. Allitas. A <(1] (1]> matrix sor elégséges, de nem oszlop elégséges.

8. Allitas. Az <(1] _13> matrix P matrix, de nem pozitiv definit (PD).

4.2. Matrixosztalyok és az LCP

A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy az M matrix tulajdonségai hogyan be-
folyasoljak a megoldhatosagot, a megoldas egyértelmiségét, illetve a megol-
dashalmaz tulajdonséigait.

9. Tétel. ([CPS92]) Egy M € R"*"™ métrix S-beli <= ha az

—Mu+v = q (5)
uv > 0
feladatnak tetszéleges q € R™ vektor esetén van megengedett megoldasa.
Bizonyitas:
Mivel az M egy S matrix, igy van olyan z € R* vektor, melyre z > 0 és
Mz > 0. Ekkor egy megfelelGen nagy A szdm esetén

AMz = M()\z) > —q,
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vagyis a u = Az, v =q — M(Az) > 0 megoldasa a (5) rendszernek.

Megforditva, ha a (5) rendszer megoldhato tetszSleges q esetén, akkor va-
lasszunk egy q < O vektort. Ekkor a (5) rendszer egy tetszoleges megoldasa
bizonyitja hogy az M egy S maétrix. [

10. Allitas. Minden P matrix egyben S matrix is.

Bizonyitas:
Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az M nem S métrix, vagyis nincs olyan
z vektor, melyre

Mz > 0
z > 0

Ez persze a homogenitds miatt azzal ekvivalens, hogy nincs olyan z vektor,
melyre

Mz

z

(AVARAV
-

A Farkas lemma alapjan ekkor van olyan u vektor, melyre

Mfu+v 0
u,v

1Tu+1%v

AVARVAN

(6)

Ha v = 0 akkor (6) alapjan u # 0, vagyis u > 0 melyre MTu < 0. Ha
azonban v # 0 akkor MTu < 0, amibél ismét u # 0 kdvetkezik. Mindkét
esetben tehat az u # 0 vektorra u - (MTu) < 0, mely ellentmond a késébbi
(20) tételnek, igy az M nem P matrix, ellentmondas. [

A kovetkezd tételben szintén hasznalni fogjuk a késébbi (20) tétel eredmé-
nyeit, mely tétel a P méatrixok jellemzésével foglalkozik.

11. Tétel. ([CPS92]) Egy M € R™ "™ matrix esetén a kovetkezék ekvivalensek.
i, McP.

ii, Az LCP(q,M) feladatnak barmely q € R" vektor esetén egyértelmii
megoldasa van.

Bizonyitas:
A (10. és 9.) tételek alapjan tudjuk, hogy a

—Mu+v = q
uv > 0
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rendszer tetsz6leges q vektor esetén megoldhato. Ezen észrevételbdl, illetve a
(4) és (36) tételekbol kovetkezik, hogy az LCP feladat megoldhato.

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tekintsiink egy (u’,v') masik megoldast.
Ekkor

v—v = M(u-u)

0 > (u—u)-(v—v)=(u—-u)-Mu-u)

ez a (20) tétel alapjan csak ugy lehetséges, ha 0 =u—u' ésigy 0 = v — v/,
vagyis a két megoldis megegyezik.

Most tegyiik fel indirekt, hogy az M nem P matrix. Ekkor a (20) tétel alapjan
van olyan z # 0 vektor, melyre z - (Mz) < O teljesiil. Legyen z* = max(0, z)
és z~ = max(0,—z) a z vektor pozitiv, illetve negativ része. Mivel z # 0
igy z© # z~. Hasonl6an, legyen u™ = max(0, Mz) és u~ = max(0, —Mz).
Vegyiik észre, hogy z =zt — z ™, illetve Mz = u™ — u™. Definidljuk a

g=ut—Mz" =u — Mz~

vektort. Ekkor a konstrukcié alapjan z - u = 0, vagyis z*,u" megoldasa az

LCP(q, M) feladatnak. Konnyen lathatd, hogy ugyanez igaz a z—,u~ vektor

parra, vagyis az LC'P(q, M) megoldasa nem egyértelmi, ami ellentmond a

feltevésiinknek. [ |
Megemlitjiik a kdvetkez6 eredményeket:

12. Tétel. ([CPS92|) A kovetkezdk ekvivalensek.

i, Ha x; és x5 az LCP(q, M) feladat két tetszéleges megengedett komple-
mentdris megoldasa, akkor Mx; = MX.

ii, M € Py és barmely a« = {ay,...,a} C {1,...,n} indexhalmazra,
melyre det(Myqo) = 0 az M a indexti oszlopai lineérisan fiiggetlenek.

13. Tétel. (Jansen) Egy linedris komplementaritasi feladat megolddshalmaza
poliedrikus halmazok véges unidja.

14. Tétel. (Cottle, Pang, Venkateswaran [CPV89]) Legyen adott az LCP(q, M)
feladat. A kovetkezdk ekvivalensek:

i, Az LCP(q, M) megoldédshalmaza poliedrikus.
ii, Az LCP(q, M) megolddshalmaza konvex.

iii, Az LCP(q, M) tetszéleges (u,,v1) és (u,,vs) megengedett komplemen-
taris megoldasara teljesiil, hogy

ulvy, =ulv, =0. (7)
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iv, Van olyan komplementaris o, € {1,...,n} indexhalmaz, melyre az
LCP(q,M) feladat barmely (u,v) megoldaséara

Vo = Qo+ Msoua =0

Va = Qg+ Mgeu, >0 (8)
u, > 0

u, = 0.

Bizonyitas:
(1) = (i7) : Nyilvanval6, minden poliéder konvex.
(1) = (dit) : Legyen (uy,vy) és (uy,v,) az LCP(q, M) két megoldasa. A
konvexitasi feltevés alapjan az (u,v) = A(ug,v,) + (1 — A)(ug, v,) vektor is
megoldas minden A € (0,1) esetén. Ennek komplementaritasat felirva adodik,
hogy

0 = '+ (1—2)v" Pl + (1 - A)u?]
— A1-2) [(vl) u? + (v3) " ]

melybd6l A(1 — A) # 0 miatt az allitas kovetkezik.
(73i) = (iv) Az allitdsban szerepld indexhalmaz nem mas mint az

a = {i:u; > 0 valamely (u,v) megoldas esetén}

indexhalmaz. A definiciobol kovetkezik, hogy ¢ € a akkor és csak akkor, ha
u; = 0 barmely (u,v) megoldas esetén. Legyen (@, V) tetszdleges megoldas.
Elegend6 megmutatnunk, hogy v, = 0. Valasszunk egy tetszlleges ¢ € «
indexet. Ekkor u; > 0 valamely (u,v) megoldasra. Felhasznalva a (7) feltételt
u; = u és uy, = U valasztas mellett adodik, hogy v; = 0, vagyis v, = 0,
bizonyitva allitdsunkat.
(iv) = (v) Jeldlje U a (8) rendszer megoldashalmazat. Konnyen lathato, hogy
U poliedrikus, és éppen az LCP(q, M) feladat megoldashalmazat definialja.
[

A fenti tétel ad ugyan sziikséges és elégséges feltételt a megoldashalmaz
konvexitasara, azonban csak rogzitett q vektor esetén. A kovetkezs tétel ebben
az iranyban &ltalanositja a fenti eredményt.
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15. Tétel. (Cottle, Pang, Venkateswaran [CPV89]) Legyen adott egy
M € R™"™ matrix. A kovetkezok ekvivalensek:

i, Tetszéleges q € R™ vektor esetén az LC P(q, M) megoldashalmaza (eset-
legesen fiires) konvex.

ii, Az M matrix oszlop elégséges.

Bizonyitas:

(1) = (4i) : Tegyiik fel indirekt, hogy az M matrix nem oszlop elégséges.
Ekkor van olyan x vektor, melyre z;(Mx); < 0 barmely ¢ = 1,...,n ese-
tén, és z;(Mx); < 0 legalabb egy j indexre. Legyen u™ = x* = max(x,0)
és u= = x = max(—x,0) ahol a maximumot koordinatanként értelmez-
ziikk. Hasonlé moédon, legyen vt = (Mx)" és v- = (Mx)~. Definialjuk a
q = v — Mx"' vektort. Vegyiik észre, hogy q = v- — Mx is teljesiil.
Konnyen lathato, hogy (ut,v") és (u™,v~) az LCP(q, M) feladat egy-egy
megoldasa az altalunk definidlt q vektorra nézve. Azonban vagy u;“v]’ > 0
vagy u; v, > 0 attol fiiggéen, hogy z; > 0 vagy z; < 0. Ez azonban a (14)
tétel alapjan ellentmond a megoldéshalmaz konvexitasanak.

(73) = (i) : Legyen adott egy q € R™ vektor. Feltehetjiik, hogy az LC'P(q, M)
feladatnak legaldbb két megoldasa van, ellentkez6 esetben nincs mit bizonyi-
tani. Legyen tehat (u;,vy) és (ug, vo) két megoldas. Ekkor

0> (ur —up) - (vi — v2) = (ug,v1) - (M(u; — up)) (9)

Az M matrix oszlop elégségességébdl kovetkezik, hogy a (9) jobboldali kife-
lyezése azonosan nulla, ami miatt végig egyenlGségnek kell teljesiilnie, vagyis
u; - vo = uy - vi = 0 teljesiil. Felhasznalva a (14) tétel eredményeit, a megol-
dashalmaz konvexitasit kapjuk. |

16. Tétel. ([CPS92]) Egy M € R™™ matrix esetén a kovetkezbk ekvivalensek:

i, M nem degeneralt.

ii, Az LCP(q, M) feladatnak barmely q € R" vektor esetén véges sok meg-
oldasa van.

iii, Barmely q € R" esetén, badrmely megengedett komplementéaris megoldas
(ha létezik) lokalisan egyértelmd.

Bizonyitas:
(1) = (di) : Tegyiik fel hogy M nem degeneralt, de valamely q vektor esetén az
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LCP(q, M) feladatnak végtelen sok megoldasa van. Valasszuk a megoldasok-
nak egy olyan végtelen szdmossigi részhalmazat, melyben a komplementéaris
valtozo péarok koziil az egyik mindig nulla szinten van, és legyen ezek indexhal-
maza (. Ekkor sziikségszertien a [—M, I]f1, n}-g11,..n}-g szingularis. Ennek
a matrixnak a felépitése azonban

M, 0

iz
Itt az a nem lehet az iires halmaz, mert az egységmatrix nem szingularis. De
ekkor az M,, méatrix szingularis, ellentmondésban M nem degeneraltsagaval.
(17) = (74t) : Nyilvanvalo.
(13i) = (1) : Tegyiik fel, hogy valamely « indexhalmazra az M,, diagonalis
menti részmatrix szingularis. Legyen u, # 0 olyan vektor, melyre M,,u, = 0.

Definidljuk a q = —M,y.e, vektort, ahol e, = (1,...,1). Legyen g5 olyan,
hogy

da + Maa(€q +6u,) >0
minden elég pici § > 0 esetén. Az igy definialt q = (qq,qa), és a
z = (24, 2%5) = (€4 + 6u,, 0)

vektorra a z megoldasa az LCP(q, M) feladatnak tetszéleges olyan pici 8 > 0
esetén, melyre még z, > 0. Ez azonban ellentmond a feltételiinknek. |
A (16) tétellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy természetesen minden P
matrix nem degeneralt.
Megemlitiink néhany eredményt az LCP feladatok megoldashalmazanak
egyéb tulajdonsagairol:

17. Tétel. ([JG98]) Az LCP(q, M) feladatnak, amennyiben M € Py, akkor
vagy nincs megoldasa, vagy 1 megoldasa, vagy végtelen sok megoldasa van.

18. Tétel. ([JG98]) Az LCP(q, M) feladatnak, amennyiben M € Py, akkor
ha a megoldashalmaz korlatos, akkor Gsszefiiggd.

19. Tétel. ([JG98]) Az LCP(q, M) feladatnak, amennyiben M € Py, akkor és
csak akkor van egyértelmi megoldasa, ha van lokdlisan egyértelmi megoldasa.

Végiil a matrixosztalyok tovabbi vizsgilata el6tt bevezetjiik a legtobb pivot
tipust algoritmus &ltal hasznélt diagonalis menti blokk pivotalasi miiveletet.

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 23



4. fejezet Matrixosztalyok

16. Definici6. Legyen M € R"*", ennek M,, egy diagonalis menti nem szin-
guldris részmatrixa. Az altalanossag rovasa nélkiil feltehets, hogy
a=1{1,...,r}. Ekkor az

Maa Mac‘x
Méa Mdd

matrix az M, részmatrixhoz tartozé blokk pivotalasi miivelet utan:

Mo Mg Mo
MaaMa_o} Mss — MaaM;;Maa
Algebrailag az torténik egy ilyen blokk pivot soran, hogy a (ZZ) =M (;z)
rendszerben felcsréltiik az y, és r, viltozok szerepét. Egy M € R™ ™ métrix

és a C {1,...,n} esetén, ha M,, nem szingularis, akkor az a indexhalmazhoz
tartozo blokk pivotalasi miiveletet jelolje n,.
Az altalunk vizsgalt matrixosztalyok mindegyike olyan, hogy (P, C'S, Pk,

P.(k), PSD, P, PD, SS) rendelkezik azzal a szép tulajdonsaggal, hogy zartak
a fenti blokk pivotalasi miiveletre nézve.

4.3. P és Py matrixok

Ebben a fejezetben ismertetjiik a P és Py méatrixok alapvetd tulajdonséigait.

20. Tétel. (Fiedler, Ptak [FP66]) Egy M € R™™ maétrix esetén a kovetkezok
ekvivalensek:

—~

i, M € P.

[y

ii, Tetszoleges x € R*\{0} vektor esetén van olyan i index, melyre

z; (Mx), > 0; Vagyis ha x - (Mx) < 0 akkor x = 0.

—~

iii, Tetszbleges x € R vektor esetén van olyan Dy szigoriian pozitiv atléju

diagonélis matrix, hogy x* DyMx > 0

iv, Tetszbleges x € R® vektor esetén van olyan Hy nem negativ atléja dia-
gonélis méatrix, hogy xT H,Mx > 0.

v, Az M matrix, csak dgy mint barmely diagonalis menti részméatrixanak
valés sajatértékei pozitivak.

Bizonyitas:
(1) = (di) : Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan x # 0 vektor, melyre
x - (Mx) < 0 minden ¢ = 1,...,n indexre. Legyen J C {1,...,n} azon
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indexek halmaza, melyekre z; # 0. Olyan z vektort tekintettiink, melyre a
J indexhalmaz nem {iires. Mivel M egy P matrix, igy det(M;;) # 0, és
igy Mj;;x; # 0. Ekkor van olyan D nemnegativ 4tl6ji, nem azonosan nulla,
|J| x| J| méretii diagonalis matrix, melyre M;;x; = —Dx;. Vagyis az (M +D)
matrix szinguldris, emiatt

O=det(M+D)= Y  detDrdet Mgg

TUK={1,..,n}

ami nem lehetséges a P métrix osztaly definicidja, és a D tulajdonségai miatt.
(17) = (4i7), Legyen x # 0, és ¢ olyan index, melyre z;(Mx); > 0. A feltétel
szerint valaszthato ilyen index. KellGen pici € > 0 esetén

.’L‘Z(J\IX)Z + EZ.’L‘J’(MX)J' > 0.
J#

Vagyis a D, = diag(dy), ahol d; =1, d; = € ha i # j megfeleld.
(73i) = (iv) : Az kovetkeztetés semmitmondo.
(iv) = (v) : Legyen 0 # I C {1,...,n} indexhalmaz, illetve X\ és x; az My;
méatrix sajatértéke a hozza tartozo sajatvektorral. Egészitsiik ki az x; vektort
nullakkal n dimenzidssa. A feltétel alapjan ekkor van olyan nem negativ atloja
diagonalis H matrix, melyre x” HMx > 0. De ekkor

0< X?H[M[[X[ = )\X?H[X[ = )\XTHX. (]_0)

A H matrix definicioja miatt x” Hx > 0, igy (10) csak gy teljesiilhet, ha
A> 0.

(v) = (7) : Mivel az M maétrix valds, igy a komplex sajatértékek a konjugalt
parjukkal egyiitt szerepelnek. Egy nem nulla komplex szam és konjugaltjanak
a szorzata mindig pozitiv. Mivel egy méatrix determinansa a sajatértékeinek a
szorzata, az allitas kovetkezik.

Megemlitjiik, hogy a (i) = (v) kozvetlen is konnyen bizonyithato: Legyen
ugyanis A az M egy valos sajatértéke az x sajatvektorral. Mivel A valos, igy az
x is. A feltétel szerint van olyan i index, melyre z;(Mx); = Az? > 0, amibdl
A > 0 kovetkezik. [ ]

21. Tétel. ([CPS92]) Egy M € R™*™ métrix esetén a kivetkezék ekvivalensek:
i, M c P,
ii, Tetszéleges x € R™ vektor esetén van olyan i index, melyre z; (Mx), > 0.

iii, Az M mdtrix, csak gy mint barmely diagonalis menti részmatrixdnak
valés sajatértékei nem negativak.
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iv, Az M + el P métrix tetszéleges € > 0 esetén.

Bizonyitas:
(1) = (iv) : Tetsz6leges D diagonélis matrix esetén

det(M + D) =Y _ det D det(Mss)

ahol a szumma a {1,...,n} Osszes részhalmazara megy. Mivel az M matrix
Py, igy az Osszeg Osszes tagja nem negativ. De az a = {1,...,n} valasztas
esetén a megfelel§ Osszeadand6 értéke €”. Emiatt det(M + eI) > 0. Mivel
egy P, matrix teteszéleges diagonalis menti részmétrixa is nyilvanvaléan Py
métrix, igy az allitas kovetkezik.

(tv) = (i7) : Legyen z # 0 adott. Mivel M + el tetsz6leges € > 0 esetén P
matrix, igy a (20) tétel alapjan van olyan i index melyre z;((M + el)z); > 0.
Legyen {¢;} egy szigortan feliilr6l nulldhoz tartozo6 sorozat. Van olyan j index,
melyre végtelen sok e esetén z;((M +€l)z); > 0. Ha k — oo akkor ¢, — 0, és
z;(Mz); > 0.

(13) = (ii1), (4it) = (4) : Analog mddon bizonyithat6 a P méatrixokra vonat-
koz6 tételhez. |

22. Tétel. ([Mu88]) M € P akkor tetszéleges « C {1,...,n} indexhalmaz-
hoz, melyre M, nem szingularis, az o indexhalmazhoz tartozé blokk pivot
transzformaltja is P matrix.

23. Tétel. ([Mu88]) M € P akkor és csak akkor, ha tetszélegesa C {1,...,n}
esetén, melyre M,, nem szingularis, az o indexhalmazhoz tartozé blokk pivot
transzformaltja esetén a diagondlis elemek pozitivak.

A (20). tétel v, pontja motivalja a P matrixok sajatértékeinek a vizsgalatat.

24. Tétel. Egy M € R®*? P matrix sajatértékeinek valos része pozitiv.
Egy M € R**? P, métrix sajatértékeinek valés része Nem negativ.
Egy M € R*™ aholn > 3 P méitrix sajatértékeinek valos részére nincs alta-
lanos alsé korlat.
Bizonyitas:

Legyen M = <CCL Z) egy P matrix. Definici6 szerint

M e P <~ (a>0,d>0,ad — bc > 0).
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A sajatértékek

a+d++/(a—d)?+4bc
/\1,2: 2 .

Ha (mindkét) sajatérték valos, akkor azt kell megmutatni hogy

a+d—+/(a—d)?+4bc >0,

ami azzal eqvivalens hogy ad > bc. Ha A1, Ay ¢ R akkor a valos rész M ami
a feltevés szerint pozitiv.

A Py matrixok esetén egyenez az érvelés teljesiil a > helyett > relaciokkal.
Tekintsiik az

M(a) =

[
— =0
— o 2

matrixokat. Az Osszes 1 x 1 és 2 x 2 méreti diagondlis menti részmatrix
determinansa 1, mig det(M(a)) = 1+ a, igy M(a) a P matrixok osztalyaba
tartozik, ha a > —1. Az M(a) méatrix sajatértékei az

f /3

]."—0/1/3, 1— 1/3

2
és
1 3
Aa)=1 §a1/3 z'%al/3
szamok, melyre
lim real A(a) = —o0.
a—00

Magasabb dimenziora az M (a) méatrix konnyen kiterjeszthets tetszéleges po-
zitiv f6atloju diagonalis matrix hozzaillesztésével. |

6. Megjegyzés. Mivel P, C P,, igy tetszéleges M € R?**? P, matrix sajatér-
tékeinek valés része nem negativ. Az allitas éles, 1évén az SS C P, matrixoknak
tisztan képzetes sajatértékeik vannak.

25. Allitas. Az M négyzetes matrix P matrix akkor és csak akkor, ha van
olyan x > 0 vektor, melyre Mx > 0, és M csakigy mint minden blokk pivot
transzformaltjanak
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A fejezet zarasaként megemlitiink egy tovabbi eredményt a P matrixok
sajatértékeirdl.
26. Allitas. ([Kel72]) Komplex szamok egy {\1, ..., \,} halmaza sajtaértékei
egy n x n-es P matrixnak (Py méatrixnak) akkor és csak akkor, ha a

n

H(t +\i) = En:biti

i=1

polinomra b; > 0 (b > 0) teljesiil i = 1..n esetén.
A nem nulla \ = re*® komplex szam egy n x n-es P métrix sajatértéke akkor
és csak akkor, ha |© — w| > 7/n.

4.4. Elégséges matrixok

Az elégséges matrixokat elGszor Cottle és tarsszerz6i [CPV89| vezették be.
Megmutattak, hogy ezek a P-métrixok és a PSD maétrixok altalanositasai.
Keésébb Hertog és tarsszerzdi [HRT93| igazoltak, hogy az elégséges méatrixok
éppen azok a matrixok, melyekre a szokidsos minimél index szabalyu criss-
cross mddszer barmely jobboldali q vektor esetén véges lépésben vagy talal
egy megoldast, vagy kimutatja hogy az LCP nem megoldhato.

A tovabbiakban megmutatjuk az elégséges matrixok néhany alapvetd tu-
lajdonsagat. A lemma kimondasa el6tt bevezetjiik a szigoruan elgjelfordito,
illetve szigorian elGjeltarté vektorok fogalmat.

17. Definici6. Egy x € R?" vektort szigoriian elGjelforditénak neveziink, ha
x;x; <0 minden i =1,...,n indexre
r;x; < 0 valamelyi € {1,...,n} indexre

Egy x € R®™ vektort szigoriian eljeltarténak neveziink, ha

x;x; > 0 minden i =1,...,n indexre
ziz; >0 valamely i € {1,...,n} indexre

Vezessiik be a
V:={(u,v) eR" | [-M,I](u,v) =0}
illetve a
Vii= {(xy) € B | [I,M"](x,y) = 0}

altereket.
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27. Lemma. AV illetve V' R*™ alterek egymés ortogonalis kiegészitd alterei.
Bizonyitas: ElGszor az ortogonalitast bizonyitjuk:
(u,v) (x,y) = (u, Mu)"(-MTy,y) = —u"MTy + "My = 0

Az ortogonalitasbol azonnal kovetkezik a fiiggetlenség. Marad, hogy megmu-
tassuk, hogy direkt osszegiik éppen az R?". Ismert osszefiiggés, hogy tetszdle-
ges ¢ : V — V lineéris leképezés esetén

dimV = dimIm ¢ + dimker ¢

Persze dim R*® = 2n, és mind a [— M, I] illetve [I, M| képtere nyilvanvaloan n
dimenzids, igy magteriik 2n —n = n is, vagyis a magterek fiiggetlensége miatt
a direkt 0sszeg dimenzidja 2n. |

28. Lemma. Egy M € R"*" elégséges matrix akkor és csak akkor, ha a V
altérben nincs szigortian elGjelfordité vektor, illetve a V* altérben nincs szigo-
riian elGjeltarto vektor.

Bizonyitas: Ha lenne a V altérben szigorian elgjelfordité vektor, mondjuk
az (u,v), akkor

O>u-v=u-Mu

ami ellentmondés. Ha pedig a V* altérben lenne szigortan elGjeltarto vektor,
példaul (z,y) akkor

y-M"y

VA

ami ismét ellentmondéas. ]

18. Definici6. Legyen adott egy S vektorhalmaz, melynek tagjait a J hal-
mazzal indexeltiik. Legyen tovabba a Jg C J olyan, hogy tagjai az S egy
bézisat alkotjak. Jelolje Jy = J\Jp, a nem bazisbeli vektorok indexhalma-
z4t. Ekkor a Jg béazishoz tartozé révid pivot tébla az M € RI7BIXIN matrix,
amelyre m;; a j € Jy index altal jelolt vektor Jp szerinti el6allitdsdnak i € Jp
index altal jelolt bazisvektor egyiitthatojat adja meg.

A kovetkez6 lemmara a matrixok elGjelszerkezetének vizsgalatakor lesz sziik-
ségiink, mely elGjelszerkezet valojaban a 7. fejezetben az elégséges matrixok
altalunk felhasznalt minden tulajdonsagat tartalmazza.
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29. Lemma. (Cottle, Pang és Venkateswaran [CPV89|) Legyen M elégséges
matrix, B bazis,

M = [mij 11 € JB,j € JN]
a hozza tartozo rovid pivot tabla. Ekkor a kovetkezd allitasok teljesiilnek:
i, m; > 0 minden ¢ € Jg indexre, tovabba

ii, minden i € Jp indexre, ha mygz = 0 akkor m;; = mj; =0

vagy m;; - my; < 0 minden j € Jp, j # i esetén.

Bizonyitas: Vezessiikk be a kovetkezd jelolést: A := [—M,I], ahol az
oszlopokat indexeljiik rendre a {1,...,n,1,..., 7} halamaz elemeivel. A lemma
szerint M oszlop elégséges akkor és csak akkor, ha fx € R?" melyre Ax = 0 és
z;z; < 0 minden i € {1,...,n}-re és i € {1,...,n}melyre z;z; < 0. Vagyis
x olyan szigorian elGjel fordit6 vektor, melyre Ax = 0.

(7) : Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel hogy i € Jp olyan, hogy m; < 0.
Definici6 szerint a; = ), —mj; a;, vagyis az

Jj€JB
mjz, ha j € Jp
x=< 1, ha j =1
0, egyébként

vektorra Ax = 0. De ekkor az x szigortaan elGjelfordito:

R 0, ha j # i, mert ekkor j vagy j bazison kiviili
I My < 0, ha ] =1
ellentmondés.
(73) : Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy m; = 0, és i,j két olyan
index mely sérti a tétel allitasat. Definicio szerint ismét a; = Y. —my ay
keJp
illetve a; = Y —my; ay, és definidljuk az
keJp
Mz, ha k € Jg T_nk;, ha k € Jg
(y1), =< 1, hak=1 illetve  (y2), =<¢ 1, ha k =
0, egyébként 0, egyébként

vektorokat. A tétel (b) része kétféleképpen sériilhet:
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1. eset: m; = 0 és m,; - my; > 0. Ekkor, ha m;; = 0, akkor az
X = y; — m;;y2 vektorra Ax = 0 és szigortian el§jelfordito. Figyelembe véve
hogy k = j esetén

zrzg = (Mjz — mgmy;) (Mg — Mg - 1) = —mjpmg <0

illetve k = 7 esetén

2wy = (s~ Mogig) (L— gng) =~ -y <0

tovabba hogy k ¢ {i,j} esetén k vagy k bazison kiviili mind y; illetve y,
esetén, kapjuk hogy

=0, hak¢{i,j}
TETF <0, hak=y
<0, hak=1

ellentmondés.

Ha pedig m,; > 0 (az (a) eset értelmében mar tudjuk hogy m;; > 0) akkor
az X = % y1— ﬁ% yo vektorra Ax = 0 és szigoruan elGjelfordito: k = j esetén
a xpxy szorzat els6 tényezdje

<% _ %) =0
My Myj
illetve kK = 7 esetén

T_nﬁ mi" ]_ m;" mi"
xkx,-c:<_ ——_J_ — — — =—2 <0
Mjz  Tj Mjz M5 M5 Mg

tovabba hogy k ¢ {i,j} esetén k vagy k bazison kiviili mind y; illetve y,
esetén, kapjuk hogy

=0, hak¢{ij}
TrTf =0, hak=y
<0, hak=1
ellentmondés.
2. eset: Mz = 0 és m;5 - my; = 0, de nem mind m;; és mj; nullak. Tegyiik
fel elgszor hogy mj; # 0 és m;; = 0. Ekkor az x = —% y1 + y2 vektorra

Ax = 0 és x szigoruan elGjelfordité: k = j esetén

1+m;; 1+ my;

pyag = ( ————L iy + my; —my+1) =-1<0

k on J 73 i J
j2 jt

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 31



4. fejezet Matrixosztalyok

illetve k = 7 esetén
1+ my; 1+ mj;
TpTp = <_ — I mﬁ) <—7_ 14 mﬁ> =0

tovabba, hogy k ¢ {i,j} esetén k vagy k bazison kiviili mind y; illetve y,
esetén kapjuk, hogy

=0, hak¢{i,j}
TETF <0, hak=y
=0 hak=1

ellentmondaés.
Ha most m;; # 0 és m;; = 0, akkor a transzponalt matrixra felirva, az
eredeti matrix sor elégségessége alapjan kapjuk az allitast: Legyen

Mg, ke Jy Mk, ha k € Jy
(Y1), =19 1, k=1 illetve (y2), =< 1, ha k =j
0, egyébként 0, egyébként
és ekkor az x = —lfﬁf y1 + y2 vektorra [I, MT]x = 0 és x szigortan elGjel-
ij
tarto. n

Figyeljiik meg, hogy a lemma konstruktiv, tehat ha valahol sériil a kivant
elgjelszerkezet, akkor az M tablajabol konnyen leolvashaté a bizonyiték, hogy
M nem elégséges.

A kovetkez6 lemma az el6z6 egyfajta megforditasas:

30. Tétel. ([CG92]) Egy M € R™™ maétrix oszlop elégséges akkor és csak
akkor, ha az M métrixra, csak igy mint tetszéleges a C {1,...,n} indexhal-
mazhoz, melyre M,, nem szingularis, az o indexhalmazhoz tartozé M blokk
pivot transzformaltjara m;; > 0 tovabba

teljesiil minden i € {1,...,n} esetén.

Cottle [Cot90] nyoman:
Egy M € R™™ matrix atrendezésén a PT M P métrixot értjiik, ahol P egy
permutacidématrix.

31. Lemma. Egy M € R™" sor (oszlop) elégséges matrix tetszéleges atren-
dezése is sor (oszlop) elégséges.
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Bizonyitas: Legyen P € R"*" tetszbleges permutaciomatrix. Figyeljiik
meg, hogy tetszéleges x,y € R" vektorok esetén a Hadamard szorzast alkal-
mazva

P'(x-y)=(P"x)-(P"y).
Felhasznalva hogy PTP = I,, kénnyen lathato, hogy
P¥(x - (Mx)) = (P"x) - (P"MP)(P"x)).
Az y = PTx, vagyis x = Py helyettesitéssel élve:
PY((Py)- (M(Py))) = (y) - (P"MP)(y))- (11)

Vagyis ha létezne y € R* PTMP mely sértené az elégségeségét, akkor Py
sértené az M elégségességét, mivel az (11) bal oldalan a PT maétrixal valo
szorzas csak az elemek sorrendjét viltoztatja meg, az egyes elGjelek szamat
nem. [ |

32. Lemma. Ha M € R™ " sor (oszlop) elégséges métrix, D alkalmas méretii
diagonélis matrix, akkor DM D is sor (oszlop) elégséges.

Bizonyitas: Az allitas kovetkezik a sor (oszlop) elégséges matrixok defi-

Tz 0z

x-((DMD)x) = (Dx)- (M(Dx))

mivel

= (dizi) Z mi;(8;2;5)
= [(Dx) - (M(Dx))];

33. Lemma. Legyen M € R™ ™ sor (oszlop) elégséges métrix. Ekkor M tet-
szbleges diagonélis menti négyzetes részmatrixa is sor (oszlop) elégséges.
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Bizonyitas: Legyen M € R™™" sor elégséges, és tekintsiik egy tetszéleges
M, részmétrixat. Legyen most y € Rl olyan, hogy y - (ML y) < 0. Defini-
aljuk az x vektort olymédon, hogy x, =y, x5 = 0. Ekkor x - (MTx) < 0, de
mivel M7 oszlop sor elégséges, igy x - (MTx) = 0, azonban

(x-(M"x))a =y - (M_,y)

ami bizonyitja allitisunkat. Az oszlop elégséges eset hasonléan bizonyithato.
[ |

Két lemma formajaban még megjegyezziik, hogy ha az M elégséges, akkor
beléle tetszéleges pivot sorozat utan kapott M matrix is az, vagyis az elégséges
métrixok osztalya pivot miveletre zart, igy a criss-cross tipusu algoritmusok
soran a tabla elégségessége megorzodik.

34. Lemma. Legyen M,, az M oszlop elégséges matrix egy nem szingula-
ris, diagonalis menti négyzetes részméatrixa. Ekkor az M = n, (M) is oszlop
elégséges.

Bizonyitas: Legyen y = M 'x és tegyiik fel, hogy x -y < 0. Blokkositva

M-et o szerint
Ya — Mg.a ;d XC!
Ya My, Mss Xa

Az x- M'x = x -y < 0értelmében

(Xa><Ya>:<xa')'a>:<)'a'xa><0
Xa Ya Xa ' Ya Xa'Ya )

Mivel M' = n, (M) ezért

Xa — MC!C! Mac‘x y(!

Ya Mo Maa X5
De mivel M oszlop elégséges, igy x-y = 0, ami egyben M oszlopelégségességét
is bizonyitja. |

A lemma sor elégséges megfelel§jének bizonyitasdhoz vezessiik be az eldjel-
fordit6o matrixokat: Legyen Sz = Diag(oy,...,0,) ahol minden
i€{1,...,n} indexre

o 1 hat€a
%1 -1 haica
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35. Lemma. Legyen M,, az M sor elégséges matrix egy nem szingularis,
diagonalis menti négyzetes részméatrixa. Ekkor az M = n,(M) is sor elégséges.

Bizonyitas: Elegend§ bizonyitani, hogy (M ')T oszlop elégséges. Az elGbbi
tétel értelmében mindenesetre a n,(M7T) oszlop elégséges. Mivel

!

(M )T = (%(M))T = Sana(MT)Sa,

igy a 32. lemmat felhasznalva a fenti észrevétel bizonyitja a allitdsunkat. W

A fejezetet a rendkiviili jelentGséggel biro kvadratikus programozasi feladat,
és az elégségesség Osszefiiggésével zarjuk.

36. Tétel. (|[CPV89]) Egy M € R™" matrix esetén a kivetkezok teljesiilnek:

i, M sor elégséges <= tetszlleges q € R™ esetén, ha az (x,u) vektor egy
Karush-Kuhn-Tucker pontja a

min z¥(Mx + q)

0
0

Mx +q

>
x 2
kvadratikus programozasi feladatnak, akkor x megoldasa az LCP(q, M)
feladatnak.

ii, M elégséges <= tetszbéleges q € R" esetén az i, pontban definialt
kvadratikus program K KT pontjainak a halmaza konvex, és megegyezik
az LCP(q, M) megolddsainak a halmazaval.

Bizonyitas:
(i) : 7 = 7 Irjuk fel a Karush-Khun-Tucker feltételeket a kvadratikus prog-
ramra: ha x lokalis optimum, akkor létezik hozza olyan u dual szorzd, melyre
a kovetkezdk teljesiilnek:

Mx+q > 0
x > 0
a+(M+MHx—MTu > 0
u > 0
xT(q+ (M + MP)x — MTu) = 0 (12)
u'(Mx+q) = 0
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Legyen az (x,u) vektor egy Karush-Kuhn-Tucker pontja a kvadratikus prog-
ramnak. Ekkor mivel x nem negativ, és u megengedett dual viltozo,

z;(M"(x —u)); <0, (13)

tovabba a komplementaritasi tulajdonsag miatt u;(Mx+q); = 0 (feltétel aktiv,
vagy a dudl valtozoja nulla) és igy

—u;(MT(x —u)); <0 (14)

teljesiil minden i = 1,...,n esetén. Osszefoglalva

(x—u)-(M"(x—u))<0
adodik. Ez azonban M7T oszlop elégségessége miatt csak gy lehet, ha

(x —u)- (M"(x —u)) =0,
vagyis

zi(MT(x — u)); = wi(M" (x — u));
Felhasznélva a (12,13,14) egyenl6tlenségeket, adodik hogy
z;(Mx+q); =0

minden i = 1,...,n esetén. Vagyis az x megoldasa az LC'P(q, M) feladatnak.
(1) : ” <7 Tegyiik fel indirekt, hogy az M méatrix nem sor elégséges. Ekkor
van olyan x vektor, melyre x- (Mx) < 0 és z;(Mx); < 0 valamely 7 esetén. Az
altalanossag rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy z; > 0. Legyen z = x, u=x"
és q = —Mz + (M'x)™, ahol (...)" illetve (...)” a vektor pozitiv illetve
negativ része. Konnyen lathatd, hogy ekkor (z,u) Karush-Kuhn-Tucker par
az M matrixhoz, és az igy definidlt q vektorhoz. A konstrukcié miatt z; > 0
és (q + Mz); > 0, ami ellentmondéas, mert emiatt a z vektor nem lehet az
LCP(q, M) megoldasa.

(77) : Az tétel elsé felének, és a 15 tétel kozvetlen kovetkezménye. |

4.5. P, matrixok (elégséges matrixok II)

A tovabbiakban folytatjuk az elégséges méatrixok tulajdonsdgainak ismerteté-
sét, azonban a P, méatrixok megkdozelitésébdl.

37. Tétel. ([Val96a]) Legyen M € R™"*"™ oszlop (sor) elégséges,
rang(M) = r < n. Legyen R C {1,...,n} olyan, hogy a neki megfelel6
oszlopok (sorok) linearisan fiiggetlenek. Ekkor az Mrp matrix nem szingularis.
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Bizonyitas:
Indukci6 r szerint. Az r = 0 esetben nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel, hogy
rang(M) < r esetén mar igazoltuk az allitast, és legyen r = rang(M) >= 1.
Legyen R mint a tételben; az altalanossag elvesztése mellett feltehetjiik, hogy
R={1,...,r}.
Tegyiik fel indirekt, hogy rang(Mgrgr) = k < r. Legyen S C R olyan, hogy
az M matrix S indexhalmazhoz tartoz6 oszlopok linearisan fiiggetlenek. Az
indukcios feltevés alapjan Mgs méatrix nem szinguléris. Elvégezve az Mggs
szerinti blokpivotalasi miiveletet az M maétrixon, majd torélve az S indexi
sorokat és oszlopokat a kovetkez matrixot kapjuk:

0 B
B =
{321 Bzz] ’

ahol a 0 nulla matrix mérete (r — k) x (r — k) és rang(Bi2) = r — k. A (29)
tétel alapjan tudjuk, hogy Bis # 0. Emiatt
rang(M) = k + rang(B) > k + rang(Ba1) + rang(Bi2) > r

ami ellentmondas. (A B matrix val6jaban nem mas mint az Mgg matrix
Schur-féle komplemense az M matrixra nézve) |

38. Kovetkezmény. Legyen M € P, és I C {1,...,n}. Az M matrixban az
I indexti oszlopok linearisan fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha az I indexii
sorok is linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas:
Legyen r := rang(M),és I C R C {1,...,n} olyan, hogy az R indexhalmazhoz
tartozo oszlopok linearisan fiiggetlenek. Ekkor Mggr nem szingularis a (37)
tétel alapjan, és igy a megfelel6 sorok is linearisan fiiggetlenek. [ |

A P,(k) méatrixok kivetkezd jellemzésének a bels6 pontos algoritmusok vizs-
galatanal van jelentGsége:

39. Tétel. [KMNY91] A kovetkez6k ekvivalensek:
i, M € P,(k)
ii, Tetszéleges diagondlis D matrix, és €, v,h € R" vektorok esetén a

D'%+Dnp = h
-Mg{+n = 0
rendszer teljesiilésébdl
¢'n > —r |hl;
kovetkezik.
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iii, Tetszéleges & € R™ esetén
¢"M¢ > —rinf [ D¢ + DME|,
ahol az infimum az 0sszes pozitiv atloji diagonalis matrixon értelmezett.
Viliaho [Val96a] a 2 x 2-es matrixok esetén teljes jellemzését adja a P,
matrixosztalyba tartozasnak.

40. Tétel. Egy M = < ch ) matrix esetén

d
MeP < (a>0,d>0,ad —bc > 0)
MePSD <= (a>0,d>0,(b+c¢))?<4ad
M € Px <~ (a>0,d>0,(ad—bc> 0V
V(iad —bc=0A((a=0vVd=0)=b=0,c=0))

Magasabb dimenziéban a kévetkezé eredmények ismertek.

41. Tétel. ([CG92]) Egy M € R™ ™ miétrix (sor,oszlop) elégséges akkor és
csak akkor, ha tetszdleges diagonalis menti blokk pivot transzpondltjanak a
2 x 2-es diagonélis menti részmatrixai (sor,oszlop) elégségesek.

42. Allitas. ([Val96a]) Egy M € R™" rang(M) = r < n maétrix (oszlop/sor)
elégséges akkor és csak akkor, ha tetszdleges r + 1 méretii diagondlis menti
négyzetes részmatrixa (oszlop/sor) elégséges.

Bizonyitas:
A sziikségesség nyilvanvalo. (ha van olyan vektor, mely sérti a definiciot, az
nullakkal kiegészitve jo az eredeti matrixhoz is)
Az elégségességet az oszlop elégséges esetre bizonyitjuk, a sor elégséges eset
hasonléan bizonyithato. A (41) tételt alkalmazzuk. Legyen B az M matrix
egy diagondlis menti blokk pivot transzponaltja mely egy o C {1,...,n} in-
dexhalmazhoz tartozik. Mivel ekkor sziikséges, hogy M,, nem szingularis, igy
la| < r. Legyen tovabba S C {1,...,n}, |S| = 2. Azt kell megmutatnunk,
hogy Bgs oszlop elégséges. Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. Ha |[RU S| < r+1, akkor Mg s rus oszlop elégséges, igy a (34) tétel alapjan
a Mgus rus, specidlisan a Bgg is oszlop elégséges.
2. Ha |R| =r, RN S = 0. Ekkor a Schur formula alapjan

rang(M) > rang(Mus) + rang(Bgss)
r > r+rang(Bss)

és emiatt Bgg = 0. [ |
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43. Allitas. ([Val96a]) Ha az M € R™*™ matrix tetszéleges (n — 1) x (n — 1)
méretti diagonalis menti négyzetes részméatrixa (oszlop,sor) elégséges, és
det(M) > 0 akkor M is (oszlop,sor) elégséges.

Bizonyitas:
Az oszlop elégséges esetet bizonyitjuk, a sor elégséges eset analdg. Figyeljiik
meg, hogy M € P,. Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan x € R™ vektor, melyre
x - (Mx) £ 0. Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. Ha z; = 0 valamely k indexre. Ekkor

vagyis az My1, . n}—k{1,..n}—k Matrix nem elégséges, ami ellentmondaés.

.....

2. Ha z; # 0 barmely i € {1,...,n} esetén. Az altaldnossig rovasa nél-
kiil feltehetjiik, hogy x > 0 illetve Mx < 0. Legyen z = —M~'e ahol
e=(1,...,1) € R™ és legyen € > 0 olyan pici, hogy hogy X := x + ez > 0.
Ekkor Mx =y — ee < 0 vagyis X - (M%) < 0, ami ellentmondés. [

44. Allitas. ([Val96a]) Ha az M € R™™ rang(M) = r < n maétrix tetszéleges
r rangu diagondlis menti négyzetes részmatrixa P matrix, akkor M € P,.

A kovetkez6kben megvizsgaljuk a P, méatrixok skalazési lehet&ségeit.

19. Definicié. Egy M matrix (p,q) skdlazdsa alatt a PM(Q méatrixot ért-
jiik, ahol P = diag(p) és Q = diag(q) tetszdleges pozitiv f6atléji diagonélis
matrixok. (A sorokat p szerint, mig az oszlopokat q szerint slalazzuk)

45. Allitas. ([KMNY91]) A P, métrixok halmaza invaridns a (p,q) skala-
zésra. Ha M € P,(k), akkor M = PMQ € P.(k") ahol

)
)

1
i

(14 4x")  max(

(1+4k)  ming(

»-Ql’B

i
i

S

(=)

Bizonyitas:
Legyen & € R", és £ = Q€. Definialjuk a

L(¢)={ie{l,....n}: &ME; >0}, I(§)={ic{l,....,n
L@ ={ic{l,...,n}:&ME);>0), @) ={ic{l,....,n

indexhalmazokat. Mivel

&,(N18); = &(PMQE): = (Q&):(M(Q4): = gﬁi(Moi
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és igy
1@ =1.(¢), ¢ I(8)=1(¢).

Emiatt tetsz6leges € € R™ esetén

icly () icl_(€)
= (L+4R) 3 CE(ME)+ Y E(ME):
il (€) ier_(e) ¥
> (1+4R) <m1n—) Z &M (max&) Z &(ME);
il ATy
= (1+4k) (max—) Z §;(ME); (max—> Z éz(Mé)z
= m P icl_(¢)

= (mzaxﬁ> (1+4k) Z & (ME€); Z f M€ >0

i ielL(€) iel_

felhasznalva hogy M € P,(k). Vagyis M € P(&). |

46. Allitas. A P,(0) matrixok osztalya nem zart a (p,q) skalazésa.
A P és Py, matrixok zartak a (p,q) skilazasa.

Bizonyitas:

A <(1] _11> matrix P,(0)-beli, de a p = (2,1) és q = (1,1) vektorokkal val6

skalazas utan a (1) 1 > matrix adodik, mely mar nem P,(0) méatrix.

Tegyiik fel, hogy az M = (m;;) € P. Ekkor PMQ = (p;g;jm;;). Definicio
szerint

det(PMQ) = ngn(U)Hpiqa(i)mi,a(i)

O'GSn

= szqusgn Hmwz

O'ESn

ami a feltevés szerint pozitiv. (S, az n elemi permutéaci6 csoport). Hasonlo
gondolatmenet mondthaté a diagonalis menti négyzetes részmétrixok determi-
nansarol, illetve a P, eset analég bizonyithato. [

A fejezet zarasaként bevezetjiik az elégséges méatrixok hendikepjét. Jelen-
tésége a belsd pontos algoritmusok komplexitasanak a vizsgalatanal van (lasd
a 4.7 fejezetet)
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20. Definicié. Egy M € P, matrix hendikepjén a legkisebb olyan k szamot
értjiik, melyre M € P.(k), és k(M) jeloljiik.

7. Megjegyzés. Konnyen lathat6, hogy ha M € P,, akkor &(aM) = &(M)
tetszoleges o > 0 esetén.

A hendikep néhany tulajdonsaga ([Val96al, [Val96b)):

47. Tétel. Egy M = ( UCL ) matrix esetén

d
i, Ha M elégséges de nem PSD, akkor 1 + 4k = %.

(Ha M elégséges és PSD, akkor definicié6 szerint & = 0)

ii, Ha M elégséges, de se nem PSD vagy P, akkor 1 + 4% = max{? it

c’

Az altalanos esetre a kovetkezs eredmények ismertek:

48. Allitas. Legyen M egy nem PSD elégséges matrix. Ekkor

1 —xT Mx

—sup Z X, [MX]Z

1 :xTMx <0
1:x;[Mx]; >0

Megjegyzendd, hogy mivel M nem PSD, igy mindig van a feltételt kielégits
x vektor, tovabba mivel M elégséges, igy egy ilyen x vektor esetén a summa
soha nem az iires halmazon lesz értelmezve.

A fejezet zarasaként felsoroljuk a hendikep néhany tulajdonsagat. (lasd
[ValoT])

49. Allitas. Ha M € P de nem PD, akkor van olyan Z # 0 hogy

. 1 —xMx
K(M):Z Z %[ MX];

:%; [M%]; >0

Ha M nem P, akkor az &llitds még 2 dimenzioban sem teljestil.

50. Allitas. <#(DMD) = (M) tetszéleges nem nulla determinansti D diago-
nalis matrix esetén.

51. Allitas. Legyen M., az M métrix egy nem szingularis, diagonalis menti
négyzetes részmatrixa. Ekkor k(M) = k(n,(M)).
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52. Allitas. Egy matrix hendikepje legalabb akkora, mint a diagonalis menti
részmatrixainak a hendikepje.

53. Allitas. Ha M = diag(M;, M,), akkor &(M) = max{i(M,), &(M,))}.

54. Allitas. Ha M € P, egy D egy nem negativ f64tloju diagonalis matrix,
akkor #(M + D) < &(M),

55. Allitas. Ha M € P,\P akkor #(A) = max{#(Baa) : Baa az My, nem
szingularis részmétrixhoz tartozé blokk pivot transzformalt, « C {1,...,n}}

56. Allitas. Ha M € P, és D azonos dimenzi6ji nem negativ f6atloji diago-

e " M I .
nélis matrix, akkor k << I D >> = k(M).

T
Kovetkezésképpen ha d > 0 szam, akkor & << i\/}[ )> = k(A).

57. Allitas. Ha M € P, akkor (A7) = &(A).

58. Kovetkezmény. Legyen M € P,(k) ahol a k = (M), és legyen \; az M
matrix sajatértékei. Ekkor az (al)M(al) szimmetrikusan skilazott matrixra
K((al)M(al)) = #(M), de a sajatértékei o).

4.6. A PSD, P, P, és Py matrixosztalyok struktiaraja

59. Allitas. Az SS és PSD métrixosztalyok konvex kiipot alkotnak.

A P, P, és P, matrixosztalyok kiipot alkotnak, melyek azonban nem konvexek.
A P matrixosztaly kipja nyilt, mig az SS, PSD és Py matrixosztalyok kipja
zart.

Bizonyitas:
Az SS és PSD matrixokrol szolo allitas a definicidk kozvetlen kovetkezménye.
Hasonl6an nyilvanvalé, hogy mindegyik fenti méatrix osztaly kipot alkot.

Tekintsiik az (}1 _11> és ennek transzponaltjat a <_11 i) métrixokat. Mind-

két matrix P méatrix, igy egyben P, és P, is, de az 0sszegiik (Z g) még csak

nem is P, méatrix.

Mivel egy méatrix determinansa folytonosan fiigg a matrix elemeitél, a P mat-
rixok kipja nyilt, a Py métrixok kipja pedig zart, mivel a két esetben a diago-
nalis menti részméatrixok determinansaitol > 0 illetve > 0 feltételt koveteliink.
Hasonléan, definiciokbol kovetkezik az SS és PSD matrixok kipjainak a zart-
saga. [
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60. Allitas. A P, métrix osztaly kiipja se nem nyilt, se nem zart.

Bizonyitas:

o 0 -1
Tekintsiik az M}, := 1k 0
My € SS C P,(0), és minden k > 1 esetén elégséges (40), de se nem P,(0)
se nem P. (lévén x = (1,1) esetén x’ Mx = 1/k — 1). Emiatt (47) alapjan
#(My) = (k—1)/4. Mivel az My, = lim M), = 0 -1

k—o0 0 0
nem tesz eleget a 29 tulajdonsagainak), igy a P, matrixok osztalya nem zart.

Tekintsiik az M := <i 3) € P,\(P U P,(0)) méatrixot. Ezen matrixra

matrixokat. Ezen méatrixokra

méarix nem P, (példaal

2 4+¢€
1 2

semmilyen € > 0 esetén, igy a P, méatrixok osztalydnak komplementere sem
zart. [

R(M) = 3/4. De az M, := nem P,, s6t még csak nem is P

A P illetve az elégséges matrixok osztalyokrol mar lattuk, hogy a diagonalis
menti blokk pivotalasi miiveletre zartak, azonban fontos megemliteni, hogy ez
a tulajdonsag teljesiil a PD, PSD (|[Mu88]) és P, osztalyokra is.

4.7. Matrixosztalyok és megold6 algoritmusok

Ebben a fejezetben megemlitiink néhany eredményt a criss-cross tipusu (lasd 7.
fejezet), és a belsé pontos algoritmusokkal kapcsolatban. Az elgbbi a dolgozat
kés6bbi eredményei miatt érdekes, mig a masodik a hendikep és a k szam
szerepének megértésében.

61. Tétel. ([HRT93|) A kovetkezdk ekvivalensek:

i, Az M € R matrix elégséges.

ii, A minimal indexes criss-cross algoritmus barmely q € R* vektor esetén
megoldja az LCP(q, M) és LCP(q, M") feladatokat abban az értelem-
ben, hogy vagy ad egy megoldast, vagy kimutatja annak nemlétezését.

A i szerepének szemléltetése céljabol megemlitiink egy komplexitasi ered-
ményt a bels§ pontos algoritmusok vilagabol. A tétel bonyolultsdga miatt
bizonyos részletek csak elhanyagolva keriilnek emlitésre, a teljes felépités meg-
talalhato Kojima et.al. konyvében [KMNYO91].

62. Tétel. Tegyiik fel, hogy az M mdatrix minden eleme egész szim, mig a
q egész vektor. Legyen tovibba M € P,(k), és legyen ismert egy bels6 pont
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a centralis 1t egy megfelelé kérnyezetében. Ekkor egységesitett bels6 pontos
médszer (UIP)

O(c(1 + &) L)

iterdcioban megoldja az LC'P(q, M) feladatot. Itt L az M métrix és q vektor
kédolasahoz sziikséges bithossz, mig ¢ alkalmas konstans.

5. LCP dualitas

Annak eldontése, hogy egy tetszéleges LCP feladatnak van-e megoldasa NP-
beli feladat, és nem feltétlen co-NP-beli, de bizonyos métrixosztalyokra az.
Ilyen matrixosztaly az elégséges matrixok osztalya. Fukuda és Terlaky [FT92]
a kovetkezd dualitas tétel egy altalanositott forméajat bizonyitjak.

Definialjuk az LCP feladat dualisat.

(u,v) € V(M,q) == {(u,v) : ~Mu +v = q}
u-v=_0 (Primal LCP)
u,v>0

illetve a dual LCP:

MTy =0
(x,y) e V(M,q)" := {(X,Y) : }(;T_; = }
Xy =0 (Dual LCP)

X,y >0

Az elégséges matrixt LCP feladatok megoldhatésaganak jellemzéséhez lesz
segitségiinkre a kovetkez6 tétel:

63. Tétel (LCP dualitas). Barmely M € R™" elégséges métrix és q € R"
vektor esetén pontosan az egyik teljesiil:

(1) az LCP feladatnak van (u,v) megengedett komplementéris megoldasa,
(2) a DLCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementéris megoldasa.

Bizonyitas: Tegyiik fel hogy mindkett6 megoldhato, és legyen (u,v) a
primal, (z,y) pedig a dual feladat egy megoldasa. Ekko

—Mu+v = q
—y"Mu+y'v = y'q=—1
0 < xyl +viu=-1
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ami ellentmondés. Legalabb az egyik teljesiil, kovetkezik abbol, ha megmutat-
juk, hogy a criss-cross algoritmus véges. |

Vagyis ha az M matrixunk elégséges és racionélis, akkor az LCP feladat
nem megoldhatosaga jol jellemzett, és polinomialis méret bizonyiték adhato
ré, éspedig a DLCP feladat egy megoldasa.

Kovetkezs célunk, hogy a fenti tételt kiegészitsiik olymodon, hogy ne kelljen
elére feltenni a méatrixunk elégségességét.

6. EP tételek

Egy EP (Existentially Polynomial time) [CE] tétel formaja a kovetkezs:
[vx : Fi(x) vagy Fa(x) vagy -.. vagy Fe(x)]
ahol F;(x) olyan &llitas, melynek forméaja
Fi(x) = [Fy: melyre [lyi[] < [Ix[|™ és fi(x,y:)]

Itt n; € Z7, ||z]| jeloli a z kodolasi hosszat, f(x,y) pedig olyan allitas, melynek
teljesiilésére van polinomiélis bizonyiték.

Az LCP dualuitastételt EP forméaban szeretnénk felirni. Ehhez el6bb meg
kell szabadulnunk a tétel feltételétsl, és be kell azt olvasztanunk az allitasaba.

64. Tétel. Barmely M n x n-es racionalis matrix, és q € Q" esetén legalabb
az egyik teljesiil:

(1) az LCP feladatnak van (u,v) megengedett komplementaris megoldésa,
(2) a DLCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementaris megoldésa.
(3) az M métrix nem elégséges

A tétel még nincs EP formaban. Az (1) és (2) rész teljesiilése esetén maga
a megoldas mérete polinomidlis méreti. A (3) részhez azonban meg kell még
mutatni, hogy ha az M méatrix nem elégséges, akkor ennek van egy polinomidlis
méret bizonyitéka.

21. Definici6é. Egy x vektor tartéjanak az {i | x; # 0} halmazt nevezziik.

22. Definicié. Egy adott vektorhalmazbol egy minimalis tartéji vektort elemi
vektornak neveziink.
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23. Definici6é. Legyen V C R" tetszéleges linearis altér, x,x!,...,x* vekto-
rok a V altérb6l. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform médon felbomlik

x!,...,x* vektorokra, ha

x=x'+...x" és

r;=0= 2z =---=2zF=0,

T, >0=x},...,2¥ >0,

r; <0=1x!,...,2¥ <0 mindeni=1,...,n-re

Tetsz6leges linearis altér esetén teljesiil a kovetkezd:

65. Lemma. [Rock96] Legyen V linearis altér R"-ben. Ekkor biarmely x € V
felbonthaté konform médon V c',. .., c* elemi vektoraira.

A fenti lemma segitségével megmutathato, hogy ha M nem elégséges, akkor
ennek bizonyitéka megadhatd egy elemi, vagy két elemi vektor Osszegeként.
[FNT98]. A (27). lemma jel6léseit hasznalva:

66. Lemma. Ha M nem oszlop elégséges (sor elégséges), akkor létezik egy
szigortian eldjelvalté (szigortan eldjeltart6) elemi vektor a V altérben (V+
alterében), vagy létezik egy szigoriian elGjelvalté (szigorian elGjeltart6) x vek-
tor a V altérben, (y a V* altérben) mely felirhaté két komplementaris, elemi
vektor Osszegeként.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy A nem oszlop elégséges. Ekkor V' tartalmaz
szigoruan elGjelfordit6 vektort, legyen ez x. Az el6z6 lemma értelmében x
konform moédon felbomlik elemi vektorok Osszegére, legyen tehat

x=c' +...+ck
Ha k£ < 0 készen vagyunk, a komplementaritas kovetkezik a minimalis tartok-
bol. Ha k > 2 akkor legyen I = {i | z;z; < 0} és legyen j € I. Ekkor van olyan
c € {c',...,ck} elemi vektor, melyre ¢; # 0. Ha c;jc; < 0 akkor ¢ megfelel
a lemma kivanalmainak. Egyébb esetben van olyan ¢ € {cl, ey ck} melyre
c; # 0. Mivel a {cl, N ck} az x konform felbontasat adjak, ezért x =c+c¢
szigortian el8jelfordité a vektor Vtérben, vagyis ¢ és ¢ a keresett két elemi
vektor. A komplementaritas ismét kovetkezik a tartok minimélis voltabol. Az
az eset mikor M nem sor elégséges analdog modon kovetkezik. [

67. Tétel. Legyen M n X n-es, nem elégséges matrix. Ekkor létezik M nem
elégséges voltara olyan bizonyiték, melynek mérete polinomialisan korlatozott
az M input méretének fiiggvényében.
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Bizonyitas: Az el6z6 lemma értelmében a bizonyiték M nem elégséges vol-
tara felirhato egy elemi vektorként, vagy két elemi vektor 6sszegeként. Minden
a V altérbeli (V+ altérbeli) elemi vektor kifejezheté fundamentalis elemi (co-
elemi) vektoraként egy megfelels M pivot tablanak. Az M-beli egyiitthatok
mérete az M input méretében polinomiélisan korlatozottak. [

Most mar megfogalmazhatjuk az LCP dualitas tételt EP formaban: [FNT98]

68. Tétel. Barmely M € Q" "-es matrix, és q € Q" esetén legalabb az egyik
teljesiil:

(1) az LCP feladatnak van (u,v) megengedett komplementaris megoldasa,
melynek kédolasi mérete az M és q kodolasi méretével polinomidlisan korlato-
zott.

(2) a DLCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementaris megoldésa,
melynek koédolasi mérete az M és q kodolasi méretével polinomialisan korlato-
zott.

(3) az M métrix nem elégséges, és ennek van olyan bizonyitéka, melynek ko-
dolasi mérete az M kédolasi méretével polinomialisan korlatozott.

Bizonyitas: .A modositott criss-cross algoritmus végessége. |

Fontos kiemelni, hogy az (1) és (2) esetek kizardak, mig a (3) teljesiilhet
egyszerre akar az (1) akar a (2) teljesiilése mellett is.

7. Az algoritmus

Els6ként a Akkeleg, Balogh és Illés[ABI02] algoritmusanak altalanositasat te-
kintjiik elégséges matrixokra. Jelolje Z := {uy,ua, ..., un, v1, 2, ...,un} U {q}
a valtozok halmazat, mig I := {1,2,...,N,1,2,..., N} U {q} a megfelels index-
halmazt, ahol N =n+m és |I| = |I| = 2N + 1. A jelolés egyszertisitésének
érdekében legyen & = a minden a € I\ {q}-ra, vagyis az & komplementéaris
parja az .

A kiindulasi komplementaris megoldas az u = 0, v = q. A pivot tablazat
matrixat M jeloli. A kiindulé komplementaris megoldasbol pivot miiveletek
soran megengedett komplementaris megoldas elGallitdsa a cél. A 34. és 35.
lemmak biztositjak, hogy a matrix elégségessége a pivotalasok sordn megor-
z8dik. Csak olyan pivot miiveleteket végziink, melyek megérzik az aktualis
megoldas komplementaritasat. Kétfajta pivot miiveletet fogunk végezni: dia-
gonélis és felcserélds pivot.

Legyen az algoritmus egy lépésében a v; valtozo értéke nem megengedett.
Ekkor ha m;; < 0 akkor diagondlis pivotot végziink, mely sordn u; belép a
bézisba, mig v; elhagyja azt.

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 47



7. fejezet Az algoritmus

Diagonélis pivot

Ha azonban m;; = 0, akkor olyan k indexen kell pivotalni, melyre m;; < 0. Az
igy kapott megoldas azonban nem lesz komplementaris, igy ennek visszaallita-
sara pivotalni kell a (k, j) pozicion. A 29.lemma értelmében ekkor my; > 0.
A két pivotot egyiitt felcseréls pivotnak nevezziik.

Uj U
Uj +
Vi — 0 -

Felcserél6s pivot

Az abra szerinti helyzetben u; és u; belép a bazisba, mig v; és v elhagyja azt.
Azt mondjuk, hogy ekkor az uy, v;, aktivan, mig az u;, v; passzivan valasztott.

A LIFO pivotalasi szabalyt az [ABI0O2| cikkben a szerzdk egy szamlalo
s, : I — N2V vektor segitségével kezelik:

5.() T, ha az a € I indexelt valtoz6 mozog az r-ik iteracidban
") spo1(«), egyébkent.
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Legyen tovabba sg(a) = 0 minden « € I-re. Konnyi latni, hogy s, > s,
és s, # Sp_1.

Az algoritmus:

Input:
Adott az (1) feladat, ahol M elégséges, M := —M, q:=q, r := 1.
Begin
J:={a€cl:q, <0}
While (J # 0) do
Jmax == {0 € J : 8,_1(B) > s,_1(), minden a € J-re}
Legyen k € Jpnax tetszbleges
If (T_nkk < 0) then
diagonalis pivot My, elemen
s modositisa
r:=r+1
Else
K :={ael:mg <0}
If (K =0) then
Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megoldasa
Else
Kpax = {8 € K :s, 1(0) > s, 1(), minden « € K-ra}
Legyen | € K.« tetszbleges
FelcserélGs pivot az my; és my; elemeken
s modositasa

ri=r+2
Endif
Endf
EndWhile

Stop: Megengedett és komplementéris megoldast allitottunk el6
End

Az algoritmus a trivialis komplementéris megoldasbol indul, és mivel csak
diagonalis illetve felcserélg pivotokat csinél, ezért a komplementaritast meg is
6rzi. Lévén a matrix elégséges, a (29. lemma) biztositja hogy ha felcseréls
pivotra keriil sor, akkor a matrix megfelel6 elemeinek az elGjele megfelels. Az
algoritmus csak olyan esetben 4all le, ha vagy nincs megoldés, vagy megtalalta
azt, elég bizonyitani, hogy véges, vagyis nem ciklizal.
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Init: M=-M
g=q, r=1

Komplementéris

Megengedett?

Megengedett ® ®
komplementéris | : ®
megoldas

) -k

Diagandlis

Igen ; 8
pivot lehetséges?

Felcsereld
pivot lehetséges?
L]
T k
® Nincs megoldés
. 0 -k ® 0 e @

1. 4bra. Az algoritmus diagramébraja

7.1. Az ortogonalitasi tulajdonsag

Akkeleg, Balogh és Illés [ABI0O2| bizonyitast altalanositjuk elégséges matri-
xokra, mikdzben egyben leegyszertsitjiik azt, lehet6vé téve az algoritmus mo-
dositasat az EP tételek szellemében. Bizonyitasunk jelent&s része a jol ismert
ortogonalitasi tételen alapszik.

Definialjuk a t@, j € Jp illetve a t;, j € Jy U {g}vektorokat a kévetkezskép-
pen:

. Mk, hakEJNU{q}
(t9), =<1, hak=i
0, egyébként
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illetve

Mg, ha k € Jp
(tj)k = —1, ha k :]
0, egyébként

24. Definicio. A fent definidlt t) vektort fundamentalis elemi vektornak,
illetve a t; vektort fundamentélis co-elemi vektornak nevezziik.

69. Tétel. Barmely M matrix esetén, tetszéleges B’ illetbe B bazisok esetén
az My métrixhoz tartozé t@ vektorok merélegesek az Mg+ métrixhoz tartozd
t; vektorokra.

Bizonyitas: Ha B' = B" akkor az allitas nyilvanvalo:

tO =10 .. 0]1 [= x| my; |
Je/{iy {3} IvUier /{7y {5}

Vagyis a t; vektorok merélegesek az [M;q; I] matrix sorterére. Felhasznélva,
hogy barmely két bazis megkaphato egymésbol pivotalasokkal, és hogy egy
elemi pivot sordn egy méatrix sortere nem valtozik, a kivant allitast kapjuk. W

7.2. A majdnem leallasi tablak

Ezek utan ratérhetiink az algoritmus végességének bizonyitasara. Tegyiik fel,
hogy van olyan példa, amelyre az algoritmus nem véges. Mivel a lehetséges
bazisok szama véges, (2:) igy ez csak ugy lehetséges ha ciklizalas 1ép fel. Az
ilyen példak koziil vegyiink egy minimdlisat. Egy ilyen probléma esetén a
minimalitds miatt egy ciklus sordn minden valtozé mozog.

Tekintsiink azt a pillanatot, amikor mar minden valtozé legalabb egyszer
mozgott. Ekkor mar |Jmax| = [Kmax| = 1 minden iterdcioban, mivel minden
pivotaldsnél a mozgd valtozokhoz olyan s értéket rendeliink, mely még nem
szerepelt, és azonos értéki valtozoknak mindig az egyike és csak az egyike
van béazisban. Tekintsiik az aktudlis bazison kiviili valtozok koziil az s-szerinti
rendezés alapjan legkisebb sorszamut. Legyen r az az iteracié, mikor ez a
valtozo legkozelebb mozog. Ekkor a valasztasi szabaly miatt a bazisban levd
elemek koziil még mindig ezen valtozod s szerinti értéke a legkisebb. Az 7'
iteraciohoz tartozo bazis legyen a B'. Az allapothoz tartozé rovid pivot tablak
a kovetkezdk lehetnek feltéve, hogy a legkisebb s értéki valtozd az u,, mely
éppen belépni késziil a bazisba:
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1. Az algoritmus kivélasztja az u, valtozoét a bazisba valé belépésre, m,, < 0
vagyis diagonéalis pivot lehetséges: u, bekeriil a bazisba, mig v, elhagyja
azt.

Up

D

Up — | -

A q oszlopaban csak a v, soraban szerepelhet negativ elem, vagyiss, (p)
minimalis, igy a valasztasi szabaly miatt ha lenne mas negativ elem is,
akkor azt kellene valasztanunk.

B r, ha « € {p, p},
Sy (Oé) — 4 ,
sy 1(a), egyébként
2. Az algoritmus kivalasztja u, valtozot a bazisba val6 belépésre, de
mpp = 0, vagyis felcseréls pivot sziikséges. Az u, és u; valtozok belépnek
a bazisba, mig a v, és v; valtozok elhagyjak azt.

Uj Up
D
D
v; + | @ (T2)
D
D
Up — 0 —

A q oszlopa azonos az el6z6 esettel. Ebben az esetben nem lényeges, hogy
u; vagy v; van-e a béazisban. Mi azt az esetet vizsgaljuk mikor v; van a bazis-
ban. A mésik esetben csupan az s, () definiciojaban kell a j és j szerepét
felcserélni.

!, ha o € {p, j},
Sr1+1(05) = r'+ 1, ha o€ {paj}a
sp_1(a), egyébként
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3. Az algoritmus egy u; valtozot vélaszt a bazisba valo belépésre, de m;; =
0, igy felcsrélés pivotra van sziikség, és az algoritmus kivalasztja az u,
valtozot is.

Up uj
e
e
Up + (T3)
S/
S/
v (& — -0 |-

A valasztési szabély értelmében v; sordban csak az u, és a q oszlopadban
lehet negativ elem, és 1évén

mj; = 0, igy a 29. lemma alapjén az u; oszlopa a v; sordnak segitségével
kitolthets. Ebben az esetben sem lényeges, hogy u; vagy v; van-e a
bézisban. Mi azt az esetet vizsgéljuk mikor v; van a bézisban, a masik
esetben csupan az s,/ (a) definiciojaban kell a j és j szerepét felcserélni.

7',, ha a € {p7.§}a
spi(e@) =< ' +1, ha aec{pj},
sp_1(a), egyébként

A kés6bbiek miatt érdemes megfigyelni, hogy az 1. és 2. esetekben csak
az algoritmus valasztasi szabalya befolyasolta dontésiinket, mig a 3. esetben
kihasznéaltuk a matrixunk elégséges az u; oszlopanak kitoltésekor.

Most tekintsiik azt a pillanatot, mikor az u, Gjra elhagyja a bazist. Az
ehhez az allapothoz tartozo bazist jellje B”. A rovid pivot tabla a kovetkezs
haromféle format Sltheti fel:
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A. Az algoritmus kivalasztja az u, valtozot a bazis elhagyasara, m,, < 0,
vagyis diagonélis pivot lehetséges.

Up

Up — || -

B. Az algoritmus kivélasztja az u, valtozot a bazis elhagyasara, de m,, =0
vagyis felcserélés pivotra van sziikség: v; (vagy u;) belép a bazisba, mig
w(vagy v;) elhagyja azt.

(] Up
Up + (B)
Up — 0 | —

C. A algoritmus az u;(vagy v;) valtozot valasztja, de my = 0 igy felcserélés
pivotra van sziikség, és v, belép a bazisba, mig u; elhagyja azt.

Up U
Up + (C)
U - 0 -

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy ha M elégséges, akkor a (T1-T3)
tablak egyikét sem kovetheti az (A-C) tablak valamelyike. A kés6bbi algo-
ritmus érdekében kiilon figyelmet forditunk arra, hogy a kizarhatésadg hogyan
fiigeg a matrix elégségességétol.

7.3. Segédtételek

A kovetkezékben megmutatjuk hogy a (T1 — T3) tablak egyikét sem kovetheti
az (A, B, C) tablak egyike sem. El6bb azon eseteket bizonyitjuk, melyek nem
hasznaljdk az LCP feladat matrixanak elégségességét.

Elgsszor megmutatjuk, hogy a (T3) tablat nem kovetheti az (A) illetve
(B) tablak egyike sem.
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70. Lemma. Tekintsiik a t'?) és t, vektorokat, melyek rendre a v; sordhoz az
Mg ben, illetve a q oszlopahoz tartoznak az Mpgn tablikban, ahol B' a (T3),
B" pedig az (A) vagy a (B) tablak valamelyikéhez tartozik. Ekkor

1(GW\T 41
(t")"t, >0
Bizonyitas: Az el6z6 lemmahoz hasonléan legyen
J" = {a€ Jpr : (7;, <0},

és ekkor az s vektor miatt ismét J' C Jy és igy t']—.i = 0 minden i € J"\ {j,p}
indexre, vagyis

Y it =0, (15)

Figyelembe véve hogy s, (j) = s.(p) és s, 1(j) > s, 1(p) tudjuk, hogy
ti, €s t%’q nem negativak. A T3 tablaol leolvashatjuk hogy

! — I ! _ ! 7 !
t7;, =0, 15 =1, 5, =0, t3, <0 és t; <O,
igy
" " n " n "
55 5 + B35tia T tistoa T Ui tpa + g taalintpg — t5q > 0; (16)
lévén t;, = —1 definici6 szerint, és t,, < 0 az algoritmus valasztasi szabalyanak

értelmében, (A és B tablak).
Ha tovabba I ¢ J" U {j,7,p, D, q} akkor ismét az abrarol leolvashato, hogy
t%l >0és J definicioja szerint t;q > 0 vagyis

> ity >0. (17)
1¢JU{j.j.p.p.a}
Osszeadva a (15)-(17) egyenl6tlenségeket éppen az allitasunkat kapjuk. |
Figyeljiik meg, hogy a (T3) tablabdl a v; sorat tekintettitk, mig az (A)
és (B) tablaknal eredetileg sem hasznaltuk ki a méatrix elégségességét, és igy
a lemma csak a valasztési szabalyt hasznalja: A (T3&Av.B) esetek kizaroak
fiiggetleniil a matrix elégségességétdl.

Kovetkezs segédallitasunk értelmében a (T1) és (T2) tablakat nem kovet-
heti a (C) tabla.

71. Lemma. Tekintsiik a t; és t"(") vektorokat, melyek rendre az Mg q-hoz

tartozé oszlopahoz, illetve M pr w sorahoz tartoznak, ahol B' a (T1) vagy
(T2) tablak valamelyikéhez, mig B" a (C) tablihoz tartozik. Ekkor

(t//(l))T t; >0
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Bizonyitas: Az el6z6 lemméahoz hasonléan
']l” = {7, € Inn: t;lz < 0} C Iy

igy t;, = 0 minden i € J;' indexre, és emiatt

> it =0. (18)

icJy’

Tovabba minden j ¢ J, := J/' U {l,1,p,p,q} indexre t;; > 0és t), >0, igy

> it > 0. (19)
J¢J2

Az My és Mpr tablakrol leolvashaté, hogy

tg =L ty=1,ty=t,=1t,=0

Pqg
tovabba,
tiy < 0, tyy <0, tg, <0, ¢, >0¢ést;, >0
igy
titty T+ tutiy + tiptpg T tiptpg + tig tyg (20)
_ ! [/ " n 41 n
=ty + g th, — by > tints, — iy > 0.
Osszeadva (18) — (20)-et a kivant allitast kapjuk. |

A késbbbiek érdekében megjegyezziik, hogy a lemma esete a szerencsések
kozé tartozik, vagyis a kizarhatésig csupén a valasztasi szabalyokbol kovetke-
zik, és nem hasznélja ki a tabla elégségességét is.

A tobbi eset vizsgalatanal ki fogjuk hasznélni a feladat matrixanak elégsé-
gességét.

A kovetkez6 lemma mutatja, hogy a (T1) illetve (T2) tablakat nem koévet-
heti az (A) vagy (B) tabla.

72. Lemma. Tekintsiik a (u',v') és (u',v"), a B' illetve B" bazisokhoz tar-
tozé6 komplementaris megoldasokat, ahol B' a (T1) vagy (T2), B" pedig az
(A) vagy (B) tablak valamelyikéhez tartozik. Ekkor

(ul . ull) . M(ul . ull) g 0
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Bizonyitas: Mind a négy esetet egyszerre bizonyithatjuk. Tekintsiik a
B' és B" bazisokhoz tartozo (u',v') és (u',v") komplementéris megoldasokat.
Bizonyitasunk a kovetkez6 észrevételen alapszik:

’ "

(W —-u)-Mu -u') = (u-u")-(q+ Mu —q— Mu")
’ )

n I
= (u—-u)-(v —v
! ! " " ! n n
= u-v—-u-v —u ‘v +u v

"

! n !

= —u-v —u -v
Jelolje J" :={a € Jgr : q' < 0}. A valasztasi szabaly miatt s (p) > s, ()
barmely o € J"\ {p} indexre, igy ezen indexek nem mozogtak B’ 6ta, vagyis
o € Jy, ésigy Vi € J \ {p} indexre (u; vagy v¥) illetve (u” vagy v}) értéke
nulla:
u, vy +uy v;=0 (21)
A T1,T2 illetve az A,B tablakbol leolvashaté, hogy
1 ! ‘ " no__
u, =0, v, <0és u, <0,v, =0
vagyis
! n n !
u, v, +u, v, >0, (22)
n

2~ Py . . .
Tovabba minden j ¢ J indexre uj, v, uj, v}

> 0 és emiatt
uj vi +uj vy > 0. (23)

Osszefoglalva az (u' — u") vektor olyan, hogy (u' —u")-M(u' —u")<0. W

8. Megjegyzés. Fontos megjegyezni hogy a bizonyitas konstruktiv: A B’ il-
letve B" béazisokbél az M nem elégségességét bizonyité u —u’ vektor kénnye-
dén meghatarozhaté.

A utolso segédallitasunk értelmében a (T3) tablat nem kovetheti a (C)
tabla.

73. Lemma. Tekintsiik a t; és t” () vektorokat, melyek az Mp: u; oszlopahoz,

illetve az Mpn w; sordhoz tartoznak, ahol B a (T3), B" pedig a (C) tablahoz
tartozik. Ekkor

(t"™T¢; <0
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Bizonyitas: Jelolje J;' = {i € Iy» : t}; < 0}\ {j}. Mivel tablaink komp-
lementérisak, és a valasztasi szabaly szerint mindig azt a valtozot valasztjuk
a lehetségesek koziil, mely a legkevésbé régen mozgott, igy a J;' indexeihez
tarozo valtozok az Mp 6ta nem mozogtak, igy J;' C Ip és J' C Iy, és igy
ti;=0haie J. Osszefoglalva

> it =0. (24)
ic€J'U{q}
Tovabba ha i ¢ J; := J;'U{q,p,;ﬁ, 3, 7,1, l_} akkor t;j < 0a T3 abra alapjan,
tovabba J; definicidja alapjan ¢, > 0 és igy
> ity <0, (25)
iZJ1

Az Mp és Mg tablaibol, és definici6 miatt

ty = t;-.]. = t;j =0, t; =1, t;.]. =—1¢és t;]. <0, t;;, <0, t;,j >0
igy
" ! " ! " ! 1/ " 4l 1/ I/ "
tigtas + tip by T tiptyy by Ly + L5 b3 + Tty + Lty <~y (26)

Hatra van még hogy megmutassuk, ¢;; > 0. A B' bazissal, a (T3) tabla
esetében felcseréls pivotot csindlunk, definicio szerint s,/ (j) = s (p) = r' és
Sp41(J) = sp1(D) = 7' + 1. Az Mpr tébla esetén J) .. = {p}. Mivel a tabla
komplementaris, igy két eset lehetséges:

Ha j € In» akkor az u; az (r' + 1) és a r" iteraciok kozott mozog, igy
s;(J) > sm(P), és ez a valasztasi szabaly szerint csak tgy lehetséges, ha t; > 0.

Ha j € Ipn, akkor ¢); = 0.

Osszeadva (24) — (26)-et a kivant allitast kapjuk. |

Az el6z6 lemma bizonyitasakor a (T3) tabla szerkezeténél kihasznaltuk a
tabla elégségességét.

7.4. Végesség
74. Tétel. Az algoritmus véges.
Bizonyitas:

Bizonyitasunk indirekt. Lattuk, hogy ha az algoritmus nem véges, akkor
sziikségszeriien ciklizal.
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Tekintsiik a fejezet elején emlitett minimalis ellenpéldat. Ebben minden
valtozd mozog egy ciklus soran, a lemmak tantlsiga szerint azonban miutan
az up a B’ bazis utan belép, utana mar nem léphet ki a bazisbol:

Ha a (T1) vagy (T2) szerinti esetben 1ép be, majd az (A) vagy (B) szerinti
esetben tavozik a bazisndl, akkor a 72. lemma ellentmond az M métrix elég-
ségességének.

Ha a (T3) szerinti esetben lép be, majd az (A)vagy (B)szerinti esetben
tavozik a bazisbol, akkor a 70. lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdon-
sdgnak.

Ha a (T3) szerinti esetben 1ép be, majd a (C)szerinti esetben tavozik a
bazisndl, akkor a 73. lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdonsagnak.

Ha a (T3) vagy (T2) szerinti esetben 1ép be, majd a (C) esetben tavozik
a bazisndl, akkor a 70. lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdonsagnak.

Minden lehetséges eset ellentmondésra vezet, igy allitdsunkat belattuk.

[ |

A kovetkez6 tablazat mutatja, hogy mely esetekben hasznéltuk ki az M
métrix elégségességét:

A
B | *
C

8. A modositott algoritmus

Kovetkez6 célunk az algoritmust az EP tételek szellemében kiegésziteni. A
gyakorlati alkalmazéisok esetén nem célszerd ha az algoritmus az input adatok-
6l el6re feltételez nehezen ellenérizhet6 tulajdonsagokat. Az elégségesség ilyen
tulajdonsag, jelenleg nem ismeretes ellenérzésére hatékony algoritmus. Tehat
az algoritmust tgy modositjuk, hogy vagy megoldja a kitiizott (LCP) felada-
tot vagy a dudlisat, vagy kimutatja hogy a bemeneti matrix nem elégséges, és
ennek polinomialis méret{i bizonyitékat szolgéltatja.

A 29. lemma biztositja, hogy ha a méatrix elégséges, akkor a pivotalasi
miiveletek mindig elvégezhetGek, ha pedig nem, akkor megadja a kivant bizo-
nyitékot arra, hogy az M matrix nem elégséges.

Hatravan annak vizsgalata, hogyan kovetjiik nyomon a ciklizalas elkertilé-
sét.
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8.1. A ciklizalas elkeriilése

Vegyiik észre, hogy az eredeti algoritmus végességének bizonyitasiban valdja-
ban nem lényeges hogy a ciklizdl6 példa minimélis. Tekintsiink ugyanis egy
tetszbleges ciklizalo példat. Legyen a ciklusban résztvevd valtozok indexei-
nek halmaza R. Tekintsiink egy olyan pillanatot, mikor mar elkezd6dott a
ciklizalas, minden a ciklizalasban résztvevs valtozé6 mar mozgott, és a ciklus
soran az algoritmus olyan valtozot valaszt a bazisba valo belépésre, melynek
az R bazison kiviili valtozoi koziil a legkisebb az s értéke. Ehhez a pillanat-
hoz tartozo bazist jelolje B, és legyen a legkisebb s értékid, az R halmazbeli
belép6 valtoz6 az u,. Jeldlje B" azt a bazist, mikor az u, legkozelebb mo-
zog. Ekkor My illetve My szerkezete az R indext valtozokra illetve a q
vektorra megszoritva pontosan az (T1,T2,T3) illetve (A,B,C) féle lehet. A
két allapot kozott nem R indexhalmazokba tartozo valtozé nem mozgott, igy
az 70,71,73 lemmak esetében a fundamentalis elemi vektorok szorzatiban az
R illetve ¢ indexein kiviil pontosan az egyik tag van a bézisban, tehat ezen
indexekhez a szorzatban mindig nulla fog tartozni. Ugyanezen okbdl az 72.
lemma —u -v' —u’ -V szorzatdban az R halmazon kiviili indexeken nullak
lesznek. Vagyis a bizonyitasok dtmenthet&k altalanos ciklizalé példara is.

8.2. Az elégségesség hidnyanak kezelése

Idézziik fel, hogy az elégségességet az 72. lemma, illetve a 73. lemma esetében
hasznaltuk ki. Ez utébbi, az elégségességgel jaro, a 29. lemmara alapulé els-
jelszerkezetet hasznélta. Tehat ha az algoritmus minden felcseréls pivot esetén
((T3) és (C) ilyen esetekhez tartoznak) ellenérzi az elGjelszerkezet meglétét,
akkor az ortogonalitéasi tétel miatt a (T3) tablat nem koévetheti (C) tabla. Ha
barhol sériil az elgjelszerkezet, M nem elégséges voltara a kivant bizonyitékot
ugyanez a lemma biztositja.

Marad a (T1) és (T2), illetve az (A) és (B) tablak esete. A 72. lemma a

! ! !

—u v —u v (27)
alakt vektorok nem szigortian eldjelfordité voltan alapszik olyan My és Mg
tablak esetén, ahol ugyanazon valtozé mozog mindkét pivot sorédn, és mindkét
esetben a vizsgalt valtoz6 az aktivan valasztott (vagyis nem a felcserélGs pivot
masodik valtozoja). Erdemes megfigyelni, hogy nincs sziikség a teljes tablara,
elegend6 annak a q vektorhoz tartozo oszlopa (vagyis az aktualis megoldas),
illetve a bazisban levs indexek halmaza. Amennyiben a (27) vektor szigoruan
elgjelfordito, akkor a 72. lemma utani megjegyzés értelmében az LCP feladat
métrixanak nem elégséges voltara a bizonyiték az u' —u’ vektor.

Vezessiink be egy Q(p) (p = 1,...,n) listat. A lista minden indexéhez
két n dimenzios vektor tartozik. Indulaskor legyen mindkét vektor minden p
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indexre nulla:
)
Q(p):[[o,,(]]] :| pzl,...,n

Mikor egy u; vagy v; valtoz6 egy pivot soran tavozik a bézisbol, mely soran
vagy diagondlis pivothoz tartozik, vagy olyan felcseréléshoz, melyben 6 passziv
(az 6 s értékét vizsgalta az algoritmus), a Q() értékét tgy modositjuk, hogy
az els6 vektorba az u; vagy v; valtozo bazisbol valo kilépése el6tti bazisvaltozok
indexeit, mig a masodik vektorba az w; vagy v; valtozo bazisbol valo kilépése
el6tti bazisvaltozok értét irjuk, vagyis

[bazisvaltozok aktudlis értéke]

= |

[bazisvaltozok indexei] }

Ha az u; vagy v; valtozo passziv modon (felcserélds pivot esetén, a diagonélis
érték nulla volta miatt) lép be a bazisba, akkor modositsuk a Q(I) értéket a
kovetkezGképpen:

Az algoritmus mikor a béaziscseréhez ér, megnézi, hogy az aktivan belépd
valtozo el6z6 kilépésekor is aktivan valasztotta vagy sem. Ha igen, a @) lista
segitségével ellendrzi a (27) vektort, majd csak ezutdn modositja a @ listat.
Mivel a komplementaris valtozok pivot mitveletek sordn egyszerre mozognak,
igy nem sziikséges kiilon helyet fenntartani szamukra a @ listaban.

Technikailag érdemes megfigyelni, hogy a @ kezdeti, illetve a felcserélGs
pivot esetén a passziv valtozokra beallitott értéke miatt elegendé minden pivot
esetén ellendrizni a (27) szorzatot, a nem (T1,T2) illetve (A, B) esetekben a
szorzat automatikusan nulla lesz.

Természetesen nem lenne sziikséges a () listat minden esetben kitolteni, igy
az algoritmus minimélis médositasaval tarhelyet lehet sporolni. Megfigyelhetd
tovabba, hogy ekkor a legrosszabb esetben a @ lista tarigénye n? egész és n?
lebeg6pontos szdm tarigényével azonos.

Egy Q(7) = [{I},{h}] alaku értékadas alatt azt értjiik, hogy a j. index-
hez tartozo () értékben a bazisviltozok indxeinek helyére az I indxeket, a q
vektorhoz tartozo értékek helyére pedig a h vektort irjuk.

8.3. Az algoritmus

Most mar megfogalmazhatjuk a modositott algoritmust.
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A modositott algoritmus:

Input
Adott az (1) feladat. M = —M, @ = q, r = 1, Q inicializalasa
Begin
While ((J:={a€T:q, <0})#0)do
Jmax == {0 € J : 8,_1(B) > s,_1(), minden « € J-re}
Legyen k € Jpnax tetszoleges
Ellenérizendé a —u' -v' —u’ -v az elmentett Q(k) segitségével:
If (—u' -v' —u"-v £0) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték az u —u’
Endif
If (T_nkk < 0) then
diagonalis pivot az my értéken
Qk) =[Jg,my|, r:=r+1
Elself (mkk > 0)
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 29. lemmaéaban
Else J* g, =0 %/
K :={a€l:mg, <0}
If (K =0) then
Stop: DLCP megoldas //1asd megjegyzés
Else
Kunax = {0 € K :8,_1(f) > s,_1(a), minden o € K-ra}
Legyen | € K,y tetszbleges
If (m;, és m* vagy m; és m' elGjelszerkezete sértil) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 29. lemmaban
Endif
Felcserél6 pivot az my; és az my, szamokon, s modositasa
Q(k) = [0[Jp, my]], Q) = [0,0], 7 := 7 +2
Endif
Endif
EndWhile
Stop: Megengedett és komplementaris megoldast allitottunk el
End
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A moédositott algoritmus

Init: M=—M
g=q, r=1

Komplementaris

k

Diagonalis
pivot

Nem elégséges,
bizonyiték a
matrixbol (Q)
Negativ
- |k
lgen
T k
L]
. Megengedett
Csere pivot dud
. 0 - megoldas

2. abra. A modositott algoritmus diagramabréja

Megengedett
komplementaris
megoldas

Pozitiv

K

Nem elégséges,

bizonyiték a

matrixbo] 3. lemma
+

M nem elégséges,
bizonyiték a

3. lemma

szerint

Ha a dual oldalroél tekintjiik a feladatot, akkor kiindulasi métrixunk a

qT OT

-MT T

(s,t) +

1
0

r=0

rendszer, ahol az algoritmus indulasédnal az y és a » € R van bazisban. Az r az
algoritmus soran a béazisban maradt. Az algoritmus a /*/ esetben olyan sort
hataroz meg, mely a dudl esetben egy olyan oszlopnak felel meg, melyben a
bazisban levs v egyiitthatoja szigortian kisebb mint nulla, a tobbi komponens
pedig nem pozitiv. Legyen ez az oszlop (a primél sor) a (v, x,y) Egy oldalra
rendezve, illetve a bazison kiviili elemek helyén nullakkal kiegészitve olyan

vektort kapunk, melyre

qT OT
-MT I

(x,y) +

o =
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A v < 0 val leosztva a dual feladat egy megoldasat kapjuk.

9. Osszefoglalas

Attekintettiik az LCP feladatok vizsgalatanal felmeriils f6bb matrixosztalyo-
kat. A hangsulyt azokra a métrixosztalyokra fektettiik, melyek elsGsorban a
megoldashalmaz tulajdonsagaira, illetve a criss-cross tipusi illetve bels6pontos
algoritmusokra vanak hatéassal.

Arif A. Akkeleg, L. Balogh and T. Illés [ABI02] 4j tipusi LCP criss-cross
algoritmusait altalanositottuk elégséges matrixok esetére. A végesség bizo-
nyitasat az altalanositas mellett leegyszeriisitettiik. Az elégséges méatrixokra
altalanositott algoritmust a jobb gyakorlati alkalmazhatosag érdekében kiegé-
szitettiik olymodon, hogy ne kelljen el6re feltételezni a bemeneti matrix elégsé-
gességét. Ha az elégségesség hidnya miatt az algoritmus nem tudja biztositani
a végességet, akkor leall és polinomialisan korldtozott méretii bizonyitékot ad
az input matrix nem elégséges voltara. Célunkat a linedris komplementaritési
feldatok dualitastétel [FT92] EP tétel [FNT98] formajanak felhasznalasaval
értiik el. Az algoritmus Akkelesék 1j tipust pivotalasi szabalyainak kdszon-
hetGen, f6leg az els6 baziscserék esetén jelentGs véilasztasi szabadsidgot bizto-
sitanak, lehet6vé téve esetlegesen felmeriil6 numerikusan instabil baziscserék
elkeriilését.

Hasonloan a leirt LIFO (last in - forst out : utoljara bekeriil - el6szor
kikeriil§) pivotalasi szabalyhoz, ugyanigy bizonyithato, illetve altalanosithato
a leggyakrabban vélasztott viltozd pivotalasi szabaly is. Ehhez mindossze az
s vektort kell masként definialni, példaul

5.(c) = sy—1(a) +1, ha a € I mozog az r.-ik iteracioban
T seoa(a), egyébként

Az algoritmus elején jelentds szabadsagi fokunk van az infizibilis valtozok
kivalasztasakor, kés6bb azonban rogziil a viltozok valasztasi sorrendje.

Az s vektor segitségével a minimalindexes valasztasi szabaly mint speciilis
eset leirhatd, és a bizonyitdsok valtozatlanul miikédnek. Rogzitsiik ehhez az
s vektort a kovetkez6 modon: s,(i) = ¢ minden iterdcioban minden ¢ € I-re.
Ekkor a bizonyitasok jelentGsen leegyszertisodnek.

Az elégséges matrixokra altalanositott criss-cross algoritmus végessége 1j,
konstruktiv bizonyitast ad az LCP dualitas tételre. Az modositott criss-cross
algoritmus végessége pedig annak EP tétel formalydban vett altalanositasara
konstruktiv bizonyiték.
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