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Kivonat

Szakdolgozatomban egy, a gyakorlatban felmeriils, NP-teljes bonyolultsigu
problémara keresek a gyakorlatban jol hasznalhato algoritmust.

Bevezetésként definidlom az elGjeles grafok és a szigetvilag tulajdonsagu
elGjeles grafok fogalmat, majd kimondok és bizonyitok egy régi tételt, ami-
nek kovetkezményét az algoritmusok hasznalni fogjak. Ezutin ismertetem a
gyakorlati problémat.

A témaval el6ttem foglalkozok eredményeinek rovid Gsszefoglalasa utan
mutatom be az altalam javasolt algoritmusokat. Ezek els6 csoportjaba tar-
toznak az eddig hasznalt algoritmusok Bruno Simeoni 6tlete alapjan javitott
valtozatai, masodik csoportjaba pedig az els6 csoport fejlesztése kozben szii-
letett sajat otleteimen alapuld 1j, iteracios eljarasok.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. ElGjeles grafok, szigetvilag grafok

A késobbiekben ismertetendd gyakorlati probléma (egyik) matematikai mo-
delljéhez sziikséges az elGjeles grafok, és a szigetvilag tulajdonsagu elGjeles
grafok fogalma.

1. Definicié. A G(V, E) grdfot eldjeles grafnak nevezziik, ha az E élhalmazt
P és N halmazok diszjunkt unioja alkotja. FEkkor a P-beli éleket ,pozitiv
éleknek”, az N-belieket ,negativ éleknek” nevezzik.

2. Definicié. A G(V,E = P U N) eldjeles grdf szigetvildg tulajdonsdgi, ha
a pozitiv élek P halmaza dltal meghatdrozott GT(V, P) részgrdf dsszefiiggd
komponensein belil az eredeti G grafban nem halad N-beli (,negativ”) él.

Egy elGjeles graf szigetvilag tulajdonsédganak az algoritmusok szempont-
jabol kényelmes sziikséges és elégséges feltételét fogalmazza meg a kovetkezd,
régota ismert tétel. A tétel kimondasahoz sziikséges egy tijabb definicio.

3. Definici6é. Egy eldjeles grafban ,rossz” kérnek nevezziik azokat a kéroket,
amelyek pontosan eqy negativ élet tartalmaznak.

Hogy ezeket a koroket miért nevezziik rosszaknak, az a tétel ismeretében
magatol értetGdik.

1. Tétel. Egy eldjeles grif pontosan akkor szigetvilag tulajdonsdgi, ha
NINCS benne olyan kor, amelyben pontosan eqy darab negativ €l van (,rossz
kor?).

Lozigetvildg = ninces rossz kor” irdny bizonyitdsa . Egy szigetvilagban két-
féle kor lehet:



1.2. Elgjeles grafok egy alkalmazésa

e vagy teljes egészében egy GT(V, P)-komponensen beliil halad, ekkor
csak pozitiv élei vannak;

e vagy legalabb ketté komponensbe belemetsz, ekkor van benne legaldbb
kettd negativ él.

O

»Nem szigetvilig = van rossz kor” irdny bizonyitisa . Ha egy elGjeles graf
nem szigetvilag, az azt jelenti, hogy G¥(V, P) valamelyik komponensén beliil
az eredeti grafban van negativ él. De ezen negativ él két végpontja kozott
van pozitiv élekbdl allo ut. O

1. Kovetkezmény. Ha eqy tetszdleges eldjeles grafbol oly modon hagyunk el
éleket hogy minden rossz korébdl legaldbb eqy élet elhagyunk, akkor a maradék
részgraf szigetvildg tulajdonsdgi lesz.

1.2. El6jeles grafok egy alkalmazasa

Adva van valahény objektum, és ismertek az ezek kozotti, valos szamokkal
kifejezhets kapcsolatok. Példaul valoszintségi valtozok és a kozottiik 1évs
korrelaciok. Ugy szeretnénk csoportositani az objektumokat, hogy két, azo-
nos csoportba tartozo elem kozott semmiféleképpen se legyen negativ szam-
mal jellemzett kapcsolat, és két, kiillonb6z6 csoportba tartozo elem kozott
semmiféleképpen se legyen pozitiv szammal jellemezhet6 kapcsolat.
Természetesen ez altalaban nem oldhat6 meg, a legegyszertibb ellenpélda:

1. Allitds. Ha az objektumok eqy eldjeles graf pontjai, a negativ szimmal
jellemezhetd kapcsolatok a negativ élek és a pozitiv szammal jellemezhetd
kapcesolatok a pozitiv €lek, akkor a fenti tulajdonsdgu csoportositdas pontosan
akkor valdsithato meg, ha ez a grdf szigetvildg tulajdonsdgu.

,Csoportosithato = szigetvildg” irdny bizonyitisa . Ha a és b pont ugyan-
abba a P-komponensbe tartozik, akkor a fenti csoportositasban feltétleniil



1.3. Egy t&zsdei probléma és modellje

azonos csoportba kellett Gket osztanunk, mert az Gket Osszekoté P-beli Ut
minden élére igaz, hogy az él két végpontjanak azonos csoportba kell tartoz-
nia. Ekkor viszont a csoportositas tulajdonsaga miatt nem lehet a és b kozott
negativ él. O

LSzigetvildg = csoportosithate” irdny bizonyitisa . A GY(V,P) részgraf
Osszefiigg6 komponensei, mint csoportok (illetve egy csoport lehet t6bb
olyan komponens unidja is, amelyek kozott nem megy negativ él) teljesitik
a csoportoktol elvart tulajdonsagokat. O

Ha tehat az objektumok elGjeles grafja nem szigetvilag, akkor a csopor-
tosithatosdag érdekében ,csalnunk” kell: el kell hagynunk néhany élt (azaz
figyelmen kiviil kell hagynunk néhény kapcsolatot) ahhoz, hogy az elsg té-
tel kovetkezménye nyoman szigetvilagot kapjunk, ami mar csoportosithato.
Cél, hogy minél  kevesebb™et csaljunk. Ahhoz, hogy értelmezhessiik, mi
az a ,kevesebb csalds”, be kell vezetniink a ,csalas mértékét”. Ehhez el6bb
ismerkedjiink meg egy gyakorlati problémaval.

1.3. Egy t6zsdei probléma és modellje

Az el6z6 részben megfogalmazott feladat gyakorlati értékét bemutatando
megemlitek egy valosagos probléméat, amivel témavezetém [1]-ben foglalko-
zott.

A Dow Jones index 30 részvényt tartalmaz. Meghatarozott idGszakban
(ami lehet egy nap, vagy egy hét) figyeljiik a részvényarfolyamok mozgésat.
Szeretnénk ezen megfigyeléseink alapjan a részvényeket oly moédon csopor-
tositani, hogy egy befekteté reménykedhessen az azonos csoportba tartozo
részvények dranak hasonlo viselkedésében.

Most tekintsiink el attol a (korantsem trivilis) problématol, hogy hogyan
is lehet megmérni két részvényarfolyam korrelaciojat, és tegyiik fel, hogy mar
ismeriink minden szamunkra fontos kapcsolatot barmely két arfolyam kozott.
Ekkor a részvények kozotti kapcsolatokat kényelmes modon egy élsilyozott,
elGjeles graffal adhatjuk meg, amiben azon részvények kozott lesz pozitiv a
kapcsolat, amelyeknek ara altaldban azonos iranyba valtozik, és az éleket a
megfelel§ részvényarfolyamok kozotti korreldciok abszolut értékével silyoz-
zuk.

A csoportositast az el6zé fejezetben leirt modon szeretnénk elvégezni.
A részvényarfolyamok elGjeles grafja tipikusan nem szigetvilag tulajdonsagu,
ezért itt is ,csalnunk” kell, azaz figyelmen kiviil kell hagynunk néhany kapcso-
latot. Célunk, hogy a figyelmen kiviil hagyott kapcsolatok minél kevesebbet
problémat okozzanak az elvégzett csoportositas utan.



1.4. A feladatok

Ezt [1] szerz6i tgy probaljak elérni, hogy az elhagyott élek Osszstlyat (a
figyelmen kiviil hagyott korrelaciok abszolut értékeinek Gsszegét) szeretnék
minimalizalni. Most mar lathato, hogy a ,csalas” el6z6 fejezetben emlitett
meértékét érdemes az elhagyott élek Osszsulyaként (a figyelmen kiviil hagyott
kapcsolatok abszolutértékeinek Gsszegeként) értelmezni.

Tehat a t6zsdei probléméban a feladat a kovetkez6: Adva van egy
G(V,P U N,W) el6jeles, élstlyozott graf, ahol V a részvényeknek megfe-
lel6 pontok halmaza, P a pozitivan korrelélt részvényeknek megfelelé pon-
tokat Osszekotd éleknek, N a negativan korreladlt részvényeknek megfelel
pontokat Gsszekotd éleknek a halmaza (a korrelalatlan részvényarfolyamo-
kat reprezentalo pontokat nem koti Gssze semmilyen él sem), W pedig egy
W:PUN — (0,1], {u,v} — |R(u,v)| fiiggvény, ahol R(u,v) jeloli az u és
v részvényarfolyamok korrelaciojat. Keressiik a G(V, P U N, W) élsulyozott
elGjeles grafnak egy olyan G'(V, P' U N', W) élsulyozott részgrafjat (azaz:
P C P, N C N és Yu,v} € PUN : W({u,v}) = W({u,v}) ), amely
szigetvilag tulajdonségu, és a (P U N) \ (P’ U N’')-beli (azaz elhagyott) élek
Osszsilya a lehets legkisebb.

1.4. A feladatok

Az fenti t&zsdei probléma alapjan megfogalmazhat6 a szakdolgozat cimében
szerepld feladat:

Adva van egy tetszdleges G(V, PUN, W) pozitivan élstlyozott elGjeles graf
(ahol W : PU N — R, a stlyfiiggvény). Keressiik benne azt a G'(V, P’ U
N',W') részgrafot, amely szigetvilag tulajdonsagu, és az éleinek Gsszsulya
maximalis a G szigetvilag tulajdonsagi részgrafjai kozott.

Elgszor vizsgaljuk meg a fenti feladat bonyolultsagat! A kovetkezd tétel
szintén [1]-ben talalhato.

2. Tétel. A maximadlis dsszsilyi, szigetvildag tulajdonsdgu részgrdf megtald-
lasa NP-teljes feladat.

Bizonyitds. Mint sok mas esetben, az NP-teljességet itt is azzal bizonyitjuk,
hogy egy maér bizonyitottan NP-teljes problémat polinomidlisan visszaveze-
tiink a most bizonyitandéan NP-teljes problémara. Esetiinkben ez a kozis-
merten NP-teljes probléma az tigynevezett ,halmazfedési probléma” lesz.

A halmazfedési probléma a kdvetkez6: Adva van egy n elem H halmaz és
k darab (A; C H,1=1...k) ,fedend6” halmaz. A H halmaz minden elemé-
hez hozza van rendelve egy stly (¢, j = 1...n). Keressiik azt az X halmazt,
amely mindegyik ,fedendd” halmazba belemetsz, és az elemeinek Gsszsulya



1.4. A feladatok

minimalis az ilyen tulajdonsagi halmazok kozott. Formélisan leirva:
n
min E CiTj
j=1

j=1
Aij,mj c {0, 1}

ahol x az X halmaz karakterisztikus vektora, az é matrix sorai pedig a ,fe-
dend@” halmazok karakterisztikus vektorai. Tehat a halmazfedési probléma
megaddsahoz elég megmondani az A matrixot és a ¢ silyvektort.

1. Megjegyzés. Az konnyen ldthato, hogy a mi problémdnk hogyan vezet-
hetd wvissza a fenti problémdra: H a graf élhalmaza, A;-k a rossz korok él-
halmazai, az elemek silyai pedig az élek silyai. (Persze a rossz koroket még
meg is kellene taldlni.) A mdsik irdnyu visszavezetéshez be kellene ldtni,

hogy tetszdleges halmazfedési problémdhoz van olyan élsilyozott eldjeles grdf,

amelyben a rossz kordk élhalmazai pont a ,,fedendd” halmazok. Ennél azonban

kicsit bonyolultabb a bizonyitds.

Az A métrixszal és c stlyvektorral adott halmazfedési problémahoz konst-
rualunk egy G(V, PUN, W) elGjeles grafot. Elsg lépésként megmondjuk, hogy
mik lesznek a graf pontjai: Legyen

Vi={vlj=1...n}U{uj=1...n}.

Tehat a konstrudlandd grafnak kétféle pontja lesz: Az eredeti H halmaz
minden elemének megfeleltetiink egy-egy pontot az wu;-kkel jelolt, illetve a
vj-kkel jelolt pontok koziil is. (Az egyszertiség kedvéért a H halmaz elemeit
az els6 n egész szammal indexelve a H j indexd pontjahoz rendeljiik hozza
a vj-t és az u;-t.)

Azokat a pontokat, amelyeket ugyanazon H-beli pontnak feleltettiink
meg, pozitiv élekkel Gsszekotjiik egymassal, és erre az Ossszekots élre (amely
élek tehat mar egy-egyértelmiien megfeleltethetk a H elemeinek) rairjuk
silyként a megfelel6 H-beli elem sulyéat:

{vj,u;} € P, W{v;,u;}) =¢; Vj=1...n

Példaul 12 ponti H halmaz esetén:
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Uy U2 u3 Uy Us Ug Uy us Ug U0 U1 U12

U1 (% U3 V4 Us Ve U7 Ug %) V1o V11 V12

Legyen
1(i) == {jl Ay = 1} = {j1, J2, - e}
az 1-edik fedend6 halmaz elemeinek indexhalmaza. Feltehetd, hogy 7, < jo <
... < Jk;- Minden I(i) halmaz jelentsen ujabb éleket:

{ujl7vj2}7 {ujw Uj:a}? s {ujkrwvjki} € P,
{ujki’vjl} eN.

Ezeknek az éleknek a stulya legyen olyan nagy, hogy elhagyasuk szoba se ke-
riilhessen, példaul (3 7_, ¢;) + 10. Tehét az I(i) indexhalmaz elemeinek meg-
felels H-beli elemeknek (azaz az i-edik fedend§ halmaz elemeinek) megfelels
graf-pontokat ugy kotjiik Ossze, hogy az indexek szerint névekvs sorrendbe
rakva az i-edik fedend6 halmaz elemeit, minden elemre a megfelel§ u;, pon-
tot pozitiv €l koti Ossze a sorrendben kiovetkezd (szintén az i-edik fedendd
halmazbeli) elemnek megfelels v;, , ponttal; és az i-edik fedend6 halmaz sor-
rendben utolso elemének megfelel6 u;, pontot negativ €l koti dssze az i-edik
fedend6 halmaz sorrendben legelsé elemének megfelel6 v;, ponttal.

Példéaul a fenti példa H halmaza esetén legyen az egyik fedend6 halmaz
az {1,5,8,10} indext pontok halmaza:

Uy U2 U3 Ug U5  Ug UT U U9 Up U1l U2
\ | —]
\ — |
><//><
B RN

U1 V2 U3 (% Us (%3 U7 Ug (% V1o V11 V12

Lathato, hogy minden [(7) indexhalmazzal jellemzett fedendd halmaz ré-
sze egy-egy (minden i-re kiilonb6z6) rossz kornek, de ezen rossz korbol csak

8
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az 1(i)-beli indext éleket hagyhatjuk el, ha maximalis Gsszstlyu részgrafot
keresiink; és csak ezek lesznek a graf rossz korei.

Ha megoldjuk a maximalis 6sszsulytu szigetvilag részgraf problémat a fenti
grafra, azzal megoldottuk a tetsz6legesen adott A, c halmazfedési problémat
is. ]

A G’ részgrafot két lépésben fogjuk megkeresni. Elscként feltérképez-
ziik az eredeti G grafot, hogy ,mennyire nem szigetvilag tulajdonsagi”, azaz
megkeressiik G-ben a rossz koroket.

Nyilvan G-nek pontosan azok a részgréafjai lesznek szigetvilag tulajdonsa-
guak, amelyek ezen korok egyikét sem tartalmazzak; ezeket a részgrafokat a
PUN élhalmaz olyan részhalmazainak elhagyasaval kapjuk, amelyek minde-
gyik rossz kor élhalmazaba belemetszenek. Az is magatol értetédik, hogy ha
G'-t ugy kaptuk, hogy kitoroltiink olyan éleket is, amelyek egyik rossz kor-
ben sem voltak benne, akkor - mivel azok tGjrabehizasaval nem ronthatjuk el
a szigetvilag tulajdonsdgot - G’ nem is lehet a szigetvilag részgrafok kozott
maximalis 0sszsuly.

Ezek szerint a keresett G’ részgraf azon részgrafok kozott keresendd, ame-
lyeket gy kapunk, hogy G minden rossz kérébdl elhagyunk legalabb egy élet,
de a rossz kérokben nem szerepld éleket nem bolygatjuk. Igy, ha ismerjilk G
rossz koreit (azaz az elsG 1épést mar elvégeztiik), maris van egy egyszeri algo-
ritmusunk az optimalis G’ megtalalasara (ez lesz a masodik 1épés): Soroljuk
fel az Osszes olyan grafot, amelyet gy kapunk, hogy a G gratbol elhagyjuk
bizonyos rossz korok bizonyos éleit, oly moédon, hogy minden rossz korbdol
hagyjunk el legalabb egy élet. Az igy kapott részgrafok koziil vegyiik a maxi-
malis Osszsulytit.

Lathatoan ez az algoritmus még igencsak kezdetleges, de lényegében ezt
a technikat fejlesztjiik tovabb.



2. fejezet

El6zmények

2.1. Majlender Péter otlete: rovid korok

Tehat a feladat megoldasanak elsG lépése a rossz korok megtalalasa. Maj-
lender Péternek volt az az Otlete, hogy elGszor keressiik meg a rovid rossz
koroket, azaz a haromszogeket, illetve négyszogeket, és elGszor csak ezek
figyelembe vételével hajtsuk végre a feladat masodik 1épését. Ezek utan ke-
riiljon sor a hosszabb rossz korok megkeresésére és kikiiszobolésére.

Tegyiik fel, hogy a grafunkban van h darab éldiszjunkt rossz kor. Ekkor
nyilvanval6an mindegyikbdl el kell hagynunk legaldbb egy-egy élet, azaz a
h-nal kevesebb élet elhagyva kaphato részgrafok szoba sem johetnek megol-
dasként, igy a feladat megoldasanak méasodik 1épésében hasznos elGismeretek-
kel fogunk rendelkezni. Lathato, hogy elényos éldiszjunkt rossz korok minél
nagyobb rendszerét ismerni. Majlender Péter javaslata azért lehet el6nyos,
mert rovid kérok nagyobb valdszintiséggel diszjunktak, mint a hosszuak.

Gyakorlati szempontbo6l azért is hasznos megfogadni Majlender Péter ta-
nicsat, mert a rovid rossz koroket lényegesen révidebb id§ alatt meg lehet
talalni, mint a hosszuakat. A rovid rossz korok figyelembe vételével elhagyott
élek kozott konnyen lehetnek hosszabb rossz korok élei is, igy azokat mar ki-
kiiszoboltiik a kovetkezs 1épés el6tt, igy kevesebb hosszu rossz kort kell (a
rovidek megkeresésénél faradtsagosabb munkaval) megkeresni.

Mivel Majlender Péter ezt a modszert a fenti tGzsdei problémara alkal-
mazta, érdemes megemliteni, hogy ott a rossz korok nagy hanyada révid (3,
illetve 4 hosszt) volt, és ezek kikiiszobolésével a hosszabb kordk széama is
jelentésen csokkent.

A fenti, gyakorlati szempontbol jelentGs elényokkel szemben felmeriil egy
elméleti hatrany is: Ha a rovid kordket és a hosszi kordket két, egymas
utani lépésben kiiszoboljiik ki a grafbol, konnyen el6fordulhat, hogy nem

10



2.1. Majlender Péter otlete: révid korok

az optimélis megoldést kapjuk. Erre adok egy konnyen &atlathaté példat,
amiben az egyszertiség kedvéért csak a haromszogeket tekintsiik rovid kornek,
a négyszogeket mar hossztinak. Induljunk ki a kévetkez6 gratbol:

Eredeti graf

+6 45

17 -2

Ahol (a tézsdei probléeméanak megfelelGen) azok az élek lesznek negativak,
amelyekre negativ szam van irva. Ebben kettd rossz kor van: a (-3, +6, +4,
+7) négyszog és a (-2, +5, +4) haromszog. Els6 lépésben csak a harom-
szoget talaljuk meg, és (itt éppen moh6 modon) elhagyjuk a legkisebb stlya
(abszolutérték) élét:

1. 1épés utan

+6 45

+7

Ezutdn még megmarad a rossz négyszog. Masodik 1épésben az talaljuk
meg és hagyjuk el a legkisebb sulyu élét:

2. lépés utan

+6 15

+4

+7

Most mar nincs rossz kor, az 0sszsily 22. De ez nem optimalis megoldas,
mert van jobb: 23 6sszstly.
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2.2. Vigvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

Optimalis megoldés
+6

&

17 -2

Az is latszik, hogy az optimaélis esetben még a ,szigetek” is egészen masok,
mint a Majlender Péter javasolta modszerrel kapott esetben. Erre tehat a
késsbbiekben (azon algoritmusokban, ahol a kétlépéses rossz kor keresést
alkalmazzuk), oda kell figyelni! (Bar természetesen el6fordulhat, hogy t6bb
kiilonb6z6 minimélis stlyt megoldas van, és két kiilonb6z6 program koziil az
egyik az egyiket, a masik a masikat talalja meg. Ekkor is kiilonb6zhetnek a
szigetek, pedig mindkettd optimélis megoldés.)

2.2. Vizvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

Témavezetém Fatih Yilmazzal kozos cikkében [3] olvashaté eredményei az
algoritmusunk masodik lépésére adnak megoldéasi javaslatot. Mivel a ké-
s6bbiekben bemutatand6 algoritmusaim egy része erre épiil, ezért roviden
ismertetem ezen eredményeket.

2.2.1. Az Altalanos binaris programozasi feladat

A fenti cikk az altaldnos binaris programozasi feladat megoldasara keres al-
goritmust. Az altalanos binaris programozasi feladat linearis célfiiggvénnyel
a kovetkezs:

max cx

zeSC{o,1}"

ahol ¢ € N" és az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy ¢ > ... >

cn, > 0. Jol ismert, hogy az altalanos binéris programozasi feladat NP-nehéz,
ha S-r6l nem tesziink fel semmit.

2.2.2. A felsorolasos moédszer 1ényege

Tegyiik fel, hogy az 1 € S, ahol 1 jel6li azt a vektort, amelynek mindegyik
koordinataja 1. Ekkor nyilvan ez lesz az optimalis megoldas. Ha 1 ¢ S, akkor
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2.2. Vigvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

a feladat optimélis megoldasdnak, ha létezik, ki kell elégitenie a kovetkezd
egyenlétlenséget:

Z r;<n-—1

=1

Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

2y = Max cx,

Z:Bj <n-—1,
j=1
z € {0,1}",
és tegyiik fel, hogy az optiméalis megoldasa (5 € {0, 1}" Lathato, hogy

1 haje{l,...,n—1}
0 haj=mn

5= {

ekkor nyilvanvalo, hogy (5 € S esetén 35 optimalis megoldas. Most tegyiik
fel azt, hogy (5 sem eleme S-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti feladat
optimalis megoldasanak ki kell elégitenie a

n
ij <n-—1,
j=1

Box < ol — 1
z € {0,1}",

feltételeket. Ha folytatjuk ezt az eljarast, a kovetkezs altalanositas adodik:
Legyenek 1 = 3, 62,0s,...,0k (2 < k < 2") a ,legyartott” vektorok ad-
dig, amig egyikiik sem lehetséges megoldasa az eredeti feladatnak. Ekkor a
kovetkezG

Zk+1 = Maxr cr,

&EPk:{QG{O,l}nﬁl£§611—1Vl:1/{Z}

feladat megoldodik a kdvetkezd iteracioval, és az optimalis megoldasat (g1
adja.

1. Lemma. Tegyiik fel, hogy (1,...,0k ¢ S. Ekkor S C P.
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2.2. Vigvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy Jy € S: y ¢ {B1,..., 6}, de y & Pr.
Tekintsiik a kovetkez6 r indexet:

re=min{l: By >FH1—-1:1<1 <k}

Nyilvanvalo, hogy r > 2, egy¢bként r = 1,y = (; lenne. Kovetkezik, hogy

Brg = 61"1
ebbdl
y > bsy# B,
ezért
yec > Bre
4

U

3. Tétel. Legyen k a legkisebb olyan index, amelyre PBri1 € S. Ekkor ¢ az
eredeti feladat optimdlis megolddsa.

Bizonyitds. Kovetkezik a fenti lemmébol. O

Az iménti bekezdés a kovetkezé megoldasi javaslatot sugallja: Soroljuk
fel a (B vektorokat, és alljunk meg az els6 olyanndl, ami benne van az S
halmazban. Boros Endre vette észre, hogy minden lépésben a feltételhalmaz
csak a mar ,legyartott” vektorokat zarja ki, ezért a kovetkezd lépésben az a
vektor lesz az optimélis megoldas, amelyik az eddig fel nem sorolt vektorok
koziil a legnagyobb célfiiggvényértékkel rendelkezik.

2.2.3. A felsorolé algoritmus

Az el6z6 részben leirtak szerint meg kell valositani a binéris vektorok fel-
sorolasat célfiiggvényértékiik szerint csokkend sorrendben. Erre kerestek [3]
szerzG6i jol miikods megvalositast, a binaris vektorok rakovetkez§jének talén
kevésbbé ismert, illetve a binaris kereséfa jolismert fogalmanak felhasznala-
saval. Mindkét fogalmat a szokasostol kicsit eltérd modon vezetik be, mert
a vektorokat adott sorrendben kell felsorolni, és a fa-mitveletek koziil csak a
beszurasra és a torlés egy specialis fajtajara van sziikség.

El6szor a pontosan k egyest tartalmazo vektorok felsoroldsara adnak mod-
szert. Legyen {iy,...,ix} és {j1,...,Jk} az u, illetve a v vektorok egyes
értékd komponenseinek indexhalmaza. Ha j, < i, Vp = 1...k, akkor
c1 > ... > ¢, miatt cu > cv.
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2.2. Vigvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

4. Definicié. Legyen {iy,...,ix} az u vektor egyeseinek indezhalmaza. Te-
gytik fel, hogy valamely p indexre az 1, < i,41 — 1 egyenldség teljesiil, ahol
iry1 = n+ 1. Ekkor definidljuk a kévetkezd u' vektort:

1 haj=i,+1
wpi=4¢ 0 haj=i,
uj  ha j#ip,ip+1

Az v vektor az u vektornak eqy rakovetkezdije.

2. Megjegyzés. Ha u' vektor az u vektornak rdkiévetkezdje, akkor cu > cu'.
Es az egyenldség akkor teljesil, ha c;,+1 = c;,. Egy vektornak szamos rdko-
vetkezdje lehet.

4. Tétel. Legyen {iy, ... ir}, dletve {j1,...jr} azu és a v bindris vektorok
egyeseinek indexhalmaza. Tegyik fel, hogy 1, < j, Vp = 1,...,k. Ekkor 3
bindris vektorok olyan sorozata, hogy w = wo,wi,...,wy = v és w; vektor
rakovtekezdje a w;—y vektornak. (Yl =1,...,t)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy u # v (egyébként t = 0 ). Legyen p =

max{q : iq < jg}. Innent6l u; 1 = 0 ugyanis ha wu;,; = 1 lenne, akkor

i+ 1€ {in, ... in} = iy + 1 = iy miatt ippy =iy + 1 < jp < 1 4.
Legyen

1 ha j=1i,+1
(wl)j = 0 ha] = ip
(wo); haj#ipip+1
Ekkor a w; egyeseinek indexhalmaza: {i11,...,%16} = {i1,... 91,0 +
1,..., 4k }. Magatol értetédik, hogy i, < i Vi=1,... k.
Most vagy w; = v, vagy a fenti eljards w;-re megismételhetd. O

Lathato, hogy minden pontosan k& darab egyest tartalmaz6 vektor rako-
vetkezSk egy sorozatéan keresztiil 6rokose annak az x vektornak, amelyben
T1 =Tg = ...=a =1, ésxpy1 = ... =2, = 0. igy minden ilyen vek-
tor felsorolhato a kovetkezd algoritmussal, ahol L a felsorolt binaris vektorok
listaja, és e; a j-edik standard egységvektor.

1. Algoritmus.
1. Eljdras
2. L:={3) e;=(1,...,1,0,...,0)}

3. Ciklus, amig L # ()
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2.2. Vigvari-Yilmaz, felsorolasos algoritmus

4. u<— L

5. L:=LU{v : v a fenti u-nak rdikivetkezdje }
6. Ciklus vége

7. Eljards vége

Ahol u < L azt jelenti, hogy az u vektort kivessziik az L listabol.

Mélyebb szervezettség nélkiil ez az algoritmus til sokat fog dolgozni, mert
két vektor kozott tobb, a fenti tételben megfogalmazott tulajdonsagi, rako-
vetkez6kbdl allo vektorsorozat is lehet, igy egy vektor tobbszor is genera-
lodhat (kiilonb6z6 vektorok rakovetkezéjeként). Példaul az (1,0,1,0) vek-
tornak rakovetkezgjeként belekeriil a listaba (0,1,1,0) és (1,0,0,1) is, majd
(0,1,0, 1) vektor mindkettGjiiknek rakévetkezGje lévén kétszer is generalodik,
sG6t van olyan sorrendje a vektorok kiolvasdsanak, hogy hiaba keriil ki egyszer
a listabol, egyszer tjra belekeriil.

A fenti probléma kikiiszobolésére vezették be [3] szerz6i a binaris vektorok
kovetkezd rendezését:

5. Definici6é. u > v ha vagy cu > cv, vagy cu = cv és u = v, ahol = a
lexikografikus rendezés.

Barmely két binaris vektor 0sszehasonlithaté © szerint, azaz binéris vek-
torok barmely halmazénak van ezen rendezés szerinti legnagyobb eleme. Az
is lathato, hogy ha v’ az u réakovetkezGje, akkor u > u'.

2. Lemma. Ha az 1. algoritmusban az u vektor kivdlasztdsa a
4’ u «— (max>)L
szerint torténik, akkor egy vektort sem wvdlasztunk ki kétszer.

Bizonyitds. Ha az u vektort a t-edik 1épésben kivalasztottuk, akkor a > ren-
dezés szerint ez volt a legnagyobb olyan vektor, amelyet L tartalmazott, és
a 6. lépésben > szerint kisebb vektorok halmazaval helyettesitettiik. Az al-
goritmus soran végig igaz az, hogy a 6. lépésben a kivalasztottnal kisebb
vektorok keriilnek a listaba, ezért u nem keriilhet tjra bele. O

Ezek utan a koévetkezé algoritmust kapjuk az 6sszes vektor felsorolaséara:
2. Algoritmus.

1. Eljards

2. Le={) e :k=1,.n}
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2.3. Bruno Simeoni Gtlete

3. Ciklus, amig L # ()

4. u«— (max>)L

5. L:=LU{v : v az u rdkivetkezdje}
6. Ciklus vége

7. Eljards vége

Ahol u < (max>)L azt jelenti, hogy az L lista > szerint maximalis elemét
kivessziik az L listabol, és beletessziik az u vektorba. A tovabbiakban is igy
fogom jel6lni ezt a lépést.

5. Tétel. A 2. algoritmus 4. sordban minden vektort pontosan eqyszer vd-
lasztunk ki.

Bizonyitds. Az el6z6 lemmabol kovetkezGen elég azt bizonyitani, hogy min-
den vektort legalabb egyszer kivalasztottunk. Tegyiik fel indirekt, hogy a v

", v; Tekintsiink egy rakovetke-

vektort egyszer sem soroltuk fel. &k := > ;
z6kbdl allo sorozatot Y !, e~t6l v-ig. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
foltehetjiik, hogy ebbdl a sorozatbol csak wv-t nem vélasztottuk ki. Ekkor
w; = v a wy,_ rakovetkezGje, amit mar valamelyik kordbbi lépésben kivé-
lasztottunk, azaz ott a w; = v rdkovetkezGként belekeriilt az L listaba, tehat,
ha v-t soha nem vélasztottuk ki, akkor L soha sem iiriil ki, ami azt jelenti,

hogy végtelen sok, ndla > szerint nagyobb binéris vektor van 5. O

2.2.4. Alkalmazas a szigetvilag problémara

A 3] cikk &ltal targyalt problématol eltér a mi problémank. Nekiink mini-
malizalnunk kell a célfiiggvényértéket, mikozben arra kell iigyelniink, hogy a
megoldasvektor egyeseinek indexhalmaza minden rossz kor éleinek indexhal-
mazat messe. Lathato, hogy ez valojaban nem lényeges kiilonbség.

2.3. Bruno Simeoni oOtlete

A fenti algoritmussal az a gond, hogy egy kivalasztott u vektor Gsszes rako-
vetkezGjét ,legyartja”, akkor is ha az méar benne van a listaban. Csak azt
kiiszoboltiik ki, hogy ha valami egyszer kikeriilt a listdbol, az nem keriil oda
vissza, de ha valami még nem keriilt ki a listdbol, akkor természetesen szere-
pelhet a beszurandé elemek kozott (csak éppen a lista ezutén is egyszer fogja
nyilvantartani). Bruno Simeoni javasolta a kovetkezd definiciokat:
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2.3. Bruno Simeoni Gtlete

6. Definicié. Egy u bindris vektornak a v bindris vektor a gyereke, ha a
az u valamelyik 0 elemének 1-re vdltoztatdasdval megkaphato.

IS

7. Definicié. Egy u bindris vektornak a v bindris vektor a testvére, ha a
az w valamelyik 01 szeletének 10-ra cserélésével kaphato.

IS

3. Megjegyzés. Ldthato, hogy itt a ,testvérség” nem reflexiv, hanem irref-
lexiv reldcio.

8. Definicib. Legkisebb gyerek, illetve testvér: a gyerekek, illetve a testvérek
kézil a > rendezés szerint legkisebb.

Bruno Simeoni egyik Otlete a kovetkezs:

1. Sejtés. Ha a 0, csupa 0 koordindtaji vektorbol indulunk, és minden lé-
pésben a legkisebb elem legkisebb testvérét, illetve legkisebb gyerekét vessziik
bele a listdba, akkor minden vektort pontosan egyszer fogunk felsorolni.

Ha ez a sejtés igaznak bizonyulna, az kellemes volna a felsorol6 algoritmus
szempontjabol, annal is inkdbb, mert a lista rendezetten tartasa is kevesebb
erGfeszitést igényelne. Sajnos azonban ez a sejtés ebben a forméban nem
igaz. Lesznek olyan vektorok, amelyeket ily médon nem tudunk felsorolni,
és ezek kozott ott lehet az optimalis megoldas is. Ennek illusztralasara ismét
egy konkrét ellenpéldat adok:

Eredeti graf

-6
+1

-20

Ahol a negativ éleket ismét az él silya elé tett elGjelekkel jeleztem. Az
élsulyok (természetesen eljel nélkiil) csokkend sorrendben a kovetkezdk:
c1=20>c=11>c3=7T>c4=6>c5=4>¢c5=1.

Az optimalis megoldast a (0,0,0,1,1,0) vektor egyeseinek megfelels élek
elhagyasaval kapjuk:
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2.3. Bruno Simeoni Gtlete

Optimalis megoldas

+1
+11

+7 -20

Megmutatom, hogy a (0,0,0,1,1,0) vektort nem soroljuk fel. Minden
lépésben jelzem a > szerint rendezett aktualis listat a sulyok feltiintetésé-
vel, de kihagyom bel6le a kettonél tobb egyest tartalmazé vektorokat, mert
azoknak semmiféle leszarmazottjuk sem tartalmazhat naluk kevesebb egyest:
Indulunk a csupa nulla (0,0,0,0,0,0) vektorbol. Els6 lépésként belevessziik
a listdba az 6 legkisebb gyerekét (testvére nincs): (0,0,0,0,0,1).

(0,0,0,0,0,1), stlya: 1

Kovetkez6 1épésben ezt a vektort vessziik ki a listabol, és az & legkisebb
testvérét: (0,0,0,0,1,0), illetve legkisebb gyerekét: (0,0,0,0,1,1) vessziik
bele a listaba.

(0,0,0,0,1,0), silya: 4

(0,0,0,0,1,1), salya: 5
Most (0,0,0,0,1,0) vektort vessziik ki a listabol, és az G legkisebb testveé-
rét: (0,0,0,1,0,0), illetve legkisebb gyerekét: (0,0,0,0,1,1) vessziik bele a
listaba.

(0,0,0,0,1,1), sulya: 5

(0,0,0,1,0,0), stlya: 6

Most a (0,0,0,0,1,1) vektor keriil sorra, mint emlitettem az 6 gyerekei mar
nem szamitanak, hiszen ketténél tobb egyest tartalmaznak, a legkisebb test-
vére: (0,0,0,1,0,1).

(0,0,0,1,0,0), sulya: 6

(0,0,0,1,0,1), stlya: 7

A kovetkezs kivalasztott:  (0,0,0,1,0,0). Az 6 legkisebb testvére:
(0,0,1,0,0,0), legkisebb gyereke: (0,0,0,1,0,1).

(0,0,0,1,0,1), silya: 7
(0,0,1,0,0,0), stlya: 7

19



2.3. Bruno Simeoni Gtlete

A (0,0,0,1,0,1) gyerekeivel az ismert okok miatt nem foglalkozom, a legki-
sebb testvére: (0,0,1,0,0,1) (és nem az optimalis megoldas, mert annak 10
a stlya, ennek pedig 8).

(0,0,1,0,0,0), stilya: 7

(0,0,1,0,0,1), stlya: 8

Es most mar lathato, hogy ezek egyikének sem lesz semmilyen legkisebb gye-
rek - legkisebb testvér sorozaton keresztiil sem a leszarmazottja az optimalis
megoldés, hiszen legkisebb testvér és legkisebb gyerek képzésével is megma-
rad az az egyes, ami most a harmadik helyen all, legfeljebb még elébbre
csuszik 7.

Ha viszont a legkisebb testvér és a legkisebb gyerek fogalméat kicsit mo-
dositjuk, akkor mar igaz lesz a sejtés:

2. Sejtés. A {0} listabol indulva az

1. ,a leghdtsé 01 pdrt 10 pdrra cseréljik” (,testvérképzés”)

2. ,ha az utolsé komponens 0, akkor azt 1-re vdltoztatjuk” (,,gyerekképzés”)
muveletekkel mdar minden vektor megkaphato.

Bizonyitds. Az egyesek szama szerinti indukcioval.

Tegyiik fel, hogy minden, k darab egyest tartalmazo vektor eldall igy (& =
O-ra nyilvan igaz). Legyen v egy tetszdleges, k + 1 darab egyest tartalmazo
vektor.

e Ha v utols6 szamjegye 1, akkor jelolje v’ azt a vektort, amelynek az
utols6 koordinataja 0, a tobbi koordinataja viszont megegyezik v meg-
felel6 koordinataival. Ekkor v’ k darab egyest tartalmaz, igy elGéll a
fenti modon, az utols6 komponensének 1-re valtoztatasaval pedig v is
elgall.

e Ha v utolsé szamjegye 0, akkor jobbrél balra haladva az els§ 1-est
megkeressiik. v-re alkalmazzuk az 1. mivelet inverzét annyiszor, hogy
az utolso helyre keriiljon az 1-es. Igy kapjuk a v” vektort, ami olyan
mint az el6z6 pontban leirt vektor, ezért elgall. v” vektorra megfelelGen
sokszor alkalmazva az 1. midveletet a v vektor is elGall.

O

2. Allitas. A mdsodik sejtésben definidlt miveletekkel noveljik, de legaldbbis
semmiképpen sem csokkentyik a vektor sulydt.
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2.3. Bruno Simeoni Gtlete

Bizonyitds.

o testvérképzés’ esetén: A leghatsd 01 part 10-ra cseréljiik. Jeldljiik
ezek helyét j-vel és (j + 1)-gyel. Emlékeztetek ra, hogy feltettiik, hogy
c1 > ... > c, > 0. Az eredeti vektor stulyaba beleszamito c;;; és bele
nem szamito c; szerepe a testvérben felcserélgdik: a sily (cjiq)-gyel
csokken, és c;-vel novekedik. gy ¢; > c¢j4+1 miatt teljesiil az allitas.

o gyerekképzés” esetén az eredeti vektor silydhoz hozzaadodik ¢, > 0.

O

2. Kovetkezmény. A madsodik sejtésben definidlt miveletekkel eqy u vektor
minden leszdrmazottja legalabb akkora sulyi, mint maga az w vektor.

Ha a masodik sejtés (imméaron &llitas) alapjan szervezziik az algoritmu-
sunkat, akkor valoban sziikségiink van a lista rendezetten tartasat biztosito
adatstruktirakra, mert ekkor nem feltétleniil lesz a legeneralt vektorok ko-
zOtt1 els6 megengedett megoldas optimalis. De ennek a vektornak mar biz-
tosan elhagyhato az Osszes gyereke, hiszen azok biztosan nagyobb silyuak,
és ezek minden leszarmazottja (testvéreikkel egyiitt) is nagyobb sulyt a fenti
vektornal. De ezekkel a bekezdésekkel mar at is tértem a témavezetém-
mel kozosen elért eredményeink bemutatasara, amit a kovetkezo fejezetekben
folytatok.
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3. fejezet

A felsorolasos algoritmus javitasa

Tehat [3] eredményeképpen (Bruno Simeoni javito céla 6tlete nélkiil) a kovet-
kezG algoritmust kaptuk a dolgozat cimében szerepl probléma megoldasara:

3. Algoritmus.
1. Eljards

2. Input: Egy G(V,PUN,W) pozitiv valds szamokkal élsilyozott eldjeles
graf.

3. Korkeresés

Keressiik meg G-ben a rossz kordket.

Al

Legyen E a rossz korok élhalmazainak unidja.

6. Legyen {1,...,n=|E|} az E = {ey,...,e,} élhalmaz elemeinek index-
halmaza.

7. Legyen A az a mdtriz, amelynek sorai pont a rossz kirok karakteriszti-
kus vektoraz.

8. Legyen ¢ az a vektor, amelyre c; = W(e;) Vj =1,...,n.
9. Korkeresés vége

10. Elelhagyds

11. L := {2?213 ck=1,...,n}

12. v:=0
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3.1. Rossz korok keresése

13. Ciklus, amig L # 0, és amig Au vektor nem minden koordindtdja lega-
ldbb 1.

14. u«— (min>)L

15. L:=LU{v : v az u rdkivetkezdje }

16. Ciklus vége

17. Elelhagyds vége

18. Output: A G grdfbol elhagyva az u vektor egyeseinek megfeleld élek.
19. Eljdardas vége

Ahol u « (min>) L azt jelenti, hogy az L lista > szerint minimalis elemét
kivessziik az L listabol, és beletessziik az u vektorba. A tovabbiakban is igy
fogom jeldlni ezt a lépést.

Ennek az algoritmusnak a ,kiilsG felépitését” egy ideig nem fogom meg-
valtoztatni, azaz a rossz korok megkeresését és a rossz korok kikiiszobolését
két kiilon részben fogom megoldani. Kezdjiik a rossz korok keresésével.

3.1. Rossz korok keresése

Az, hogy a G grafot milyen adatstruktiraban téroljuk, elsGsorban attol fiigg,
hogy a gyakorlatban megoldandé probléma grafja milyen médon van tarolva.
Egyelére adatsruktiratol fiiggetleniil vizsgalodjunk!

A rossz haromszogek megtalalasa a kovetkezd modon torténhet. Minden
negativ élre végrehajtjuk a kovetkezd eljarast: Megkeressiik az egyik vég-
pontjanak a szomszédait a pozitiv élek alkotta részgrafban, megkeressiik a
méasik végpontjanak a szomszédait a pozitiv élek alkotta részgrafban, majd
vessziik ennek a két halmaznak a kozos részét. A masik modszer a rossz
haromszogek megkeresésére az, hogy minden negativ él egyik végpontjabol
kett6 hosszu utakat keresek a pozitiv élek részgrafjaban a méasik végpont-
jadba. A rossz négyszogek megkeresésére szintén tobb modszer adodik. Az
egyik, hogy minden negativ él egyik végpontjabol egy hosszi tton elérhetd,
a masik végpontjabol kettd hosszu tton elérhetd pontokat keresek. A masik,
hogy minden negativ él egyik végpontjabol harom hosszu utakat keresek a
masik végpontjaba. A méghosszabb korok keresésére mégtobb lehetGség van.
Most latjuk, milyen j6 hasznit vehetnénk Majlender Péter Gtletének.

Majlender Péter javaslatainak megfogadaséaval a fenti algoritmus a kovet-
kezéképpen modosulhatna:
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3.1. Rossz korok keresése

4. Algoritmus.

10.
11.
12.

13.

14.
15,
16.
17,
18.
19.
20,

21.

Eljaras

Input: Egy G(V, P U N, W) pozitiv valds szamokkal élsilyozott eldjeles
grdf.

Korkeresés
Keressiik meg G-ben a rovid rossz kordket.
Legyen E a rovid rossz korok élhalmazainak unioja.

Legyen {1,...,n=|E|} az E ={ey,...,e,} €lhalmaz elemeinek indez-
halmaza.

Legyen A az a mdtriz, amelynek sorai pont a rovid rossz kirok karak-
terisztikus vektorai.

Legyen c az a vektor, amelyre c¢; = W(e;) Vj=1,...,n.

Korkeresés vége

Elelhagyds
L:= {Z?Zlﬁ ck=1,...,n}
u:=0

Ciklus, amig L # 0, és amig Au vektor nem minden koordindtdja lega-
labb 1.

u «— (min>)L

L:=LU{v : v az u rdikivetkezdje}

Ciklus vége

Elelhagyds vége

Output: A G grafbol hagyjuk el az u vektor egyeseinek megfeleld éleket.
Korkeresés

Keressiik meg G-ben a még megmaradt rossz koroket.

Legyen E a megmaradt rossz kordk élhalmazainak unidja.
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3.1. Rossz korok keresése

22.

23.

2J.
25.
26.
27,
28.
29.

30.
31.
32.
33.
3.
35.

Legyen {1,...,n=|E|} az E = {e,...,e,} élhalmaz elemeinek indez-
halmaza.
Legyen A az a mdtriz, amelynek sorai pont a megmaradt rossz kérdk

karakterisztikus vektorai.
Legyen ¢ az a vektor, amelyre c; = Wi(e;) Vj=1,...,n.

Korkeresés vége

Elelhagyds
k
L= {ZJ':lﬁ ck=1,...,n}
u:=0
Ciklus, amig L # (), és amig Au vektor nem minden koordindtdja lega-

labb 1.

u «— (min>)L

L:=LU{v : v az u rdikivetkezdje}

Ciklus vége

Elelhagyds vége

Output: A G grdfbol elhagyva az u vektor eqyeseinek megfeleld élek.

Eljdrds vége

Sajnos, mint lattuk, ez az algoritmus nem feltétleniil fogja az optimé-
lis megoldast adni. Viszont van lehetéség arra, hogy mégis megtalaljuk az
optimélis megoldast, mikozben kihasznaljuk Majlender Péter otletét is: A
hosszabb rossz korck megkeresését és kikiiszobolését ne csak a rovid rossz
koroket kikiiszobolé optimalis megoldasra, hanem a rovid rossz koroket ki-
kiisz6bol6 dsszes megoldasra futtassuk le!

5. Algoritmus.

1.

2.

3.

Eljaras

Input: Egy G(V,PU N, W) pozitiv valds szamokkal élsilyozott eldjeles
grdf.

Korkeresés
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3.1. Rossz korok keresése

10.
11.
12,
13,
14.
15,
16.
17,
18.
19.

20.

21.

22.
23.
2J.
25.

Keressiik meg G-ben a rovid rossz kordket.
Legyen E a rovid rossz korok élhalmazainak unioja.

Legyen {1,...,n=|E|} az E ={ey,...,e,} €lhalmaz elemeinek indez-
halmaza.

Legyen A az a mdtriz, amelynek sorai pont a rovid rossz kirok karak-
terisztikus vektorai.

Legyen c az a vektor, amelyre c¢; = W(e;) Vj=1,...,n.

Korkeresés vége

Elelhagyds
L:= {Z?Zlﬁ ck=1,...,n}
u:=0

Ciklus, amig L # ()

u «— (min>)L

Eldgazas: Ha Au vektor minden koordindtdja legaldbb 1, akkor:

A G grafbol hagyjuk el az u vektor egyeseinek megfeleld éleket: G'.
Korkeresés ,,2”

Keresstik meg G'-ben a még megmaradt rossz kirdket.

Legyen E a megmaradt rossz korok élhalmazainak unioja.

Legyen {1,...,n=|E|} az E = {ey,...,e,} élhalmaz elemeinek indez-
halmaza.

Legyen é’ az a mdtrix, amelynek sorai pont a megmaradt rossz korok
karakterisztikus vektoras.

Legyen c az a vektor, amelyre c; = W(e;) Vi =1,...,n.
Korkeresés ,,2” vége
Elelhagyds ,2”

L ::{Zleﬁf k=1,...,n}
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3.2. Elek elhagyasa

26.
27.

28.
29.
30.

31.

32.
33.
3.
35.
36.
37.
38.
39.

40.

u:=0

Ciklus, amig L' # 0, és amig Au vektor nem minden koordindtdja
legalabd 1.

u «— (min>)L
L' =L U{v : v az u rikivetkezdje }
Ciklus vége

Elagazas: Ha az u vektor siulya kisebb, mint az eddigi leqgjobb megolddasé
(opt), akkor:

opt =
Eldgazis vége

Elelhagyds ,2” vége

Elagazds vége

L:=LU{v : v az u rdikivetkezdje}

Ciklus vége

Elelhagyds vége

Output: A G grdfbol elhagyva az opt vektor egyeseinek megfeleld élek.

Eljards vége

Ekkor persze 1ényegesen tobbet kell dolgozni, de Majlender Péter azért
tette javaslatat, mert a gyakorlati probléméban a rovid rossz korok kikiiszo-
bolése utan lényegesen kevesebb hosszi rossz kor maradt, igy tehét remél-
hets, hogy a gyakorlatban nem veszitiink olyan sokat ezzel a megoldéssal.

3.2.

Elek elhagyasa

Akérhogyan is van tarolva az eredeti probléma grafja, a rossz koroket keresé
algoritmusokat mér tgy is beprogramozhatjuk, hogy a problémamegoldas
masodik felét ado ,élelhagyés” algoritmusunk mar az ¢ szamara legmegfele-
16bb adatszerkezetben kapja meg az inputjat.
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3.2. Elek elhagyasa

3.2.1.

A ,felsorolasos élelhagyas”

Tehat az ,¢lelhagyas” algoritmust a [3] cikkre és Bruno Simeoni 6tletére ala-
pozom: a masodik sejtés alapjan szervezem a felsorolasos élelhagyas” algo-
ritmusat. Emlékeztetek arra, hogy ekkor valoban sziikségiink van a lista ren-
dezetten tartasat biztositd adatstruktirakra, mert ekkor nem feltétlentil lesz
a legeneralt vektorok kozotti els6 megengedett megoldas optimaélis. De ennek
a vektornak mar biztosan elhagyhato az Osszes gyereke, hiszen azok bizto-
san nagyobb stulytak, és ezek minden leszarmazottja (testvéreikkel egyiitt)
is nagyobb stlyu a fenti vektornal.

6. Algoritmus.

1.
2.

S o

AT S

10.
11.
12,
13,
14.
15,
16.

17.

Eljards

Input: A € {0,1}" matriz és ¢ € {0,1}" vektor.

L:={Y\ ¢ :k=1...n}
Win = Z?:l Cj

z:=1

Ciklus, amig L # ()

u «— (min>)L

Eldgazas

Ha Au > 1, akkor:

w = uc

Elagazds: Ha w < Wy, akkor:

[

=u
Winin ‘= W

Elagazds vége
Ha Au % 1, akkor:
L:=Lu{v:

IS

L:=LuU{uv:

|

az u vektor legkisebb gyereke, ha van }

az u vektor legkisebb testvére, ha van }



3.2. Elek elhagyasa

18. Eldgazds vége
19. Ciklus vége
20. Eljards vége

Ahol a ,legkisebb testvér”, illetve a ,legkisebb gyerek” fogalmakat a méa-
sodik sejtés értelmében hasznaljuk, és a > vektorok kozott koordinatanként
van értelmezve, a »? pedig azt jelenti, hogy ,nem minden koordinatara >”.

3. Allitas. Ez az algoritmus az optimdlis megolddst taldlja meg.

Bizonyitds. A mésodik sejtés bizonyitasanal lattuk, hogy ha nem hagynank
figyelmen kiviil a lehetséges megoldasokat ad6 vektorokat, akkor minden vek-
tort felsorolnank; a bizonyitas utdn pedig azt is lattuk, hogy ezek leszarma-
zottainak elhagyasaval nem hagyjuk ki az optimalis megoldast. A fenti algo-
ritmus tehat a binaris vektoroknak egy olyan halmazat vizsgalja végig, amely
biztosan tartalmazza az optimélis megoldast, ebbdl a halmazbol kivilogatja
a lehetséges megoldasokat, és azok koziil megkeresi a legkisebb sulytt. O

3.2.2. A ,felsorolasos élelhagyas” algoritmus javitasa

Az el6bbi algoritmus ,,javithat6”, hiszen minden olyan vektornak elhagyhatok
a leszarmazottjai, amely vektornak mér most nagyobb a siilya, mint az eddig
megtalalt lehetséges megoldasok koziil a legkisebb &sszsulytué.

7. Algoritmus.
1. Eljdrdas
2. Input: A € {0,1}" matriz és c € {0,1}" vektor.
3. L= {Z§:1ﬁ ck=1,...,n}

Wnin = Z?:l Cj

z:=1

AR

R

Ciklus, amig L # ()
u «— (min>)L

w = uc

L > =

Elagazds: Ha w < Wy, akkor:
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3.3. Az eddigi megoldasokbol szarmaz6 Gtletek

10. Elagazads
11. Ha Au 7 1, akkor:

12. L:=LU{v :

IS

az u vektor legkisebb gyereke, ha van }

13. L:=LU{v:

IS

az u vektor legkisebb testvére, ha van }
14. Ha Au > 1, akkor:

15. z:=u

16. W,y =W
17. Eldgazds vége
18. Eldgazds vége
19. Ciklus vége
20. FEljdrds vége

Azért tettem idézGjelbe a ,javithato” szot, mert ez az algoritmus bizonyos
szempontbol (latszolag) tobbet dolgozik az el6zénél: Mig az el6z6 algoritmus
(latszolag) csak a lehetséges megoldasoknak szamolja ki a silyat, addig ez
az algoritmus minden sorra keriil6 vektor sulyat kiszamolja. Azonban ez a
megallapitas nem igaz, hiszen a > rendezés szerinti els6bbségi sor (az L lista)
rendezetten tartasihoz minden beszirandoé elemnek ki kell szamolni a sulyat,
és ezt a silyt nem is olyan nehéz kiszamolni, hiszen minden beszirando elem
egy mar ismert silyu vektor gyereke, vagy testvére. Most, hogy kicsorbitot-
tam az ellenérv élét, mar lathato, hogy ez utobbi algoritmus tényleg jobb
az el6z6nél: nem szamol tobbszor silyt, viszont kevesebb vektornak képzi
gyerekét, illetve testvérét.

3.3. Az eddigi megoldasokbdl szarmazé6 otletek

Az el6zé al orltmusok lényegében  grafot bejard algoritmusok voltak:

G(V, TUGY) az a graf, amelynek pontjai az n dimenziés binaris vekto-
rok, és (u,v) 6 GY <= v vektor a u vektorbol ,,gyerekképzés” miivelettel
kaphato. (u,v) € T v vektor a u vektorbol ,testvérképzés” miivelettel
kaphato. A kovetkez§ abra egy ilyen graf egy részletét mutatja, a T beli
éleket vizszintes, a GY -beli éleket fiiggoleges nyilakkal abrazoltam:
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3.3. Az eddigi megoldasokbol szarmaz6 Gtletek

(1,0,0&0,0) (0,1,0,0,0)

(170711.070) (170)011)0) Y (07171;070) (071701.170) Y
“ “TT0,0,0,1) * T0.1,0,0,1)

Ennek a grafnak a csupa nulla vektort jelenté pontjabol indultak az algo-
ritmusok, és megfelels feltételek teljesiilése esetén egy elsGbbségi sorba bele-
vették az éppen vizsgalt pontbdl a fenti graf irdnyitott élei mentén kozvetleniil
elérheté pontokat. Egy-egy algoritmus ennek a grafnak egy-egy részgrafjat,
méghozza az els6bbségi sor hasznéalatanak koszonhetSen részfajat (s6t: rész-
fenyGjét) reprezentalja.

A fent leirtak sokkal altalanosabban is igazak, nemcsak az eddig bemu-
tatott algoritmusokat jellemzik. A legtobb olyan algoritmus, amely binéris
vektorok felsorolasaval keresi egy halmazfedési, illetve halmazkitoltési prob-
léma optimélis megoldasat, lényegében egy, a fentihez hasonl6 grafot jar be.
Az algoritmust elsGsorban az altala bejart graf jellemzi. A kdvetkezd fejezet-
ben ezt kihasznélva fogok tjabb algoritmusokat javasolni.
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4. fejezet

Iteraci6s algoritmusok

Az el6z6 fejezet algoritmusainal a T-beli élek altal alkotott részgraf Gssze-
fiiggs komponenseit nevezziik el ,generacioknak”. Egy generacion beliil a graf
pontjai altal reprezentalt binaris vektorok ugyanannyi egyest tartalmaznak.
Ezen grafot vizsgélgatva az az otlet jutott eszembe, hogy elképzelhet6 lenne
olyan algoritmus is, melynek grafjaban szintén lennének generaciok (azaz az
egyik vektorképz6 miivelettel egy vektorbol képezhetG vektorok olyan hal-
mazai, amelyeken beliil az egyesek szama éllando), de ezeket a generaciokat
sokkal szorosabb szalak fliznék az inputként kapott elGjeles grafhoz.

4.1. Diszjunkt rendszerek, mint a generaciok
jellemz6i

Jelolje B az inputként kapott elGjeles graf rossz koreinek egy éldiszjunkt
rendszerét. Az elhagyando élek optimaélis megoldast ado H halmazarol biz-
tosan tudhatjuk, hogy B minden korének élhalmazaba belemetsz. Mivel ezen
élhalmazok diszjunktak, azt is tudjuk, hogy H elGall oly modon, hogy a B
minden korének élhalmazabdl egy-egy él, és még egyéb élek.

Tehat elképzelhetd olyan algoritmus, amelynek miikddését leird grafban
egy generaciot alkotnak azok a vektorok, amelyek a B rendszer minden koré-
nek élhalmazabol pontosan egy-egy elem elhagyasat jelentik. Sajnos ez még
igy nem pontos, hiszen a kovetkezG generaciokat is definidlni kellene. Ez a
koévetkezGképpen torténhet:

Az els6 generacio lesz az, amit az imént emlitettiink. Ezen vektorok koziil
azokbol fog kinéni egy-egy 1j generacio, amelyek nem lehetséges megoldasok,
ugyanis ha tigyeliink arra, hogy egy generécio egyik tagja se lehessen kisebb
silyi a generacio ,0sénél”, akkor a lehetséges megoldasok leszarmazottait
nyugodtan figyelmen kiviil hagyhatjuk.
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4.2. Az iteracios algoritmusok

Egy 1j generéciot a kovetkezd modon hozhatunk létre: A generacié ,Gse”
egy olyan vektor, ami nem lehetséges megoldas, tehit az egyeseinek megfe-
lel§ élek elhagyasaval nem tiinik el az 6sszes rossz kor. Vegyiik a megmarado
rossz koroket, és legyen Bj ezeknek egy éldiszjunkt rendszere. Az ) gene-
raci6 vektorainak mindegyikében szerepelni fog a generacio ,,6sének” minden
egyese, és még a B; minden korének élhalmazabdl egy-egy élnek megfelelg
helyeken egy-egy egyes.

Lathato, hogy igy automatikusan teljesiil az a feltétel, hogy egy generécio
minden tagjanak silya legaldbb akkora, mint a generaci6 Gsének a stlya.

4.2. Az iteraciés algoritmusok

Tehat a generéaciok fenti, iteracios definicidja természetes moédon general egy
algoritmusosztalyt, amelynek elemei olyan iteracios algoritmusok, amelyek
a fent definialt generaciok meghatarozta grafokat jarjdk be. Ezen algorit-
musok kozos tulajdonsaga a kovetkezs: Keresnek egy éldiszjunkt rossz-kor
rendszert és elkezdik legeneralni az ezen rendszer definidlta generacié vekto-
rait. Ezen vektorokat stilyuk szerint névekvs sorrendben végigvizsgaljak, és
ha valamelyik nem lehetséges megoldas, akkor az egyeseinek megfelelg élek
elhagyasaval kapott grafra sajat magukat Gjra meghivjak.

Azt reméljiik, hogy az el6z6 fejezethez hasonloan ez a graf is fa lesz, és
ezért egy vektor nem fog tobbszor is el6fordulni a bejaras soran. A kovet-
kez6 fejezetben megmutatom, hogy ez hit remény: ennek a fejezetnek az
algoritmusai még gyermekcipében jarnak. De meg fogom adni a javitasukat.

4.2.1. Maximalis diszjunkt rendszert hasznal6 algorit-
mus

Az iteracios algoritmusok egyik csoportja olyan grafok bejarasat valositja
meg, amelyekben a generdciok minél nagyobb szamossagiak. Moho érte-
lemben ilyen grafokat kaphatunk akkor, ha az 1j generaciok generaldsanal
valamilyen értelemben maximalis diszjunkt rendszereket hasznalunk. Lehet
éppen maximalis elemszamu éldiszjunkt rendszereket hasznalni, bar a maxi-
mélis Osszélszami éldiszjunkt rendszerek természetesen nagyobb elemszamu
generaciokat eredményeznek.

Két lehetGség kinalkozik:

e Vagy legeneraljuk egy generéicié osszes vektorat, majd ezeken stlyuk
szerint névekvG sorrendben végigmenve ellendrizziik, hogy lehetséges
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4.2. Az iteracios algoritmusok

megoldéasok-e, és ha nem, akkor belemegyiink az 6bel6liik kinévs ge-
neracioba (ha nyilvantartjuk az eddigi legjobb megoldas stlyat, akkor
ennek tallépésénél megallhatunk).

e Vagy egy generacio elemeit eleve silyuk szerint novekvs sorrendben
generaljuk (és itt is megallhatunk, ha tullépjiik az eddigi legjobb meg-
oldas sulyat).

Ha a diszjunkt rendszer egyetlen rossz korbél all, akkor konnyi megvalosi-
tani a generaci6 elemeinek sily szerint névékvs sorrendben vald generéalasat:
egyszertien indexiik szerint csokkend sorrendben felsoroljuk az egyetlen rossz
kor éleit. Ha viszont tobb rossz kor alkotja az éldiszjunkt rendszert, akkor
tobb egyes is mozgathato, és annak eldontése, hogy melyik egyes mozgatasé-
val ng legkevésbbé a stly (hiszen oda kell figyelni arra is, hogy a generaciobol
senkit se hagyjunk ki), tobbletszamolast igényel, vagy azt is nyilvan kell tar-
tani, hogy a silyvektorban ¢ a koordinatak kiilonbségeinek mi a ndévekvs
sorrendje.

A fentiek alapjan maximaélis diszjunkt rendszereken alapulé eljarésra a
kovetkez6 algoritmus adodik:

8. Algoritmus. Diszjunkt Rendszer Keresése ( DR(A) = (A, B))

o Input: A mdtriz, sorai a metszendd objektumok (rossz korck) indikd-
torvektorai.

o Qutput:

— A" matriz: sorai a metszendd objektumok egy mazimdlis éldisz-
Jgunkt rendszerének indikatorvektorai

— B inderhalmaz: az A’ mdtriz nem csupa nulla oszlopainak indexei
9. Algoritmus. Fllendrzés(v)
e Input: v vektor
o Qutput:

— 0 (nulla sorbol dllé mdtriz), ha v megengedett megoldds,

— az A mdtriz: sorai azon rossz korok indikdtorvektorai, amelyekbe
v nem metsz bele.

10. Algoritmus. Felsorolds(A’, B)

o Input: DR(A) outputja
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4.2. Az iteracios algoritmusok

o Output: Azon vektorok sily szerint rendezett listdja, amelyek A’ minden
sordba pontosan egyszer metszenek bele.

11. Algoritmus. [lterdcids lépés(v,A)
W és z globalis vdltozok

1. L := Felsorolds(DR(A))

2. Ciklus, amig L ki nem dril
3. u«— L

4. wi=u+v

5. FEldagazas

6. Ha w silya < W, akkor

7. Eldgazads

8. Ha Ellendrzés(w) = 0, akkor:
9. W :=w silya és z :=w

10. egyébként:

11. C = Ellendrzés(w)

12. Iterdcids lépés(w, C)

13. Eldgazds vége

14. eqyébként abortaljuk a ciklust
15. Eldgazds vége

16. Ciklus vége

Indulés: z =1, W =37, ¢;, Ttercios lépés( 0, rossz kérok métrixa ).

Ennek a modszernek az a nagy hatranya, hogy egy teljes generacié Gsszes
vektorat generdlja, akkor is, ha azokra késébb sort sem fog keriteni. Ezért
érdemes foglalkozni azzal az esettel, amikor a diszjunkt rendszert egyetlen
rossz kor alkotja, hiszen akkor a generacié vektorainak felsorolasat sily sze-
rint novekvs sorrendben végezhetjiik, és ha tulléptiik az eddigi legjobb vektor
silyat, akkor meg is allhatunk.
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4.2. Az iteracios algoritmusok

4.2.2. Egy kor generalta iteracios 1épések

Ha a diszjunkt rendszert egyetlen rossz kor alkotja, akkor az Galtala megha-
tarozott generacioban a vektorokat fel lehet sorolni oly modon, hogy ennek az
egyetlen rossz kornek az éleit soroljuk fel silyuk szerint névekvs sorrendben.

12. Algoritmus. Diszjunkt Rendszer Keresése ( DR(A) = (a, B))

o Input: A mdtriz, sorai a metszendd objektumok (rossz korok) indikd-
torvektorai.

e Qutput:

— a vektor: a metszendd objektumok eqyikének indikdtorvektora

— B indexhalmaz: az a vektor nem nulla elemeinek indezes
13. Algoritmus. Ellendrzés(v)
e Input: v vektor
o Qutput:

— 0 (nulla sorbdl dllé mdtriz), ha v megengedett megoldds,

— az A mdtriz: sorai azon rossz korok indikdtorvektorai, amelyekbe
v nem metsz bele.

14. Algoritmus. Felsorolds(a,j)
o Input: DR( A) outputja, és j < B szdm.

o Qutput: az a vektor, amelyben a j-edik eqyesének helyén eqy egyes dll,
a tobbi eleme nulla.

15. Algoritmus. Iterdcids lépés(v,a, B) W és z globdlis vdltozok
1. L := Felsorolis(a,1)

2. Ciklus j=1 ... B

3. u = Felsorolds(a, j)
4. wi=u+tuv

5. Eldgazas

6. Ha w sulya < W, akkor:
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4.2. Az iteracios algoritmusok

7. Eldgazads
8. Ha Ellenérzés(w) = 0, akkor
9. W :=w silya és z :=w
10. egyébként:
11. C = Ellendrzés(w)
12. Iterdcids lépés(v, DR(C))
13. Eldgazds vége
14. eqyébként abortaljuk a ciklust
15. Eldgazds vége
16. Ciklus vége

Az attekinthetGség kedvéért irjuk fel (rekurziv) fiiggvényként az iteracios
lépést. Tehat egy iteracios lépés a kovetkezo:

fwAz)=w

2z ha az Gsszes, A-t kielégitd,
v minden egyesét tartalmazo vektor
nehezebb z-nél
u ha u az A-t kielégits,
v minden egyesét tartalmazo legkdnnyebb vektor,
ha a stulya kisebb, mint z-¢é

ahol w =

\
9(v,A) = é’ az A azon sorai, amelyeket v nem elégit ki lehet 0 is
e az a vektor, amelynek az A
matrix els§ soraban 16v6 j-edik egyes oszlopanak
h(4A, j) = megfelel6 koordinataja egyes, a tobbi nulla
0 ha A elsé sordban
j-nél kevesebb egyes van
J(A) = az A els6 soraban 1év6 egyesek szama

Rekurzié az A sorainak szaméara:

ha v minden egyesét tartalmaz6 vektor konnyebb z-nél

v
f(v,0,2) = { 2z egyébként
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4.3. Probléma az iteraciés algoritmusokkal

Ciklus(j = 1-t61 J(A)-ig)

1l
~ I

+h(
(u, g

|€||:>
II\_Dgt"/

[, A z) =

[ Iﬁ

Ciklus vége

A nulla sort méatrixra megadtam a fliggvény értékét, a rekurziv hivasok soran
pedig szigoriian egyre kevesebb sorti matrixokra hivja meg magat a fiiggvény.
Nem eljarasszertien felirva:

f(w, A, 2) =min{f(v+h(A,j5), 9w+ h4j)z):j=1...J(4)}

Ekkor az iteracios graf egy cstcsa:

I
=

uy, g(uy, A) Uy, 9(Uy, A) (), 9y A)
Ahol u; = v + h(4,j)

4. Allitas. A fenti algoritmus optimdlis megolddst ad.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy Jw lehetséges megoldéas, ami jobb, mint
barmelyik felsorolt. Ekkor w belemetsz az A els6 soraba. Legyen valamelyik
kozos €l koordinataja i;. w belemetsz az A :=g(h(A, i), A) els6 soraba is.
Az A és w valamelyik kozos egyesének koordlnataJa legyen is. w belemetsz
az 42 1= g(h(4,i1) + h(A,,i2), A) elsd soraba is. Az A és a w valamelyik
kozos egyesének koordinataja legyen is. Es igy tovabb. w belemetsz az
A, = gt h(A | im),A) elsd soraba is, amennyiben A nem a nulla

koordinataja legyen i4.1. El6bb utobb eljutunk az itracios graf egy levelébe
(azaz elsbb utébb A a nulla sorbol all6 métrix lesz). Az ottani vektor
minden egyese a w vektornak is egyese, az ottani vektor megoldas és w silya
legalabb akkora, mint az ¢ silya. Ez ellentmond w optimalitasanak. O

sorbol allo matrix. (Itt A = A) Az A és a w valamelyik kozos egyesének

4.3. Probléma az iteraciés algoritmusokkal

Mint mér emlitettem, hit abrand azt remélni, hogy a fenti iteracios algo-
ritmusok nem sorolnak fel t6bbszor is néhany vektort. Ennek bemutatéisara
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vizsgaljuk meg tiizetesebben az iteracios lépéseket. Lathato, hogy lehet olyan
vektor, amit to6bbszor is generalunk: példaul legyen harom rossz kor

(0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1)

(1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1)
(1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0)

karakterisztikus vektorokkal adva. Az els§ altal létrehozott generdcidéban
benne lesz
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)

és
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)

az elsé generacio elsé vektora, mint Gs, és a masodik rossz kor altal létrehozott
generaci6 masodik eleme

(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1)

és ez megegyezik a fenti elsG generacié mésodik vektora, mint Gs, és a har-
madik rossz kor altal 1étrehozott generéacid elsé elemével.

Ezt ki kellene zarni. Erre adodik a kovetkezd lehetGség: Mivel egy vektor,
mint Gs generalta generdcioban, illetve az abbol leszarmazo generaciokban
minden ,értelmes” vektort felsorolunk azok koziil, amelyekben az adott vektor
egyeseinek helyén egyesek allnak, ezért a bejarando graf tobbi agaban elég
azokat a vektorokat generalni, ahol ezeken a helyeken nem mindendtt Aall

egyes.

4.4. Huszarvagas

Most egy merész hizassal zarjunk ki sok-sok vektort: az egy G generédcioba
tartozo vektorok esetén a j-ediknek sorrakeriils (v;-vel jeldlt) vektor, mint
s altal létrehozott 0j (G;-vel jelolt) generaciobol, és a G; generaci6 vektora-
inak leszarmazottjai koziil is hagyjuk ki azokat a vektorokat, amelyek altal
meghatarozott élhalmazok a G generaciot létrehozo rossz kor elsG j — 1 élét
tartalmaz6 élhalmazba belemetszenek. Azaz a bejarandé grafnak ebben az
agaban csak azokat a vektorokat vizsgaljuk, ahol a fenti helyeken sehol sem
all egyes.

f(yaé717§7g) =w
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4.4. Huszarvagas

Itt az y az Gjdonséag: ez mondja meg, hogy mely éleket tartalmazo vektorokat
ne vegyiik figyelembe.

(0. Ay) = é’ az A azon sorai, amelyeket v nem elégit ki
g\ 4 Y) = de ezekbdl hagyjuk ki az y egyeseit

I haaz A sorait v nem elégiti ki
T haaz A sorait v kielégiti

g2(v, A, y) = {

ha v vektor konnyebb z-nél

v
f@@ﬂ@—{é egyébként

Ciklus(j = 1 t6l J(A)-ig)

fw Al zy) =

SIS
I

|8 }h\ <
IS

| Ciklus vége

Ha az f-ben iires ciklus fut (azaz A minden egyesét kihagytuk az y miatt),
akkor adja vissza az eddigi legjobb megoldast (z-t). Joggal hihetnénk azt,
hogy ez mér olyan durva beavatkozas, hogy az optimalis megoldas megtala-
lasat is veszélyezteti. Ennek ellenére igaz a kévetkezd allités:

6. Tétel. A fenti algoritmus optimdlis megolddst ad.
Ennek az allitasnak a bizonyitasa hasonl6 a korabbiakhoz.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy Jw lehetséges megoldas, ami jobb, mint
barmelyik felsorolt. Ekkor w belemetsz az A elsé soraba. Legyen az elsd
kozos €l koordinataja ;. Hangsilyozom, hogy itt nagyon fontos az, hogy
az els6 kozs élet tekintsiik. w belemetsz a A := g(h(4,41), A) els6 sordba
is. Ennek megintcsak az elsd kozos koordinataja legyen is. w belemetsz
a A, = g(h(A,11) + h(4,,i2), A) els6 sordba is. Az A, és a w elsd kozds

egyesének koordinataja legyen is. Es igy tovabb. w belemetsz a A =

9(2%:1 h(ém, =
allo matrix. (Ittis A = A.) Az A és a w elsd kozos egyesének koordinataja
legyen i4,1. Mindeniitt vegyiik az elsd kozos élet.

Valojdban az a bizonyitas lényege, hogy mindig az elsé metszéspontot
nézziik. Ugyanis Vj: 3 olyan 4dga az iterdcios grafnak, amelyben az ¢;-edik
koordinata egyes, és ebben az dgban a meghatarozo rossz kor indikatorvekto-
ranak az ezt megel6z6 egyesei ki vannak zarva, de mivel a w vektorral kdzos
egyesek kozott az ij-edik az elsS, ezért az adott dgban biztosan csak olyan

egyesek vannak kizarva, amely koordinatdk w-ben is nulldk.

1,im),A) els6é soraba is, amennyiben A , nem a nulla sorbél
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4.5. Probalkozas a “‘Korkeresés” és az ‘‘Elelhagyas” integralasara

Elgbb utobb eljutunk az itracios graf egy levelébe. Az ottani vektor
minden egyese a w vektornak is egyese, az ottani vektor megoldas és w silya
legalabb akkora, mint az ¢ silya. Ez ellentmond w optimalitasanak. O

Most, hogy belattuk az algoritmus helyességét, nézziik, mennyi f6losleges
munkat takaritottunk meg:

7. Tétel. A fenti algoritmus minden vektort legfeljebb egyszer sorol fel, azaz
az iterdcios grdf: fa.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy v vektorba kettd tton is eljuthatunk az
iteracios grafban. Ekkor ezek az utak valahol szétagaznak: jelolje ennek az
iteracios 1épésnek a meghatarozo rossz korét (pontosabban ezen kor indika-
torvektorat) a;. Mivel itt agazik szét a két ut, v g;-be két helyen is belemetsz:
11,1 < 112 helyeken. De az 4;-ik 4gban az 7;; koordinataju helyek kotelezGen
nullak 7. O

4.5. Probalkozas a ,Korkeresés” és az ,,Elelha-
gyas” integralasara

Az iteracitds algoritmusok felvetik annak lehetGségét, hogy a ,Korkeresés” és
az ,Elelhagyas” algoritmusokat 0sszevonjuk, mégpedig a kovetkezGképpen:

16. Algoritmus. FEllendrzés(v)
e Input: v vektor
e Qutput:

— 0, ha a G(V, PUN) grdfbol elhagyva a v vektor egyeseinek megfeleld
éleket nem marad rossz kor;

— a G(V,P U N) grifbdl elhagyva a v vektor egyeseinek megfeleld
éleket a maradék graf eqyik rossz kérének indikdtorvektora;

17. Algoritmus. Felsorolds(a,j)
o Input: eqy a vektor, és j szam.

o Qutput: az a vektor, amelyben a j-edik egyesének helyén egy egyes dll,
a tébbi eleme nulla.

18. Algoritmus. Iterdcids lépés(v,a)
W és z globdlis vdltozok
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1. L := Felsorolis(a,1)
Ciklus 7 = 1...a egyeseinek szima.
u = Felsorolds(a, j)

W :=u+v

Eldgazas

R

Ha w silya < W, akkor
Eldgazas

Ha Ellenérzés(w) = 0, akkor

L > =

W = w silya és z .= w

10. egyébként Iterdcids lépés(v, Ellendrzés(w))
11. Eldgazds vége

12. egyébként abortdljuk a ciklust

13. Eldgazds vége

14. Ciklus vége

Tehat itt az ,Ellenérzés” nevii 1épésbe rejtettem el a ,Korkeresés” algo-
ritmusat. Ennek az lehet a hatranya, hogy minden iteracios lépésben végig
kell bogaraszni a grafot, és ha jocskdn maradt mindkét tipusa éle, mégsem
maradt rossz kore, ez hosszu ideig tarthat. Ennek ellenére hasonlé megfon-
tolason alapuld algoritmusok még el fognak keriilni.
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5. fejezet

A gyakorlat

5.1. Adatstruktarak

Ebben a részben azon gondolkodom el, hogy az eddig megadott algoritmusok
minél gyorsabb futasahoz, illetve minél kevesebb tar felhasznaldsahoz milyen
adatstruktirak alkalmazasa lenne célszerti.

5.1.1. Az eredeti graf tarolasa

A t6zsdei problémaban felmeriilt graf természetes moédon egy négyzetes mat-
rixszal van megadva, ahol a sorok illetve oszlopok az egyes részvények, a
matrix elemei pedig a meghatarozé sornak és oszlopnak megfelel§ részvény-
arfolyamok kozotti korrelacio. A tézsdei probléma esetén mindenképpen, de
(ha egy meghatarozott élsily érték alatt elhanyagoljuk az éleket) altalaban
is el6fordulhatnak nagyon ritka adjecencia métrixok is, amelyeket célszeribb
lenne szomszédsagi listaban (|4]) tarolni.

A szomszédsagi lista természetesen igencsak megkdnnyiti a rossz korok
keresésést. Ilyen formaban megadott graf esetén esetleg még az élelhagyas és
korkeresés integralasanak is tobb létjogosultsiaga lehet.

Bar a szomszédsagi lista pusztan a graf tarolasara célszerd adatszerke-
zetnek tinik, az eredeti felsorolasos algoritmus szdmara mégis jobb, ha a
megtalalt rossz korok indikatorvektorait tombben taroljuk. Az iteracios al-
goritmus viszont gyorsabb lehet akkor, ha a rossz korok indikatorvektorait
lancolt listdban taroljuk, legalabbis nagy élszamu graf viszonylag rovid rossz
korei esetén biztosan.

En azt a megoldast fogom alkalmazni, hogy adjecenciamatrixszal adott
grafban megkeresve a rossz koroket, a rossz koroket mar a lancolt adatszer-
kezethez hasonl6 modon, mégis tombokben fogom tarolni: Egy mutatotomb
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5.1. Adatstruktirak

elemei kiilonb6z6 hasszisagi tombokre mutatnak, ezen tombok tartalmaz-
zék az egyes rossz korok egyeseinek indexeit. Mivel [1] eredményei szerint
a gyakorlatban tulnyomorészt rovid korok szerepelnek, ezzel a struktiaraval
tarat nyerhetiink és még a program futésat is gyorsabbé tehetjiik.

Itt vehetjiik nagy hasznat Majlender Péter otletének. Taroljuk ugyanis
a rossz koroket hosszisaguk szerint novekvs sorrendben. Ekkor az egyes
vektorok ellenérzésénél ellendrizhetjiik elGszor a rovid koroket, és az iteracios
lépések soran probalkozhatunk elGszor a révidebb korok kielégitésével.

5.1.2. A korkeresés algoritmusa

A korkeresés algoritmusanak megvalositasara a legegyszertibb mod az, hogy
minden egyes negativ élre az egyik végpontjabol mondjuk mélységi kereséssel
megkeressiik az 0sszes utat a masik végpontjaba. Ezen az algoritmuson egy
nagy kitoltottségi graf esetén hiaba is javitanénk, maga az output mérete
olyan nagy, hogy a kiirdsa exponencialis idejt.

A rossz korok szamat tehat meg kellene becsiilném. Nézziik a teljes elGje-
les graf esetét! K,-ben a {z;, z;} élen &tmend korok szama: n — 2 haromszog,

(n —2)(n — 3) négyszog, ..., (n —2)(n—3)...(n — (k — 1)) k-sz0g, azaz
osszesen

”2‘2 (n—2)!

— (n—2—Fk)

K,-ben a {z;, z;} és a {z, 2} éleken atmend korok szama:

n—4 n—4—I1 '
>3 e
1=0 k=0
ha a két él végpontjai kiilonboznek, és
"Z‘?’ (n— 3)!
— (n—3-=0V

ha a két él egyik végpontja egybeesik. Ha két negativ él van, akkor a rossz
korok szama:

n—2

M

(n—2)! —
n—2— _Z

k:l =0 k=0

ha a két él végponja kiilonboz6, és
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5.1. Adatstruktirak

ha a két élnek van kozos végpontja. Legyen

V]-3 n—4 n—4-1

(V] =3)!
M = maz{( ),
Z(|V|—3—l ;; n—4 k:—l)
és legyen
[V|-3 n—4 n—4—1
. (V] —3)! (n—4)!
m = min{( ) (|V|—3—l)!)’(z 2 T
1=0 1=0 k=0
Ekkor a rossz korok szamara felsg becslés az
n—2
(n —2)!
N _
k=1
és also becslés az
n—2
(n—2)!
N — 2 _ _(IN|=1)M).
MG G 5=~ (V1= 1)

Tehat teljes grafban a rossz koérok szama legalabb

V-2
MY )~ IVIONT = e
és legfeljebb
2 v —2)
INCY o)~ Wi

Egy él elhagyasa a teljes grafbol eggyel noveli azon korok szamanak egyiittha-
tojat, amelyeket nem szabad szamolnunk, azaz M, illetve m egyiitthatojat.

5.1.3. A felsorolasos algoritmusok esete

A felsorolasos algoritmusoknal legfontosabbak az els6bbségi sort megvalosito
struktirak. |[3]-ban az els6bbségi sort egy olyan binaris faval valositottak
meg, amelyben egy pont bal gyerekében 1évé vektor > benne 1év6 vektor o
jobb gyerekében 1év6 vektor. Es a gyokérnek mindig csak bal gyereke van, igy
mindig tudjuk, ki a legnagyobb elem a listaban. Ezt a szigetvilagok esetére
csak annyiban kell modositani, hogy a gydkérnek mindig csak jobb gyereke
legyen.
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5.2. Programok gyakorlati tesztelése

5.1.4. Az iteraciés algoritmusok esete

Az iteracios algoritmusok kozott 1ényeges kiilonbséget jelent az, hogy sily sze-
rint névekvs sorrendben tudjak-e felsorolni a generaciok elemeit. Amennyi-
ben nem (példaul a maximalis éldiszjunkt rendszert hasznalé algoritmus, ami
ezt csak koriilményesen tudnd megtenni), akkor a generacio generalasakor
szintén egy els6bbségi sorba kell irni az elemeket.

Az egyetlen korrel meghatarozott generaciokat hasznalo algoritmusban
viszont nincs sziikség elsGbbségi sorra, annal inkabb egy-egy lancolt listara,
ami a meghataroz6 rossz korok éleit suly szerint novekedd sorrendben tartal-
mazza. Mint fent irtam, ezt nem lancolt listdval, hanem kiilonb6z6 hosszu
tombokkel fogom megoldani.

5.2. Programok gyakorlati tesztelése

Mivel nincs sajat szamitogépem, ezért az algoritmusok gyakorlati tesztelésére
két természetes ut volt: vagy a ,cs.elte.hu” halozat gépeit hasznalom, vagy
szamitogéppel rendelkezd évfolyamtarsaim segitségét kérem. Mivel ez egy
NP-teljes probléma, és a programokba is keriilhet hiba, ezért konnyen el6for-
dulhatnak problémak (el is fordultak). Ezen problémaktol megkimélendd
a ,cs” halozatot, Joo Daniel! els éves fizikus évfolyamtarsam szamitogépét
hasznaltuk.

5.2.1. Az elGkészités

ElGszor is egy adjecenciaméatrixszal adott elGjeles grafbol épitiink éllistakat,
kiilon a negativ élekre (ezeket elég egyszer tarolni) és kiilon a pozitiv élekre
(ezeket célszeri minden végpontjuknal felsorolni). Az adjecenciaméatrixban
a pontparoknak megfelels helyen az adott él elGjeles sulyat varjuk inputként
(illetve, ha ott nincs él, akkor egy nullat varunk).

5.2.2. A korkeresés és az élelhagyas

A rossz korok megkeresését a kovetkez6 modon valdsitjuk meg: Minden ne-
gativ élre a pozitiv éleken torténd mélységi kereséssel megkeressiik az Osszes
utat az egyik végpontjabol a masikba. Ez az algoritmus nagy kitoltottségi
grafok esetén irdatlan nagy outputot produkél. (Minden, az Gsszes rossz kort
megkeress algoritmus ezt tenné.)

INeki, és a szintén els6 éves fizikus Varga Laszlénak eztton is szeretném megkdszonni
az algoritmusaim gyakorlati kiprébalasaban nyujtott segitséget.
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5.2. Programok gyakorlati tesztelése

A korkeresés programjanak kiprobaldsa soran ,sajat béromon tapasztal-
hattam meg” azt, milyen nagy jelent&sége van Majlender Péter otletének.
Hiszen komolyabb méretii, nagy kitoltottségl grafokkal nem tudnank meg-
birk6ozni. Négy lehetGséglink van:

e Vagy mar az input méatrixban elhanyagoljuk a viszonylag kicsi korrela-
ciokat,

e vagy az eredeti Otlet alapjan elGszor megkeressiik a révid rossz koro-
ket, azokat kikiiszoboljiik, és az optimalis megoldésra megkeressiik a
hosszabb rossz koéroket, majd Gket is kikiiszoboljiik.

e A harmadik lehet6ség az, hogy a rovid rossz koroket megkeressiik,
azokra lejatszuk az iteracios algoritmust, és az iteraciés fa minden leve-
lében az ottani megengedett megoldasra (amennyiben az kisebb stlyu,
mint az eddig megtalalt ,globalis” optiméalis megoldas), megkeressiik a
megmaradt rossz koroket, és onnan inditva tjra inditjuk az iteracios
algoritmust.

o A negyedik lehetGség a korkeresés és élelhagyas teljes integralasa.

A harmadik megoldas Gtlete 1ényegében az 5. algoritmus Gtletének alkalma-
zasa az iteracios modszerre. Itt a huszarvagast” is lehet alkalmazni, mert ez
a modszer ugy miikodik, mintha megkerestiink volna minden rossz kort, csak
éppen a megengedettség ellenérzésénél elGszor a rovid kordk kielégitését vizs-
galnank, tehat a ,tiltott helyek” az iteracios graf levelébdl, mint gyokérbal
indul6 tjabb iteracios grafban is ,tiltott helyként” élnek tovabb.

A harmadik moédszer hatranya, hogy az els§ iteracios graf (majdnem)
minden levelében tjra le kell futtatni a korkeresés algoritmusat (csak azok-
ban a levelekben, ahol remény lehet az eddigi legjobbnal kisebb stilyt megol-
déas megtalalasara), de ezen lehet sporolni! A rovid korok iteracios grafjaban
egymés utan felsorolt, a révid korokre nézve lehetséges megoldasok altal meg-
hagyott hosszu rossz korok halmazai kozott lehet atfedés, és ezt a kovetkezo
levélben a korkeresésnél kihasznalhatjuk.

5.2.3. A tesztelt algoritmusok

A gyakorlatban két algoritmust valositottunk meg:

e Egy olyan algoritmust, amely inputként varja azt is, hogy milyen cso-
portositdsban keresse meg a rossz koroket. Ezeket a csoportokat blok-
koknak neveztiik el. Az algoritmus elGszor megkeresi az inputként meg-
kapott ,,blokkosito vektor” elsé eleménél révidebb rossz koroket, azokra
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5.2. Programok gyakorlati tesztelése

lejatssza az iterdcios algoritmust, és az iteraciés fa minden levelében
az ottani megengedett megoldasra (amennyiben az kisebb stlyt, mint
az eddig megtalalt , globélis” optimalis megoldas), megkeresi a megma-
radt rossz korok koziil azokat, amelyek az inputként megkapott ,blok-
kosité vektor” masodik eleménél rovidebbek. Innen inditva tjra elkezdi
az iterdcios algoritmust, és az iterdciés fa minden levelében az ottani
megengedett megoldasra (amennyiben az kisebb sulyt, mint az eddig
megtalalt  globalis” optimalis megoldas), megkeresi a megmaradt rossz
korok koziil azokat, amelyek az inputként megkapott ,blokkosito vek-
tor” harmadik eleménél révidebbek. Es igy tovabb. A, blokkosito vek-
tor” utolso eleme nyilvan az input graf pontszama. Ezt az algoritmust
tobbféleképpen hivtuk meg.

e A miésik algoritmussal Majlender Péter eredeti Gtlete alapjan elGszor
megkeressiik a révid rossz kordket, azokat kikiiszoboljiik, és az opti-
maélis megoldasra megkeressiik a hosszabb rossz koroket, majd Gket is
kikiiszobdljiik. Ezt kozelitésnek nevezziik, és azt vizsgaljuk mennyire
jol kozeliti az optimalis megoldast.

A fiiggelékben blocktipus/Kozelités jeloli azt, hogy melyik algoritmus
eredménye kovetkezik.

5.2.4. A teszteld grafok
A tesztel6 grafoknak négy csoportjat generaltuk:

e A pozitiv és negativ élek aranya kozel megegyez6 (ezek szerepelnek az
LA” fiiggelékben)
— teljes kitoltottségi
— 10%-os kitoltottségi

e A negativ élek aranya kozel 20%-os (ezek szerepelnek a ,B” fiiggelékben)

— 50%-os kitoltottségt
— 10%-os kitoltottség

Ezeket a paramétereket (a masik szakjan kozgazdaszhallgato) Varga
Laszl6 javasolta, mert a tézsdén sok részvény kozott nulla a korrelacio, és
a pozitiv korrelacio jellemzGbb a negativnal.

A fiiggelékben ,dim” jelzi, hogy a vizsgalt matrix hanyszor hanyas.

A fiiggelék a teszel6 program outputja, ezért csak az utélag beleirt szavak
tartalmaznak ékezeteket.
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A.1. 10%-os kitoltottségl input matrixok

A.1.

10%-o0s kitoltott-
ségili input mat-
rixok

A.1.1.
dim:20

blocktipus:0
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 3
megoldas sulya:0.243000

dim:20

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.243000

dim:20

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.243000

dim:20

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 37
megoldas sulya:0.243000

dim:20

Kozelités
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 4
megoldas sulya:0.243000

dim:33

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 28

ol

megoldas sulya:0.870000

dim:33

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 32
megoldas sulya:0.870000

dim:33

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 30
megoldas sulya:0.870000

dim:33

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 102
megoldas sulya:0.870000

dim:33

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 83
megoldas sulya:2.824000

A.1.2.

dim:20
blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama, 1
megoldas sulya:0.000000

dim:20

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000



A.2. Teljes kitoltottségl input matrixok

dim:20

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000

dim:20

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 18
megoldas sulya:0.000000

dim:20

Kozelités
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000

dim:33

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 27
megoldas sulya:0.968000

dim:33

blocktipus:1
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 13
megoldas sulya:0.968000

dim:33

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 30
megoldas sulya:0.968000

dim:33

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 45
megoldas sulya:0.968000

A.2.

dim:33 Kozelités
runtime:0.0000000000 sec

iteracios lepesek szama 8
megoldas sulya:1.203000

Teljes

rixok

A.2.1.

dim:6

92

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.646000

dim:6

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 6
megoldas sulya:0.646000

dim:6

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 6
megoldas sulya:0.646000

dim:6

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 8
megoldas sulya:0.646000

dim:6
Kozelités
runtime:0.0000000000 sec

kitoltott-
ségli input mat-



A.2. Teljes kitoltottségl input matrixok

iteracios lepesek szama 6
megoldas sulya:0.743000

dim:7

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 305
megoldas sulya:2.172000

dim:7

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 307
megoldas sulya:2.172000

dim:7

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 294
megoldas sulya:2.172000

dim:7

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 319
megoldas sulya:2.172000

dim:7

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2561
megoldas sulya:5.628000

dim:8

blocktipus:0
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 2035
megoldas sulya:2.740000

dim:8
blocktipus:1

runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 1650
megoldas sulya:2.740000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 1650
megoldas sulya:2.740000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 1417
megoldas sulya:2.740000

dim:8

Kozelités
runtime:3.0219780220 sec
iteracios lepesek szama 139484
megoldas sulya:6.848000

A.2.2.
dim:6

23

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 12
megoldas sulya:0.734000

dim:6

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 14
megoldas sulya:0.734000

dim:6

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 9



A.2. Teljes kitoltottségl input matrixok

megoldas sulya:0.734000

dim:6

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 11
megoldas sulya:0.734000

dim:6

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 41
megoldas sulya:3.500000

dim:7

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 34
megoldas sulya:0.967000

dim:7

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 43
megoldas sulya:0.967000

dim:7

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 27
megoldas sulya:0.967000

dim:7

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 30
megoldas sulya:0.967000

dim:7
Kozelités
runtime:0.0549450549 sec

o4

iteracios lepesek szama 741
megoldas sulya:6.920000

dim:8

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 620
megoldas sulya:1.890000

dim:8

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 604
megoldas sulya:1.890000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 604
megoldas sulya:1.890000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 247
megoldas sulya:1.890000

dim:8

runtime:0.6043956044 sec
iteracios lepesek szama 35676
megoldas sulya:6.821000

dim:9

blocktipus:0
runtime:0.5494505495 sec
iteracios lepesek szama 5532
megoldas sulya:2.685000

dim:9
blocktipus:1
runtime:0.0549450549 sec



A.2. Teljes kitoltottségl input matrixok

iteracios lepesek szama 3711
megoldas sulya:2.685000

dim:9

blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 3711
megoldas sulya:2.685000

dim:9

blocktipus:3
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 2968
megoldas sulya:2.685000

A.2.3.
dim:6

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 20
megoldas sulya:1.022000

dim:6

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 22
megoldas sulya:1.022000

dim:6

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 24
megoldas sulya:1.022000

dim:6

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 30
megoldas sulya:1.022000

29

dim:6

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 226
megoldas sulya:3.564000

dim:7

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 105
megoldas sulya:1.761000

dim:7

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 97
megoldas sulya:1.761000

dim:7

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 129
megoldas sulya:1.761000

dim:7

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 160
megoldas sulya:1.761000

dim:7

Kozelités
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 3081
megoldas sulya:7.789000

dim:8

blocktipus:0
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 357
megoldas sulya:2.266000



A.2. Teljes kitoltottségl input matrixok

dim:8

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 298
megoldas sulya:2.266000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 298
megoldas sulya:2.266000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 512
megoldas sulya:2.266000

dim:8

Kozelités
runtime:1.0989010989 sec
iteracios lepesek szama 51929
megoldas sulya:8.577000

dim:9

blocktipus:0
runtime:3.4615384615 sec
iteracios lepesek szama 17301
megoldas sulya:3.963000

dim:9

blocktipus:1
runtime:0.2197802198 sec
iteracios lepesek szama 9465
megoldas sulya:3.963000

dim:9

blocktipus:2
runtime:0.1648351648 sec
iteracios lepesek szama 9465
megoldas sulya:3.963000

26

dim:9

blocktipus:3
runtime:0.2747252747 sec
iteracios lepesek szama 12716
megoldas sulya:3.963000
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B.1. 10%-os kitoltottségi input matrixok

B.1.

10%-0s kitoltott-
ségi input mat-
rixok

B.1.1.
dim:20

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 1
megoldas sulya:0.000000

dim:20

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000

dim:20

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000

dim:20

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 18
megoldas sulya:0.000000

dim:20

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 2
megoldas sulya:0.000000

dim:30

blocktipus:0
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 313

megoldas sulya:0.874000

dim:30

blocktipus:1
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 316
megoldas sulya:0.874000

dim:30

blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 327
megoldas sulya:0.874000

dim:30

blocktipus:3
runtime:0.1648351648 sec
iteracios lepesek szama 234
megoldas sulya:0.874000

dim:30

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.190000

B.1.2.
dim:20

o8

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 4
megoldas sulya:0.604000

dim:20

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.604000



B.2. 50%-os kitoltottségi input matrixok

dim:20

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.604000

dim:20

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 21
megoldas sulya:0.604000

dim:20

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 5
megoldas sulya:0.669000

dim:30

blocktipus:0
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 479
megoldas sulya:1.400000

dim:30

blocktipus:1
runtime:0.2197802198 sec
iteracios lepesek szama 282
megoldas sulya:1.400000

dim:30

blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 474
megoldas sulya:1.400000

dim:30

blocktipus:3
runtime:0.2197802198 sec
iteracios lepesek szama 386
megoldas sulya:1.441000

B.2.

dim:30

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 25
megoldas sulya:1.581000

rixok

B.2.1.
dim:8

29

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 34
megoldas sulya:1.031000

dim:8

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 21
megoldas sulya:1.031000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 21
megoldas sulya:1.031000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 33
megoldas sulya:1.031000

dim:8
Kozelités

50%-0s kitoltott-
ségii input mat-



B.2. 50%-os kitoltottségi input matrixok

runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 9
megoldas sulya:1.220000

dim:11

blocktipus:0
runtime:1.3736263736 sec
iteracios lepesek szama 6024
megoldas sulya:2.576000

dim:11

blocktipus:1
runtime:0.1648351648 sec
iteracios lepesek szama 897
megoldas sulya:2.576000

dim:11

blocktipus:2
runtime:0.1098901099 sec
iteracios lepesek szama 4064
megoldas sulya:2.576000

dim:11

blocktipus:3
runtime:0.1098901099 sec
iteracios lepesek szama 1689
megoldas sulya:2.576000

dim:11
Kozelités
runtime:0.6043956044 sec

iteracios lepesek szama 32997

megoldas sulya:7.728000

B.2.2.
dim:8

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 29

60

megoldas sulya:0.938000

dim:8

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 17
megoldas sulya:0.938000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 17
megoldas sulya:0.938000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 46
megoldas sulya:0.938000

dim:8

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama, 28
megoldas sulya:2.019000

dim:11

blocktipus:0
runtime:2.3076923077 sec
iteracios lepesek szama 6811
megoldas sulya:3.160000

dim:11

blocktipus:1
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 1926
megoldas sulya:3.160000

dim:11
blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec



B.2. 50%-os kitoltottségi input matrixok

iteracios lepesek szama 4339
megoldas sulya:3.160000

dim:11

blocktipus:3
runtime:0.1098901099 sec
iteracios lepesek szama 1185
megoldas sulya:3.160000

dim:11

Kozelités
runtime:5.6593406593 sec
iteracios lepesek szama 269612
megoldas sulya:10.600000

B.2.3.
dim:8

blocktipus:0
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 23
megoldas sulya:0.889000

dim:8

blocktipus:1
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 25
megoldas sulya:0.889000

dim:8

blocktipus:2
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 25
megoldas sulya:0.889000

dim:8

blocktipus:3
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 33
megoldas sulya:0.889000

61

dim:8

Kozelités
runtime:0.0000000000 sec
iteracios lepesek szama 12
megoldas sulya:0.889000

dim:11

blocktipus:0
runtime:2.3626373626 sec
iteracios lepesek szama 1190
megoldas sulya:2.364000

dim:11

blocktipus:1
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 361
megoldas sulya:2.364000

dim:11

blocktipus:2
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 490
megoldas sulya:2.364000

dim:11

blocktipus:3
runtime:0.0549450549 sec
iteracios lepesek szama 218
megoldas sulya:2.364000

dim:11

Kozelités
runtime:0.1098901099 sec
iteracios lepesek szama 6546
megoldas sulya:7.762000



