Kalkulus 2. zh megoldasa

1. Derivaljuk a kovetkezé fiiggvényeket!
3z2 —xz+1
a) —

MEGOLDAS:

+ T sin®(3z + 1)

f(z) = %(Bx2 — 2+ 1)+ Tosin?(3z + 1)

1
f(x) = g(6:c — 1)+ 7sin®(3x + 1) + 7z - 3 - cos(3x + 1) - 2sin(3x + 1)

MEGOLDAS:

X

(tg(—m) — m) (&/x — cosz) — xtg(—x) (%xm + sin a:)
(Y — cosx)®

2. Pisti egy 100m sugaru kor alaku té partjan all és at akar jutni az atellenes pontra. Uszik egy
hir mentén, majd onnan gyalog megy. Hogyan ér &t a leghamarabb, ha 1m/s sebességgel tszik és
2 m/s sebességgel gyalogol?

+0

g'(z) =

MEGOLDAS:

Ha az atmérovel a szoget bezard hir mentén uszik, akkor akkor 200 cos a m utat kell letisznia,
hiszen a hur egy 200 m atfogdju derékszog (Talész tétell) o szoge melletti befogs. Utdna egy
100 - 2c¢ m hosszu iven fog sétalni. (L. dbra) Tehat az a sz6ghoz

_ 200cosa 100 - 2«x

1 + 5 = 200 cos o + 100«

f(@)

méasodperc id6 tartozik. A feladat a € [0,7/2]-re értelmes. Mivel f'(a) = 100 — 200sin «v ezért
sina = 1/2-nél, azaz a = 7/6-nal lehet f-nek lokalis széls6értéke. Vagyis ki kell szdmolnunk f-et
a végpontokban és 7/6-ban: f(0) = 200, f(7/6) = 100(v/3 + 7/6), f(7/2) = 100(7/2). Mivel
2 > /3 > 1/2, ezért o = 7/2-nél van a minimum, Pistike akkor ér a tiiloldalra a leggyorsabban,
ha végig a parton sétal.




3. A Boszorkanykonyha piackutatéi szerint ha x petdkért aruljak a varazspor 1 grammjat, akkor
— kg fogy belSle egy évben. Milyen ér esetén lesz a legnagyobb a Boszorkdnykonyha haszna
x

(haszon = Osszes bevétel - Gsszes koltség), ha 1 gramm vardzspor el6allitdsi koltsége 5 petdak, és
mennyi lesz ekkor az éves hasznuk?

MEGOLDAS:

Szamoljunk mindent grammban. Egy gramm vardzsporon x — 5 petdk a haszon tehat az
osszhaszon

20000

()

lesz. Mivel z < 5 petdkra negativ a haszon ezért a feladat = € [5, 00)-re értelmes. Mivel

(z —5)

2? — 2z(x — 5)
!

() = 20000 - ,
ezért lokélis szélséérték ott lehet, ahol 2% —2z(x —5) = 10x — 2* = x(10 — z)-nek gyoke van, vagyis
x = 0 vagy x = 10. Csak az x = 10 van benne [5,00)-ben, tehat elég észrevenniink, hogy f'(x)
nevezdéje mindig pozitiv, a szamlalé meg 5 < x < 10-re pozitiv és > 10-re negativ, tehat f(x)
szigoruan monoton né 5 < x < 10-re és szigorian monoton csokken x > 10-re. Vagyis x = 10-nél
f(z)-nek abszolit maximuma van. Az éves haszon ekkor:

20000
10) = = -5 = 1000

petak.

4. (2 pont) Végezziik el az f(z) = ‘ ] teljes fiiggvényvizsgalatat!
Tz —

MEGOLDAS:

Ertelmezési tartomany: R\ {1}.
Zérushely: x = 0.

Mivel f(—z) = 1
_x j—

A fiiggvény nem periodikus.

# f(z) és f(—x) # f(z), a fliggvény se nem péros, se nem paratlan.

Hatarértékek:
: z? . z? 8 _ 22
lim = lim =0 lim = lim =
z——o0o  — 1 x—>—ool—1/x z—oo L — 1 x—>ool—1/x
. 3 . x3
lim = —00 lim =0
z—=1— 1 — 1 z—=1tx — 1

Fiiggoleges aszimptota: x = 1.
A fliggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

A fiiggvény menete:

,oy B3P —1)—a® a? .




f'(x) elsjele megegyezik 2z — 3 eldjelével. Igy

(—00,0) 0 (0,1) 1 (1,3/2) 3/2 (3/2,00)
I - 0 - nincs - 0 +
ért.
f SZig. S7ig. nincs SzZig. lok. S7ig.
mon. mon. ért. mon. min. mon.
csokken csokken csokken hely no

Lokélis minimum érték: f(3/2) = 6, 75.

A figgvény alakja:
(622 — 6z)(x — 1)? — (22% — 32?)(2z — 2)  22° — 622 + 6z 2z

" 2
e 1) FESVER R
2
Mivel (22 — 3z + 3) minden x-re pozitiv, f”(x) elSjele csak ﬁ—tél fiige. Tovabba, ha
x J—
x < 0, akkor z — 1 < 0 is teljestl.
(_0070) 0 (071) 1 (1700)
1 + 0 - nincs ért. +
f konvex infl. pont konk&v nincs ért. konvex

Vv

A fiiggvénynek nincs abszolit minimuma, és nincs abszolit maximuma.
A figgvény értékkészlete: R.

5.
a) Van-e olyan differencidlhaté fiiggvény, amely szigortian konvex a szamegyenesen, és van
lokalis maximuma?

MEGOLDAS:

Egy f : R — R fiiggvényre akkor mondtuk, hogy szig. konvex az egész szamegyenesen, ha
mindenhol differencidlhaté, és az f’ derivalt fliggvény szig. monoton né az egész R-en. Eldaddson
lattuk, hogy ha egy differencialhaté fiiggvénynek egy zy pontban lokalis széls6értéke van, akkor
f'(xg) = 0. Mivel f’ szigorian monoton né és f'(zg) = 0, ezért o el6tt f' negativ, xo utdn pedig
pozitiv, igy (—oo,xo]-n f szig. monoton csokken, mig [zg, 00)-n szig. monoton nd. Vagyis az x
pontban nem lehet lokélis maximuma. (S6t, biztosan tudjuk, hogy itt abszolit minimuma van.)



b) Van-e olyan differencialhaté fiiggvény, amely szigorian konvex [1, 00)-en, és nincs abszolit
minimuma [1, 00)-en?

MEGOLDAS:

Van ilyen fiiggvény, példdul az f(x) = 1/z. Egyrészt f”(x) = 2/x3 > 0 az [1, 00) intervallumon,
igy f ott szig. konvex. Masrészt, 1/x szig. monoton csokken [1,00)-n, igy természetesen nincs
abszolit minimuma.

6. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!
) i 24+ —2
a) lim ———
r—1 \/E —1
1. MEGOLDAS:

Mind a szamlal6, mind a nevezé hatarértéke 0, ha = — 1; megprébalhatjuk alkalmazni a
L’Hospital-szabalyt:

) (22 + 2 —2) " 20 +1 3

m -———=1mm —— = —

ol (V=1 sl gl 1)2

Mivel ez a hatarérték 1étezik, ezért a L’Hospital-szabaly értelmében az eredeti hatarérték is létezik
és egyenlo 6-tal.

2. MEGOLDAS:

. 4z —2 _ i (x —1)(x+2) _ (Vz—1) (Vo +1)(x+ 2)
r—1 \/E—l r—1 \/5—1 r—1 \/E—l

= lim(v& + 1)(z +2) = 6

. 1 sinx
b) 91612% (ﬁ s )

MEGOLDAS:

Ko6z0s nevezore hozassal folirjuk a kiilonbséget hanyadosként, hogy a L’Hospital-szaballyal

prébalkozhassunk:
. 1 sinx . x—sinx
lim [ — — = lim ——

z—0 xQ :p?’

Mind a szamlél6, mind a nevez6 hatarértéke 0, ha x — 0; L’Hospitaldssal probalkozunk:

. 1—coszx
lim ———
z—0 3:[‘2
Ez tovabbra is kritikus alak. )
. sinz
lim
z—0 Ox
Még mindig.
. cosx 1
lim = —
x—0 6 6

Mivel ez az utols6 hatarérték létezik, ezért a korabbiak is léteznek, és mind egyenléek 1/6-dal.



