Az analizis megalapozasa javito zh megoldasai

1. feladat: Legyen H C R. Keressiik meg az a-d allitasokkal ekvivalenseket az A-E allitdsok
kozott!

(a) Vee H) Ve H) z <y (b)(Vxe H) (Qye H)xz <y

c) FxreH) Vye H)x<y (d)(JzeH)(ByeH) z<y

(

(A) H fires, (B) H-nak legalabb két kiilonboz6 eleme van,

(C) H-nak nincs maximuma, (D) H alulrdl korlétos, (E) H#H
(

1 taldlat: 0.1 pont, 2 taldlat: 0,4 pont, 3 taldlat: 0,7 pont, 4 taldlat: 1 pont)

Vilasz: (a)-(A), (b)-(C), (0)-(E), (d)-(B)

Megjegyzés: A (c) allitds semmilyen H halmaz esetén sem igaz (még az iires halmazra sem),
hiszen sajat magaval minden szam egyenlo, igy semmilyen halmaznak sem lehet olyan eleme, amely-
nél a halmaz minden eleme nagyobb. Mivel az (E) allitds sem igaz semmilyen halmazra, ezért
ekvivalens a (c)-vel, hiszen pontosan akkor igaz (E), mint (c¢): soha.

2. feladat:

(a) Négy kartya fekszik az asztalon. Tudjuk, hogy az egyik oldalukon betii, a masik oldalukon
szdm van. Béla azt &llitja, hogy minden maganhangzé hatuljan paros szdm van. Az egyiken A, a
masikon K, a harmadikon 5, a negyediken 8 latszik. Melyik kartyat vagy kartyakat kell feltétleniil
megforditanunk ahhoz, hogy biztosan eldonthessiik, igaza van-e Bélanak?

(b) Legyen A valds szamokbol allé halmaz. [rjuk fel az , A feliilrdl korlatos” &llitds tagadésat
(akdr logikai jelekkel, akar szoveggel, de természetesen a tagadés jel, ,nem”,  hamis” és hasonld
szavak nélkiil)!

Megoldas:

(a) Megmutatjuk, hogy az A-t és az b-t meg kell forditanunk, a tobbit nem.

Béla allitasanak az a tagaddsa, hogy van olyan kartya, melynek az egyik oldalan maganhangzo,
a masik oldaldn pdratlan szdm van. Tehat azt kell eldontentink, hogy van-e ilyen kdrtya. Az A és
az 5 lehet ilyen, ezért azokat meg kell forditani, a K és a 8 viszont semmiképpen sem lehet ilyen,
tehat azokat nem kell megforditani.

(b) A feliilrél korlatossaga definicié szerint azt jelenti, hogy van olyan valés szdm, amely legaldbb
akkora mint az A halmaz barmely eleme. fgy ennek tagasasa az, hogy minden valds szamnél van
nagyobb eleme az A halmaznak.

Ugyanez jelekkel: A feliilr6l korlatos definicié szerint, ha (3K € R) (Vz € A) z < K. Ennek
tagadasa: (VK € R) (3x € A) z > K.

3. feladat: Megadhato-e harom pozitiv valds szam tgy, hogy az 0sszegiik 5, a szorzatuk pedig
8 legyen?

Megoldas: Nem. Indirekt bizonyitjuk. Tegyitik fel, hogy a, b, ¢ pozitiv valds szamok, melyekre
a+b+c=5,abc = 8. Ekkor az a, b, ¢ szamok szamtani kézepe A = (a + b+ ¢)/3 = 5/3, mértani
kozepe pedig G = vabe = /8 = 2. Ez ellentmond a szdmtani-mértani kozéprél szolé tételnek,
amely azt mondja ki, hogy pozitiv szamok szamtani kozepe mindig legalabb akkora mint a mértani
kozepiik.

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges ay, ..., a, valés szamokra |a; + ... + a,| < |ai| +
oot ag| !

Megoldés: Teljes indukciéval bizonyitunk. Az n = 1 eset vildgos, hiszen |a;| < |ai|. Most
feltessziik, hogy az allitas igaz n-re, és ebbol belatjuk, hogy igaz n + 1-re is. Hasznalva el0szor az
|z + y| < |z| + |y| hdromszdg egyenldtlenséget az = = a1 + ... + a,, y = a,y1 esetre, aztan az
indukcios feltevést, épp a bizonyitandé allitast kapjuk n + 1-re:

lay + ... Fap + ang1| <lag 4 ...+ an| + |ani1] < |ar| + ..o+ |an] + |anga]-



1 1 1 ~
5. feladat: Legyen H, = [——, 1+ —], G, = (——, 1+ —). Hatarozzuk meg a ﬂ H, és

n=1

ﬂ G, halmazokat!

n=1

Megoldas: Bebizonyitjuk, hogy ﬂ H, = ﬂ G, =[0,1].

n=1
Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy (1) egyrészt [0, 1] része mindkét metszetnek, vagyis része

minden szereplé halmaznak, (2) masrészt [0, 1]-n kiviil semmilyen = szdm sincs benne sem az egyik,
sem a masik metszetben, amihez az kell, hogy van olyan n, amelyre x ¢ H,, és olyan amelyre
x &G,

Az (1) &llités vildgos, hiszen [0,1] C (=1,1+ 2) € [-1,1+ L] minden n-re.

A (2) bizonyitdsdhoz vegyiink egy [0, 1]-n kiviili  szdmot. Ekkor z < 0 vagy x > 1. Ha = < 0,
akkor n-et 1/(—x)-nél nagyobbra vélasztva (Arkhimédeszi axiéoma) 1/n < —z, igy © < —1/n, tehat
erreaznrer & (-1 141 =H,éz¢ (-1, 1+21) =G, Haz > 1, akkor n-et 1/(z — 1)-nél
nagyobbra valasztva 1/n < x — 1, igy x > 1+ (1/n), tehat erre az n-re x ¢ [—%, 1+ }l] = H, és
x & (—%,14—%) = G,,.

6. feladat: Tegyiik fel, hogy A és B korlatos, nemiires részhalmazai R-nek. Allapl'tsuk meg a
két allitds logikai kapcsolatat, azaz dontsiik el, hogy igaz-e¢ (i)==-(ii) illetve (ii)==(i)!

(i)AcB (ii) supA <supB és inf A > inf B

Megoldas:

Megmutatjuk, hogy (i)==-(ii), de (ii)#=(i).

(i)=(ii): Tegyiik fel, hogy A és B korlatos, nemiires részhalmazai R-nek és A C B. Meg
kell mutatnunk, hogy sup A < sup B és inf A > inf B. Mivel A és B korlatos, nemiires halmazok,
ezért inf A, sup A, sup B és inf B 1éteznek és valds szamok. Mivel sup B felsé korlatja B-nek, és A
részhalmaza B-nek, ezért sup B felsé korlatja A-nek is (hiszen A minden eleme egyben B-nek is
eleme). Mivel sup A a legkisebb fels6 korlét, ezért ez csak tgy lehet, hogy sup A < sup B. Hasonléan
megy a masik egyenlGtenség is: inf B alsé korlatja B-nek, és A részhalmaza B-nek, ezért inf B als6
korlatja A-nek is, de inf A a legkisebb alsé korlat, igy inf A > inf B.

(ii)#=(i) Rengeteg ellenpélda van. Legyen példaul A = {2,3}, B = {1,4}. Ekkor sup A =3 <
4 =sup B ésinf A =2 >1=inf B, de B nem tartalmazza A-t.

7. feladat: Legyen A valos szamokbol allé halmaz.
(a) Igaz-e, hogy ha sup A raciondlis, akkor A tartalmaz racionalis szdmot?
(b) Igaz-e, hogy ha sup A irracionalis, akkor A tartalmaz irracionalis szdmot?

Megoldas:

Bebizonyitjuk, hogy egyik sem igaz, mindkettohoz mutatunk ellenpéldét.

(a) Legyen A a negativ irracionélis szdmok halmaza. Ekkor sup A = 0, mert 0 fels6 korldtja
A-nak, de semmilyen b < 0 szdm nem lehet fels6 korlat, hiszen tanultuk, hogy tetszéleges két valds
szam kozott van irraciondlis szam, igy b és 0 kozott is. Tehat sup A raciondlis, de A nem tartalmaz
raciondlis szamot.

(b) Legyen A = (0,v/2) N Q. Ekkor sup A = v/2, mert /2 fels6 korlatja A-nak, de semmilyen
b < /2 szdm nem lehet felsé korldt, hiszen tanultuk, hogy tetsz6leges két valds szdm kozott van
raciondlis szam, igy b és v/2 kozott is. Tehat sup A = v/2 irracionélis, de A nem tartalmaz irracionélis
szamot.



