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1. fejezet
Bevezetés

Az extremalis halmazrendszerek elméletében egy érdekes kérdés az, amikor a
halmazokrol nemcsak azt mondjuk, hogy legyenek metsz6k, hanem azt is el6irjuk,
hogy hany elemit legyen ez a metszet. Természetes az az altalanositas is, hogy ket-
ténél tobb halmaz metszetérsl beszéljiink, és a metszeteket alulrél és feliilrél is kor-
latozzuk. Arra az esetre, amikor csak alsé korlatok vannak, a szakirodalomban sza-
mos eredmény taldlhato. Ugyanez elmondhato, ha csak a fels korlatokat tekintjiik.
A kétiranyu korlatozas egy kézenfekvs altalanositas, de viszonylag tjkeletii. Ezek

alapjan az altalanos esetben az alabbi problémat vizsgaljuk.

Legyen [n] = {1,2,...,n} az n elemii alaphalmaz, és jelsljiik a 2("-nel [n] Gsszes
részhalmazat. Tekintsiink egy F C 2 halmazrendszert. F legyen r-szeresen le-
galdbb s-metszé és [-szeresen legfeljebb t-metsz6 rendszer, vagyis tetszéleges r rész-
halmaz metszete legalabb s elemt, és tetszGleges [ kiillonb6zé részhalmaz metszete
legfeljebb ¢ elemii. Egy ilyen tulajdonsagti F halmazrendszer maximalis méretét
jeloljik f(n,I(r,>s),I(l,<t))-vel.

A paraméterek széleskori varidlhatosaga szamos részproblémét eredményez, a

dolgozatban az kovetkezdkkel foglalkozunk.

A 2. fejezetben azt az esetet vizsgaljuk, amikor csak alsé korlatok vannak a met-
szetekre, vagyis az r-szeresen legalabb s-metsz6 rendszereket. A legegyszertibb fela-
dat, ha r = 2 és s = 1, ekkor beszéliink metsz6 halmazrendszerrdl, és az extrémum
érteke 2771, Az altaldnos esetben Frankl tételével [2| foglalkozunk, ami az egyik leg-
nagyobb eredménye a teriiletnek. A tétel szerint f(n,I(r,>s))=2"""<n<r+s

vagy s < 2" —r — 1, kivéve ha r = 3 és s = 4.

A kovetkezs eset az, ha csak felsd korlatok vannak, ezzel foglalkozunk a 3. fejezet-
ben. Elgszor megnézziik az (I,t) = (2,1) esetet, majd ezt altalanositjuk tetszéleges

t-re. Végiil az altalanos esetben (mind [, mind ¢ tetsz6leges) |F|-re adunk egy felss



becslést és megnézziik, hogy ez mikor érhet6 el. A feladat a blokkrendszerekre, illetve

ezek altalanositasaira, a pakolasokra vezet.

Ha als6 és fels6 korlatokat is feltesziink, akkor a legegyszertibb probléma, ha
a korlatok megegyeznek, és ugyanannyi halmaz metszetére vonatkoznak. Ekkor [-
szeresen pontosan t-metszd halmazokrol beszéliink. Ezzel foglalkozunk a 4. feje-
zetben. Az Erdés-de Bruijn tétel megoldast biztosit, ha (I,¢) = (2,1). A Fisher-
egyenlGtlenség segitségével tudunk adni egy becslést tetszbleges [ esetén. Az adltalanos
probélma megoldasat megnézziik trivialisan metszd, és nem trivialisan metsz6 eset-

ben is. A konstrukciokhoz algebrai modszereket és véges geometriat hasznalunk.

Az 5. fejezetben a legéltalanosabb feladatot targyaljuk, vagyis az r-szeresen le-
galabb s-metsz6 és [-szeresen legfeljebb t-metsz6 rendszereket. A {6 eredmény Fiiredi
Zoltan, és Katona Zsolt tétele [6], amely t > 25 > 2,7 > 2,1 > 2 esetben oldja meg
a problémét. Ez el6tt megnéziink az olyan feladatok koziil néhanyat, melyre nem
teljesiilnek ezek a feltételek. Végiil a fejezet és a dolgozat zarasaként egy olyan pro-

bléméra adunk egy becslést, amelyre eddig nem ismert pontos eredmény.



2. fejezet

Als6 korlat a metszetekre

2.1. Erdds-Ko-Rado tétel

Az alabbi egyszerii tétel metsz§ halmazrendszerek maximalis méretérdl szol.

2.1.1. Tétel. (Erdds-Ko-Rado [9]) Legyen F C 2I" egy metszé halmazrendszer. F

mazimdlis mérete 271,

Biz. Legyen A C [n]. A és A koziil csak az egyik lehet benne a halmazrendszerben,
mert AN A = (). Igy legfeljebb az Osszes részhalmaz felét, vagyis 2"~' halmazt

tartalmazhat a halmazrendszer. [

A konstrukciohoz vegyiik [n] egy adott elemét tartalmazd Osszes részhalmazt. Ez
nyilvin metszS, és a mérete 2"~ 1. Az ilyen halmazrendszereket, melyekben minden
halmaz tartalmaz akar tobb, azonos elemet, trividlisan metszének nevezziik.

Az extrémum eléréséhez létezik azonban masik konstrukcio is, paratlan n esetén

az Osszes legalabb "T“ méretd halmazt, paros n esetén az Gsszes (% + 1) meéreti és

egy adott elemet tartalmazo Osszes § méretd halmazt tartalmaz6 halmazrendszer.

Kénnyen ellenérizhetd, hogy ezek metszSk, és a méretiik pont 2771,

Az Erdés-Ko-Rado tétel az r = 2 és s = 1 esetben oldja meg a problémat, és
lattuk, hogy az extémum pont a trividlis csalad mérete. TetszGleges r és s esetén
a trividlis, vagyis adott s elemet tartalmazé Osszes részhalmaz s-metsz6 lesz, és
mérete 2"~%. Igy a 2"~° méretd halmazrendszer minden esetben elérhets, kérdés,
hogy csinalhato-e ennél jobb konstrukcio. A valaszt Frankl tétele adja meg, mely

szerint bizonyos esetekben igen.



2.2. Frankl tétele

Ebben a szakaszban tetszéleges r és s esetén vizsgaljuk az r-szeresen legalabb
s-metszG6 rendszereket. Megnézziik, mely esetekben mondhat6, hogy a trividlisan

metsz rendszernél nem lehet nagyobb elemszama halmazrendszert konstrualni.

2.2.1. Tétel. (Frankl [2]) Legyen F C 2" egy r-szeresen legaldbb s-metszd rend-

szer. Ekkor a kévetkezdt mondhatjuk F mazimdlis méretére:
f(n,I(r,>s))=2"" <= n<r+suvagy s <2" —r —1, kivéve ha (r,s) = (3,4).

Biz. (részletek) A bizonyitas kulcslépése a kovetkezs halmazrendszerek definidlasa:

Vi-re, melyre 0 < i < (n — s)/r definidljuk a kovetkezs csaladokat:
A =Ai(n,r,s) ={AC[n]:|[AN[s+7i]| > s+ (r—1)i}.

Ezek a rendszerek r-szeresen legalabb s-metsz6k, ugyanis ha Aj, As, ..., A, €
A;, akkor barmelyik legfeljebb ¢ elemet nem tartlamaz [s + ri]-b6l, azaz Gsszesen

legfeljebb ri-t nem, tehat a metszetiik legalabb s 4+ r7 — ri = s elemi.

Az Ay halmazrendszer éppen a trividlisan metsz6, igy |Ao| = 2" °. Egy nagyon
fontos nyitott probléma, hogy vajon ezek koziil keriil-e ki minden esetben a maximé-

lis méretd rendszer:

2.2.2. Sejtés (Frankl [2]):

f(n,I(r,>s)) =maz{|A;| :0<i<(n—3s)/r}.

Ezt Frankl bebizonyitotta a s < % esetben, az altalanos eset még megoldatlan.

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz, elGszor is vegyiik észre, hogy egy maximalis
méreti r-szeresen legalabb s-metsz6 rendszer filter, vagyis ha F' € F és F C G,
akkor G € F. Ugyanis ha nem lenne filter, akkor létezne F' € F, melyhez létezne
G D F, hogy G ¢ F. Ekkor viszont F' = F U {G} is r-szeresen legalabb s-metszs,
és |F'| > |F|, ami ellentmond |F| maximalitasanak.

A feltételek elégségességének, és az n < r+ s feltétel sziikségességének a belatasa

elég hosszadalmas, és sok szamolast igényel, megtalalhato Frankl egy cikkében [2].

A s <27 —r — 1 feltétel sziikségessége viszont kdnnyen bebizonyithato.

Ehhez a fent definialt A; csaladokbol az Aj-re lesz sziikség. Megmutatjuk, hogy
megfelel§ r és s esetén n-t6l fiiggetlentil | A;| > |Ag|, igy mivel minden A; r-szeresen
legalabb s-metsz6, igy ebben az esetben nem A, (vagyis a trividlis rendszer) lesz a

maximalis méret.



Nyilvan |Ag| = 2%, nézziik A; méretét. A definicié alapjan:
Ai={AcCn|:|AN[s+7r]|>s+r—1}
fgy Aj = A1 gUA 1 UA U, .. UA; ., ahol
Ao ={ACn]:[s+r] S A}
Avi={AcCn]: ([s+r]-{i}) SANi ¢ A}
Ebbdl pedig méar meghatarozhaté A; mérete:

| AL = A1

A+ A+ A | =202 (s r) = 2" (s 1)

Hogy ne a trivialis rendszer legyen az optimalis, kell hogy |A;| > |Aol:

2T <2V (s 4+ r 4+ 1),

amibdl atrendezéssel:

2" —r—1<s

Ezzel meg is kaptuk a feltétel sziikségességét. Vegyiik azonban észre, hogy csak
annyit mondhatunk, hogy ebben az esetben |A;| > | Agl|, igy nem a trivialis rendszer
a maximalis méretd. Viszont arro6l, hogy ekkor mi az optimum, nem allitunk semmit,

ez a kérdés egy megoldatlan probléma.

Az (r,s) = (3,4) esetben az s < 2" —r — 1 feltétel egyenldséggel teljesiil, ekkor
tehét | A;| = |Aopl|, viszont érdekes modon, ekkor egy harmadik rendszer az optimalis.
Az itt nem részletezett elégségesség bizonyitasa indukciéval tortént, ami csak r = 5-
t6l miikodott, a tobbi eset koziil (r < 4 és s < 2" —r — 1) egyediil az (r,s) = (3,4)

esetben talalhato olyan rendszer, aminek a mérete nagyobb |Ag|-nal. O



3. fejezet

Fels6 korlat a metszetekre

3.1. Legfeljebb t-metsz6 rendszerek

Ha a metszeteket feliilr6l akarjuk korlatozni, akkor a legegyszertibb eset, ha bér-
mely két halmaz metszete legfeljebb egy elemii. Ebben az esetben a kérdés konnyen

megvalaszolhato.

3.1.1. Tétel. Legyen F C 2", Bdarmely kiilonbozo Fy, F; € F esetén |F; N Fj| < 1.
Ekkor |F| < @—i—l, és ez a korldt el is érhetd, vagyis f(n,1(2,<1)) = w—i-l.

Biz. Legyen F = F(< 1) U F(> 2), ahol F(< 1) a legfeljebb 1 elemii, F(> 2) a
legalabb 2 elemi halmazokat tartalmazza. Nyilvan |F| = [F(< 1)| + |F(> 2)].

|F(< 1) < n+1, és ha F maximalis méretii, 2-szeresen legfeljebb 1-metsz6
rendszer, akkor |F(< 1) = n+ 1, ugyanis a legfeljebb 1 elemt halmazok miatt nem

sériilhet a metszési feltétel.

Legyen n;, n; € [n] az alaphalmaz két kiilonb6z6 eleme. Ezt az elempéart legfeljebb
egy F(> 2)-beli halmaz tartalmazhatja, ugyanis ha pl. n;,n; € Iy és n;,n; € Iy,
akkor |F} N Fy| > 2, ami ellentmond a feltételnek. Elempéarokbol Gsszesen (g) van,
igy |F(=2)| < (3)-

Osszefoglalva

n(n+1)

1.
5 +

Fl= DI+ IFE 2 <nt 14 (5) -
Ez a korlat el is érhets, véve az Osszes legfeljebb 2 elemii részhalmazt. [

A bizonyitasi modszer alkalmazhatd abban az esetben is, amikor a metszetek
legfeljebb t elemtiek, ekkor az Gsszes legfeljebb (¢ + 1) elemt részhalmazt tartalmazo

halmazrendszer lesz a maximalis méretti.



t+1
3.1.2. Tétel. f(n,1(2,<1t)) = (}).

k=0
Biz. Az el6z6 bizonyitashoz hasonloan, legyen F = F(< t)UF (>t + 1), és |F| =
|F(< O]+ |F(=t+1)).

\F(< )] < 35— (1), és ha F maximalis méretii, t-szeresen legfeljebb 1-metsz6
rendszer, akkor |F(< )| = Y, (1), ugyanis a legfeljebb ¢ elemd halmazok nem
sértik a metszési feltételt.

Adott (t+ 1) kiilonb6z6 elemet legfeljebb egy F(> t + 1)-beli halmaz tartalmaz-
hat, kiilonben lenne két halmaz, melyek metszete legalabb (£ + 1) elemi lenne. Ilyen

elem (¢ + 1)-esb6l dsszesen (,,) van, igy [F(>t+1)] < (7).

t+1 t+1
Osszefoglalva
t n n t+1 n
= <t >t+1) < = .
AA=rs e o= (1) (1) =2 (3)

A konstrukciohoz pedig vegyiik az Gsszes legfeljebb (¢ + 1) elemii részhalmazt. O]

3.2. [-szeresen legfeljebb t-metsz6 rendszerek

Vajon lehet-e ezt a technikat alkalmazni az altalanos esetben? Ekkor barmely
(t+1) elemi részhalmazt F-nek legfeljebb [ — 1 eleme tartalmazhatja. Igy legfeljebb
(1—1)(,},) legalabb (t + 1) elemi halmazt tartalmazhatna F. Azonban egy halmaz
legfeljebb egyszer szerepelhet, ezért ez a korlat nem érhetd el, mivel a legalabb (t+2)
méret halmazoknak t6bb (¢ + 1) méretii részhalmazuk is van. Ezzel finomithato a

becslés F maximalis méretére.

3.2.1. Tétel.

ez <£(0)+5(2)

k=0

Biz. A bizonyitas soran megint két részre bontjuk F-et, F = F(< t) UF (>t +1).

Az 0Osszes legfeljebb t elemii részhalmazt természetesen most is tartalmazhatja

F(L t), ugyanis ezek koziil tetszdlegesen soknak a metszete legfeljebb ¢ elemi. Igy
t

F(<t) =3 (}), ha F maximalis méreti.
k=0

Nézziik most | F(> t+1)| becslését. Egy (t+1) elemii részhalmazt legfeljebb (1—1)
halmaz tartalmazhat, kiilonben lenne [, melyeknek a metszete legalabb (t+1) elemdi.

Vegyiink egy F' € F(> t + 1) halmazt, melyre |F| = v >t + 1. F-nek (til) darab

7



(t + 1) méretii részhalmaza van. A fenti megallapitds miatt minden (¢ + 1) elemi

részhalmazt legfeljebb (I — 1) halmaz tartalmazhat, igy

F.
FieF(>t+1) - T

ugyanis (, +1) darab (t + 1) méreti részhalmaz van.

Tegyiik fel, hogy F maximalis méretti, és nem tartalmazza az Osszes (¢ + 1)
elemi halmazt, legyen pl. G C [n], |G| =t + 1, és G ¢ F. Ekkor, ha nincs olyan
F-beli halmaz, ami tartalmazza G-t, akkor az F' = F U {G} nagyobb mérett, és
nem sérti a metszési feltételeket, ami ellentmondéas. Vagyis létezik olyan H halmaz,
amire G C H € F. Ekkor H-t G-re cserélve a fenti szumma csokken, és nem sériilnek

a metszeési feltételek. Tehat véges sok csere utan F tartalmazza az Osszes ilyen G-t.

Ezek utan feltehetjiik, hogy F tartalmazza az sszes (t + 1) elemt halmazt. A

legalabb (¢ + 2) elem( halmazokra (lﬂ) >t + 2, vagyis
F>t+2)|(t+2) < > ( < (1-1) - < (1-2) ,
FerOt) t+1 t+1 t+1 t+1
hasznélva, hogy (¢ + 1) méretii halmazokbol (til) van. Atrendezve
=2 n
F>t+2) < ——

adodik. Igy kész a becslés, ugyanis

\]—“]:\]—“(gt)\+]]—"(t+1)\+]}"(2t+2)]S;0 (Z)+( " )+l‘_2( n >:

t+1
S0
prd k t—2\t+1
Vegyiik észre, hogy egyenléség csak akkor érheté el, ha | < ¢t + 4, kiilénben F
tartalmazna legalabb (¢ + 3) elemi halmazt, ennek pedig t6bb (t+ 1) elemt részhal-
maza van, mint amit a becslésben hasznaltunk, igy szigort lenne az egyenl&tlenség.

Az egyenlGséghez persze még az is kell, hogy a (¢ + 2) elemiieknek legyen olyan
csaladja, amely minden (¢ + 1)-est legfeljebb (I — 2)-szor tartalmaz.

Nézziink egy példat, amikor egyenlGség van. Egy 7 elemt alaphalmazon vegyiink
egy 3-szorosan legfeljebb 1-metsz6 rendszert. A becslésbsl F < 36 adodik, és ez
gy érhetd el, ha vessziik az Gsszes legfeljebb 2 elemii részhalmazt, illetve harma-
soknak egy olyan rendszerét, amely minden kettest legfeljebb egyszer tartalmaz. Az
optimélis halmazrendszert incidencia-tablazata segitségével dbrézoltuk, ahol a sorok
a halmazoknak, az oszlopok az alaphalmaz elemeinek felelnek meg. Egy (O jel van

az i. sor j. oszlopaban, ha j € F;. (A nulladik oszlopban felsoroljuk a halmazokat.)

8
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3.3. Blokkrendszerek

Az elébb bemutatott példaban az Fbg, F3g, . .., F35 halmazokbol all6 rendszer az
un. Fano-sik, melyben az alaphalmaz elemei a pontok, a halmazok az egyenesek, és
minden pontpart pontosan egy egyenes tartalmaz. Lattuk, hogy az [ < t+4 esetben
az ilyen rendszerek - olyan (t+2) elemii halmazokbol 4ll6 rendszer, amelyben minden
(t+1)-est pontosan (I —2) darab halmaz tartalmaz - létezése sziikséges az extrémum

eléréséhez. Ilyenekkel a blokkrendszerek elméletében talalkozhatunk.

3.3.1. Definici6. Az F = {Fy, Fs, ..., Fy} halmazrendszert s — (n, k, \) blokkrend-
szernek nevezziik, ha minden i-re F; € [n] k-uniform (azaz |F;| = k minden i-re), és

[n] barmely s kilonbézé eleme pontosan X F-beli halmazban (blokkban) van benne.
3.3.2. Megjegyzés. A Fano-sik eqy 2 — (7,3,1) blokkrendszer.

Az alaphalmaz elemeit pontoknak, a halmazrendszer elemeit blokkoknak nevez-

ziik. A kovetkezs tétel alapjan a blokkrendszerek regularisak.

3.3.3. Tétel. Egy s — (n, k,\) rendszerben minden pont foka r, ahol r a kivetke-

n—1 kE—1
=A
=)
Biz. Rogritsiink egy p pontot. Szamoljuk meg kétféleképpen az (S, B) péarokat,
ahol B egy blokk, |S| =s— 1, p € B és S C B. Mivel p-t r blokk tartalmazza, ez

z0képpen hatdrozhato meg:

egyrészt r(lzj), masrészt minden pont s-est pontosan A halmaz tartalmazza, ezért
)\(2:11) Mivel ugyanazt szamoltuk le kétféleképpen, ezért ez a két szadm megegyezik.
Atrendezve adodik a tétel. O

A 3.2.1. Tételben hasznalt [ < ¢t 4 4 feltétel mellett az optimalis konstrukcio egy
blokkrendszer - mégpedig egy (t + 1) — (n,t + 2,1 — 2) rendszer - illetve az Osszes

legfeljebb (¢ + 1) elemt halmazt tartalmaz6 halmazrendszer unioja.

A blokkrendszerek elméletében csak kevés esetben tisztazott, hogy létezik-e az
adott paraméterd blokkrendszer. Mi most a ¢ = 1 esettel foglalkozunk, ami az
[-szeresen legfeljebb 1-metsz6 halmazrendszerekre fog konstrukciokat szolgaltatni.
Legyen m = | — 2, igy 2 — (n,3,m) blokkrendszereket kell keresniink. Az alabbi

oszthatoségi feltétel sziikséges, de sajnos nem elégséges minden n-re.

10



3.3.4. Allitas. 2 — (n,k, \) blokkrendszerek létezéséhez sziikséges, hogy
(i) AXn—-1)=0 (mod (k-1))
(i)  In(n—1)=0 (mod k(k-1))

Biz. A 3.3.3. Tétel bizonyitasanal alkalmazott kettds leszamlalasbol (i) rogton, (ii)
pedig a bk = nr egyenlGség felhasznélasaval adodik. [

Wilson eredménye alapjan a fenti feltételek elégségesek is elég nagy n-re:

3.3.5. Tétel. (Wilson) Adott X és k mellett, ha n > ng(X\, k), akkor a 3.3.4. dllitds-
ban adott feltételek elégségesek a 2 — (n, k, \) blokkrendszerek létezéséhez.

Vizsgaljuk az m = 1 esetet, vagyis 2 — (n, 3, 1) rendszereket keresiink. Ezeket
Steiner hdrmasrendszereknek nevezziik. Az oszthatosagi feltételiinkbdl adodik, hogy
n — 1 péros, és 6|n(n — 1), vagyis n = 1 vagy 3 (mod 6). Ennek alapjan érdemes

megfogalmazni a 3.2.1. tétel kdvetkezményét:

3.3.6. Kovetkezmény. Ha az F C 2" halmazrendszer 3-szorosan legfeljebb 1-

metszd, akkor |F| < 2n® 4+ in + 1. Egyenldség az n = 1 vagy 3 (mod 6) esetben

all fenn.

A Fano-sik egy megoldas az n=7 esetre, mellesleg 7-re ez az egyetlen konstrukcio
van. A Wilson-tétel alapjan az oszthatosagi feltételek elég nagy n-re elégségesek.
Kérdés, hogy a k = 3 specidlis esetben elhagyhato-e az "elég nagy n'" feltétel? A
valasz igenls, tobb konstrukci6 is ismert tetszéleges (6k + 1) és (6k + 3) alaka n
esetén Steiner harmasrendszerekre (Kirkman, Skolem [10]). Elég meglepd, hogy n
novelésével egyre tobb nem-izomorf ilyen rendszer van, mig n = 7 és 9 esetben
a konstrucio egyértelmt, addig mar az n = 15 esetben is 80 nem-izomorf Steiner

hirmasrendszer 1étezik.
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4. fejezet
Pontosan t-metszd rendszerek

Ebben a fejezetben azzal az esettel foglalkozunk, amikor az also és felsé korlatok
egybeesnek, és a metszést [ halmazra koveteljiik meg. Az ilyen rendszerek maximalis

meéretét n elemen f(n, [, t)-vel fogjuk jelolni, vagyis
f(n, 1, t) = f(n, I(l,>1),I(l,< t) =
= ma{x}{|f|“v’Fi1,E2,...,Fil e F: |E1 mFZ‘Q n--- ﬂFil| = t}
Fc2ln

A legegyszertibb az (I,t) = (2,1) eset, vagyis mikor barmely két halmaznak

pontosan egy kozos eleme van. Ezt oldja meg Erdés és de Bruijn egyik kdzos tétele.

4.1. Erdés - de Bruijn tétel

Erdekesség, hogy két kiilonboz6 ilyen nevii tétel valt ismertté a szakirodalomban,
az egyik végtelen grafok k-szinezhetdségérdl szol. Mi a masikat fogjuk hasznélni,

melynek a kimondasahoz sziikség lesz az alabbi definiciora:
4.1.1. Definicié. Az L = (V, E) hipergrdf linedris tér, ha

1. barmely két kiilonbozd csiucsot pontosan eqy €l tartalmaz,
2. minden €l legaldbb két csicsot tartalmaz,

3. legaldabb két €l van.

A hipergrif csiucsait szokds pontoknak, €leit pedig egyeneseknek nevezni.

Két specialis linearis térrdl lesz szo a tételben:
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4.1.2. Definici6. Az L = (V, E) lindris tér degenerdlt, ha létezik eqy w € V

pontja, hogy az eqyenesek pontosan a kovetkezdk:

1. V\{w}

2. {w,z}, minden z € V\{w}

4.1.3. Definicié. Az L = (V, E) lindris tér projektiv sik, ha kielégiti az aldbbi

aziomdakat:

1. bdrmely két kilonbozo egyeneshez pontosan eqy pont létezik, melyet mindkettd

tartalmazza,

2. létezik négy olyan pont, amelyek kozil semelyik hdarmat nem tartalmazza egy

egyenes.

Most mar kimondhat6 a tétel, melyet 1948-ban publikaltak [1]. Azdta szdmos
frappéans bizonyitas sziiletett ra. Lényegében kétféle megkdzelités van, az egyik li-
nearis algebrai modszereket, a masik leszamlalast hasznal. Mi az utobbiak koziil

mutatunk be egyet, amely Conwayt6l szarmazik.

4.1.4. Tétel. (Erdds-de Bruijn) Linedris térben az élek szama legaldbb annyi, mint

a pontok szdma. Eqyenldség esetén a linedris tér vagy degenerdlt, vagy projektiv sik.

Biz. Legyen tehat £ = (V, E) linearis tér, melyben |V| = v és |E| = b. Feltessziik,
hogy b < v, és belatjuk, hogy itt egyenlGség kell hogy legyen. Sziikségiink lesz a

kovetkezd megallapitéasra:

4.1.5. Lemma. Legyen L = (V, E) linedris tér, p € V egy pont, L € E egy egyenes,
ésp & L. Ekkor deg(p) > |L|, és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha minden p-n

atmend egyenes metszi L-et.

Biz. A p-t 6ssze tudjuk kétni L minden pontjaval, az igy kapott |L| egyenes paron-

ként kiilonbozs lesz. U

Mivel b < v és a lemma alapjan deg(p) > |L| minden nem-illeszkedd (p, L) pont

egyenes parra, igy
deg(p) _ _|L|
b—deg(p) ~ v—|L|’
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szintén minden nem-illeszkedd (p, L) parra. Adjuk Gssze ezeket az egyenlGtlenségeket

az Osszes ilyen parra. Ha a bal oldalakat adjuk 6ssze pontrol pontra, a kovetkezGt

deg(p) deg(p
b — deg(p) ZZb—deg Zdeg

peV L:p¢L

kapjuk:

pé¢L
mivel minden p ponthoz pontosan b — deg(p) olyan egyenes talalhato, amely 6t nem

tartalmazza. Hasonl6an, ha a jobb oldalakat egyenesrdl egyenesre adjuk 6ssze, akkor

= Il

pgéL LeFE

azt kapjuk, hogy

Igy az elsé egyenl6tlenség miatt

> deg(p) > > |1,

peEP LeE

itt viszont csak egyenl@ség allhat fenn, mivel a bal oldal a hipergraf osszes foksza-
méanak az 0sszege, a jobb oldal pedig az élek méretének az Gsszege, melyek nyilvan
egyenlGek. Ez viszont csak gy lehet, ha b = v és valamennyi nem-illeszked6 pont-

egyenes parra deg(p) = |L|. Ezzel az egyenl6tlenség fennallasat belattuk.

Ha egyenlGség van, az két esetben fordulhat el6. Ha van olyan egyenes, ami
két pontbol all, akkor a lineéris tér degeneralt. Ha minden egyenes legaldbb harom

pontbdl all, akkor a struktira kielégiti a projektiv sik axiomait. [J

Konnyen latszik, hogy a tételb6l meghatarozhaté f(n,2,1). Legyenek az [n] ele-
mei az egyenesek, [n] részhalmazai pedig a pontok. Ha a halmazrendszer 2-szeresen
pontosan l-metszd, akkor teljesiilnek a linearis tér definicioi, igy a b > v egyenl6t-

lenség is teljesiil az Erdgs-de Bruijn tétel miatt.

4.1.6. Kovetkezmény. f(n,2,1) =n. A konstrucidhoz vegyiik az egy adott elemet
tartalmazo osszes két elemd részhalmazt, és az 6t nem tartalmazd (n — 1) elemd

részhalmazt (a degenardlt linedris tér megfeleldje).

A kovetkezs 1épés f(n,2,t) meghatarozésa tetszbleges t esetén.

4.2. Fisher-egyenlGtlenség

A Fisher-egyenl6tlenség 2 — (n, k, [) blokkrendszerekkel kapcsolatban allitja azt,

amit az Erdgs-de Bruijn a linearis terekrol.
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4.2.1. Tétel. (Fisher-egyenldtlenség) Ha egy blokkrendszerben k < v, akkor b > v.

Biz. Kordbban bizonyituttuk, hogy a blokkrendszerek regularisak, minden pont
foka r. Legyen az M (v X b)-es matrix a blokkrendszer incidencia-matrixa, és te-
kintsiik az A = M M?T matrixot. Ennek a fsatlojaban csupa r, azon kiviil csupa A
szerepel, igy A regularis. Indirekt, ha b < v teljesiilne, akkor M rangja legfeljebb
b lehetne. Ekkor M sorai Osszefiiggéek lennének, ami miatt A sorai is. Ez pedig

ellentmondésban van A regularitdsaval. [

A Fisher-egyenl6tlenséget hasznalva egy jo felsG becslés adhato f(n, 2,t)-re azzal
a modszerrel, ahogy az el6z6 szakaszban az Erdés-de Bruijn tételbsl f(n,2,1)-t

kiszamoltuk.

4.2.2. Kévetkezmény. f(n,2,t) <n

4.3. A tetszoleges [ esete

Most kovetkezik az altalanos eset vizsgdlata, vagyis, hogy mit mondhatunk
f(n,l,t)-r6] tetszbleges [ és t esetén. Ebben a szakaszban megint foglalkozunk a

nem trividlisan metsz6 rendszerek esetével, erre vezessiink be egy 1j jelolést.

4.3.1. Definicid. Az F halmazrendszert l-szeresen nem trividlisan t-metszének ne-
vezziik, ha l-szeresen t-metszd, és |(\pep F| < t. Az ilyen halmazrendszerek ma-

zimdlis méretét n elemen g(n,l,t)-vel jeloljik.

Természetes észrevétel, hogy g(n, [, t) < f(n,l,t), és egyenlGség akkor van, mikor
az optimalis rendszerek kozt van nem trivialisan t-metszd. Az els6 eredmény g(n, [, t)-
re vonatkozik, és Katona Zsolt nevéhez fliz6dik. Ad egy felsé és egy also becslést is

a nem-trividlisan metsz3d rendszerek méretére.

4.3.2. Tétel. (Katona Zs. [7])

1 ¢
7t (1+o(1)) < g(n, 1) < a1 (14 o(1)).
Biz. Elgszor a fels§ becslést bizonyitjuk [ szerinti indukcioval. [ = 2 esetben a

Fisher-egyenl6tlenséget kapjuk vissza.
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Tegyiik fel tehat, hogy | > 3, és (I — 1)-re igaz az allitas. Vegyiink egy nem
trividlisan [-szeresen t-metsz6 rendszert n elemen. Jeloljiik ennek a legkisebb elem-
szami halmazat X-szel (ha tobb ilyen van, valasszunk egyet tetszélegesen), és legyen

| X| = k. Képezziik a kovetkezd halmazrendszert:
F'={XNF:FeF}

Ekkor F' C [k] és (I — 1)-szeresen nem trividlisan t-metszé. Igy az indukcios
feltevés értelmében
t+1
| = 17| < ke,
tehat ha k < néiiﬁ, akkor kész vagyunk, ezt a becslést beleirva az el6z6 eredménybe.
Tegyiik fel tehat, hogy ez nincs igy. Definialjuk ds-t minden F-beli t-esre a kovet-
kezGképp: da = [{F € F : A C F}|, vagyis hogy egy adott A € ([ZL]) halmazt hany

F-beli halmaz tartalmazza. Mivel F [-szeresen pontosan t-metszs, igy barmely [

da

I )—SZOI‘

halmazhoz van egy A t-es, amely az 6 metszetiik. Egy A € ([T) halmaz (
fordul el6 metszetként, ha da legalabb [. Ebbdl kévetkezik, az

(7) _ ey
B0

egyenldség. Terjessziik ki az (7)-et a valos szamokra, f(z) = (

glc) _ x(m—l)..l.!(m—l—l—l), ha

x > 1—1, és 0 egyébként. Ez a fliggvény monoton névé és konvex, igy alkalmazhato

a Jensen-egyenlGtlenség:

> ada Y rer (‘f‘)

k
Y ac(ny da ZACA ZFeFr i) F Q
e ()= (C 0 )2('M0
() l l l
Az egyenlGség a t méretii halmazok kiilonbozé leszamlalasabol adodik, végiil
az utolso egyenl6tlenséget gy kaptuk, hogy minden F-beli halmaz méretét alulrol

becsiiltiik k-val. Konnyen lathato, hogy (})-t feliilr6l n¥ /kl-ral, alulrol (n—k+1)F /k!-

ral lehet trividlisan becsiilni. Ezt hasznalva az eddig elért eredményeken:

k
7] 71l K - K
s (0 () 1m0 g oy
() () l ) g (7)
Feltehetjiik tovabba, hogy |F| > n(ttD/0+=1 Liilsnben kész lennénk. Mivel
k

k> pUHt=2/03-1) oy | FI2L végtelenhez tart n novelésével, igy elég nagy n-re igaz

Falp=

t
az utolso egyenlGtlenség is. Tehat az eddigiekbdl

1

()

1—c¢
[!

(1717)

7| >
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adodik, amibdl egyszertisitve

aeom(3) = ().

amibsl kovetkezik k < (1+o0(1))n=/t < (14 0(1))nH=2/U+=1) "ioy kész vagyunk

a felsG becsléssel.

Az also becsléshez adunk egy kontrukciot projektiv terek segitségével. ElGszor
nézziik az (I,t) = (3,1) esetét. Ekkor kell, hogy g(n,3,1) > n'/3(1+0(1)). Ebben az
esetben ergsebb allitast is be tudunk latni, nevezetesen, hogy g(n,3,1) > n?3(1 +
o(1)). Tekintsiik PG(3, q)-t, és legyen n = ¢> + ¢*> + q + 1, ahol ¢q egy primhatvany.
Ismert, hogy egy ovalis maximalis mérete ¢? + 1, azaz legfeljebb ennyi pont adhato
meg gy, hogy minden egyenesen legfeljebb 2 legyen. Vegyiink egy ovalist, és a dualis
sikjaibol (ezekbdl is ¢> + 1 van) alljon F. Ezek kdzt nincs hdrom, amely egy kozos
egyenest tartalmaz, igy harom ilyen metszete egy pont, vagyis F 3-szorosan pontosan
I-metsz6, és nem trividlisan metszd. Ezzel kész vagyunk, ha n el6all ¢3 + ¢> +q + 1
alakban. Ha nincs ilyen ¢ primhatvany, akkor vegyiik a legnagyobb olyan m-et,
melyre m < n és m = ¢ + ¢> + ¢+ 1. Ez pont elég, mert n és (1 — €)n kdzt van

primhatvany, ha n elég nagy.

Most nézziik a tetszoleges [ esetét, ekkor kell, hogy g(n,l,1) > n'/{(1 + o(1)).
Vegyiik tehat PG(l,q)-t és n = ¢' +--- 4+ ¢ + 1. Annyi ismert, hogy van ¢ + 2,/q
olyan pont, hogy legfeljebb (I — 1) van minden 2-kodemenzios altérben. Ezek duéa-
lis hipersikjai alkotjak F-et, amely igy [-szeresen pontosan 1-metszG lesz. Tehat
g(n,1,1) > nY(1 + o(1)) is kijott.

Vegiil g(n,1,t) > (1/t)n'/Y(1 4 o(1))-hez az alaphalmaz minden elemét cseréljiik

t masikra. O

Vegyiik észre, hogy g(n,3,1)-re azért tudtunk jobb alsd becslést adni, mert az
ovalisok dualis sikjaira jobb becslés ismert. Rdadasul ebben az esetben az als6 és

fels6 becslések is teljesen megegyeznek.
4.3.3. Kévetkezmény. g(n,3,1) = n?3(1+ o(1)).

Sajnos a tobbi esetben nem tudunk ilyet allitani, még nagysagrendben sem,

ugyanis kellene, hogy
1 t+1

I l+t—1
amibdl atrendezéssel t(1 — 1) = 1 adodik, amit nyilvan nem elegit ki semmilyen [ és

t pozitiv egész szam.
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Ezek utan nézziik, hogy mit tudunk mondani f(n, [, t)-rél. Mivel az el6z6 tétellel
kaptunk egy becslést a nem trividlis esetre, mar gyakorlatilag csak a trividlisan
metszd rendszereket kell vizsgalni.

4.3.4. Tétel. [7] Legyen | > 3 ésn > l(lt_%z), akkor f(n,1,t) = [t(n—t)| + 1.
Biz. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy elég a trividlisan metsz§ rendszerekkel

foglalkozni.

4.3.5. Lemma. |F| <n+1—1, ha F l-szeresen nem trividlisan t-metszd halmaz-

rendszer.
Biz. A lemma allitasa kovetkezik Fiiredi egy korabbi [5] eredményébdl. [

Azn > % feltétel miatt, | £(n—t)|+1 > n+l—1, ezért elég a trividlisan metsz6
rendszerekkel foglalkozni. Elgszor megmutatjuk, hogy f(n,1,t) < |L(n—t)|+1, majd

egy konstrukcioval igazoljuk az egyenlGséget.

Vegyiink tehdt n elemen egy [-szeresen trivialisan t-metszG rendszert, legyen
AF ={n,n—1,....,n—t+ 1}, és definidljuk az 7' = {F\ {n,n—1,...,n —t +
1}|F € F} csaladot. nyilvan |F'| = |F|. Minden F’ € F’' halmaz minden eleméhez
rendeljiink egy ﬁ nagysagu sulyt, kivéve az iires halmazt. Mivel {1,2,... ,n —t}
minden eleme legfeljebb (I — 1) halmazban van benne, igy minden elemen legfeljebb
(I—1) suly van. Egy adott elemen a két legnagyobb nem lehet 1, hiszen a halmazok
kiilonboz6ek, nem eshet egybe két egyelemii halmaz. A masodik legnagyobb stly
tehat legfeljebb %, igy minden elemen legfeljebb 1 + 1_72 = % stly van. Osszegezve a
stilyokat az Osszes halmazra, ez egyrészt legfeljebb (n—t)L, masrészt egyenls | F7|-vel

vagy |F'| — 1-gyel az iires halmaztol fiigg6en, igy

(n—1t)+1,

DO | =~

Fl =17 <

amivel kész a felsG becslés.

A konstrukcio n > [+t esetén konnyen megcsinalhato. Elég F'-t megkonstruélni.
Paros [ esetén 7/ = QU{1}U---U{n =t} UF L UFrU---UF s, ahol F'; =
{1,i+1}U{2,i+2}U---U{n—t,n—t+1i} az elemeket értsiik mod (n—t). Paratlan
[ esetén pedig F' = QU {1} U---U{n -t} UF, UF/QU“'U.?I% U{lL, %] +
U2, (552 + 2} U--- U{[25), 20252} O
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5. fejezet

Als6 és felsd korlatok

A dolgozatnak ebben a fejezetében a témakor legnehezebb kérdésével foglalko-
zunk, vagyis az r-szeresen legalabb s-metsz6 és [-szeresen legfeljebb t-metsz§ hal-
mazrendszerekkel. Vegyiik észre, hogy most lehetnek olyanok a paraméterek, amikor
nincs olyan halmazrendszer, amely mindkét feltételt kielégiti (ilyen pl. ha r > [ és
s > t). Ekkor legyen f(n,I(r,>s),I(l,<t))=0.

Mivel itt a metszetek alulrol és feliilrdl is korlatozva vannak, igy tobb feltételt
kell kielégitenie az adott rendszernek, ezért a maximalis elemszam kevesebb lesz,

mintha csak egy feltétel lenne. Precizen ez a kovetkezGket jelenti:

5.0.6. Tétel. Tetszdleges r,l > 2,s,t > 1 egész esetén teljestil, hogy
fn, I(r, = s), I(l, < 1)) < f(n, I(r, 2 s)),

€s ha t < n s teljesiil, akkor szigori egyenldtlenség dll fenn.

Biz. Ha a halmazrendszer r-szeresen legalabb s-metsz6 és [-szeresen legfeljebb t-

metszd, akkor r-szeresen legalabb s-metsz§ is, igy teljesiil az egyenlGtlenség.

A szigoru egyenlGtlenség kdvetkezik abbol a 2.2. szakaszban tett megallapitasbol,
hogy egy maximalis méretd r-szeresen legaldbb s-metsz§ halmazrendszer filter. Ez
pedig csak akkor teljesiilhet a feliilr6l korlatos esetben is, ha ¢ > n, vagyis a fels6
korlatok nem adnak 1j feltételt. [

5.0.7. Tétel. Tetszdleges r,l > 2,s,t > 1 egész esetén teljesiil, hogy

fn, I(r, = s),I(1,< 1)) < f(n, I(l,< 1)),

Biz. Hasonloan az el$z6 tételéhez. O
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5.1. Metsz6, de [-szeresen nem metszé rendszerek

Talan a legegyszeriibb eset, amikor azt kérdezziik, hogy mekkora egy halmaz-
rendszer maximalis mérete n elemen, ha az metszd, de barmely harom halmazanak
nincs kozos eleme. A jelléseinkkel ez pont f(n,[(2,> 1),1(3,< 0)) kiszamitasat

jelenti.

5.1.1. Tétel. Ha k a legnagyobb olyan egész szam, amelyre (g) <n, akkor

Fn, 1(2,>1),1(3,< 0)) = k

Biz. Tegyiik fel, hogy az F halmazrendszer a fenti tulajdonsagu, vagyis metszs,
de barmely harom halmazéanak nincs koz6s eleme. Legyen |F| = k, és tudjuk, hogy
|F;NF;| > 1 barmely (4, j) parra. Mivel barmely harom F-beli halmaz metszete iires,
igy (FaNF;1)N(EF;NFEjs) = 0, kiilonben lenne harom halmaz, melyek metszete nem
iires. Igy minden két halmaz metszeteként el6alld halmaz diszjunkt, és ha |F| = k,
akkor (g) halmazpar van F-ben, és ezek metszete legalabb 1 elemt és diszjunkt,

tehat (g) < n, amivel kész a felsé becslés.

Az egyenlGség belatasahoz tekintsiik az alabbi konstrukciot: legyen barmely két
F-beli halmaz metszete pont egy elemi, és tudjuk, hogy barmely két metszet kiilon-
boz6. Ezért, ha |F| = k, akkor minden halmaz (k — 1) elemt, vagyis ha F; € F és
F; N F; = nyj;, akkor F; = {n;;|1 < j < k,i # j}. Példa egy ilyen rendszerre, n = 6

esetben, ekkor k£ = 4 lesz a maximalis méretti halmazrendszer. []

By O O O

Iy O O O

£y O O O
Fy O O O

Ha létezik olyan k, hogy n = (g) teljesiil, akkor adodik az alabbi egyszerd kovet-

kezmény:

5.1.2. Kovetkezmény. f(n,1(2,> 1),1(3,< 0) = +(1 + 1+ 8n), ha létezik k,
amire n = (g)

Az imént hasznalt bizonyitasi modszert lehet alkalmazni altaldnosabb esetben is.
A kulcslépés ott volt, hogy minden metszetnek kiilonbdzének kell lennie, kiilonben
nem teljesiilne a fels§ korlat. Ha barmely r halmaz metsz6, akkor legfeljebb r + 1-

r6l tehetjiik fel, hogy nem metszd, ahhoz, hogy miikodjon az el6bbi gondolatmenet.
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Ugyanis, ha [ > r + 2, akkor példaul az F, F5, ..., F, halmazok metszete és az
Fy, F5, ... F.1 halmazok metszete nem kell, hogy feltétleniil diszjunkt legyen, mivel

ez csak (r + 1) kiilonb6z6 halmaz.

5.1.3. Tétel. Ha k a legnagyobb olyan egész szam, amelyre (]:) <n, akkor
f(n,I(r,>1),1(r,<0)) =k,

ami tetszdleges n esetén f(n, I(r,> 1),1(r,< 0)) = o(n'/")-t jelent.

Biz. Hasonloan az el6z6 bizonyitashoz, vegyiink egy ilyen tulajdonsigi rendszert
egy n elemd alaphalmazon. Legyen Fj, Fio, ... Iy € F és Fji, Fjo, ... I, € F egy-
egy halmaz r-es ugy, hogy legyen koztiik legalabb egy kiilonb6z6 halmaz. Ekkor
|FinU---UF, UF;U---UFj| >r+1, vagyis barmely r-es metszete kiilonbozd,
és mivel F r-szeresen metsz6, ezért legalabb egy elemiiek. Vagyis [n] minden eleme
csak egyszer forulhat el6 metszetként, és Gsszesen (]:) r-es van, igy adodik a fels6

becslés.

Az egyenléséghez az el6zGhez hasonloan készitsiik a konstrukeiot, az [n] elemeit

k—1

r71) elemi lesz, ugyanis egy adott halmazhoz

irjuk el metszetként, minden halmaz (
ennyiféleképpen tudunk véalasztani mésik (r—1)-et, és a metszeteknek kiilonbozsknek

kell lenni. [J

Egy lehetséges konstrukcio n = 10 és r = 3 esetén:

R 1O 0O0]0] 0] 00

R 1O O] 0O O] O] 0O

F | O O O O O O
£y O O O O O O
Fy O O O O] O] O

A gondolatmenet tovabb altalanosihato, segitségével felsébecslést tudunk adni
f(n,1(2,>1),1(l,= 0))-rais. Azt kell észrevenni, hogy a metszetként elGallo részhal-
mazokat tartalmazé halmazok szdma feliilrél korlatozhat6 az [-szeresen nem metszé

feltétellel.

5.1.4. Tétel.
Fn, 1(2,> 1), 1(1,< 0)) < lo(n'/?)
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Biz. Az el6z6 bizonyitason csak annyit kell valtoztatni, hogy vegyiik észre, hogy
egy metszetként elgallo részhalmazt legfeljebb [ — 1 halmaz tartalmazhatja. Igy egy
halmaz legfeljebb (151) féleképp allhat el metszetként, amibdl kovetkezik a

) =(%)r

feltétel, ebbdl atrendezéssel kaphatjuk a kimondott alakot.

Az, hogy mikor lehet egyenl@ség, a blokkrendszerek elméletére vezethetd vissza,
ugyanis ahhoz, hogy ez teljesiiljon, olyan rendszerre van sziikségiink, hogy barmely

1 elemt halmazt pontosan (I — 1) halmaz (blokk) tartalmazza. O

Egyenl6ség teljesiil példaul az n = 7, [ = 4 esetben is egy lehetséges megoldas az

alabbi halmazrendszer, amely raadasul még 3-uniform is:

Iy O O O
Iy O O O
Fy O O O

Fy O O O
Fy O O O
Iy O O O

Végiil térjiink ra a szakasz legéltalanosabb kérdésére, vagyis legfeljebb héany
elem® halmazrendszer adhato meg egy n elemii alaphalmazon, ha barmely r metszi
egymast, de barmely [ viszont mar nem (természetesen r < [)? Az eddigiekben hasz-
nalt modszer itt is alkalmazhat6 arra, hogy adjunk egy fels6 becslést a maximalis

elemszamra.

5.1.5. Tétel. Ha r < teljesiil, akkor

f(n,I(r,>1),1(1,<0)) < lo(nl/r)

Biz. Hasznélva az 5.1.3. és az 5.1.4. tétel bizonyitasanéal alkalmazott modszereket,
kapjuk, hogy barmely r halmaz metszeteként el6allo részhalmazt legfeljebb (I — 1)

halmaz tartalmazhatja, igy minden részhalmaz legfeljebb (1;1)—szer fordulhat els

() =)

egyenlGtlenséget, amit atrendezve kapjuk a tételt. Az egyenlGséghez ebben az

metszetként, ami adja a

esetben is a megfelel blokkrendszerek létezésére van sziikség. [J
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Nézziik, milyen kovetkeztetések vonhatoak le az eredményekbdl. Az dltalanos eset
vizsgalatabol kideriilt, hogy a fels§ becslés nagysagrendje csak r-t6l fliggott, vagyis
attol, hogy hanyszorosan legyen metszé a rendszer. Rogzitett r esetén [ novelésével
f(n,I(r,> 1),I(l,< 0)) monoton né, ami nyilvanvald, hiszen egyre tobb halmaz
metszetének kell iiresnek lennie. Ami viszont érdekes, hogy az el6bbi megallapitas

alapjan [ novelése nem jelent nagysagrendbeli névekedést.

5.2. Metszd, de [-szeresen legfeljebb 1-metsz6 rend-

szerek

Az el6z6 szakaszban belattuk, hogy ha egy halmazrendszer r-szeresen metszd, és
l-szeresen nem metsz3, akkor a maximalis mérete n elemen n'/" nagysagrendii. Most
egy olyan esettel fogunk foglalkozni, amikor a 2-szeresen metszést, és az [-szeresen
(I > 2) legfeljebb 1-metszést tessziik fel. Ekkor a maximaélis méretre egy cn-es fels§

becslést kapunk, ahol c-t szintén [ hatdrozza meg, mint az el6z6 szakaszban.

5.2.1. Tétel. (Firedi [5]) Legyen | > 2, ekkor

Fn,12,>1),1(1,< 1)) < (I — 1)n.

Biz. A bizonyitashoz hasznaljuk Motzkin kovetkezs lemmajat. O eredetileg ¢ = 1-re

bizonyitotta [8], ennek egy konnyt altalanositésa az alabbi:

5.2.2. Lemma. Legyen G = G(A, B, E) pdros nem tires grdf, és legyen ¢ > 0
valos szam. Teqyiik fel, hogy A-ban nincs olyan csics, amely szomszédos B dsszes
cstcsdval, és a € A, b € B, (a,b) ¢ E esetén deg(a) < cdeg(b). Ekkor c|A| > |B|.

A lemma segitségével fogjuk belatni Fiiredi tételét. Legyen F a tétel feltételei-
nek megfelel6 halmazrendszer, és definidljunk egy paros grafot, melyben az egyik
csucsosztaly az alaphalmaz elemeinek, méasik F elemeinek felel meg, és két csiicsot
Osszekotiink, ha a megfelel6 halmaz tartalmazza a megfelelg elemet. Vagyis legyen
G(A, B, E) paros graf, A= [n], B=F,ésx € [n], F € Fesetén (x,F) € E<x €
F.

A Motzkin lemmat szeretnénk hasznélni, ezért elGszor nézziik azokat az eseteket,

amikor nem teljesiilnek a lemma feltételei.

Ha a grafnak nincs éle, akkor semelyik halmaznak nincs eleme, igy nem lehetnek

metszk, vagyis ez az eset nem allhat fenn.
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Ha egy A-beli elem 6ssze van kotve az osszes B-belivel, akkor van [n]-nek olyan
eleme, melyet az Osszes F-beli halmaz tartalmazza, vagyis JF trividlisan metszé.
Viszont mivel [-szeresen legfeljebb 1-metszd lehet, ezért minden mas = € [n]-et

elemet legfeljebb | — 1 F-beli tartalmazhatja, amibdl,

F<i+m-1(1-1)<nl-1)

adodik, vagyis ebben az esetben kész vagyunk.

Tehat feltehetjiik, hogy teljesiilnek a lemma feltételei. Vegyiink egy x € A és
F € B nem szomszédos csucspart, vagyis = ¢ F. Vegyiik az Osszes z-et tartalmazo
halmazt F-b6l: Flz] = {H € F : x € H}, igy nyilvan |F[z]|| = deg(z). Mivel F
metsz6, igy Flz] = UyerF|z,y], ahol Fla,y] = {H € F : x,y € H}. Tudjuk, hogy
F l-szeresen legfeljebb 1-metsz6, ezért |Flz,y]| <1 — 1, ezt hasznalva |F|[z]|, tehat

teljesiilnek a lemma feltételei ¢ = [ — 1-re, ami miatt
(I =Dn=(-1|A[ = [B] = |F],

és pont ezt akartuk belatni. [

Most mutatunk egy konstrukciot egy metsz6, de [-szeresen legfeljebb 1-metsz§
halmazrendszerre, amely (I — 1)n + o(n) halmazt tartalmaz, igy az el6z6 tétellel

egyiitt kapjuk, hogy

f(n,1(2,>1),1(l,< 1)) = (I —1)n+ o(n).

A konstrukcié projektiv sikok segitségével megy. Vegyiik PG(2, ¢)-t, ahol g a leg-
nagyobb primhatvany, amire ¢>+1(¢+1) < n. Legyenek a pontok ay, as, ..., az2 1441,
az egyenesek pedig Ly, Lo, ..., L2 ,41. Szinezziikk meg az egyeneseket (¢ + 1) szin-
nel agy, hogy nincs 3 egyszind, amely atmegy egy ponton. Ez megcsinalhato Fiiredi
és Csima egy korabbi munkéja alapjan [4]. Legyen az i. egyenes szine c(i). Ve-
gylink tovabba (I — 2)(q + 1) extra pontot (minden szinbdl | — 2-t), jeloljiik Gket
€1,1,€215---,€q+11,€12,...,€411,1—2-vel, ahol az els6 index hatarozza meg a pont
szinét.

Legyen a halmazrendszer alaphalmaza az eredeti és az 0j pontok unidja, vagyis

{a1,...,ap21411,€11, - - €g+1,—2}, a halmazok pedig a kovetkezGek:
F= {Fzg by =L U {ec(z’),j}7 haj <1—2,sF;; 1 = Lz‘}.

A rendszer metszd, ugyanis L; C I j és L. C F, y és minden egyenes metszi egymast.
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Kell még, hogy [-szeresen legfeljebb 1-metszé legyen F. Vegyiink [ kiilonb6z§
halmazt F-bol. Mivel a halmazok masodik indexe (I — 1)-féle lehet, ezért ezen [
halmazbol biztosan van ketts, melyeknek nem egyezik meg az els6 indexe, legyenek
ezek F,p és Fop. Ha b # f, akkor |F,p N Fef| = |Lo N Le| = 1, mivel L, és L,
PG(2,q) egyenesei. Igy az | halmaz legfeljebb egy pontban metszi egymast.

Ha b = f, akkor vegyiink egy harmadik halmazt: Fj, ,. Ha h # b, akkor g # a vagy
q # e biztosan igaz, ugyanis a # e, legyen pl. g # a, igy |FosNFyn| = |Lo N Ly| = 1,
mint az elGbb.

Ha h = b(= f), akkor c(a) = c(e) = c(g) esetén Fop N F. ;N Fyp = {ec)p},
hiszen a szinezés miatt nincs harom egyszini egyenes, amely atmegy egy ponton,
azaz Lo N L. N Ly = 0.

Végiil, ha h = b(= f), és c(a), c(e), ¢(g) nem mind egyformék, akkor |F, ;N F, rN
Fynl=|LaN LN L,y| =1, tehat ekkor is kész vagyunk.

Kijott tehat, hogy egy ¢*>+q+1+(1—1)(¢+1) = ¢>+1(g+1) elemii alaphalmazon
megadtunk egy (I — 1)(¢®> + ¢ + 1) elemt metsz6, de I-szeresen legfeljebb 1-metsz6

halmazrendszert, ami aszimptotikusan azt adja, hogy |F| = (I — 1)n + o(n).

Ezt Gsszevetve a felsG becsléssel adodik az eredmény:

5.2.3. Tétel. | > 2 esetén,

Fn, 1(2,>1),1(1,< 1)) = (I — D)n + o(n).

5.3. Az Aaltalanos probléma t > 2s > 2 esetén

Jelen szakaszban a kérdéskor legaltalanosabb problémajaval fogunk foglalkozni,
az r-szeresen legalabb s-metsz6 és [-szeresen legfeljebb t-metsz6 halmazrendszerek
maximalis méretével n elemen. A paraméterekre vonatkoz6 megkotés minddssze an-
nyi, hogy ¢ > 2s > 2. Katona Zsolt és Fiiredi Zoltan eredménye [6] visszavezeti a

problémét egy korabbi feladatra, ezt fogjuk itt bemutatni.

Vegyiik észre, hogy a 4. fejezetben, és az 5. fejezet kordbbi szakaszaiban vizsgalt

esetekre nem teljesiilt a t > 2s > 2 feltétel igy azokkal kiilon kellett foglalkozni.

Sziikségiink lesz egy 1j struktira definidlasara, a pakoldsokra, melyek a 3. fejezet-
ben bemutatott blokkrendszerek altalanositasai. A blokkrendszereknél azt mondtuk,
hogy a halmazok legyenek k elemiiek, és az alaphalmaz barmely s kiilonb6z6 elemét
pontosan A halmaz tartalmazza. A pakolasoknéal a halmazok méretét alulrél kor-

latozzuk, és egy s méretii részhalmazt legfeljebb A halmaz tartalmazhatja.
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5.3.1. Definici6é. Az [n] alaphalmazon vett F halmazrendszert (n,k*,s, < X) -
pakoldsnak nevezzik, ha |F| > k, minden F € F-re, és [n] minden s elemd részhal-
mazadt legfeljebb N F-beli halmaz tartalmazza. Eqy ilyen pakolds mazimdlis méretét

P(n, k™, s, < \) jeloli.

5.3.2. Megjegyzés. (n,k,s, < \)-pakoldsokrdl is szokds beszélni, illetve az (n, k, s, =
A)-pakoldsok a blokkrendszerek.

Az alédbbi egyszerti eredmény pakoldsok maximéalis méretérdl szol, a {6 tétel bi-

zonyitasdhoz lesz sziikséges.

5.3.3. Tétel.

An—k n A n
- < TEk—1.<)MN <= )
k n (k—1)—P(”’k’k 1’—”—1{(/{—1)

Vegyiik észre, hogy ha fels6 korlatokat irunk el6 a halmazrendszerek méretére,

akkor az megfogalmazhat6 a pakolasok nyelvén is. Vegyiink egy [-szeresen legfeljebb
t-metsz6 rendszert. Ekkor minden (14 1) méretii részhalmazt legfeljebb (I—1) F-beli
halmaz tartalmazhat, kiilonben sériilne a feltétel. Igy ez egy (n,1%,t +1,< [ — 1)-

pakolés.

A {6 eredmény bizonyitasiahoz sziikségiink lesz a 2. fejezetben mar bemutatott
Erdgs-Ko-Rado tétel k-uniform megfelelGjére. Ez azt mondja ki, hogy ha a hal-
mazrendszer 2-szeresen legaldbb s-metszG6, és k-uniform, akkor a maximalis méreti

csalad a trividlisan metsza.

5.3.4. Tétel. (Erdés-Ko-Rado [9]) Legyen F egy 2-szeresen legaldbb s-metszd k-

uniform (k > s) rendszer az [n] alaphalmazon. Ekkor, n > n(k,s) esetén

n-—s
< .
Fl < <k:—s)

Ezek utan ratérhetiink a szakasz f6 eredményére, ami megoldja a problémat a
t > 2s > 2 esetben. Konstrualunk egy rendszert, és azt mutatjuk meg, hogy egy r-
szeresen legalabb s-metsz6, és [-szeresen legfeljebb t-metsz6 csaldd legfeljebb ekkora

méretd lehet.

5.3.5. Tétel. (Firedi Z. - Katona Zs. [6]) Legyen t > 2s > 2, r > 2,1 > 2 és
n > ng(r,s,l,t). Ekkor, ha r > 3, akkor

f<n7I(T72 S),I(Z,St)) = f(n_571(l7§t_5)>
Ha pedig r=2, akkor

fn,I1(2,>s),I(l,<t) < f(n—s,I([,<t—3s))+1—2.
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A tétel tehat azt mondja, hogy a feltételek teljesiilése esetén, a probléma vissza-
vezethetd arra az esetre, amikor csak fels§ korlatok vannak a metszetekre. Nézziik a

bizonyitast.

Biz. Definialjuk >-t a kévetkezSképpen:

t+1—s
= Z (n , 8)—|—P(n—s,(t—|—2—s)+,t—|—1—s,§l—2).
i

Ekkora méretti halmazrendszer konnyen adhato, amely r-szeresen legalabb s-
metsz0, és [-szeresen legfeljebb t-metsz6. A rendszer trividlisan metszé lesz, vegyiik
bele az Gsszes [s]-et tartalmazo legfeljebb (¢4 1) méretti részhalmazéat [n]-nek, illetve
ha P egy P(n —s,(t+2 — s)",t + 1 —s,< | — 2) méretd pakolas az [n] \ [s]
alaphalmazon, akkor P = {PU[s| : P € P’} elemeit. Jeloljiik ezt a rendszert Fy-lal,
vagyis Fo ={F C [n]: |F| <t+1,[s] C F} UP. |Fo| = L, vagyis kijott, hogy

fn, 1(r, = 5), (I, < 1)) = X

Meg fogjuk mutatni, hogy r > 3 esetén a forditott irdnyu egyenlGtlenség is igaz,
vagyis ekkor f(n,I(r,>s),1(l,<t)) > X.

Ha r = 2, akkor adhaté egy nagyobb méreti rendszer is. Tegyiik fel, hogy van
egy P(n—s,(t+2—s)",t+1—s,<[—2) méretii pakolas, amely csak (t + 2 — s)
elemi halmazokbol all, vagyis P(n—s,(t+2—s)t,t+1—5,<1—2) = P(n—s, (t+
2—5s),t+1—s,<1—2). Tavolitsuk el [s]-et Fy-bol, és vegyiink hozza min{s,| —1}
[n] \ {i} alaka halmazt, ahol i legfeljebb s. Ez a rendszer is megfeleld, és mérete
(I — 2)-vel nagyobb. Az r = 2 esetben azt fogjuk belatni, hogy |F| < ¥ +1 — 2.

Vegyiink tehat egy tetszGleges F halmazrendszert, amely teljesiti a metszési fel-
tételeket. Nézziik el6szor azt az esetet, amikor F trividlisan r-szeresen legalabb s-
metszd, vagyis || F| > s. Legyen pl. [s] C F' minden F-beli halmazra. Tekintsiik
az F' = {F\ [s] : F € F} rendszert, ez [-szeresen legfeljebb (¢ — s)-metszd6, igy a
3.2.1. tétel miatt |F'| = |F| < X, vagyis kész vagyunk.

Kovetkezik az az eset, ha a rendszer nem trividlisan metsz6, vagyis ha | () F| < s.
Legyen F(i) = {F € F : |F| = i}, vagyis F i méret(i halmazait tartalmaz6é halmaz.
F j-nél nagyobb méreti halmazainak Osszességére is vezessiink be egy jelolést: F (>
JHN=FHUF(G+1U...,azaz F = F(1)UF(2)U.... F(i) egy i-unifrom rendszer

[n]-en, és legalabb s-metsz6, hasznalhato az Erdgs-Ko-Rado tétel:

RO

_ ) ha n>n(i,s),i>s
i—S
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az i < s esetben pedig nyilvan F (i) = ().
Az 5.3.3. tétel és az f(n,I(r,> s),I(l,< t)) > ¥ megallapitas alapjan feltehet-
jik, hogy

|]__|>t_zs n—s (1 [—2 n—t—-2 n—s
e i t+2—5s n—s t+1—5s)

Az Erdés-Ko-Rado tételbdl kdvetkez6 becslést hasznalva a legfeljebb ¢t méretd hal-

mazokra kovetkezik az alabbi megallapitas az el§zé feltevésbdl:

|f<zt+1>|z(1+ " ”‘t_2>( s )

t+2—s n-—s t+1—s

A kovetkezd lemmaval a nagy halmazok méretét becsiiljiik.

5.3.6. Lemma. Ha |ANF|> s minden F-re, akkor,

Biz. Legyen A = {X € (t[ﬂ) : AN X| > s}, ekkor nyilvan | A] < (":') (0 A
metszési feltételek miatt barmely (¢ + 1) elem legfeljebb (I — 1) F-beli halmazban

van benne, és minden F' € F(> k) legalabb (ti;fs) tagjat tartalmazza A-nak. Tehat

FeF> k)(tjfl__s 5> <JAl(1-1) < (";”) (tﬁl__s s>(l_ 1),

ami atrendezve adja a lemmat. [

At > 2s > 2 feltételt most hasznéaljuk, ugyanis emiatt elég nagy k-ra a (lz)/(tiis)
tort tetszolegesen kicsi. Példaul, ha k > ko(t,s) = 4s% + 62, akkor

(%)
()

Legyen F(> t+ 1) = GU F(> ky), ahol értelemszertien G = F(t+1)U--- U
F(ko—1). Az el6bbi lemmank segitségével konnyen tudjuk feliilr§l becsiilni F (> ko)

< 1
3t

=%

<

méretét, egy minimalis méretd Fy halmazt valasztva a lemmabeli A-nak. Ha |Fp| =

fo, akkor alkalmazva a lemmat:

—

|F(> kol = |F(> fo)| < <f:;01) (tfl_j S)(1—1) < l;—tl<tﬁl__s S).

t+1—s
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Innen G mérete is megbecsiilhetd

Gl = |F(=t+1)|—|F(= fo)l =

[—2 n—t—-2 [-1 n—=s [—1 n—s
> 11+ — > — .
- t+2—s n—s 3t t+1—s) — 3t \t+1-—s

Vegyiik észre, hogy |[\geg G| = s, feltehetjiik, hogy [s] C G minden G' € G-re.

F(> t + 1)-et bontsuk két részre aszerint, hogy mely halmazai tartalmazzak [s]-t
(S), és melyek nem (H). Legyen &’ = {F \ [s] : F' € S}, ez nyilvan [-szeresen
legfeljebb (t — s)-metszd (n — s) elemen. S’ minden tagja legalabb (¢ 41— s) elemii,
igy alkalmazva a 3.2.1. tételt:

Si< (000, ) H P szt 0-D),

Ha H = (), akkor csak S méretét kell figyelembe venni, és kész vagyunk, mivel a
becslés és az Erdds-Ko-Rado tétel miatt F < 3.

Tehat legyen H nem iires, a legkisebb halmaz H-ban legyen Hi, és |H;| = h.
Mivel ebben az esetben |F(> t + 1)] = |S| + |H|, ahol |H| # 0, igy meg kell
becsiilniink |S|-et és H-t is. Kezdjiik S méretének becslésével, ehhez tekintsiik a
C={C Cn]:C D |s],|C| =t+ 1} csaladot. Nyilvan F(t + 1) C C. Ezen kiviil
egyrészt S minden legalabb (142) méreti tagja tartalmazza C-nek legalabb (t+2—s)
tagjat. Masrészt, C minden tagja F-nek legfeljebb (I — 1) tagjaban van benne, tehét
adodik az alabbi becslés:

t+2—s)(S|—[FE+1))+|Ft+1)|<(I-1[C|=(- 1><tﬁl_f S)’

amit atrendezve kapjuk, hogy
[—2 n—s t+1—s
<14 ——— - — — t+1)]).
Ezt tovabb alakitva, mivel F' € F(t+1), igy F'\[s] nem lehet benne [n]\ H;-ben,
ezért |C| — |F(t + 1)| legalabb (7 57").

t+1—s
[ —2 n—s 2/n—s—nh
SI<(1+ —— — =
l‘_< +t+2—s> (t—l—l—s) 3(t—|—1—s>’
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Most kovetkezik |H| becslése, ehhez az 5.3.6. lemmét hasznaljuk tetszGleges A €
G halmazzal. Mivel |A| < kg, és minden H € H-ra |H| > h, igy

e (0 Jomn <220 Yo

t+1—s

Igy kaptunk fels korlatokat |S|-re és |H|-ra is, ezeket Gsszeadva van egy felss
korlat F(> t+1) méretére is. Ezt 6sszehasonlitva a korabbi also korlattal atrendezés

utan kapjuk, hogy

2 n—h-—s 2t n—s 1
- < =2 +
30— \t+1—s) = h\t+1-s n—s
Az § méretére adott becslésbdl, és az Erdés-Ko-Rado tételbdl kovetkezik, hogy
|F| < S+ [H|. Az el6z8 becsléshdl elég nagy n-re és ko-ra h > 52 (n +t), és mivel

H I-szeresen legfeljebb t-metsz6, adodik, hogy |H| < I — 1. Igy mér tudjuk, hogy
|FI<Y+1-1

Ha r = 2, akkor H # () miatt F nem tartalmazhatja [s]-t, igy | F| < X —1+1—-1,

vagyis ebben az esetben kész vagyunk.

Tekintsiik az r > 3 esetet. Mivel |F| < X + |H|, és |F| > X, ezért az Erdés-Ko-
Rado miatt

|F(s+1)| > <nIS)—|H|2(n—s)—(l—1)>s+2

elég nagy n-re. F(s+1) paronként s elemben metszik egymast, igy vagy [ Upcz(si1) £/l <
q+2vagy | (Nper(si1) Il = s. Elobbi nem lehet, mert akkor [F(s+1)[ < (zﬁ) = 5+2,
ami ellentmondéasban van az el6z6 egyenldtlenséggel. Igy legyen Sy = N rer(s+n) £
ahol |Sy| = s. Az r-szeresen legalabb s-metszésbol adodik, hogy Sy C (geg G, 68
hogy Sy benne van F (i) minden tagjaban, ha ¢ < t. Mivel |Ngeg G| = s, igy So = [s].

Vegyiink egy tetsz6leges H € 'H elemet. Ekkor

[H O [s]| =s—1é HD (Uper(apn(F\ [s])-

Vegyiik most F harom kiilonb6z6 halmazat, kettét F(s+1)-bol (Fy, F), egyet H-
bol (Hy), és nézziik ezek metszetét. Az el6z6 megallapitas miatt |[FyNFoNHy| < s—1,
ami ellentmondas, ugyanis r > 3, igy F sérti az r-szeresen legalabb s-metsz6 feltételt.

Vagyis |F| < X, igy kész vagyunk ebben az esetben is. [J

A tétel segitségével tehat sikeriilt a probléméat visszavezetni arra az esetre, amikor
csak fels6 korlatok vannak, igy a 3. fejezet megfelel6 eredményei alkalmazhatoak

ebben az esetben.
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5.4. Tovabbi problémak

Az el6z6 szakaszban szerepld tétel megoldja az r-szeresen legalabb s-metszé és
[-szeresen legfeljebb t-metszé halmazrendszerek esetén a problémét a ¢t > 2s > 2

esetben, pontosabban visszavezeti arra az esetre, amikor csak felsé korlatok vannak.

A fejezet korabbi részeiben olyan problémakkal foglalkoztunk, amikre nem tel-
jesiil a t > 2s > 2 feltétel. Azonban igy is szdmos nyitott probléma marad még.
Nézziink most ezek koziil egyet, az (r,s,1,t) = (2,2,3,3) esetet. Sajnos ebben az
esetben konkrétan nem lesz meg f(n,1(2,> 2),1(3,< 3)) értéke, csak egy also és

fels6 becslést tudunk ra adni.

5.4.1. Tétel.

3
n 6/n
1(2,>22),1(3,<3)) < -
rotez2.1.59) <30 () +5(3)
illetve ha n =1 vagy 3 (mod 6), akkor a

2 7
g = gn 3 < f(n,1(2.22).1(3,<3))

becslés is teljestil.

Biz. A fels6 becslés egyszert alkalmazasa a 3.2.1. és 5.0.7. tételnek, vagyis ha a
rendszerre csak a méasodik metszési feltételt nézziik, és arra alkalmazzuk korabbi

eredményiinket.

Az als6 becsléshez pedig adunk egy trivialisan metsz6 konstrukciot. Legyen tehat
F a kovetkez6: minden F' € F-re [1,2] C F |F| <3 ésaz F ={F\[1,2]: F €
F,|F| = 3} csalad egy Steiner harmasrendszer. A 3.3.5. kovetkezmény alapjan F

mérete pont megfelels. U
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani Katona Gyulanak, aki nemcsak felkeltette
érdekl6désem a téma irant, hanem széleskori szakmai tanacsaival, motivalassal
segitette a munkamat. Tovabba szeretném megktszonni a Rényi Intézet extrema-
lis halmazrendszerek szeminarium résztvevGinek, hogy az el6adasaikbol sok otletet

merithettem.
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