EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Horvath Tamas

Alkalmazott matematikus szak

NEMLINEARIS PEREMERTEK

PROBLEMAK PONTOS MEGOLDASSZAMA

DIPLOMAMUNKA

Témavezetd:
Simon Péter, egyetemi docens

Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék

Budapest, 2008



Tartalomjegyzék

1. Szemilinearis elliptikus egyenletek
1.1. Bevezetés . . . . . . L
1.2. Nemliearis peremérték problémak . . . . . . . ... ... ... ...
1.3. A visszatérési leképezés technika . . . . . . . ..o

1.4. Kapcsolat az id6fiige egyenletekkel . . . . . . . . ... ... ...

2. Szingularis nemlinearis egyenletek
2.1. Bevezetés . . . . ..
2.2. Eredmények . . . . . . ..
2.3. Szamitogépes megkozelités . . . . . . ...
2.3.1. A kezdetiérték probléma numerikus kezelése . . . . . . .. ... ...
2.3.2. Agz intergalformula numerikus kezelése . . . . . ... ... ...

2.3.3. Eredmények . . . . . . ...

3. Egy specialis szingularis probléma
3.1. Bevezetés . . . . ..
3.2. A visszatérési leképezés . . . . ..
3.3. A visszatérési leképezés jellemzése . . . . . . . .. ...

3.4. A Tétel bizonyitasa . . . . . . . . ..

A. Matematikai hattér
Al Intergalformula . . . . . . . . ...
A.2. Radiélisan szimmetrikus megoldas . . . . . . . .. ...

A.3. Szeparacios tételek . . . . . ...

Irodalomjegyzék

ii

10
11
12
12
13

18
18
19
21
23

30
30
32
33

36



Abrak jegyzéke

1.1.

2.1.

2.2.

2.3.
2.4.
2.5.

3.1.

A visszatérési leképezés f(x) = 23 +1 esetén, az 1.2.1. Tétel (i)-nek megfelsen. 3

u alakja a kezdeti értéktdl fliggen, balra fent w(0) < p*, jobbra fent u(0) =
p*, balra lent p* < u(0) < inf D(T'), balra lent inf D(T") < u(0). (y = .3 és

B=1mellett) . . . .. ... 13
Jobb oldalt az ode45-tel, bal oldalon az integralformuléval kapott visszatérési

leképezés vy =04 f=1esetén. . . . . . . . . . ... 14
A visszatérési leképezés y = 0.3 esetén . . . . . ... L. 15
A visszatérési leképezés vy =0.5esetén . . . . . . .. ... 16
A visszatérési leképezés v =0.Tesetén . . . . . . . . .. ... 17

A visszatérési leképezés tipikus alakja v < 1/2 ésy > 1/2 esetén. . . . . . . 28

iii



El6sz6

Jelen diplomamunka célja az, hogy megimertesse az Olvasét a nemlinearis szinguléris
peremérték problémék megoldésszaménak meghatarozasahoz hasznélt egyik legelterjedtebb
modszerrel. Ezen tulmenGen némi kitekintést is ad arra, hogy a fentiek hogy kapcsolédnak
az id6fliged egyenletekhez.

A téma gyokerei mélyre nyudlnak vissza, de jelent&ségiiket mutatja, hogy még nap-
jainkban sem telik el ugy egy konferencia, hogy pér el6adas ne szélna errdl a téméarol.
A modszer az Un. visszatérési leképezés technikéan alapul, melyet Gidas, Ni és Nirenberg
vezetett be elGszor, és maig a leghatékonyabb moddszer a pontos megoldasszam meghaté-
rozasara.

Az els6 fejezetben ismertetjiik a f6bb matematikai hatteret, el6térben a méasodrendi
elliptikus parcialis differencidlegyenletekbe torténé révid betekintéssel. A fejezet egyuttal
atvezet benniinket a cimben szereplé szingularis nemlinearis problémakhoz, végiil a zard
fejezetben egy sokat vizsgélt eset pontos megoldasszamat adjuk meg. A Filiggelékben a

legfontosabb felhasznalt matematikai tételek bizonyitasarol ejtiink pér szot.

v



1. fejezet

Szemilinearis elliptikus egyenletek

1.1. Bevezetés

Diplomamunkam célja az aldbbi tipust egyenletek megoldasszamanak vizsgélata:

Au(z) + f(u(z)) =0 (1.1)

ahol v : R" — R fiiggvény, Au(z) = 0%u(x) + d3u(x) + ... + *u(x) a szoki-
sos n-dimenziés Laplace-operator, f : R — R adott fiiggvény. A kittizott feladathoz
tartoznak természetesen peremfeltételek, melyek ebben a dolgozatban homogén Dirichlet

peremfeltételek lesznek, azaz:

U|Q == 0,

valamely 2 C R" korlatos tartomany esetén.

Ezeket az egyenleteket [Simon-Baderko| szemilineéris elliptikus egyenleteknek nevez-
ziikk. A megolddsnak elég sok tulajdonsaga ismert, ha f linearis fiiggvény, azaz f(Ax+y) =
Mf(z) + f(y). Nehézséget az okozhat, ha f nemlinedris, esetleg szingularitdsa van.

A tovabbiakban a feladatot annyival egyszeriisitjiik, hogy €2-t gémbnek vélasztjuk.

Ekkor a probléma a kévetkez§ alaki:

Au+ f(u) =0 (1.2)

u|BR =0

ahol Br az origd kozéppontu R sugart gomb.
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1.2. Nemliearis peremérték problémak

A irodalom meglehet&sen sok cikket tud felmutatni ezekkel kapcsolatban.

Specialis konvex f-ek esetén sok cikk foglalkozott a témaval, de nem sikeriilt teljesen
megoldaniuk. Joseph és Lundgren [21] meghataroztdk a pontos megoldasszamot f(u) = e*
és f(u) = (14 au)? esetén, ha o, 3 > 0. A Pohozaev formula [30] alapjan meg lehet
mutatni, hogy f(u) = uP esetén pontosan akkor létezik pozitiv megoldas, ha p < (n +
2)/(n — 2), és Sturm tétele alapjan az egyértelmi is, ha gdmbon van kittizve a feladat.

Sok tovabbi cikk foglalkozik az f(u) = uP 4+ Aud, esettel, kiilénésen amikor p kdzel
van a kritikus (n + 2)/(n — 2) értékhez [1, 2, 3, 4, 26]. McLeod eredményei [25] a pozitiv
megoldas egyértelmiiségérdl a konvex fiiggvények egész nagy csaladjara kiterjednek, f6ként
az f(u) =u” —u (hal <p<(n+2)/(n—2)), esetre (1. még [23]).

[32] és [33] vizsgaltak a kobos f fliggvények esetét, n = 1 esetén a konvex pozitiv f
fiiggvényekre Laetch adott leirast [27, 28] még harmadik tipust peremfeltétel mellett is.

Egy dimenzioban az Gsszes konvex fiiggvényre teljes leirast ad Karatson és Simon [22]

cikke, ennek két f5 tétele:

1.2.1. Tétel. Legyenn =1, f:[0,00) — R, f € C? szigorian konvex, lim G

u——4oo ¥

—+00.

(1) Ha f(u) > 0 (u € [0,00)) akkor létezik Rsy,, > 0 tgy hogy (1.2)-nek kettd
megolddsa van R < Rg,, esetén, egy megolddsa van R = Rg,, esetén, és nincs

megolddsa R > Ry, esetén.

(i) Ha f(0) > 0 és f-nek van gydke (0,00)-ben akkor (1.2)-nek kettd megolddsa

van minden R > 0-ra.

(11i) Ha f(0) = 0 és f'(0) > 0 akkor létezik eqy Rsu, > 0 tgy hogy (1.2)-nek egy

megolddsa van R < R, esetén és nincs megolddsa R > R, esetén.

(iv) Ha f(0) = 0 és f'(0) < 0 akkor (1.2) megolddsa egyértelmd minden R > 0

esetén.

(v) Ha f(0) < O akkor létezik Rs,, > 0 gy hogy (1.2) megolddsa egyértelmi

R < Ry, esetén, és nincs megolddsa R > R, esetén.
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1.1. abra. A visszatérési leképezés f(x) = 23 4 1 esetén, az 1.2.1. Tétel (i)-nek megfelGen.

1.2.2. Tétel. Legyenn =1, f :[0,00) — R, f € C? szigorian konver, lim ) _

u—+4oo ¥

L € (0,+00) €s Ro := 37
(1) Ha f(u) >0 (u € [0,00)) akkor létezik Ry, > Roo tgy, hogy (1.2) megolddsa
egyértelmi R < R, €s R = Rg,, esetén, kettd megolddsa van, ha R < R <

Rs.p €s nincs megolddsa, ha R > Rs,,.

(i) Ha f(0) >0 és f-nek gydske van (0,00)-ben, akkor (1.2) egyértelmiien megold-

hato R < R esetén, és két megolddsa van R > R, esetén.

(111) Ha f(0) =0 és f'(0) > 0 akkor létezik Ry, > Roo Ugy, hogy (1.2)-nek nincs
megolddsa R < Ry esetén, egy megolddsa van Ro < R < Rg,, esetén. és nincs

megolddsa, ha R > Rgyp.

(iv) Ha f(0) =0 és f'(0) <0 akkor (1.2)-nek nincs megoldisa R < R, esetén, és

egqy megolddsa van, ha R > R.
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(v) Ha f(0) < O akkor létezik Ry, > Ro tgy hogy (1.2)-nek nincs megolddsa,
ha R < Ro, egy megolddsa van ha R., < R < Ry, €s nincs megolddsa ha
R > Rg,p.

1.3. A visszatérési leképezés technika

A megoldasok szdménak meghatarozasahoz nagyon fontos jelent&ségd Gidas, Ni és
Nirenberg cikke [12]. Ez alapjan tudjuk, hogy a (1.2) minden pozitiv megoldésa radialisan

szimmetrikus, és kielégiti az alabbi masodrendi kézonséges differencialegyenletet:

ru”’(r) + (n— D/ (r) + rf(u(r)) =0 (1.3)
u'(0) =0, u(R) =0;

ahol r = ||z||s = \/xf + :l:% + ...+ 22. Tovabba fennall az is, hogy:

u(r)<0 (0<r<R). (1.4)

Az eredmények bizonyitasa az un.: célbalovéses modszeren (az angol nyelvi szakiro-
dalomban shooting method) alapul. Ehhez a fenti egyenletet at kell irni egy kezdeti érték
feladatta:

ru”(r,p) + (n— D)/ (r,p) + rf(u(r,p)) =0 (1.5)
u(0,p) = p, u'(0,p) = 0.

Definialjuk a T' visszatérési leképezést (az angol nyelvi szakirodalomban time-map)
a kovetkezs modon: egy adott p > O-ra tekintsiik (1.2) azon u megoldésat, mely eleget
tesz az kezdeti feltételeknek, és 1" a p-hez rendelje hozza u els6 gyokét. Ezzel az kapjuk,
hogy u(T(p)) = 0. Az u fiiggvény pontosan akkor lesz az (1.2) peremérték probléma
pozitiv megoldasa, ha T'(p) = R. Vagyis a peremérték probléma pozitiv megoldasainak
széma megegyezik a T'(p) = R egyenlet megoldasainak szamaval. Ahhoz, hogy ez utob-
bit meghatarozzuk a visszatérési leképezés kovetkezd tulajdonsigait kell megallapitanunk:
értelmezési tartomany, hatarérték az értelmezési tartomany hatarain és a monotonitas.

A legpontosabb eredmények egy dimenziéban allnak rendelkezésiinkre, ugyanis ekkor
(1.5) Hamilton rendszer. A fenti cikkek tobbsége is csak egy dimenziéban adja meg a pontos

megoldasszamot.
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1.4. Kapcsolat az idsfiiggs egyenletekkel

A matematikai modellezés kiilonb6z6 teriiletén meriilnek fel az aldbbi tipusi egyenletek:

Juu(z) = Au(x) + f(u(zx)). (1.6)

Az u(x) fiiggvényt helyesebb lenne u(t, z)-el jeldlni, mert az id6tél is fiigg, de a jeldlések
egyszertsitése céljabol eltekintiink téle. Ezen egyenletek konnyen kapcsolatba hozhaték
a fenti egyenletekkel, hiszen ha tekintjiik a stacionarius allapotukat, azaz azon allapo-
tokat, melyek nem fliggnek az idétél, akkor épp a fenti elliptikus egyenletek n-dimenzios
megfelel§jét kapjuk vissza.

Vezessiik be a kivetkez jelolést: |[U—V || := sup |U(z)—V(x)|, amia[—R, R]-en
z€|—R,R)]
a jol ismert maximum normat adja.

1.4.1. Definicio. Az U staciondrius megolddst stabilisnak nevezziik, ha Ve € Rt
szamhoz létezik olyan § € RT, hogy ||U —u(0,-)|| < & esetén ||U —u(t,-)|| <eVt>0

eseten.

Tekintsiik az egy dimenzioés térvaltozoji parabolikus egyenletet:

D) = (@) + f(u(x)) (17)
u(t,—R)=u(t,R)=0,Vt>0

ahol z € (—R, R). Ennek stacionarius &llapota:

0 =u"(z) + f(u(r)) (1.8)

Ennek vizsgalatdhoz tekintsiik a méar megszokott kezdeti érték feladatot:

0=u"(z,¢) + f(u(z,c)) (1.9)
u(0) = ¢,u'(0) = 0.

A parabolikus egyenlet linearizaltja a stacionérius allapot koriil:
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dro(w) = " (@) + f (u(@))o(x)

v(t,—R)=v(t,R) =0,Vt>0.

Az ehhez tartozo sajatérték feladat:

feltehets, hogy v(0) = 1 és v'(0) = 0.

A kezdeti érték feladat segitségével elkészithetjlik a visszatérési leképezést.

Az u(T(c),c) = 0 egyenletbdl egy derivalassal azt kapjuk, hogy:

u'(T(c),e)T"(¢) + Ocu(T(c),c) =0

(1.10)

(1.11)

Legyen h(r,c) := O.u(r,c). A fentiek egyenlet alapjan 7”(c) és h(T'(c),c) elsjele

kozott az alabbi Osszefiiggés all fenn:

sign(T'(c)) = sign(h(T'(c), c)),

ugyanis v/ (T'(¢),c) < 0. A h-ra fennall6 egyenlet:

w’(z) + f'(u(z))w(z) =0
w(0) = 0,w'(0) = —f(c).

(1.12)

(1.13)

(1.14)

[gy azt kapjuk, hogy w(z) < 0 Va € (0, R), ugyanis w(z) = /() ami [12] alapjan

negativ.

(1.11)-et h-val, (1.13)-at v-vel szorozva, és egyméasbol kivonva 6ket, és (0, 7)-en integ-

ralva kapjuk, hogy:
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/(v”h—vh”):)\/ hv
0 0

a baloldalon parcialisan integralva

/OT(U”h—vh")Z[U/h]S_ /Orv’h’—[vh']S + /Orvfh’:q/(r)h(r)—v(r)h’(r),

azaz:

Y (MA() — o) (r) = /\/Or ho. (1.15)

Ezek segitségével belathatjuk az alabbi tételt:
1.4.1. Tétel. Legyen A\ a (1.11) elsé sajdtértéke. Ekkor:
1. T(c) =0 X =0
2.T'(c) >0 X\ <0
3. T(c) <0 A >0
Bizonyitds.

1. Tegyiik fel hogy Ay = 0, ekkor h = v, ui.: a kezdeti feltétel ugyanaz mint a v-re
vonatkozo esetben, igy h(T'(c),c)) = v(T'(c),c)), és igy (1.12) alapjan T"(c) = 0.
Ha T"(c) = 0 akkor h(T(c),c)=0. Ekkor (1.15)-6t alkalmazhatjuk r = R = T(c)-re.
fOR hv = fOR h? > 0, de (1.15) baloldala 0, ami csak tgy lehet, hogy A\; = 0.

2. Tegyiik fel, hogy A\ < 0, ekkor 1 és 3 = iranya miatt nem lehet 7"(c) < 0, igy
T'(c) > 0.

Ha T"(c) > 0 akkor (1.12) miatt h(7T'(c),c) > 0. (1.13) és (1.14) Ssszehasonlitasa
alapjan azt kapjuk, hogy h(x) > 0Vz € (0,7(c)). Ui.: ha h-nak lenne (0, 7'(c))-ben
gyoke, akkor ezen gyok és T'(c) kozdtt w is nulla lenne, ami nem lehet. Igy (1.15)-t

alkalmazva r = R = T'(c)-re:

R
V' (r)h(R) = )\1/0 hv,

igy mivel v'(R) < 0 és h(R) > 0 és fOR hv > 0igy Ay < 0.
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3. Tegyiik fel, hogy A\; > 0 ekkor I és 2 = irdnya miatt nem lehet T"(c) > 0, igy
T'(c) < 0.
Ha T'(c) < 0 akkor h-nak van gyoke. Ui.: (1.12) alapjan h(R) < 0. Legyen a gyck
r*. Alkalmazzuk (1.15)-t r = r*-ra. Ezzel:

*

—v(r* W' (r*) = X\ /07‘ hv.

Most v(r*) > 0 és b'(r*) < 0, valamint for* hv > 0 ésigy A\ > 0.

A kovetkezSkben vizsgaljuk azokat az eseteket, melyekben f-nek szingularitdsa van.



2. fejezet

Szingularis nemlinearis egyenletek

2.1. Bevezetés

A tovabbiakban is tekintsiik a mar megszokott egyenletet:

Au+ f(u) =0 (2.1)

UJ|BR =0

de most f-r6l feltessziik, hogy szingularitdsa van a 0-ban. Ilyen és ehhez hasonl6 prob-
léméak meriilhetnek fel nem-Newtoni folyadékok, kémiai katalizatorok, vagy nemlinearis
hévezetési egyenletek vizsgalatakor.

Ezen esetek vizsgalatakor Gidas, Ni és Nirenberg eredménye [12] nem hasznalhato, mert
abban a cikkben az egyik alapfeltevés az volt, hogy f-nek nincs szingularitésa. Igy méas
eszk6z0khoz kell nytlni. Példaul egy dimenzidban igy is be lehet latni elég egyszertien, hogy
minden megoldés radidlisan szimmetrikus l.: Fiiggelék.

Magasabb dimenziéban pedig egyenlére a cikkek tobbsége csak a szimmetrikus megolda-
sok szaméra mond alsé korlatot, ami persze a megoldasszamnak is egy alsoé korlatja. Ekkor

a radialis megoldasokat tigy keresik, mint az alabbi egyenlet megoldasat:

(r= Y (r) + r" L f(u(r)) = 0
w'(0) =0, u(R) = 0;

ui. ez ekvivalens (2.1)-el. Ekkor mar be lehet vetni a célbalovéses modszert, azaz az
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(r* =) (r, p)r™ =" f(u(r, p)) = 0 (2.2)
u(0,p) = p, v (0,p) = 0.

kezdeti érték problémat lehet vizsgalni.

2.2. Eredmények

A szingularis nemlinearitas egyik motivald példaja a kovetkezd:

Au+ 2 +u? =0, u>0 Bj-en (2.3)
u’aBIZO
ahol:
A>0, O0<a<l é 1<p<p’,
aholp*:Z—’_Lghan>2ésp*=oohan§2, ahol n a dimenzi6.

A szingularis nemlinearitast tartalmazé probléméakkal rengetegen foglalkoztak korab-
ban, sokkal altalanosabb nemlinearis fliggvény-egyiitthatokkal, melyek z-t&l is fiiggnek,
példaul [14, 20] és a benniik fellelhets hivatkozasok. A tovabbiakban csak x-t6l fiiggetlen
esetekkel foglalkozunk.

uP-t nem tartalmazé esetekkel kapcsolatban létezési és egyértelmiiségi bizonyitasokat
talalhatunk: |7, 9, 13, 16, 17, 24]-ban.

Au + u% — u? alaki egyenletek kapcsén létezési és egyértelmtiségi bizonyitasokért
p >0 (tovabba p = =3 <0, B < a)esetén L. [17]. (p = —F <0, a < [ < 1 esetén
nemlétezési eredmények varhatoak [17].)

uP pozitiv el6jellel valo jelenléte esetén a probléma viselkedését A elGjele befolyasolja
A < 0 esetén nem mindig vannak pozitiv eredmények: létezési és nemlétezési eseteket
targyal [10, 31, 34| és az x-t6l fliggs esetben (8, 17].

Hasonl6 eredmények taldlhatok [29]-ban a nemlineéris A(u? —u~%) probléma kapcsan.
Amikor A szorozza uP-t, akkor létezés és egyértelmiiség garantalt minden A-ra ha u™¢
egyiitthatoja negativ [17]. Bizonyos esetekben a nem létezés garantalt (pl: ha A < X
valamely \ > 0-ra) amikor u~¢ egyiitthatoja elGjelet valt, vagy ha uP-t egy korlatos nem-

negativ f(z) fiiggvénnyel szorozzuk ([10, 17]). Ugyanakkor egyértelmii pozitiv megoldés



2.3. Szamitogépes megkoézelités 11

létezik, ha A < X valamilyen A > 0-val kett6 kapesolodo esetben, amikor az egyenlet harom

« @

tagot tartalmaz: Au + \u + f(x) egyenls u™® vagy —u~® valamelyikével. p = 0 esetén
vannak ismert eredmények, [5] de ezt a kovetkezs fejezetben mélyebben megvizsgaljuk.

A > 0 esetén az egyértelmiiséget konnyebb bizonyitani egy gombén. p € (0, 1) esetén
mindig van pozitiv megoldas, ami egyértelmd is [17, 31]. Masrészr6l p > 1 esetén a létezés

csak kis A-ra all fent. [6, 17].

2.3. Szamitégépes megkozelités

A nemszingularis esetben a probléméat konnyt eleinte szamitogépen tesztelni. Példaul
az odedb nevii eljarassal lehet vizsgalni a kezdeti érték problémat, vagy fel lehet hasznalni
a visszatérési leképezés intergal formulas megkozelitését (1.: Fiiggelék).

A szingularis probléma ehhez képest annyiban 14j, hogy ahogy a fliggvény kozeliti a nul-
lat, tgy keriiliink f(u) O-beli szingularitasa miatt egy egyre nagyobb és nagyobb értékhez,
aminek hatésara a szamolas pontatlanna valik, és ezzel rosszul becsiiljiik meg az u 0-ba valo
leérésének helyét. Az odedb negyed-6t6d rendd Runge-Kutta modszert hasznal, a lépéskozt
pedig egy hibabecsléssel allitja be.

Az integralformula hasznélata esetén pedig arra kell tigyelni, hogy az integrélas felsé
hataraban nullaval val6 osztas all el6, amit a MATLAB ugyan képes kezelni, de a folyamatos
hibaiizenetek elkeriilése érdekében jobb, ha lejjebb vessziik a felsé hatart, példaul 10~ "-el.

Példanak okaért nézzik az

u”—%—l—ﬂ:() (2.4)
u(~R) = u(R) = 0

feladatot, illetve az ehhez tartozo kezdeti érték problémat:

1
(u(r))r

u"(r) — +08=0 (2.5)

illetve integréalformulat:

_ L 1
= \/5/0 \/ﬂ(p—S) — 1 (P = s1)

T(p ds, (2.6)
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ami egyuttal a kdvetkezs fejezetben vizsgalandé példéhoz is dtvezet benniinket.

2.3.1. A kezdetiérték probléma numerikus kezelése

Ahhoz, hogy a Matlab ode45 nevii megolddja kezelni tudja ezt a problémét, elGszor at
kell frnunk els6rendii rendszerré, a szokasos modon: y; (1) = u(r), yo(r) = u/(r). Ezzel a

kovetkezd rendszert kapjuk:

Yy (r) = ys(r)
(1) =
IR

ahol a kezdetiértékek: y; (0) = ¢, y2(0) = 0. Elkeriilends a negativ szdm hatvanyozasat,

_ﬁa

a kodban m helyett m szerepel.

Ezt kovetSen két it 4ll elsttiink. Ha ismerjik D(7') infimumét, akkor elég annél na-
gyobb ¢ értékekbdl inditani, és megvizsgalni, hogy hol lesz elgszor nulla. Ha inf D(T") nem
ismert, akkor elég sokiig futtatva az oded5-6t meg kell nézni, hogy miként néz ki maga az
u fliggvény, és meg kell vizsgalni, hogy hol érte el elGszor a nullat, ha elérte egyaltalan.

Itt jegyeznénk meg, hogy a pontos eredmények elérése érdekében szingularis f fiigg-
vények esetén ajanlott a maximaélis lépéskozt szabalyozni, azaz az oded5 MaxStep nevii
opciojat 0, 01-ra vagy még kisebbre allitani.

Példak wu(r) alakjara a (2.1) abran lathatoak. A rendszer egyenstlyi pontja a (p*,0),
amibdl indulva u egy egyenes lesz, ami természetesen soha nem éri el az x tengelyt. Ez a
p* nem mas mint 1/ (ﬁl/ 7). Ha a kezdeti érték ennél alacsonyabb vagy nagyobb, de kisebb

mint inf D(T") akkor hullamzé megoldasokat kapunk, amelyek nem érik el a tengelyt, és

csak inf D(T')-nél magasabb értékbél indulva kapunk megfelel6 megoldast.

2.3.2. Az intergalformula numerikus kezelése

Valamelyest egyszertibb megoldas lehet az integralformulat kezelni, egyetlen hatranya,
hogy nincs tobbdimenziés megfelel§je. Egy dimenzidéban viszont nagyon hasznos, és kony-
nyebben kezelhetd mint a fenti.

Ahogy maér fent is ismertettiik, az integréal fels§ hatarat kicsivel lejjebb kell venni,
kiilonben egy nullaval val6é osztas all els, ami futéasi hibat okoz.

Arrél nem szabad megfeledkezni, hogy akkor is ad értéket, ha inf D(7')-nél kisebb
értéket vizsgalunk, csak akkor ez eredmény egy komplex szam lesz. Igy csak azokat az

értékeket kell figyelembe venni ahol a képzetes rész nulla.
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2.1. abra. u alakja a kezdeti értéktdl fiiggGen, balra fent u(0) < p*, jobbra fent u(0) = p*,
balra lent p* < u(0) < inf D(T), balra lent inf D(T') < u(0). (y = .3 és 8 = 1 mellett)

2.3.3. Eredmények

Vizsgaljuk meg a két modszerrel kapott visszatérési leképezés abrakat egy adott v, 3
parra (2.2 abra).

A 2.2 &bran lathato két fiiggvény kiilonbségének maximum norméja: 1.49 - 1074, azaz
lényegében nem szamit, hogy melyik modszer alkalmazzuk. Ha azonban megvizsgaljuk
a két modszer futasidejét, akkor nagy eltéréseket fogunk kapni, amibdl latszik, hogy az
integralformula hasznélata elényosebb. Ehhez tekintsiik a 2.1 tablazatot, ahol a pontok
szama annak felel meg, hogy mennyi pontbol rajzoltuk ki a visszatérési leképezést, azaz
mennyi értéket szamoltunk ki a Matlabbal.

Nézziik meg a visszatérési leképezést bizonyos esetekben 1.: 2.3, 2.4 és 2.5 abrak.

Ez alapjan az alabbi sejtésiink fogalmazodhat meg a megoldasok szaméra, mely sejtést
a kovetkez6 fejezetben be is bizonyitunk.

A megoldasok szama y-tol és R-t6l fiigg. Létezik Ry > R,nipn, melyek koziil Ry képlettel
megadhat6, R, csak szamitogéppel becsiilhets, és v > 1/2 esetén a kettd egybeeesik, és

az alabbi tablazattal lehet leirni a megoldasszam alakulését:
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I I I
4.4 4.6 4.8

leképezés v = 0.4 5 = 1 esetén.

4.96

4,94t

4.92F

49r

4.88

4.86

484t

4.821

4.8

4.78

I I
3.6 3.8 4

I I
4.2 4.4

pontok szama | ode4b | integralformula
10 5 s 0.25 s
25 12 s 0.62 s
50 23 s 1.25 s
75 34 s 1.82s
100 34 s 2.4 s

I I
4.6 4.8

2.1. tablazat. A futéasidd a pontok szamanak fiiggvényében

R<Rpyin | R=Rnin | Bmin < R< Ry | R=Ry | Ro <R
v < 1/2 0 1 2 2 1
v >1/2 0 1 - - 1

2.2. tablazat. A megoldasszam ~ és R fliggvényében

14

2.2. &dbra. Jobb oldalt az ode45-tel, bal oldalon az integralformulaval kapott visszatérési
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5.54

5.52

55

5.48

5.46

5.44

5.42

54

5.38

5.36
3.2

3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6

2.3. abra. A visszatérési leképezés v = 0.3 esetén

4.8

15
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4.7 - .

4.65

4.6

4.55

4.5

4.45

4.4 L L

2.4. abra. A visszatérési leképezés v = 0.5 esetén

5.5
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5.2

51

4.9

4.8

4.7

4.6

4.5

4.4

4.3

4.2

5.5

2.5. abra. A visszatérési leképezés v = 0.7 esetén

9.5

17



3. fejezet
Egy specialis szingularis probléma

3.1. Bevezetés

A fejezet célja meghatarozni az alabbi peremértékprobléma pozitiv megoldasainak

szamat:

u" 4+ f(u) =0 (3.1)
u(—R) =u(R) =0

ahol f(u) = —=L + 3,7 € (0,1) és 3> 0.

Ezzel a peremértékproblémaval legelGszor Diaz és téarsai foglalkoztak (|11]) sokkal al-
talanosabb vonatkozéasban. (3 abban a cikkben fliggott a tér valtozotol, x-t6l is és a feladat
egy korlatos tartomanyon volt kittizve R™-ben. Belattak, hogy ha a feladatnak létezik
megoldasa, akkor létezik maximalis megoldasa is, valamint vizsgaltak az energetikai funk-
cional szélsGértékeinek és a maximélis megoldasnak a kapcsolatat.

A [(x) = [ esetben azt lattak be, hogy létezik egy 3* > 0 melyre az igaz, hogy ha
(B < (3* akkor nem létezik megoldas, ha pedig 3 > (3* akkor létezik megoldas.

Késébb Choi, Lazer és McKenna foglalkozott a kérdéssel [5]. Az n dimenzios eset kap-
csan belattak, hogy v > 1 esetén nem létezik megoldasa. Valamint azt is belattak, hogy
legfeljebb két dimenzioban 3 = (3* esetén is létezik megoldasa a feladatnak. Az egydimenzi-
6s eset kapcsan (mely nem méas mint az (3.1) kozonséges differencidlegyenlet) bebizonyitot-
tak, hogy ha 0 < v < 1/3 akkor létezik Ry < Ry tigy, hogy minden R € (Ry, Ry) esetén
legalabb két megoldas van és R = R esetén is van legalabb egy megoldas. Valamint azt

is bizonyftottak, hogy 7 = 1/2 esetén amennyiben létezik megoldas, akkor ez egyértelmd.

18
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[5]-ben t6bb problémat is felvetettek, ezek koziil haromra fogunk valaszt adni:

e Meg tud-e valaki hatarozni egy kritikus kitevét, y*-ot, ami felett a megoldés egyértelm?
e A kritikus kitevs alatt minden esetben tobb megoldast létezik?

e A megoldasok maximalis szama ketts, vagy el6fordulhat-e tébb megoldas?

A kovetkez§ tételt fogjuk bizonyitani, mely tétel a [19] {6 allitasa is egyben:

3.1.1. Tétel. Legyen Ry = \%5—1/2—1/2«“1 — )V fol(tl_“Y — )72 dt. Amenny-
iben 1/2 < v < 1 akkor R < Ry esetén nincs megoldds, R > Ry esetén pedig a
megoldds egyértelmi. 0 < v < 1/2 esetén létezik Ry < Ry gy hogy R < Ry
esetén nincs megoldds, R = Ry, esetén létezik egyértelmi megoldds, R € (R, Rol
esetén pontosan két megoldds létezik, R > Ry esetén ismételten eqyértelmi megolddst

kapunk.
Ezek alapjan a fenti kérdéseket meg tudjuk vélaszolni:
o A kritikus kitevs, mely felett a megoldas egyértelmi, nem mas mint az 1/2.
e [gen, a kritikus kitevs alatt minden esetben tobb megoldast létezik.

e [gen, a megoldasok maximalis szama ketts, tobb megoldast egyetlen esetben sem

kaphatunk.

A masodik szakaszban bemutatjuk azokat az eszkozoket, melyeket felhasznalunk a vis-
szatérési leképezés jellemzéséhez. A 3. szakaszban megmutatjuk, hogy T értelmezési tar-
toménya egy félegyenes (p,, +00), és T'(p) — 400 ahogy p — +00. Azt is belatjuk, hogy
T-nek legfeljebb egy lokalis szélsGértéke lehet, mégpedig egy minimuma. Ezek a tulajdon-
sagok altalanosabb nemlineéris f-re is belathatoak, melyek magukba foglaljak 3 — ¢d~7-t
is. f pontos alakja csak a 4. szakaszban kap szerepet, ahol belatjuk, hogy miként fiigg
T'(p,) értéke y-t6l. Azaz belatjuk, hogy v < 1/2 esetén negativ, 7 = 1/2 esetén nulla,
v > 1/2 esetén pedig pozitiv. Ezek felhasznalasaval egyszertien bizonyithatjuk Tételiinket.

3.2. A visszatérési leképezés

Egyszertien megmutathato (1d. Fiiggelék) hogy (3.1) minden pozitiv megoldasa radidlisan

szimmetrikus, igy eleget tesz a kovetkezSknek:
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u'(r) + f(u(r)) =0 (3.2)
W(0) =0, uw(R) =0

és fennall az is, hogy:

v/ (r) <0 minden 0 <7 < R. (3.3)

Jeloljiik u(r, p)-vel azokat az u(r) megoldasokat, melyekre u(0) = p. Alkalmazzuk a
célbalévéses modszert, ami az alabbi kezdeti érték problémat kielégits u(-, p) vizsgalatat

jelenti:

u"(r,p) + f(u(r,p)) =0 (3.4)
u(0,p) =p, u'(0,p) =0

Definialjuk a visszatérési leképezést, ahogy azt korabban ismertettiik:

T(p) = sup{r > 0:u(s,p) >0,¥s € [0,7)},

azaz T'(p) nem méas, mint u(+, p) elsé gyoke. Belathato (1d. Fiiggelék) hogy bevezetve
az F(s) = fos f(t)dt jelslést T'(p)-t definialhatjuk egy integrallal is:

(3.5)

1 p 1
T0)= 75 | VG

Felhasznalva a fenti integral reprezentaciot belathato, hogy T folytonosan differencial-
hato. ([5] [18]).

A definicié értelmében T’ eleget tesz a kovetkezd egyenletnek:

és u(r,p) >0 har € [0,T(p)).
Differencialva (3.6)-t a kovetkezs egyenletet kapjuk 1" derivaltjara:

du(T(p), p)T"(p) + pu(T(p), p) = 0, (3.7)

O?2u(T(p), p)T' (p)* + 20,,u(T(p),p)T" (p)+
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0,u(T(p), p)T" (p) + Du(T(p), p) = 0. (3.8)
Differencidlva (3.4)-t p szerint, és bevezetve a h(r, p) = Opu(r, p) és z(r, p) = dju(r,p)

jeloléseket azt kapjuk, hogy:

h'(r,p) + f'(u(r,p))h(r,p) =0 (3.9)
h(O,p) =1, h/(o,p) =0;

2"(r,p) + f'(u(r,p))2(r,p) + f"(u(r,p))h?(r,p) = 0 (3.10)
2(0,p) =0, 2'(0,p) = 0.

Differenciélva (3.4)-t r szerint, és bevezetve a v(r, p) = 0,u(r, p) jeldléseket azt kapjuk,

hogy:

V" (r,p) + f(u(r,p))v(r,p) =0 (3.11)
v(0,p) =0, v'(0,p) = = f(p)-

Ezeket felhasznalva (3.7) igy irhato:
v(T(p),p)T"(p) + M(T(p),p) = 0. (3.12)

3.3. A visszatérési leképezés jellemzése

El6szor meghatarozzuk T’ értelmezési tartoméanyat, ehhez hasznaljuk a kévetkezé Hamil-

ton fiiggvényt:

H(r) := + F(u(r)). (3.13)
Ahol F(u) := [} f(t)dt.
H'(r) =/ (r)u"(r) + f(u(r))d'(r) = o' (r)u”"(r) — u"(r)u/(r) = 0, azaz H konstans

fliggvény.

3.3.1. Lemma. o Tetszdleges f memlinedris figguény esetén a visszatérési le-
képezés értelmezési tartomdnya: D(T) = Py := {p > 0 : F(p) > F(s) Vs €

(0,p)}
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1/
e Ha f(u) =0 —u™", akkor D(T) = [p,,+00), ahol p, = (ﬁ)

Bizonyitds. Legyen p € D(T) ¢s s € (0, p). Ekkor létezik r € (0,7(p)) hogy u(r) =

s. Ezzel:

Most legyen p € Py és az egyszeriiség kedvéert jeloljiik w(r)-rel u(r, p)-t. Belatjuk,
hogy létezik R > 0 tgy, hogy u(R) = 0, azaz p € D(T). Indirekt tegyiik fel, hogy
u(r) > 0 minden r > 0 esetén. Konnyen lathato, hogy f(p) > 0 mert p € Py, azaz
u”(0) < 0, ennek kovetkeztében u'(r) < O kicsi r-ekre. Felhasznalva, hogy H konstans,
és p € Py, (3.13) segitségével azt kapjuk, hogy ¢/(r) < 0 minden 7 > 0 esetén. Azaz
letezik limo, u =: ¢ € [0, p), és (3.13) alapjan F'(c¢) = F(p), ami ellentmond annak, hogy
p € Py.

Most lassuk a mésodik pontot. Egyszerti integralassal latszik, hogy F(u) = [u —
ur7/(1 — 7). f egyetlen gydke f, = B~ es f (O, fy)-n negativ, (f,,00)-n pozitiv,
fgy F' szigorian monoton csokken f.-ig, majd pedig szigortian monoton ng. F'(0) = 0,
igy konnyt latni, hogy p € Py pontosan akkor all fent, ha p nem kisebb mint /' masodik

gyoke, ami p,.

A visszatérési leképezés hatérértékét a kovetkezs lemma segitségével kapjuk meg:

3.3.2. Lemma. Ha f felilrdl korldtos akkor lim T(p) = oo.

p—00

Bizonyitds. Integralva (3.1)-et azt kapjuk, hogy

—u'(r) = /OT f(u(s))ds. (3.14)

Integralva (3.14)-et [0, 7]-en és felhasznalva, hogy f(r) < [ minden r > O-ra azt

kapjuk, hogy:

u(r)Zp—%TQ

ahol p = u(0). Azaz u elsé gydke nagyobb mint a jobboldali parabola elsé gydke, ami
azt jelenti, hogy T'(p) > +/2p/[3 és a jobboldali kifejezés co-hez tart, ahogy p — 00, igy
T(p) is co-hez tart.
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Végiil vizsgaljuk meg a visszatérési leképezés monotonitasat.
3.3.3. Lemma. Ha f konkdv fiigguény, akkor T'(p) = 0 esetén T"(p) > 0.

Bizonyitds. Felhasznalva (3.12)-6t azt kapjuk, hogy T7"(p) = 0-bol h(T'(p),p) = 0
kovetkezik. Belatjuk, hogy h(r,p) > 0 minden r € [0,7(p)) esetén. Ellenkezs esetben
felhasznalva a Sturm szeparacios tételt (ld.: Fiiggelék) azt kapnank, hogy v-nek lenne
egy gyoke h el6z6 gydke, és T'(p) kozott, mert v és h ugyanannak az egyenletnek a két
megoldasa (3.9). Ez viszont ellentmond (3.3)-nak, ugyanis v = J,u végig negativ (0, R)-
en.

Ebbél azt kapjuk, hogy z(T'(p),p) < 0 (3.10) minden megoldasara. f”(p) < 0 igy
2"(0) = —f"(p) > 0-bol azt kapjuk, hogy z > 0 a 0 egy jobboldali kérnyezetében. Tegyiik
fel, hogy z(r1) = 0 valamely r1 € (0,T(p)]-re. Vizsgéljuk meg az aldbbi egyenleteket:

" h2
"+ f'(u)h =0 ¢ 2"+ (f’(u) + Jwh ) z2=0
z
ezekbdl azt kapjuk, hogy h-nak van gycke (0,71)-ben (Id.: Fiiggelék) ami nem lehet-
séges. Igy 2z > 0 (0, T (p)]-ben.
Végiil z(T'(p), p) > 0 azt eredményezi, hogy 7" (p) > 0 felhasznalva (3.8)-at (és azt
hogy v(T'(p),p) < 0).

O

3.3.1. Megjegyzés. A Lemma azt jelenti, hogy T-nek legfeljebb eqy lokdlis szél-

sdértéke lehet, mégpedig eqy lokdlis minimuma.

Itt jegyezziik meg, hogy a fentiekhez hasonlé lemmékat bizonyitott Karatson Janos és

Simon L. Péter [22].

3.4. A Tétel bizonyitasa

Ebben a szakaszban meghatéarozzuk miként fiigg 7" (py) ¥-t6l, majd ennek segitségével
bebizonyitjuk Tételiinket.
Behelyettesitve F(u) = fu — u'™/(1 — 7)-t (3.5)-be, majd az integralt [0,1]-be

transzformalva t = (s/p)?-val azt kapjuk:
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pw—/\/

dt,
’Y/K
ahol
1 — ¢t/ /=1
M0 = Tope 0 = e &K =0
Ugyanis:

1

=7, m“:%/ng =

t= (5/]7)7; igy ds = %tl/v_ldt. Ezzel:

(Pt =)

Pt%*l
T(p) dt =
\/—/ 1—v 11—y
Bp(1-17) ﬁ7<1—tv>
’V\/_\/_ 17 ;L;)
1 t17 1—yp7 B
/’ tl/’y 1 y
t.
WBVEJo VI—0h \/ T G0 )
T' derivéltja p,-ban:
T'(p,) = 5 [ U0 = 1) F(hit) =1 / (t.7)d
2v4/P428 Jo 2%/]97
Ugyanis vezessiik be az
b
L(p) = ————
AN ORI
jelolést. Ezzel:

1 1
N /O 1)/ Tlp)dt.

T'(p) =

YWBV2 Jo m/umdt

24

(3.15)

ds.
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gy T'(p) kiszamitasahoz L'(p)-re van sziikségiink.

L/( )_ h(t>_%m+%(—y)# B h(t)_}v{_;
PR 1 E)E T ) 1K)
L'(py) = (h(t) — 1/(Kp))2 ~ (h(t) — 1)2
Dy B Dy
L) = 5= ~ m) =1
ugyanis
v _ 1 " 1 1
Py = <(ﬁ(1—7)) > “81-4) K
lgy:
' _L 1 h(t)—y—ll h(t) — 1
- WB\/?/O O Go—Ea

B 1 Lo h(t)—vy—1
v I A o

3.4.1. Lemma. Ha v < 1/2 akkor T'(p,) < 0, ha v = 1/2 akkor T'(p,) = 0, ha

v > 1/2, akkor T (p,) > 0.

Bizonyitas. Kozvetlen szamolassal azt kapjuk, hogy

Nlw

I(t,y) = 1)(h(t) = 1) 72 (h(t) =1 —7) =

/=1 1 — /7 3,1
( - 1) (— —1- 7) =
1 — tI/7-1\1 — 1/ 1 — ¢l/7-1

p1/-1 (ti—l - ti)i ((1 =t —7) _
VI—or i\ L
A e e R ) A e

V1—tt/-1 t%_%(l — 1)3/2 1t a

t1/2—1/2'y [(1 4 ,y)tl/'y—l o tl/'y o /7} (1 o t)_3/2.
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Azt kell belatnunk, hogy v < 1/2 esetén fol I(t,y)dt < 0 illetve v > 1/2 esetén
fol I(t,y)dt > 0. Ehhez elég azt belatni, hogy amennyiben v < 1/2 akkor I(t,7y) <
I(t,1/2) illetve amennyiben y > 1/2 akkor I(t,y) > I(t,1/2) minden ¢ € (0, 1), ugyanis
fol I(t,1/2) = 0-t mar [5]-ben bizonyitottak.

El6szor vizsgaljuk a v < 1/2 esetet. I(t,y) < I(t,1/2) minden ¢t € (0, 1) esetén azt
jelenti, hogy:

$1/2=1/2y [(1 + ,Y)tl/v—l — ﬂ (1— t)_3/2 < %

Ezt atalakitva:

B L+ T ) < (- 1/2)(1 - ¢),
B [T ] Py [T 1] < (- 1/2)(1 - 1),
YT — ] Ty [T 1] < (E - 1/2)(1 - 1),
By [T 1] < Y1) + (- 1/2)(1 - t),

1
V(L ) > (1 - B + 2 ).

Megmutatjuk, hogy:

1 1
(-t > S0 > (1= F17 — 1),

1
A jobboldali egyenlstlenség nyilvanvald, ugyanis ¢ > ¢27 minden ¢ € (0, 1) esetén, ha

v < % A baloldali egyenlGtlenség ekvivalens azzal, hogy:

r(t) = 29t (1=t ) — (1 —#) = 29t 7% — 141 —29¢% >0 minden ¢ € (0,1).

Elég megmutatni, hogy 7/(¢) < 0 ugyanis r(1) = 0. A derivalt:

Pt = (2y — D)% +1— 17"
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Ahhoz, hogy belassuk r/(t) < 0-t elég belatnunk azt, hogy ”(¢) > 0 ugyanis 17/(1) =
27 —1 < 0. A méasodik derivalt:

Itt % — 1> 0igy r”(t) > 0 akkor és csak akkor, ha:

1

el s g2
ami t € (0, 1) esetén pontosan akkor igaz, ha:

1 1
———-1l<—-2

2y 2y

v <1

Most vizsgaljuk a v > 1/2 esetet. Ekkor azt kell belatnunk, hogy I(t,v) > I(t,1/2)
minden ¢ € (0, 1) esetén. I(t,~) > I(t,1/2)-t hasonléan atalakitva, mint az el6z6 esetben

azt kell bizonyitanunk, hogy minden t € (0, 1) esetén:

1
(L -t < (1— (5 + £ — 1),

Megmutatjuk, hogy:

1 1
(-t ) < S < (11 Ft — 1),

1
A jobboldali egyenlstlenség nyilvanvald, ugyanis ¢ < ¢2v minden ¢ € (0, 1) esetén, ha

v > % A baloldali egyenlGtlenség ekvivalens azzal, hogy:

r(t) = 2yt'"% — 1+ — 2yt% < 0 minden t € (0,1).

Elég megmutatni, hogy 7/(¢) > 0 ugyanis r(1) = 0. A derivalt:

P(t) = (2y— 1)t 41—t

Ahhoz, hogy belassuk r/(t) > 0-t elég belatnunk azt, hogy ”(t) < 0 ugyanis 77/(1) =
2y —1 > 0. A méasodik derivalt:
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Itt % — 1> 01gy r”(t) > 0 akkor és csak akkor, ha:
el s 2

ami a fentiek alapjan igaz minden ¢ € (0, 1), és v < 1 esetén.

O

Felhasznalva a 3.3.1 Megjegyzést, a 3.3.2 Lemmat és a 3.4.1 Lemmat méar konnyen be

tudjuk bizonyitani Tételiinket.

Bizonyitds. [Tétel 3.1.1 bizonyitésal

y<1/2 y=1/2

\ Ro=Rmin

Py my Py=my

min

3.1. dbra. A visszatérési leképezés tipikus alakja v < 1/2 és v > 1/2 esetén.

A bizonyitas {6 Otlete az, hogy az 3.1 peremértékprobléma pozitiv megoldasainak szama
egyenls T'(p) = R megoldéasszamaval. Felhasznalva (3.5)-6t lathatjuk, hogy Ry = T'(p,)
(1d. 3.1. abra). A 3.3.1 Lemma alapjan tudjuk, hogy T" értelmezési tartoménya a [p,, +00)
félegyenes.

Ha 7 > 1/2 akkor (3.4.1) alapjan tudjuk, hogy T kezdetben névekszik és a 3.3.1

Megjegyzés miatt nem lehet maximuma. Azaz T végig né, és az értékkészlete [Ry, +00)
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felhasznalva a 3.3.2 Lemmét, mely szerint 7'(p) — oo ha p — oo. Igy T'(p) = R megolda-
sainak szama egy, ha R > Ry, és nulla, ha R < Ry.

Ha v < 1/2 akkor (3.4.1) alapjan T kezdetben csdkken, és a 3.3.2 Lemma alapjan
végtelenben végtelenhez tart. Igy a 3.3.1 Megjegyzés alapjan T-nek van minimuma, jelolje
ezt Rypin. Azaz T csokken Ro-t6l R,i,-ig, majd né végtelenig. Igy T'(p) = R megolda-
sainak szama nulla, ha R < R,;,, egy ha R = R,,;,, és ketté ha R, < R < Ry és
ismét egy ha R > Rj.

A Tételben szerepls Ry nem mas mint a T(pw) atalakitva, ugyanis behelyettesitve

(3.15)-be

tl/'yfl

1
T(m)_%/ﬁ\/ﬁ/o VIt el pﬂ/( (1=7)
/-1

WEVE Sy VT—orT 1:5411_1

dt =

dt =

1— tl/w 1

tl/’y 1
7\/_\/_/ \/W\/1 o

/=1 1 — /-1

—_— dt =
7\/3\/5 0 V1—tl/1 /=1 1/~

VRN R ! / dt
WBV2 Jo Vi1 tl/w 7\/3\/5 o Vi1 —2-1/y

2 =tV 427 dz = dt helyettesitéssel élve:

T,y - P [ 2. — /1 L4
= Z.
Dy ’Y\/_\/_ =1 _ 291 2ﬁ1+’y(1 1/2v Vol — o



A. Figgelék

Matematikal hattér

A.1. Intergalformula

Tekintsiik az (3.1) peremértékproblaméat, és annak (3.4) megkozelitését.

A visszatérési leképezést eredetileg gy értelmeztiik, hogy

T(p) = sup{r > 0:u(s,p) >0,¥s € [0,7)},

azaz T (p) nem més, mint u(-, p) els6 gydke. Most belatjuk hogy bevezetve az F(s) =
fos f(t)dt jelslest, T'(p)-t definidlhatjuk egy integrallal is:

T(p

1 /7 1
)= — ds.
v2Jo /F(p) — F(s)
Hasznaljuk a kovetkez$ Hamilton fiiggvényt:
/ 2
H(r):= = (2” + F(u(r)).
Tudjuk, hogy H konstans, igy H(0) = F(u(0)) = F(p). Igy:

Tudjuk, hogy u/(r) < 0, ezzel

u'(r) = —\/2(F(p2(—)F(U(7“))) (A1)
1= uw(r

V2(F(p) = Flu(r)))

Integralva 0-tol T'(p)-ig:

30
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B B T(p) u’(r) N
0= | VA —F@)

s = u(r) helyettesitéssel élve:

0 1
10 = | NCGROESO

azaz:

T(p

):i/p ! ds
V2o JF(p)—F(s)

Bizonyos esetekben az s = ¢p helyettesitést még ajanlott alkalmazni, ezzel:

T(p

):i/l P dt.
V2 .Jo /F(p) — F(pt)

31
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A.2. Radialisan szimmetrikus megoldas

A.2.1. Lemma. (3.2) minden megolddsa radidlisan szimmetrikus, azaz u(l) = u(—I)

minden | < R esetén.

Bizonyitds. Mivel u(—R) = u(R) = 0 igy létezik xg, hogy u(zp) > u(z) minden
r € (—R, R) esetén és u/(x9) = 0. Vezessiik be a v(x) := u(2xo — x)-et. Irjuk fel az u-ra

és v-re vonatkoz6 kezdeti érték problémékat:

u"(x) + f(u(z)) =0 (A.2)

' (z0) =0, u(zo) = u(xg).

Mivel v nem mas mint u eltoltja, igy v-re a kovetkezs egyenlet &ll fenn:

v"(x) + f(v(x)) =0 (A.3)
v'(x9) =0, v(zg) = u(zo).
Azaz a két egyenlet ugyanaz, igy v(x) = u(x), amivel azt kapjuk, hogy u xo-ra szim-

metrikus, és igy az is igaz, hogy pozitiv és negativ iranyba egyszerre ér le, azaz xy = 0,

vagyis tényleg radialisan szimmetrikus.
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A.3. Szeparacios tételek

Tekintsiik a kovetkez6 mésodrendii homogén lineéris differencidlegyenletet:

u" 4+ aju' 4+ agu =0 (A.4)

1 és o1 a (A4) két an. linearisan Gsszefiiggd megoldasa, ha létezik olyan ¢

valos szam, hogy ¢ = cpo.
A.3.1. Lemma. A (A.4) egyenlet megolddsainak gyokhelyei nem torlédhatnak.

Bizonyitds. Legyen ¢ a (A.4) egyenlet megoldasa, és tegyiik fel, hogy gydkhelyeinek
torlodési pontja t*. Ebben a pontban (¢ folytonosséga, miatt) ¢(t) = 0 és (a Rolle tétel, és
¢ folytonossaga miatt) ¢'(t*) = 0 lenne, de mivel (A.4) megoldasa egyértelmt, ezért azt
kapnank, hogy ¢ = 0(-), ami viszont ellentmond annak, hogy azt kizarjuk a megoldasok

koziil.

O

A.3.1. Tétel. Sturm szepardcids tétele Ha p; és oy az (A.4) egyenlet két line-

drisan fiiggetlen megolddsa, akkor ezek gyokhelyei elvdlasztjdk egymdst.

Bizonyitds. Legyen @1 és oo a (A.4) egyenlet két linedrisan fiiggetlen megoldasa, és
jelélje @1 két szomszédos gyokét t1 és ta. Ekkor p1(t1) = @1(ta) = 0, v1(t) # 0 ha
t € (t1,t2); tovabba nyilvanvaléan ¢ (t1) # 0, ¢|(t1) # 0, ellenkez6 esetben ugyanis
w1 = 0(-) lenne. Ha W jeléli a ¢ és @9 megoldas Wronski-deternindnsét, akkor feltehetd
példaul, hogy az pozitiv definit (a negativ definitéast feltételezve hasonloan érvelhetnénk):
Y1 P2
ey
— ) (ta)pa(ta) > 0. (Az els6 egyenlStlenség tagaddsa maga utan vonna, hogy a gyokdok

W

= @19y — w2y > 0. Mivel —) (1)) (t2) > 0, = (t1)p2(t1) > 0,

nem szomszédosak, a mésodik és a harmadik egyenlGtlenség pedig a Wroriski-determinans
elGjelére tett feltevésbdl behelyettesitéssel adodik.) Ezért (példaul a masodik és harmadik
egyenlStlenséget dsszeszorozva, és elosztva az elsével kapjuk, hogy) o (t1)wa(ta) < 0, tehét
o-nek van legalabb egy gyoke a (t1,t) intervallumban. Tébb biztos nincs, ekkor ugyanis
a két szomszédos gyckhely kozott az eddigiek szerint lenne 1-nek gyokhelye, ellentétben

azzal a feltevéssel, hogy ¢1 és {9 két szomszédos gydke volt p1-nek.
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O

A.3.2. Lemma. Legyenek as, by € C([a,b] olyan figguények, melyekre ay < by, de
as # by. Legyenek

Liu:= (au') + agu €és Lou:= (au') + bou.

Legyen Lip = 0, t1 és to pedig a ¢ két eqgymdst kovetd gydke. Ekkor Lot = 0

esetén ¢ figguénynek van gyoke a (t1.t) intervallumban.

Bizonyitds. Feltehets, hogy 1 > 0 a ({1, t3) intervallumban. Tegyiik fel indirekt mo-
don, hogy 1 > 0 a (t1,t,) intervallumban (a ¥ < 0 esetben hasonloan érvelhetiink).
Legyen A := a(¢' — ¢¢'), ekkor A" = (pd')'y + (p¢')0" — (p¢')'¢ — (p¥')¢" =
(pd) Y + a4 agpd — (PU')' ¢ — Do) 4 badptp = (by — )P Igy:

0 < /t2(b2 — ag)ptp = A(ta) — A(t1) = a(t2)@'(t2)h(t2) — a(ty)d' (t)w(t) <0

t1

ami ellentmondés. (Az utolsé egyenlétlenségnél felhasznaltuk, hogy ¢'(t;) > 0 és

¢ (ta) <0.)
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