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1. Bevezetés

Egy biztosito szamara nagyon fontos, hogy minél pontosabban meg tudja hata-
rozni jovébeli kifizetéseinek mértékét. Méasképpen fogalmazva, azt szeretné tudni,
hogy val6jaban az egyes szerzddések soran mekkora kockazatot vallal &t a biz-
tositottaktol. A tényleges kockazat felmérése statisztikai modszerekkel végezhets
el. Els6dlegesen az a feladatunk, hogy meghatarozzuk, melyek azok a tényezdk,
amelyek befolyasoljak az egyes szerz6dések kockazatat. Ezen tényezSket a tovab-
biakban faktoroknak nevezziik. A biztositas jellegétdl fiiggGen mas és méas fak-
torok johetnek szoba. Példaul a gépjarmii-felelGsségbiztositasban (GFB) jellemzd
faktorok: az életkor, a gépjarmid tulajdonsagai, lakhely, stb.... Ezen befolyéasolo
tényez6k meghatarozasa f6képpen intuitiv meggondolésokon alapszik. Példaul nem
megleps az a feltevés, hogy egy 20 éves fiatal nagyobb kockazattal bir személygép-
kocsivezetSként, mint egy 40 éves férfi. Ezen feltételezéseink helytallasat statisztikai
modszerekkel tamaszthatjuk alé vagy esetleg vethetjiik el.

Kovetkez6 feladatunk annak eldéntése, hogy a kiilonbozd faktorok kategoriai
mekkora sullyal befolyasoljak a kockazatot. Példaul mekkora sillyal jarul hozza
a kockézathoz az, ha a gépjarmiivezets 30 éves? Ennek eldontésére is fellelhetSk
statisztikai modszerek. Az egyik legkedveltebb ezek kozil az dltaldnositott linedris
modell (GLM), amely minden faktor minden kategoriajahoz hozzéarendel egy stlyt.
Ezek utan jarhatoé at az, ha egy faktor azon osztalyait 6sszevonjuk, amelyek silya
nem tér el jelentGsen egyméstol. Ezzel a megkozelitéssel, a kiilonbozé faktorok
dijosztalyokat alakitanak ki. Egy lehetséges dijosztaly példaul azon gépjarmiivezetdk,
akik 20 és 25 év kozottiek, piros szind gépjarmivel rendelkeznek és Budapesten lak-
nak.

Az jol érzékelhets, hogy minél részletesebben skaldzzuk a faktorokat annal na-
gyobb lesz a dijosztalyok szama. Azonban minél jobban szétdaraboljuk a portfoliot,
annal kevesebb statisztikai adat marad az adott osztaly kiértékeléséhez, igy an-
nal bizonytalanabb lesz a kapott eredmény is. Ezzel ellentétben, ha csupan néhany
osztalyra daraboljuk szét az allomanyt abbdl a megfontolasbol, hogy elegendGen
sok adatunk legyen a statisztikai kiértékeléshez, akkor konnyen eléfordulhat, hogy
nagyon kiilonb6z6 kockazatokat sorolunk azonos osztalyba. Ekkor a konkurencia
esetlegesen részletesebb szegmentalassal kicsemegézheti az adott osztalyunkbol a
kedvezibb kockazati szerzédéseket, és a nalunk maradt portfoli6 rosszabb lesz, mint
azt eredetileg kalkuléltuk. Az osztalyok szaménak, részletezettségének meghataro-
zasakor e kettdsség kozott kell megtalalni a megfelel6 kompromisszumot.

Jelenleg a legtobb magyarorszéagi biztosito dltal a gépjarmi-biztositasban hasznalt

faktorok: az életkor, a lakoéhely és a gépjarmi hengertirtartalma. Fzen kiviil speci-



fikusan egyes biztositok figyelembe veszik még a gépjarmii életkorat, a vezet6i en-
gedély korat és a gépjarmi gyartmanyat (pl: BMW, Opel, stb...). A biztositok
dijosztalyainak lakohely szerinti kialakitasa részletesség szempontjabol nagyon eltérs.
Akad olyan biztositd, amely a lakohelyeket csupan 4 osztalyra bontja: Budapest,
Budapest vonzaskorzete, megyeszékhelyek és egyéb. Valamint olyan biztosito is van,
amely majdnem teljes részletességgel, minden telepiiléshez meghatarozza a neki
megfelel§ kockazatot. Azonban egyik esetben sem soroljék a lakohelyeket 10-15-nél
tobb osztalyba.

Napjainkban a biztositasi piacon kialakult versenyhelyzet megkdveteli a biz-
tositoktol, hogy a dijaikat differencialtan, minél inkdabb a kockazatnak megfelelé
mértékben alakitsak ki. Ugyanis ezzel tudjék novelni tigyfeleiknek a szamét és pon-
tosabban meg tudjak hatérozni jovébeli kifizetéseik varhato értékét. Figyelembe kell
venni azt is, hogy ez az ligyfelek szamara is igen el6nyos, mert igy az egyes tigyfelek
mindig a leginkabb rajuk jellemz§ kockazatot fizetik meg. Természetesen ez alatt azt
értjiik, hogy a kevésbé kockazatos tligyfeleket szétvalasztjuk a kockazatos iigyfelektsl,
igy az els6 esetben a dijakat csokkentjiik, a masodik esetben pedig noveljiik.

Sajnos nem minden faktor olyan konnyen kezelhet§, mint példaul az életkor.
A lakohely, azaz a teriileti faktor esetén tobb probléma is felmeriil. Elséként az,
hogy tobb ezer telepiilés taldlhaté Magyarorszagon, igy a telepiilésenkénti bontasa
a teriileti faktornak nem kivitelezhet6. Ugyanis sok telepiilésre nagyon kevés adat
all rendelkezésére a biztositonak, s6t az is el6fordulhat, hogy van olyan telepiilés
amirdl semmilyen informéaci6ja nincs. Ezért az altalanositott linearis modell altal
becsiilt stulyok nagyon nagy ingadozast mutathatnak, eltérhetnek a valosagtol. Nyil-
vanvaloan egy olyan telepiiléshez, amelyrdl nincsen semmilyen karadatunk, 0 stlyt
rendelne, ami egyaltalan nem elfogadhato.

Ezen szakdolgozat témaja a teriileti faktorok statisztikai modellezése. A cél olyan
statisztikai eljarasok ismertetése, amelyek meghizhatd becslésekkel szolgalnak az
egyes teriiletek kockdzatarol. Megadjak a telepiiléseknek a kockazat mértéke sze-
rinti osztalyozasat, ahol az osztélyok szama lehet&ség szerint nem til nagy, és az
osztalyok karadatai stabilak, azaz évrsl évre nem mutatnak jelentés ingadozast.

A szakdolgozat két eltéré szemléletdi modellezést mutat be harom modellen
keresztiil, de mindketts esetében éliink azzal a feltételezéssel, hogy a teriileti fak-
toron kiviili faktorokra méar létezik valahonnan egy megfelel§ becsléstink (pl:GLM).
Elsédlegesen kisztrjiilk a nem teriileti faktorokat az adatokbol. Ezzel megkapjuk
minden teriiletre illetve lakéhelyre azt, hogy mekkora a teriileti faktor altal indukalt
kockézata, mely keverve tartalmazza a teriileti faktor hatasat a véletlen miatti

ingadozassal. Ez azonban még nem elegendd, hiszen mint emlitettiik el6fordulhat



olyan telepiilés is, amelyrsl semmilyen informéacié nem &ll a biztosit6é rendelkezésére.
Képzeljiik el magunk elé Magyarorszag térképét a sikon, minden egyes telepiiléshez
rendeljiik hozza a neki megfelel§ tertileti faktor mérdszamat. Ekkor egy tiiparnahoz
hasonl6 képet kapunk. Szemléletesen a feladatunk az, hogy erre egy olyan feliiletet
illessziink, amely minden telepiilés felett a kockazat varhato értékét mutatja. Ezen
felillett6l még azt is megkoveteljiik, hogy elég sima legyen, mert igy moédunkban
all kevesebb szamu dijosztaly kialakitasa. A feliilet simasigat arra a feltételezésre
alapozzuk, hogy a teriiletileg kozel elhelyezkedd telepiilések kockazata is kozel van
egymashoz.

Az els6 modell a Whittaker féle teriileti simitast hasznalja. A modell a [3] Greg
Taylor - Geographic Premium Rating By Whittaker Spatial Smoothing (2001) cikk
alapjéan lett feldolgozva. Nyilvanvaléan az adatok simitésa soran mindig hibat kévet-
hetiink el, hiszen kénytelenek vagyunk a lokalisan nagyon kiugré értékeket levagni,
az alacsony értékeket pedig megemelni. Ezen hibék 6sszértéke né, ha az elvart feliilet
simasagat noveljiik. A probléma megoldaséra szolgal a Whittaker féle simitas, amely
megfelels egyensulyt alakit ki a simitas soran fellépd hiba és a feliiletiink simasaga
kozott.

A masodik modell a credibility elméletet hasznalja, amely a Bayesi statisztika egy
specidlis eseteként adodik. A credibility elmélet lehetévé teszi szamunkra, hogy egy
telepiilés kockazatanak felmérése sordn hasznalni tudjuk a szomszédos telepiilések
kiradatait is. Ez nagyon fontos, mert a teriileti adataink szdma nagyon kevés és
sokszor nagy bizonytalansaggal bir. Ez az elmélet a biztositdsi matematika nagyon
sok teriiletén jol alkalmazhato, részletes leirasa megtalalhato [4] Araté Miklos - Nem-
Elet Biztositdsi Matematika (2001) cimii egyetemi tankényvben.

A harmadik modell a Bayes elméleten alapszik. A modell [5] M. Boskov és R.J.
Verrall - Premium Rating by Geographic Area Using Spatial Models (1994) cikk
alapjan kertilt feldolgozésra. A Bayesi statisztika lehet6vé teszi szamunkra, hogy
a teriileti ismereteinket illetve feltételezéseinket beépithessiik a modellbe az tn. a
priori eloszlason keresztiil. Majd az a poszteriori eloszlés meghatarozésaval és ma-
ximalizalasaval megkaphatjuk a paramétereink becslését. Ez valamilyen értelemben

tekinthetd a méasodik modell altalanositasanak is.



2. Dijosztalyok és dijkalkulaciés modszereik

A biztositok atvallaljak a biztositottak kockazatat, illetve kockazatuknak egy
részét, biztositasi dij ellenében. A nem-élet biztositasok egyik legnagyobb részét
a gépjarmi-biztositas teszi ki. A gépjarmi-biztositasok két nagy csoportba sorol-
hatoak, amelyeket a biztositasi kockazat jellege szerint kiilonboztetjiik meg. Az
egyik a casco biztositas, amikor a kockazat az, hogy a gépjarmi tulajdonosa sajat
hibajabol kart okoz a gépjarmivében. Casco biztositas esetén az alapbiztositas a
toréskar, de kiegészithetd még elemi karokra, lopas kirra és rongalasra is. A mésik
nagy csoport a kotelezd gépjarmi-felelGsségbiztositas, ebben az esetben a kockazat a
biztositott gépjarmiivezetd méasnak okozott karat jelenti. A biztositasnak ez a fajtaja
torvényileg eldirt, minden, a forgalomban résztvevd gépjarmi esetén. A tovabbiak-
ban ebben a dolgozatban biztositas alatt mindig gépjarmi-biztositasra gondolunk,
a feltételezéseket és eredményeket ezen biztositasi teriiletre kiterjedGen fogalmaz-
zuk meg. Azonban az ismertetésre keriil6 modszerek méas biztositasi teriileteken is

alkalmazhatoak.

2.1. Biztositéi dijosztalyok és faktorok

A biztosité célja, hogy minden biztositott szaméara az atvallalt kockazatnak
megfelels dijat szabja ki. [tt természetesen a tiszta dijrol beszéliink, amely nem tar-
talmazza a biztosito jarulékos koltségeit, a vart profitjat, ugyanakkor a biztositott
esetleges kedvezményeit sem. A biztositasi matematikaban a kockazatot egy nem-
negativ valoszintdségi valtozoval irjuk le. A kockazat két legfontosabb mérdszama a
kargyakorisag és az atlagkar. A dolgozatban leginkabb a kargyakorisdg becslésével
foglalkozunk, de az eljarasok altalanossaga, sokszor az atlagkarra is kiterjed, vagy
konnyedén atfogalmazhaté. Tiszta dij alatt csupan a kockazat pénzbeli ellenértékét
értjik. A dij szamitasa soran leggyakrabban alkalmazott dijelv a wvdrhatd érték elv,

ebben az esetben a dijat A > 0 paraméter mellett az
(1+ N E(X) (2.1)

formulaval szamoljuk, ahol X > 0 jeloli a kockézatot leird valdszintiségi valtozo.
A = 0 esetén netto vdrhato érték elvrdl beszéliink.

A dijkalkulaciéban az egyik legfontosabb momentum a biztositottak kockaza-
tanak, azaz X-nek a lehets legpontosabb meghatéarozasa, leirdsa. A kockazatot a
biztositok a sajat kartapasztalatuk alapjan mérik fel, a kockézatra hatassal 1évé
faktorok beazonositasaval és a kockazatra haté6 mértékiiknek becslésével. Annak el-

lenére, hogy példaul az életkor egy folytonos valtozo, ezeket a valtozokat kategorikus



valtozoként kezeljiik, ahol a kategoéridkon beliili értékek esetén nincs szignifikins
eltérés a kockdzatra mért hatasban. Egy dimenziés faktorok kategorizalasara ter-
meészetesen léteznek statisztikai eljarasok (pl.: polinom illesztés, GLM segitségével).
Igy a faktorok dijosztalyokat alakitanak ki a kiilonbozé kategoriaik szerint. A kate-
goridk helyességét a biztositéasi piac is megkdveteli. Ugyanis, ha egy biztosité nem
differencialja megfelelGen valamely valtozo egy kategoriajat, akkor lehetGséget ad a
konkurens biztositoknak arra, hogy ezt a kategoriat pontosabban differencialva, a
kisebb kockazatu tigyfeleket atcsabitsak. Igy ugyanazon dij mellett csak a kocka-
zatosabb ligyfeleket tartja meg, akiknek az egyiittes kockdzata méar nagyobb, mint

amivel a biztosit6 a dijat szamolta.
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1. abra. Online kalkulator

A dijosztélyok dijai minden biztosito esetén publikusak, azonban azt nem tudjuk,

hogy egy biztosité menyire tekinti kockazatosnak példaul a 20 éves gépjarmiivezetGket.
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biztositok ugyanezt a dijosztalyt magasabb kockazatunak tartjak, és igy magasabb
dijat szamitanak ra. A biztositok honlapjain tobbnyire fellelheték dijkalkulatorok,

az Allianz biztosité honlapjan talalhato kalkulatort lathatjuk az 1.abran.



A biztositok jogszabaly alapjan minden év oktéber 30-an kotelesek 2 orszagos
napilapban koézzétenni a GFB tarifaikat. 2008-ban ez a Népszava és a Magyar Hirlap
volt. Egy ilyen dijtdblanak egy részletét mutatja az 1.tdbldzat, amely a 2009-es évi
dijakat tartalmazza, az OTP Garancia Biztosité Zrt. vonatkozasaban. A téblazat-
bol leolvashato, hogy az OTP biztosito, a hengertirtartalom, az életkor és a lakdhely
hatasanak tekintetében szamolja ki a dijat. Tovabba az is latszik, hogy az életkor 4
kategoriara, a hengertirtartalom pedig 5 kategoriara bomlik fel. A tabldzat nem mu-
tatja, de a lakohelyeket 4 teriileti csoportba sorolja a biztosito, iranyitészam alapjan.
Igy 80 dijosztaly keletkezik. A dijosztaly dijat, a végss dij szamitaséhoz meg kell még
szorozni a bonus-malus besorolasnak megfelels dijszorzdoval, illetve egyéb korrekcios

szorzokkal (pl.: kedvezmények).

1.teriileti csoport
Kor/cm? | 850-ig | 851-1150 | 1151-1500 | 1501-2000 | 2001-t&1
<25 96960 129600 160560 270000 340080
25-29 65760 87840 104400 162480 237120
30-34 48960 68880 80880 123120 175200
35< 43680 58080 72240 108960 130320

1. tablazat. OTP Biztosito dijtablaja (részlet)

A dijkalkuléci6é kapcsan tobb kérdés is felmeriilhet.

1. Milyen részletezettséget hasznaljunk egy bizonyos faktor esetén?
Ha kicsi a részletezettség mértéke, akkor a valodi kategoriak elmosddnak, ha

nagy akkor pedig nagyon megnd a dijosztalyaink szama.

2. Ha megvannak a kategoriak, akkor hogyan lehet hozzajuk, a valosagnak leg-

inkabb megfelels sulyokat meghatarozni?

3. Ha ismerjiik egy biztosito dijtablajat (pl.:1. tablazat), akkor abbél, hogyan
lehet meghatarozni a kategoridknak megfelel§ szorzokat?
Ez a kérdés leginkabb az tjonnan megalakul és kicsi biztositokat érdekelheti
a legjobban, hiszen semmilyen vagy kicsi kartapasztalattal rendelkeznek, ezért
célszert lenne szamukra, egy nagy biztosito kartapasztalatan alapul6 eredmény

hasznélata.

A faktorok kategoridaihoz rendelt siily becslésére tobb eljarast is kidolgoztak,
amelyeket a kovetkez§ fejezetekben réviden ismertetiink. Ezek koziil a leggyakrab-

ban hasznélt modszert, az altalanositott linearis modellt (GLM), fontossaga miatt,

8



nagyobb részletezettséggel targyaljuk. Az altalanositott linearis modellt kévetGen
targyalt modszerek, kezdeti modszerek. A gyakorlatban csak akkor hasznaljék, ha a
GLM valamilyen oknél fogva nem hasznalhato, vagy gyors kezdeti eredmény elGal-

litasa a cél, amellyel tovabb lehet 1épni.

2.2. Altalanositott linearis modell (GLM)

Az dltalanositott linedris modell, angol szakirodalomban Generalized Linear Model
(GLM), szamos teriileten alkalmazott és jol bevalt statisztikai modell. A vilagon sok
orszag biztositoi hasznéljak portfoliojuk statisztikai elemzéséhez. Kezdetben a fak-
torok hatésanak vizsgalatat kiilon-kiilon végezték el. Igy azonban nem tudtak kezelni
a korrelalo faktorokat.

Korrelalo faktorokra példa személygépjarmid esetén, a hengertirtartalom és a
gépjarmd teljesitménye kozotti osszefiiggés. A faktorokat kiilon-kiilon elemezve, arra
jutottak, hogy a nagy hengertirtartalmi és teljesitményd gépjarmiivek jelentGsen
veszélyesebbek. A két faktor korrelaltsaga miatt mindkét faktor ugyanazt a hatést

magyarazza, ha nem vigyazunk elGfordulhat, hogy ezt kétszer vessziik figyelembe.
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2. abra. A nem és kor faktorok kolesonhatésa (fiktiv példa)



Egy maésik fontos példa, amikor az egyik faktor hatésa kioltja a masik faktor
hatasat. Ilyen példaul a nem és az életkor valtozok kapcsolata. A faktorok 6nalld
vizsgalata azt mutatta, hogy a férfiak nagyjabol ugyanannyira veszélyesek, mint a
nék. Azonban kimutathato, hogy a fiatal férfiak veszélyesebbek, mint a fiatal nék
és az idGs ndk veszélyesebbek, mint az idgs férfiak. Tehat nem elegendé a nemek
faktorat kiilon elemezni, ugyanis a kor faktor ellentétes hatassal van a férfiakra és a
nékre, ezért a hatasok kioltjak egymaést. Ezt a kolcsonhatast lathatjuk a 2. abran.

Az elébbi példak mutatjak, hogy sziikség volt egy olyan moddszerre, ami képes
egyiitt is kezelni a faktorokat és megfelel6en mérni azoknak hatasat a kockazatra.
Erre alkalmasnak bizonyult az altaldnositott linearis modell. Amelyben az elsé ti-
pusu korrelaltsagot az egyik faktorok kihagyasaval oldjak meg, a méasodikat, pedig

a faktorok kombinéalasaval.

Linearis modell

Az altalanositott linearis modell megértéséhez el@szor a linearis modellt (LM)
targyaljuk. Amint azt az elnevezés is mutatja, a linearis modell az altalanositott

linearis modell specialis eseteként adddik. A linearis modell:

Y =XB+e (2.2)

alaki, ahol
e Y : a megfigyelések vektora

e [ : a modell paramétervektora

e X : a megfigyeléseket magyarazo valtozok matrixa

e ¢ : a hibatag, normalis eloszlast valoszintiségi valtozo 0 varhato értékkel és o2

szoOrassal

A megfigyelések vektorara (Y), ugy tekintiink, mint egy valoszintiségi valtozo
realizécidira, ezt Y-al jeloljiilk. A modellezés soran az alapgondolat az, hogy ez a
valoszintiségi valtozo

Y=EY)+¢ (2.3)

formaban irhato fel és a p = E(Y) el6all a magyarazo valtozok linearis kombinacio-
jakeént.

A megfigyeléseket magyarazo valtozok méatrixa (X) kategorikus valtozok estén
egy 0-1 matrix. A matrix oszlopai a faktorok kategoriait, sorai pedig, a dijosztalyokat

reprezentaljék. Az érthetéség kedvéért a méatrix felirasat bemutatjuk egy példan.
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Példa
Tegyiik fel, hogy az alabbi tablazat, valamely biztosité karszamainak megfigyeléseit

tartalmazza a gépjarmid szine és az életkor faktorok tekintetében.

Kor/Szin feketen | piros
18-30 kozotti 100 200
31-50 kozotti 400 300

50 feletti 100 600

Az életkor és a szin harom illetve ketts kategoriaja Osszesen hat dijosztélyt hataroz
meg. Ezekben a dijosztalyokban vannak a megfigyeléseink. Ekkor a modell a kdvet-

kez6képpen irhato fel:

100 10010/ ¢ - el
B
200 10001 5 €
400 010710 2 €5
= Gis | +
300 01001 5 €4
100 00110 ;1 es
600 0010 1]|L"™ €6

“ .0,

ketts pedig a szineknek megfelels rész.

A modell paraméterei (3 ), azok a paraméterek, amiket meg szeretnénk be-
csiilni. Az el6z6 példaban (33, az 50 év feletti gépjarmiivezeték hatasat méri, (oo,
pedig a piros gépjarmitvekét. Igy kiszamolhato az 50 év feletti piros gépjarmiivel
rendelkezd vezetSk kockazata varhato értékének becslése a (313 + oo formula segit-
ségével. A paraméterbecsléseket a hibatagok négyzetosszegének minimalizalaséaval
szamithatjuk ki.

Sajnos ez a modell nem mindig alkalmas a faktorok hatasanak mérésére. Egyrészt
nagyon erés megkotés szamunkra a hibatag normalitédsa. Masrészt E(Y) sem all
el6 mindig a magyarazé valtozok linearis kombinéacidjaként, de elGfordulhat, hogy
E(Y) valamely fiiggvénye mar igen. Ez ad okot az altalanositott linearis modell

bevezetésére.
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Exponencialis eloszlascsalad

Az ataldnositott linearis modell egyik lényeges momentuma az a feltételezés,
hogy a megfigyeléseink exponencialis eloszlascsaladbol szarmaznak. Ezért réviden
bemutatjuk a két-paraméteres exponencialis eloszlascsaladot és ismertetjiik néhany

fontos tulajdonsagat.

Definici6: Azt mondjuk, hogy az Y valoszintiségi valtozo exponenciélis eloszlés-

csaladbol szarmagzik, ha strtségfiiggvénye

yt — b(0)
a(9)

alaku, ahol 6 a kanonikus paraméter, § a skala paraméter, tovibba

fos(y) = expl +c(y,0)] (2.4)

a(d) : pozitiv és folytonos fiiggvény
b(0) : konvex fiiggvény
c(y,9) : fiiggetlen 6-tol.

Az a(9),b(0),c(x,0) fiiggvények alkalmas megvélasztasaval lathatjuk, hogy sok
nevezetes eloszlas az exponencialis eloszlascsalddba tartozik. Ilyen példaul a nor-
malis, a poisson és a gamma eloszlas is. A harom eloszlashoz tartozo fiiggvényeket

a 2. tdblazat tartalmazza.

- Normalis Poisson Gamma
5 5 ) )
a(d) w w W
2
b(6) . ¢’ —ln(-0)
e(y.9) | 3L+ n(ZD)) | —iny) | Lin(“L) — in(y) — In(T (%)

2. tablazat. Nevezetes eloszlasok exponencialis csaladban (w konstans)

Belathato, hogy exponencialis eloszlascsaladban a varhato értékre (6 fiiggvénye)

és a szorasnégyzetre teljesiilnek az alabbi dsszefliggések:

p(0) = v'(0) (2.5)
o =b'(0)a(d) (2.6)

Definialjuk a V' (u) fliggvényt a V (u(0)) = b”(0) 6sszefiiggéssel. Ekkor példaul V (u) =
1 normalis eloszlas estén és V() = u poisson eloszlas esetén. Ezzel a definicioval a

(2.6) Ossefiiggés felirhato
J
2
= — 2.
0" =Vip)- (2.7)
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alakban.

Példa: Az a(6) = 2, b(0) = c(y,0) = —In(y!) fliggvényvalasztasok esetén, a

"stirtiségfiiggvény" megkaphato (2 4)-bél:

foals) = expl(yt — ) — iny) = (=",

ugyanis a(§) = £ = 1, azaz valoban Poisson eloszlast kapunk.

Az altalanositott linearis modell

Az altalanositott linearis modell két ponton tér el lényegesen a linearis modell-
t6l. Itt nem azt tessziik fel, hogy a p = E(Y) varhato érték felirhaté a magyarazo
valtozok linearis kombinaciojaként, hanem azt, hogy g(u) all el a magyarazé val-
tozok lineéaris kombinacidjaként. A g fiiggvényt a modell link fiiggvényének nevezziik.
Tovabba a linearis modellben szerepld hibatag (¢ ) normalitasat is enyhitjik, itt a
hibatag eloszlasanak megvélasztasaban szabadsagunk van.

Az altalanositott liearis modell:
Y=g '(Xp)+¢e (2.8)

ahol Y = (Y1,...,Y,) és az Y; megfigyelések exponencialis csaladbol szarmaznak.

Feltettiik, hogy g(u) eléall a magyarazo valtozok linearis kombinéciojaként, azaz

i =g (X)) (2.9)

o; =V(p)—. (2.10)
Ahol

e V(z) : a variancia fiiggvény

e § : az exponenciilis eloszlascsalad skalaparamétere

e 0 : az exponencialis eloszlascsalad kanonikus paramétere

e w; : az i-edik megfigyelés stulya.
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A kargyakorisag és atlagkar bedgyazasa a modellbe:

e kargyakorisag:
Jelolje n;;, az i-edik cellaban a k-adik szerzédés karszaméat. Tegyiik fel, hogy n;
Poisson eloszlast \; paraméterrel. Tovabbé jelolje w; az i-edik cella szerz6dé-

seinek szamat. Ekkor _
Yi=—>) nu (2.11)

jeloli az i-edik cella kargyakorisdgat. Ezekkel a jelolésekkel lathato, hogy p; =

Ai s 07 = £ amibél (2.7) alapjan azonnal kovetkezik, hogy V(u;) = p; és

0=1.

o atlagkar:
Jelolje ny, az i-edik cellaban a k-adik kar mértékét. Tegyiik fel, hogy mn
Gamma eloszlast, u; varhato értékkel és u;v szorassal. Ha w; jeloli az i-edik

cella karszaméat, akkor az i-edik cella atlagkara legyen

1 <
Y, = — ka (2.12)
Yi=
Ekkor p; = u; és o? = uijQ, amibdl az el6z6hoz hasonléan adodik, hogy

V() = pu? és 6 = v2

A kargyakorisidg és atlagkar vonatkozasidban a tipikus modellparaméterezést a

3.tablazat foglalja Ossze.

- Kargyakorisag | Atlagkar
Link fiiggvény (g(z)) In(x) In(z)
Hibatag (¢) Poisson Gamma
Skalaparaméter (0) 1 )
Variancia fiiggvény (V(x)) T z?
Sualy (w) szerzédésszam | karszam

3. tablazat. Tipikus modellparaméterezés (GLM)

Az altalanositott linearis modell paraméterbecslését megkaphatjuk a Mazimum
Likelihood (ML) becsléssel. A gyakorlatban ez nem egy gyors eljaras, hiszen dim(3)
elég nagy lehet. Ennek kévetkeztében a paraméterbecsléseket iterativ iton szamitjék.
Altaldban a Newton-Raphson iteraciés technikit hasznaljak, amelyet a [8] konyv

részletekbemenden targyal. Az iteracio (k + 1)-ik 1épése:

By =B, —H's, (2.13)
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ahol
e H : alog-likelihood fiiggvény mésodik derivaltjanak métrixa
e s : a log-likelihood fiiggvény els6 derivaltjanak vektora

Az iteracié konvergenciajahoz sziikséges, hogy a kezd@értéket a keresett megoldas

kozelébdl vegyiik. Ezért a paraméterek becslését elGszor faktoronként elvégezziik és

az igy kapott vektor lesz az iteracio kezdGértéke, azaz o
A GLM a legtobb programban megtaldlhatd beépitett fliggvényként. Ilyenek
példaul az R, Splus, SAS.

2.3. Bailey és Simon moédszere

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a kockézat két kategorikus valtozoval
jellemezhets. Az els§ valtozonak k, a masodiknak, pedig [ kategoridja van. Ekkor
a két faktor, kozosen k x [ dijosztélyt hataroz meg. Az (i,7) dijosztaly esetén a

jelolések:
o Kargyakorisag vizsgalata esetén:

— 135 + a kargyakorisag

— wj; © a szerzédések szama
o Atlagkar vizsgélata esetén:

— 14+ a atlagkar

— wj; : a karszam

Két modellt kiilonboztetiink meg, az alapjan, hogy az egyes cellak varhato értéke,

milyen alakban all elé:

e multiplikataiv modell:

e additiv modell:
ahol x;,y; a modell paraméterei, ¢ =1,...,kés j=1,... 1.

A modell a diszkrét illeszkedésvizsgalat probastatisztikajat veszi alapul. Itt az
osztalyoknak a dijosztalyok felelnek meg (k x I db.), az osztalyok elemszamaénak,

pedig az r;; értékek. Ezekkel a jelolésekkel a probastatisztika
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Z wz‘j(ﬁjE—(rf)(Tij)) (2.16)

i?j

alaki és x3, , eloszlasu.

a. Multiplikativ modell:
A (2.16)-ba behelyettesitve (2.14)-et, a veszteségfiiggvény a kovetkezs alakra modo-

sul:

Wi
Q: Z 'J‘(’f’l'j—l’iyj)Q (217)
1,J
Az illeszkedésvizsgalati feladatbol adodoan, a paraméterek becslését a () veszteség-
fiiggvény minimalizalasaval kapjuk, ugyanis azon paraméterek mellett lesz a legjobb
a modell illeszkedése, amelyekre () miniméalis. A @ fiiggvénynek szamoljuk ki a
paraméterek szerinti parciélis derivaltjait. Az egyenleteket megoldva 0-ra a kivetkezs

egyenletrendszert kapjuk:

( 2

Yo

~ Y 2

x:(¥> (i=1,..k)
> Wil

J

Wi,
EE
Yi = m (J— ,~-->>

Az egyenletrendszert megoldhatjuk iteracioval. Az y;-nek megadva egy kezddértéket

NI

(2.18)

[N

\

és ezt behelyettesitve az x; képletébe egy 1j z; értéket nyeriink, ezzel elinditva az

iteraciot.

b. Additiv modell:
Az el6z6 ponthoz hasonloan (2.16)-ba behelyettesitve (2.15)-6t:

7 ; xiufyj (rig = (i 4 y))" (2.19)

Ugyanugy, mint a multiplikativ modellben, itt is () minimalizaldsabol kapjuk a

paraméterek becslését. A minimalizalast elvégezve a kivetkezs egyenletrendszer adodik:
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Z( it Zwm (i=1,..,k)

sz‘i‘yj

Z WisT z] ZWU .: ,...,Z)

:L'—l—yj

(2.20)

Ezt az egyenletrendszert a Newton—Raphson iteracios modszer segitségével old-

hatjuk meg. Az iteracio (k + 1)-ik lépése a kovetkezo:

(
wa 9;) Z%
2 — x(k) + (it=1,...,k)

Z 2 Z Wij gz] /TZ])

(2.21)
wa 9" = 2
k+1 .
i =y 2 (G=1.,0)
Z Wij ng /rU
\
ahol gz( ) = Ty
j l(k) ¥ yj(k)

2.4. Perematlag médszer

Megtartva az el6z6 pont jeldléseit, a peremétlag modszer alapgondolata, hogy a
perematlagok jo kozelitést adnak a megfelel6 marginalis eloszlas varhato értékére,

azaz

ZwijE(rij) = szjﬁj (t=1,...k)

S . (2.22)
ZwijE(rij> = Z%’jﬁj (1=1,...,0)
a. Multiplikativ modell
Tegyiik fel, hogy E(r;;) = z,;y; alaka. Ekkor (2.22) alapjan a
Zwijxiyj = Zwijrij (1=1,...,k)
' ' (2.23)

J J
Zwijxi?/j = szﬂz‘j =110

egyenletrendszer adodik. Ez egy k+1 egyenletbdl allo £+ ismeretlenes egyenletrend-
szer. Ezt megoldhatjuk iteracioval. Vegyiik észre, hogy (2.23)-ban az els6 egyenletbdl
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x;, a masodikbol pedig y; kifejezhetd. Igy atrendezéssel a kovetkezs egyenletrendsz-

ert kapjuk:

= (i=1,..,1)

D @il

i (2.24)
Y= e<—— (i=1,...1
el )

\

Az y; kezdGértékeket alkalmasan megvalasztva, iterdciéval megoldhatjuk a feladatot.

b. Additiv modell
Tegyiik fel, hogy E(r;;) = z; + y; alakia. Ekkor a

> wilwity) =Y wiry (i=1,....k)
J j
szj(% +y;) = Zwijrij (j=1,...,1)

egyenletrendszert adodik. Az els6ébdl kifejezve x;-t, a masodikbol pedig y;-t az

(2.25)

( > wii(rig — yj)
xTr; = J
> Wi
j
> wilri; — 1)
Yi = L wa (]
\ A

egyenletrendszert kapjuk, amelyet iterativ titon megoldhatunk.

(2.26)

2.5. Legkisebb négyzetek moédszere

A modellezés alapgondolata, hogy a varhato érték p = E(ry;) legkisebb négyzetes

becslése az a u, ami az
S =) wylry —p)’ (2.27)
1,J

veszteségfiiggvényt minimalizalja.
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a. Multiplikativ modell
Tegyiik fel, hogy E(r;;) = z;y; alaka. Ekkor a fenti veszteségfiiggvény

S = sz‘j(rij — z3y5)° (2.28)
(2

alakban irhato fel. A modell paramétereinek becslését az S minimalizalasaval kapjuk.

S parcialis derivaltjait kiszamitva a kovetkez6 egyenletrendszer adodik:

Zwijrijyj
xz:—j (’Lzl,. ,k)
> wil
X J (2.29)
Zwijrijxi
Y= s (j=1,...,1

\

Ezt iterativan megoldva nyerjiikk a paraméterek becslését.

b. Additiv modell
Tegyiik fel, hogy E(r;;) = z; + y; alakt. Ezt behelyettesitve az eredeti veszteség-
fiiggvénybe
S = wiiri — (z; +y;))° (2.30)
)

alaki. A paraméterek becslését S minimalizalasaval kapjuk. Az el6zGekhez hason-

l6an kiszamitva a parcialis derivaltakat a (2.26) iteracios formula adodik.

2.6. A teriileti faktor és modellezésének problémai

A teriileti faktor modellezése nem végezhetd el a fenti modszerek egyikével sem.
Ennek oka, hogy a két dimenzidban mért adatokat nem tudjuk egyszerd mod-
szerekkel csoportositani. Ez egy dimenzidoban nem nehéz feladat, ilyen példaul az
életkor faktor kategorizaldsa. Az adatok nagyon kusza, atlathatatlan képet mutat-
nak. Ebben az értelemben a feladat felfoghaté gy is, mint egy szemcsés kép ki-
tisztitasa.

Természetesen, ha a teriileti faktort, valamilyen modszerrel kategorizalni tudjuk,
akkor minden tovabbi nélkiil beépithets a GLM-be.
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A kezdeti feltételezéseink:

1. A modellezés soran feltessziik, hogy a teriileti kockazat varhato értékét egy
"sima" feliilet irja le. A megfigyeléseink hibéaval terheltek, ezért mi nem latjuk

tisztan ezt a feliiletet.

2. A feliilet simasagat arra a feltételezésiinkre alapozzuk, hogy a kozeli régiok
kockézata hasonlit egymasra és ez a hasonlosig a téavolsag valamilyen mono-
ton novs fiiggvényében csokken. Ez éppen egy lokalis simaségi tulajdonsagot

eredményez a feliileten.

3. A teriileti faktor modellezése soran a feladatunk mindig a fent emlitett feliilet
becslése. A becsiilt feliilet egy régidhoz tartozo értékét, a régié simitott értékének

nevezzuk.

A kovetkez6 pontokban harom modell keriil ismertetésre, amelyek alkalmasak

lehetnek az eredeti feliilet becslésére.
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3. Whittaker modell

A teriileti simitas egyik lehetséges megoldésa a Whittaker féle simitas. A Whit-
taker kritérium két részbdl all, az egyik a simito kritérium, a méasik az illeszkedési
kritérium. A simité kritérium minimalizaldsaval toreksziink a feliilet simaségara,
az illeszkedési kritérium minimalizélasaval, pedig arra, hogy a becsiilt feliilet minél
pontosabban illeszkedjen a megfigyelt adatokra. Erzékelhets, hogy barmely krité-
rium minimalizalasa soran a maésik kritérium értéke né. Példaul a simité kritérium
onmagéban akkor minimélis, ha a becsiilt feliilet konstans, de igy az illeszkedési
kritérium értéke nagyon megnd. A cél, hogy a két kritérium értékét egyiitt minima-

lizaljuk, ezzel kompromisszumot teremtve a feliilet simasaga és illeszkedése kozott.

Legyen adott m darab jol beazonosithato teriilet, mondjuk az iranyitészamok
alapjan. Tekintslink egy olyan p varhato értékd X valoszintiségi valtozot, amelynek

varhato értéke r darab valtozo fiiggvényeként all el, azaz

= f(u,...,u) (3.1)

Peéldaul biztositéasi teriileten, X lehet a kockazat (pl.: karszam, kargyakorisag, stb. . .),
a valtozok pedig a kiilonbozd faktorokat reprezentald valdszintiségi valtozok. Ter-
mészetesen az r értéke elére rogzitett, hiszen ez adja meg a faktoraink szamét. Az
egyszertiség és atlathatosag kedvéért r=3 esetén keriil bemutatasra a modell. A
kés6bbiekben lathatjuk, hogy ez semmilyen hatrannyal nem jar, mert a modellben
minden 1épés kdnnyedén altalanosithatd tetszéleges szamu faktor esetére.

Tehéat az X valoszintiségi valtozo varhatod értéke, r=3 valtozo fiiggvénye, amely
valtozok a faktorokat reprezentéaljak. Ekkor ezen valtozok lehetséges értékei dijoszta-

lyokat alakitanak ki. Egy ilyen osztéaly
(Wi Xij) (3.2)
ahol
e i: a teriileti faktor egy kategoriaja
e j. k: két masik, nem teriileti faktor egy-egy kategoriaja
o X, az (i,], k) osztaly kockazata

o w;;i: az (1,7, k) osztaly sulya (pl.: szerz6désszam)
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Ezek utan legyen i, = E(X; 1) és tegyiik fel, hogy
Hijk = 030, (3.3)

ahol «a; az i-edik régioban a teriileti faktor altal indukalt kockazat varhato értéke,
amit meg szeretnénk becsiilni és 3;;, a nem tertileti faktorokhoz tartozé kockazat
varhato értéke, amirdl feltessziik, hogy mar rendelkezésiinkre &ll a becslése egy masik

modellbdl.
A kovetkezd 1épésben definialjuk Y-t a kovetkezSképpen:

Xijk
> wz’jk(—ﬂj )
Gk ik

sz’jk '
ik
Ekkor E(Y;) = «a;, D*(Y;) = 0?/w;, ahol w; = Zwijk és 02 > 0 konstans. Ezzel

j.k
valojaban kisztirtiik az adatokbol a nem teriileti hatast. A feladatunk igy arra mo-

Y; = (3.4)

dosult, hogy becslést adjunk Y; varhato értékére, azaz «;-re.

A becslést a Whittaker kritérium minimalizalaséval nyerjiik, amely
F=D+1S (3.5)

alaku. D jeloli az illeszkedési kritériumot, S pedig a simité kritériumot. Az [ kon-
stanst tapasztalati uton szoktdk meghatarozni. A két kritérium vizsgalataval a ko-
vetkezd pontokban részletesen foglalkozunk. Ehhez sziikségiink lesz egy kis jelolésbeli
valtoztatashoz a tovabblépés érdekében. Jeldlje z; az i-edik régi6 egy pontjat, amit
a koordinataival adunk meg. A tovabbiakban ezt a pontot fogjuk hasznalni a régié
beazonositasara, ezért célszerd lenne ezt azon telepiilés koordinatainak valasztani,
amely szerint a régiot meghataroztuk. Ennek legf6bb oka az, hogy az adott régioban
mért adatok nagy része onnan szarmagzik. A tovabbiakban az Y;, a; jelélések helyett

az Y (x;), a(x;) jeloléseket fogjuk hasznalni.

3.1. Az illeszkedési kritérium és formalizalasa

Az illeszkedési kritérium azt hivatott mérni, hogy a becsiilt feliiletiink mennyire
illeszkedik jol a megfigyelt adatokra. Legyenck adottak xy, ..., z, (z; € R?) pontok a
sikon. Minden i-re az x; ponthoz tartozik egy valoszintiségi valtozo Y;, ami az i-edik

régié kockazatanak azon részét reprezentalja, amelyet a teriileti faktor magyaraz. A
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célunk, hogy megbecsiiljiik az «(z;) varhato értéket. Ehhez tekintsiik a kévetkezd

veszteségfiiggvényt:
D= " wlY(x;) — W(x)]. (3.6)
i=1

Ez azt jelenti, hogy ha a régiokban simitott értékeknek a W(x;)-ket (i = 1,...,n)
valasztjuk, akkor a vizsgélt tartoményon az illesztés soran vétett hibank osszértéke
éppen D. Tehét elsGdlegesen az a feladatunk, hogy a D értékét minimalizaljuk, azaz
azon W(z;) (i = 1,...,n) értékeket valasszuk, amikre a D minimalis.

A minimalizalas érdekében irjuk fel a D illeszkedési kritériumot métrixos alak-

ban. Ehhez vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

o 2; = W(x;) : az i-edik régi6 simitott értéke (ezt szeretnénk megbecsiilni, min-

den régi6 esetén)
o 2= [z,...,2)
o YV =1[V],...,Y,]: arégiok megfigyeléseinek vektora
o I' =diag(wy,...,w,) : asulyok diagonalis matrixa
Ezekkel a jelolésekkel az illeszkedési kritérium (3.6) matrixos alakja:

D= (Y —2)TT(Y - 2). (3.7)

3.2. A simito kritérium

A simit6 kritérium a feliilet simasagéaért felelGs. A megfigyelt adatok a valosig-
ban nagyon zavaros képet mutatnak, ezért sziikség van egy olyan feliilet becslésére,
amelyrsl mar megallapithato a teriileti kockazat eloszlasa és igy elvégezhets a régiok
dijosztalyokba sorolésa.

A simit6 kritérium a TPS spline interpolécios elméletbdl lett kdlesonozve, ahol

ezt a felilet energidjanak szoktak nevezni és a kovetkezé formula irja le:

S = Z [ (AT W (0))” + 2(ALW (2:))° + (AW (2:))* ], (3.8)

S(L)

ahol A]%’q a megfelel§ parcidlis derivaltakat jeloli.

A legfébb problémat szamunkra A2 W (z;) kiszamitésa jelenti. Ennek az oka
az, hogy W (z;)-re nem ismeriink olyan formulat, amely differencialhato x; két ko-
ordinétéaja szerint. Val6jaban W (x;)-re semmilyen formula nem all a rendelkezésiinkre.

Ez a probléma feloldhato.
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Legyen h el6re rogzitett természetes szam. Vegyiik az x pont h darab szomszéd-
jat, azaz a hozza legkozelebb es§ h darab pontot, jelolje ezeket vy, vy, ..., v5, x = vy.
Ezen pontokra illessziink egy qvadratikus formét, jelolje ezt Q,(.). Ekkor ez a feliilet

kozelitése a W (x) értékeknek a vy, vy, ..., vy, pontokban.

3.3. Qvadratikus forma lokalis illesztése

Legyenek adottak a vy, v, ..., v, € R? pontok a sikon. Tovabba jeldlje z; = W (v;),

(1 =1,...,h) a simitott értékeket. Ekkor a kovetkezs formula irhato fel:

ahol @ : R? — R qvadratikus forma, ¢ pedig a hiba. Ez a formula azt hivatott
reprezentélni, hogy Q)(.) qvadratikus forma, olyan feliiletet definial, ami a vy, vg, ..., vy,
pontokban a 21, 29, ..., 2, értékekhez kozeli értékeket vesz fel. Azaz a Q(.) a z; érték
becslése a v; pontban.

Egy qvadratikus format egyértelmiien meghataroznak az egyiitthatoi. Azaz, ha

q=(q1,9,-.-,qs) jeloli az egytitthatok vektorat, akkor
Qv) =q'v (3.10)
alakt, ahol v = (v}, vjv9, v3, v1,v9,1)T. Ekkor (3.9) és (3.10) alapjan a
i=qvi+e (i=1,..h) (3.11)

tobbvaltozos lineéris regresszios egyenlet adodik. Ebben az esetben létezik ismert

becslése az egyiitthatoknak, mégpedig
q= Az, (3.12)

ahol A = (XTX)1XT, 2 = (21,29, .., 2p)T &8 X = (v1,...,0n)7 (h X 6)-08 méatrix.

Ezzel (3.10) alapjan a lokalisan illesztett qvadratikus forma

Qv) = q"v, (3.13)

ahol ¢, a regresszios egylitthatok becsléseinek vektorét jeloli.

3.4. A simito kritérium formalizalasa

Az eddigiekhez hasonléan, legyen h el6re rogzitett természetes szam. Vegyiik az x

pont h darab szomszédjat, azaz a hozza legkozelebb es¢ h darab pontot, jelolje ezeket
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V1), V(2), -, U(n), T = v(1). Ezen pontokra illessziink egy qvadratikus formét, jeldlje
ezt Qz(.). Tovabba jeldlje z;) = W(vy)), (i = 1,...,h) a simitott értékeket. A Q,(.)
qvadratikus formara kapott eredmény felhasznéalasaval felirjuk a simité kritériumot
(S(x)) méatrixos alakban. Ehhez tekintsiik a (3.13)-ban felirt

Q.(v) = ¢, 0, (3.14)

qvadratikus format, ahol ¥ = (vZ, v1vy, V2, v1, v2, 1)1, és v = (v, v5). Ekkor az egyiit-
thatok becslése
(e = Ayzg, (3.15)

ahol 2z, = (Z(l),Z(Q), ...,Z(h))T, A, = (XTX)_lXT és X = (1_)1, ... ,@h)T (h X 6)—08
métrix. Ekkor az A, = (XTX)7'XT egy (6 x h)-as matrix.
A tovabbiakban tekintsiik a simitott értékek teljes

z =21, 22y 0oy 2] (3.16)
vektorat. Az eddigi jelolések szerint, z, = [z1), 22), -, 2()]" & 2 = [21, 22, oo Zn)
részvektora, amelyet a v(y), v(2), ..., v(n) pontoknak megfelels régiok jelolnek ki z-bdl.
Azaz, ha a vy, v(), ..., U(n) pontoknak megfelelS régiokat rendre xy, , x4,, ..., Tk, jeloli,

ahol {ki, ko, ..., kn} az {1,2,...,n} valamely h elemi részhalmaza, akkor
_ T
Zy = [Zhys Zhys oer Zhy |- (3.17)

Tovabba tekintsiik, azt a B, (6 x n)-es matrixot, amelynek a {ki, ks,...,k,} C
{1,2,...,n} oszlopain kiviil minden oszlopa 0, és a k;-edik oszlopa megegyezik az

A, matrix j-edik oszlopaval (j = 1,...,h). Azaz, ha

a1 a2 ... Qip
G217 Q22 ... A2p
Ax _ a3y agy ... Qsp
g1 Q4o ... Qqp
as1 Gs2 ... QAsp
g1 Qg2 ... Qgp

akkor ebbdl
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[0 0 a O 0 app O 0 aip 0]
0 0 ay O 0 ayp O 0 aop, 0
0 0 a3 O 0 a3y O 0 asy, 0
By=10 0 ay O 0 agp O 0 an 0
0 0 as; O 0 asy O 0 asp, 0
0 0 agm O 0 agp O 0 &6}:/ 0
L k1 k2 kn i
(6 x n)-es matrix. Ekkor (3.15) felirhato
4z = Byz (3.18)

alakban.
AIQNJW(m)—et kozelitsiik Q. (.) qvadratikus forma megfelels parcialis derivaltjaival.

A
Q.(v) = ¢10 = v} 4 Gu1vy + g3V2 + qav1 + gsva + gs (3.19)

felirasbol egybdl kiszamolhatoak a megfelel6 parcialis derivaltak:
o A%IQJJ(U) =2q
o AfQu(v) =g

o A%Q:(v) =25
A tovabbiakban jeldlje d = [2q1, q2, 2q3]T a parcialis derivaltak vektorat és D, (3xn)-
es matrix, azt a matrixot, amelyet Ggy kapunk meg a B, matrixbol, hogy elhagyjuk
az utolso 3 sorat. Tovabba legyen G = diag(1/2,1,1/2) matrix. Ekkor (3.18) alapjan
érvényes a

Gd, = D,z (3.20)
formula, melynek segitségével lokalisan felirhaté a simito kritérium
S(z) =dGTCGd, = 2" DTCD,» (3.21)

alakban, ahol C' = diag(1,2,1) diagonalis matrix.
Ezt minden z; (i = 1, ..., n) pontra elvégezve és behelyettesitve a (3.8) formulaba,

amely megadja a simito kritérium globalis értékét a vizsgalt tartomanyon,

S=2"[> DICD,]z (3.22)

i=1

J/

~
M

alakot kapjuk.
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3.5. A Whittaker kritérium és minimalizalasa
A Whittaker kritériumot (3.5)
F=D+1S

két nagy Osszetevs hatarozza meg, D az illeszkedési kritérium és S a simasagi krité-
rium. Mindkét kritérium matrixos alakjat megadtuk az el6z6 pontokban. Igy (3.22)

és (3.7) alapjan a Whittaker kritérium méatrixos alakja
F=( -2 —2)+1z"' Mz (3.23)

F minimalizalasat elvégezve z-ben, megkapjuk a z; = W(x;) simitott értékeket
az egyes régiokra. A minimalizdlasahoz azonban sziikségiink van ra, hogy tudjunk
métrix szerint derivalni. Ezen a ponton kitériink a métrixok szerinti derivélasra, de

csupan amennyire ezt a jelenlegi feladatunk megkdveteli.

Definici6: Legyen A egy (n x p)-es matrix, és f : R™*? — R szameértéki fiiggvény.
Ekkor legyen definici6 szerint

I1(4) _ 05(4),

(3.24)

(n X p)-es méatrix.

A minimalizalasi feladatunkhoz a matrix szerinti derivalas két alapvetd tulajdon-

sagat fogjuk hasznalni:

T
1. %:a ahol a,c € R"

T
2. %a fa =2Ca  ahola e R" C € R™"

Allitas: A (3.23)-ben megadott F' Whittaker kritérium minimumhelye
z= (I, +I0'M)Y. (3.25)

Bizonyitas:
Tekintsiik tehat a Whittaker kritérium
F= -2 Y —2)+12"Mz
maétrixos alakjat. Ha ezt szorzatra bontjuk, akkor az
F=YTTY + 2Tz - YTz — 2"TY + 12" M=z
formula adodik, ezt kell derivalnunk z szerint. A méatrix szerinti derivélas, emlitett
két tulajdonsagat hasznéljuk.
Ekkor
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%{Z — T2 —TY —TY 4 2IM=
['z—TY+IMz=0

(D + M)z =TY

(I, +I0'M)z =Y

2= (I, + D' M)~y

adodik a minimalizalads eredményeként.

A modell explicit eredményt ad a régiok simitott értékeire. El6fordulhat, hogy a
kapott eredmény még nem megfelels a tertileti faktor kategéridinak meghatéarozéasara.
Ekkor a modell Gjraillesztésével finomithatjuk az eredményt, ha azokat a szomszédos

régiokat Osszevonjuk, amikre a z értéke nagyon kozeli.

3.6. A Whittaker modell tesztelése

A Whittaker modellt két tesztfeladaton vizsgaljuk. Az egyik egy domb (sima
ill. szort) a masik pedig egy lépcsd, ami véletlen szamokkal van megszorva. Az elss
tesztfeliilet a 3. 4bran lathato. Ennek simitasat a 4. Abra mutatja. Megallapithatjuk,
hogy a simitas nem valtoztatta meg jelentGsen az eredeti feliiletiinket.

Az eredeti tesztfeliilet szort allapota lathato a 5. abran. A simitott feliilet (6.
abra) mutatja, hogy a modell bizonyos mértékig érzékeny a koordinatakra, ugyanis
a kicsi koordinataju tartomanyban jelentGsebb simitést tapasztalunk. Ennek egyik
oka lehet a qvadratikus forma lokalis illesztésének hasznalatabol fakado hiba. Ennek
ellenére az eredeti feliilet alakja jol kivehet&en kirajzolodik és az adatok szorédsa is
csokken, még a nagyobb koordinataju tartoményban is.

A masodik tesztfeliilet egy szort 1épess (7. dbra), amelyet a torésvonal detek-
talasa miatt valasztottunk. A simitott feliilet (8. abra) az el6z6hoz hasonloan azt
mutatja, hogy a kisebb koordinataji tartoményban erdsebb a simitas mértéke. A
simitas azonban a lokalis hibaktol eltekintve megtalélja a torésvonalat és tisztitja a

képet is .
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3. abra. Whittaker: eredeti feliilet

4. abra. Whittaker: eredeti felillet simitasa
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5. 4bra. Whittaker: elsg tesztleliilet
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6. abra. Whittaker: elsg tesztfeliilet simitasa
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7. 4bra. Whittaker: masodik tesztfeliilet
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8. 4bra. Whittaker: masodik tesztfeliilet simitasa
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4. Credibility modell

4.1. Credibility becslések

A biztositasi matematika egyik fontos kérdése, hogy a biztosité mennyire téa-
maszkodjon sajat kartapasztalatara és mennyire az altalanos informaciora. Ez a
problémakor nagyon sok teriiletet felolel. Ennek egyik iskolapéldaja, hogy az tijonnan
piacra 1épé biztositod, mennyire vegye figyelembe sajat kartapasztalatat és mennyire
azokat, amikhez mas biztositoktol fér hozza. Akkor is ezzel a probléméval allunk
szemben, ha dijosztalyok kockézatat szeretnénk becsiilni és valamelyik dijosztalyban
kevés szerz6dés all rendelkezésiinkre. Ekkor az a kérdés, hogy a tobbi dijosztaly kar-
tapasztalatat mekkora sillyal szamitsuk be. Hasonl6 problémak feloldasara nytujthat

lehetGséget a credibility elmélet, aminek kezdeti forméja

T =2zM+(1-2)M, (4.1)
alaki, ahol
e T : a credibility becslés
e 2 : a Bithlmann faktor, 0 < z <1
e M : a sajat tapasztalatokon alapuld becslés
e M, : kiils6 informacidkon alapul6 becslés.

A nehézséget a Biihlmann faktor meghatarozasa jelenti, amely arra ad valaszt, hogy
mennyire kell figyelembe venni a sajat tapasztalatot és mennyire a kiils6 informaciot.

A credibility elmélet a Bayesi hozzaallast veszi alapul. Tegyiik fel, hogy X va-
loszintiségi valtozo az F = {Fy : 0§ € ©} (O a paramétertér) eloszlascsaladbol
szarmazik. Jelolje X1, Xo, ..., X, a fiiggetlen, azonos eloszlast mintat. A klasszikus
becsléselmélethez hasonldan itt is az a feladatunk, hogy a minta alapjan becslést
adjunk az eloszlas paraméterére, azaz f-ra, vagy annak egy fliggvényére g(f)-ra. A
Bayesi hozzaallasban a 6 paramétert is valoszintségi valtozonak tekintjiik. A Bayesi

statisztika alapvetd fogalmai és jelolései:
e a priori eloszlas (Q): 6 eloszlasa, a strtségfiiggvényt g-val jeloljiik
o (P): az X |0 =t eloszléasa, a striiségfliggvényt fi-vel jeloljik
e prediktiv eloszlas (P): X feltétel nélkiili eloszlasa, a stirtségfiiggvényt f-el

jeloljiik
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e a poszteriori eloszlas (Q.): 0| X = x eloszlasa, a strtségfiiggvényt g¢,-el

jelljiik

A fenti sriségfiiggvények nem feltétleniil léteznek. Ha léteznek, akkor felirhato a

Bayes formula, amely
q:(t) = —F—~—= (4.2)

alaki.
Legyen w : © x R¥ — R tetszdleges veszteségfiiggvény, ekkor g(#) Bayes becslése

az a T statisztika, ami minimalizalja az Rr(Q) = Elw(T, g(0))] a priori rizikdt, azaz

Rg(e)(@) = mTin RT(Q) (4~3)

Ez azt jelenti, hogy ¢(6) Bayes becslése minimalizélja az atlagos veszteséget. Ismert,
hogy négyzetes veszteségfiiggvény esetén a g(f) Bayes becslése, megegyezik az a

poszteriori eloszlds varhato értékével, azaz
g(0) = E(g(0)| X1, Xo, ..., X,). (4.4)

A tovabbiakban ezt nevezziik credibility becslésnek. A becsléshez meg kell hataroz-
nunk az a poszteriori eloszlast, azonban ez sokszor nem egyszerii feladat. FEzért a
megfigyelések linearis kombinécioi kozott keressiik g(6) credibility becslését, amire

teljesiil, hogy

Ry(0)(Q) = ming Ry (Q)

ahol a minimumot olyan 7' statisztikdkra keressiik, amelyek
T = Co + Z C;,; (45)
i=1

alakuak. Ezt nevezziik ¢() lineéris credibility becslésének. A legtobb esetben minket
p(0) = E(X|0) becslése érdekel, az ilyen jellegii becslésekkel a Bithlmann modellek
foglalkoznak. A konnyebb érthetéség kedvéért elGszor a klasszikus Bithlmann mo-

dellt targyaljuk, majd ratériink a Bithlmann-Straub modellre és alkalmazéasara.

4.2. Klasszikus Biihlmann modell

Tegyiik fel, hogy n kiilénb6z6 biztositasi moédozatbol szarmazd megfigyeléseink

vannak h éven keresztiil. Jelolje a j-edik modozat megfigyeléseit

X=X ... X)) (G=1,....n) (4.6)

—J
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Tegyiik fel tovabba, hogy az i-edik moédozat kockazatéat szeretnénk felmérni, de nem
all rendelkezésiinkre elegendd adat, hogy ezt megtehessiik. Ezért valamilyen médon
fel szeretnénk hasznalni a tébbi modozat kartapasztalatat is. A feladat elvégzéséhez

elGszor vezessiink be néhény jelolést:

e 0;: a j-edik modozat rizikoparamétere, amely nem mas, mint a megfigyelések

eloszlasdnak paramétere (feltessziik, hogy ez modozatonként kiilonbozs)

o 11(0;) = E(X;1|0,) : valoszintiségi valtozo, a paraméteriink egy fliggvénye, amire

becslést szeretnénk adni
o 02(0;) = D*(X;4]0;) : a j-edik modozat kockézaténak feltételes szérasnégyzete

o m = E(X;;) = E(1(0;)) : a kozos varhato érték az osszes modozat karadata

alapjén, ha ez nem ismert, akkor helyette az 6 becslését
My = — ) (4.7)
— €T .
O hh m It

atlagot hasznéljuk

e a = D?*(u(6;)) : a modozatokhoz tartozo kockazat varhato értékének szoras-
négyzete, a j-edik moédozatban a kockézat varhatd értéke szorasnégyzetének

altalanos értéke, amelynek becslése

a= 1 Z(m —my)?, (4.8)

n
k
ahol my, jeloli a k-adik modozat kockazata varhato értékének becslését a sajat

kartapasztalata alapjan

e s = E(0%(0;)) : a moédozatokhoz tartoz6 kockazat szérasnégyzetének varhato

értéke, a j-edik modozatban a kockazat szorasnégyzete varhato értékének al-

talanos értéke, amelynek becslése
=2 (19)
s = ' o .
j
ahol 012- jeloli a j-edik moédozat kockazata szorasnégyzetének becslését a sajat
kartapasztalata alapjan

p(0;) linearis credibility becslése soran két esetet kiilonboztetiink meg az alapjan,
hogy a kozos varhato érték ismert, vagy pedig meg lett becsiilve. Azonban mindkét

esetben két feltételezéssel kell élni:
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1. (B1):
E(Xpl0; =y) =ply) Vi tre
cov(X;|0; =y) = o*(y)In  Vjre

2. (B2):

(X4,...,X,) fiiggetlenek és azonos eloszlasuak.
A (B1), (B2) feltételek teljesiilése esetén, ha a kézos varhato érték (m) ismert, akkor

n h
1(0;) linearis credibility becslése, amennyiben a becslést a T' = ¢o + Z Z CriTrl

k=1 1=1
alaku fiiggvények kozott keressiik
1
[i(6;) = ZE; Ty + (1 — 2)m, (4.10)
ahol a Biihlmann faktort a z = 24— formula adja meg.
s° + na

A maésodik esetben, azaz ha m nem ismert, akkor p(6;) linearis credibility becslése,

n h
az E(Z Z i Xr|0) = 1(0) feltétel mellett

k=1 I=1
1
t=1
n h
ahol a becslést a T = Z Z crxry alaka fliggvények kozott kerestiik.

k=1 I=1
Az allitasok bizonyitasai a [4] konyv 92-95 oldalain olvashatok.

Példa:
A 4. tablazat 3 biztositasi médozat kirszamait tartalmazza 5 évre visszamendleg és

az els6 modozat karszamara szeretnénk lineéris credibility becslést adni.

Ev/Moédozat | 1.médozat | 2.médozat | 3.médozat
2005 110 75 68
2004 85 81 86
2003 117 98 86
2002 98 97 73
2001 85 83 83

4. tabladzat. Példa kirszam adatokra

Jelolje 0y, 05, 05 modozatok rizikoparamétereit. A feladatunk p(6;) linearis cre-

dibility becslésének megadasa.
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Tegyiik fel, hogy a modozatok megfigyelései Poisson();) eloszlasuak i = 1,2,3,
igy (1) = A\ a becsiilendd paraméter. Ekkor a kozos varhato érték becslése, az
Osszes karszam atlaga My = 88,33. A karszamok atlaga modozatonként: m; = 99,
mo = 86,8, m3 =79, 2. Ez a Poisson eloszlas miatt megegyezik a médozatok tapasz-
talati szorasaval, azaz o? = 99, 02 = 86,8, 02 = 79,2. Igy

a=%3"(My—m;)* = 66,51

J

1 2
=35> 05 =883
J

Ezekkel mar megadhato a Bithlmann faktor értéke:

és

__3a _
2_32+3a 0,69

Ekkor a paraméter credibility becslése:
Ap = 0,69 %99 + 0, 31 % 88,33 = 95, 69,

amely jelentés eltérést mutat a modozat sajat kartapasztalatan alapuld becsléséhez

képest.

4.3. Bihlmann-Straub modell teriileti faktorokra

A Biihlmann-Straub modell alkalmazasi teriilete megegyezik a klasszikus modell
alkalmazasaval. A biztositasi matematika teriiletén sokszor keriilhetiink szembe az-
zal a probléméval, hogy az egyes megfigyelésekhez kiilonbo6z6 stlyok tartoznak. Ilyen
példaul a kargyakorisag vizsgalata soran az, hogy a megfigyelésiink hany szerzédés-
bél szarmazik, illetve atlagkar esetén a karok szama is egy ilyen silyt rendel a meg-
figyelésekhez. Ezeket a sulyokat a klasszikus Biihlmann modell nem tudta kezelni,
de a Biihlmann-Straub modell ezeket is figyelembe veszi. Ezzel parhuzamosan a

(B1),(B2) feltételek értelemszert modositasara van sziikség:

e (BS1):

E(Xplo; =y) = nly) Vi tre

cov( X, X110, = y) = Jw—gky)ékl Vi, k,l-re
e (BS2):

(X,,...,X,) fuggetlenek és 6, ..., 60, azonos eloszlasuak.

)y LAp

A (BS1) feltételben wyy, jeloli az j-edik modozat k-adik évi megfigyelésének sulyat.
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Ez a modell nem eredeti formajaban keriil ismertetésre, hanem az eredeti fela-
datunk, azaz a teriileti simitas témakorén keresztiil, de semmi olyan valtoztatast
nem hajtunk végre, amelyt6l a modell alkalmazhatésaga romlana.

A modellezés soran modozatok helyett régiok megfigyelései allnak a rendel-
kezésiinkre. A térstatisztika alapvetd feltevése, hogy a kozeli régiok kockazata, a
tavolsag valamilyen fliggvényében hasonlit egymasra. Ezzel a feltevéssel a (BS1) és
(BS2) feltélek teljesiilését garantaljuk, abban az értelemben, hogy az i-edik telepiilés
kockazatanak felmérése soran az ¢ "szomszédainak" kartapasztalatat tekintjiik az al-
talanos informacié forrasanak.

Nevezziink szomszédosnak két telepiilést, ha kozelebb vannak egyméshoz, mint
r km. A tavolsig ebben a szituacidbban nagyon érzékeny pontja lehet a modell-
nek. Nem célszerd légvonalban mért tavolsagot hasznalni, hiszen el6fordulhatnak
olyan természeti akadalyok (pl.: folyo, hegy), amelyek a tényleges utat jelentGsen
megnovelik. Ez indokolja, hogy tthélézaton alapulé tavolsag lenne optimalis. Az r
meghatarozasa illetve becslése statisztikai modszerek felhasznalasaval végezhetd el,
ezt egy adatspecifikus paraméternek tekintjiik. Intuitiv meggondolasok alapjan a
valosagban értéke 20-30 km kozé tehets. A modellt egyetlen telepiilés kockézatanak
felmérésére fogjuk bemutatni, ugyanis minden telepiilés esetén ugyanaz a modszer,

attol eltekintve, hogy a szomszédok szédma telepiilésenként valtozik.

A Biihlmann-Straub modell alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy adott n régio, amelynek h évi megfigyelése all a rendelkezé-
siinkre. Az i-edik régio kockazatat szeretnénk felmérni, feltéve, hogy a tobbi n-1 régi6
az i-edik régio szomszédja. Az el6z6 pont jeloléseinek megtartasa mellett vezessiik

be a kovetkezs jeloléseket:

o wj;: az j-edik régio t-edik évi megfigyelésének stulya

h
° w; = Zwﬁ: az j-edik régio Osszsilya
t=1
. j_ﬁ az j-edik régié Bithlmann faktora

n
e = E Zj
j=1

w .
o M; = Z —]txjt: az j-edik régio kockizatanak becslése a sajat kiartapasztalata
t=1 "J
alapjan
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n
Z .
o My= Z =L M;: a kockéazat varhato értékének altalanos értéke az dsszes régio
z
j=1
kartapasztalata alapjan

Ekkor p(6;) linearis credibility becslése:

feltéve, hogy a (BS1), (BS2) feltételek érvényesek.

A modell javitasi lehetGségei

A modell két intuitiv feltevésiinknek nem tesz eleget. Az egyik, hogy korlato-
zott évre visszamenGleg hasznalhatjuk a megfigyeléseinket, hiszen az évek soréan
sok kiils6 tényezé megvaltoztathatja a kockazati viszonyokat. Példaul egy autopalya
megépitése jelentGs mértékben csokkents hatassal van a kockazatra. Ez indokolja,
hogy az id§ fiiggvényében a korabbi évek megfigyeléseit egyre kisebb sullyal szeret-
nénk figyelembe venni.

A masik feltételezett jelenség, amit nem tartalmaz a modell, hogy egy régio
szomszédainak kockazatai nem egyformén hasonlitanak a célteriilet kockazatara. A
feltételezések szerint a hasonlésag a tavolsag fliggvényében csokken.

Az els6 probléma egy lehetséges megoldéasa lehet, ha az wj; silyokat onkénye-
sen megvaltoztatjuk. A valtoztatashoz az id6 fiiggvényében egy gyorsan lecsengd

fiiggvényt célszerd vélasztani. Egy lehetséges valasztas lehet a
flwg) = e %y, (4.13)

1j sulyok vélasztasa, ahol k jeloli, hogy az adott stly hany évvel korabbi megfi-
h

gyeléshez tartozik és a > 0 paraméter. Jelolje w; = Z f(wjt) az Gj sulyok Osszegét.
Az w;; stulyok helyett mindenhol az f(w;;) sﬁlyokattilasznélva elérhetd, hogy a ko-
rabbi évek megfigyeléseit bizonytalanabbnak tekintsiik. Igy a régebbi megfigyelések
kisebb sillyal keriilnek beszdmitésra, hiszen a Biihlmann faktor meghatéarozasa soran
a megfigyelések bizonytalansidga jelentds szerepet jatszik

A masodik probléma is hasonléan oldhatoé meg, de ebben az esetben a régiokhoz
tartozo Biihlmann faktorokat modositjuk. A modositast a méar meghatarozott Biihl-
mann faktorokon hajtjuk végre, igy a modell alkalmazhatdsaga nem sériilhet. Egy

lehetséges valasztas lehet a modositasra a
g(z;) = e Vimz, (4.14)
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ahol d;,, jeloli az i-edik és m-edik régio tavolsagat. Ennek megfelelGen jelolje
z = Z g(z;) a Bithlmann faktorok Osszegét. Ertelemszertien ekkor az i-edik régio

j=1
kockézatanak linearis credibility becslésében 1évs silyt valtozatlanul hagyjuk. A

stlyok megvaltoztatasaval csupan az altalanos informécio (M) Osszetétele és értéke
valtozik.

Ekkor az i-edik régio kockazatanak linearis credibility becslése
fu(0;) = ziM; + (1 — z;) Mo, (4.15)
ahol
o f(w;): az j-edik régio6 t-edik évi megfigyeléséhez tartozo suly

e 2; : az uj sulyokkal szamolt Biihlmann faktor

w

h
t=1 J

.MO

Z Q(Zj)Mj
=

4.4. A Buhlmann-Straub modell tesztelése

A modell képi tesztelését két generélt feliileten végezziik el. Az els6 tesztfeladat
egy domb. Ezt eredeti és szort formaban is simitjuk. A masodik tesztfeladat egy
szort 1épesd. Az eredeti feliiletet lathatjuk a 9. abréan. A tesztelés ezen része arra
iranyul, hogy a modell mennyire rontja el a méar sima feliiletiinket. A 10. abrén
lathato a simitas eredménye. A modell egy kicsit 6sszenyomta a feliiletet, de nem
jelentds mértékben.

Az els6 tesztfeliiletet véletlen generalt szamokkal megszortuk, ez lathato a 11.
abréan. Itt f6ként az eredeti feliilet alakjanak visszanyerése a cél. A simitott adatokat
mutatja a 12. abra. Lathatéan a szoérast egészen jol kivette az adatokbol és kiraj-
zolodik az eredeti feliilet alakja is.

A masodik tesztfeliilet egy lépcsS, amelyet mar kezdetben megszortunk véletlen
szamokkal (13. abra). A kérdés, hogy a modell képes-e detektalni a torésvonalat.
A simitott felilleten (14. abra) érzékelhetSen kirajzolodik a torésvonal és az adatok

szorasa is kisebb lett.
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9. abra. Credibility: eredeti feliilet

10. abra. Credibility: eredeti feliilet simitasa
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11. abra. Credibility: els¢ tesztfeliilet

12. abra. Credibility: elsd tesztfeliilet simitasa
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13. abra. Credibility: masodik tesztfeliilet
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14. abra. Credibility: masodik tesztfeliilet simitasa
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5. Bayes modell

A modellezés soran a Bayesi statisztikat hivjuk segitségiil. A credibility elmélet
sordan mar kaptunk egy kis izelit6t a Bayesi hozzaallasbol. Ez a modell tekinthetd a

credibility modell altalanositasanak is.

5.1. A modell bevezetése

Tegyiik fel, hogy adott n darab régio (iranyitoszamok alapjan), amelyeket dijoszté-
lyokba szeretnénk sorolni. Jelolje X; azt a valoszintiségi valtozot, amely az i-edik
régio kockazatat reprezentalja és Y; pedig az i-edik régioban meért karadatot (pl:
karok szamat). Tovabba jeldlje 0; az i-edik régi6 "szomszédainak" kockazatat, ez egy
valészintiségi vektorvéaltozo, amely dimenziojat a szomszédok szama adja meg. A
szomszédsag itt jelentheti a tényleges szomszédokat, azaz akiknek van kozos hatéaruk,
illetve egy régié szomszédainak tekinthetjiik az Osszes olyan régiot, amely példaul
nincs tavolabb, mint 10 km. A Bayes becslések elméletébe bedgyazva ez azt jelenti,
hogy az X = (X1, ..., X,,) paraméterekre szeretnénk becslést adni az Y = (Y7, ..., Y})
minta alapjan. A modellben a kezdeti feltételezésiink az, hogy X; eloszlasa csak a
szomszédos régiok kockazatatol fiigg. Ezért az i-edik régié kockazaténak feltételes
strtségfiiggvénye

Gi(Ti|xy, ooy T, Ty ey T) (5.1)

a kovetkezd alakra egyszertisodik:
gi(;]01) (5.2)

A kovetkezd 1épésben tekintsiik a likelihood fiiggvényt:

n

fyle) =TT fwilz) (5.3)

i=1
Jelen helyzetben nem kévetiink el hibat, ha a fenti médon a likelihood fiiggvényt
szorzatra bontjuk, hiszen feltehetjiik, hogy az i-edik mintaelem eloszlasa csak az
i~edik régi6 kockazatatol fiigg. Ezutan mar fel tudjuk irni az a poszteriori strtiség-

fiiggvényt, amely Bayes tétele a alapjan a kovetkezé alaki:

9(zly) = fylz)g(z) (5.4)

Az X Bayes becslése az a becslés, amely maximalizalja az a poszteriori strtiséget.
Itt a legnehezebb feladat természetesen az a poszteriori eloszlas meghatarozasa. Vizs-
galjuk meg az egyenlet jobb oldalat. Tudjuk, hogy a Bayes becslések, abban kiilon-

boznek a hagyomanyos becsléselmélettsl, hogy itt a paramétereket is valdszintiségi
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valtozoknak tekintjiik és ezeknek megadjuk az eloszlasukat is, amelyet a priori elosz-
lasnak neveziink. Most tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre allnak a g;(z;|07) feltéte-
les a priori stirtiségfiiggvények. Ez sajnos nem azt jelenti, hogy ismerjiikk vagy meg
tudjuk hatarozni a feltétel nélkiili a priori eloszlast. Ugyanis ha ez (g(x)) a rendel-
kezésiinkre allna, akkor meg tudnank hatarozni az a poszteriori strtiséget, aminek
a maximalizaldsaval adodna a kivant becslés.

Ehelyett arra fogjuk hasznalni ezeket a feltételes a priori stirtiségeket, hogy
mintat nyerjiink az a poszteriori eloszlasbol. A mintavételt sajnos nem mindig tudjuk
analitikus tuton elvégezni. Ez a probléma itt is jelentkezni fog, ezért sziikségiink lesz
egy jO mintavételezési eljardsra. Erre a célra a Gibbs modszert fogjuk hasznélni.
Ez az eljaras a Markov lanc Monte Carlo (MCMC) modszerek egyik alkalmazésa.
Ugy general mintat egy tetszéleges f stirtiségfiiggvényti eloszlasbol, hogy algorit-
mikusan egy Markov lancot konstruél, amelynek létezik stacionarius eloszlasa és ez
éppen f lesz. Megfelel6en nagy mintaelemszam utan pedig egyszeriien a tapasztalati
stirtiségfiiggvénnyel helyettesitve az a poszteriori stirtiségfiiggvényt, annak maxima-

lizalasaval kapjuk a kivant becslést.

Foglaljuk tehéat 0ssze a modell f6bb pontjait:

e adott n régio (irdnyitészam alapjan)
X;: az i-edik régi6 kockazatat reprezentélja (valoszintiségi valtozo)
Y;: az i-edik régiobol szarmazo6 minta

d;: az i-edik régio szomszédainak kockazatat reprezentalod vektor (valoszintségi

valtozo)
X =(Xy,....X,)
Y=M,..Y)

e tegyiik, fel hogy ismerjiik a g;(z;]67) feltételes a priori strtiségeket

o felirjuk az a poszteriori stirtiségfiiggvényt Bayes tételebdl: g(z|y) = f(ylz)g(z),
ahol f(y|z) a likelihood fliggvény

és g(x) az a priori eloszlas
e a Gibbs modszer segitségével mintat generalunk az a poszteriori eloszlasbol
e clég nagy szami minta esetén a tapasztalati eloszlassal dolgozunk tovabb

e a Bayes becslés az a becslés, amely maximalizalja az a poszteriori stirtiséget,

igy a kivant becsléslink az az x lesz, amire a tapasztalati eloszlas maximalis
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5.2. A Gibbs modszer

A Markov Lanc Monte Carlo (MCMC) modszer széleskort alkalmazési tertilettel
rendelkezik. Mintavételezésre is ezen modszerek egyikét fogjuk hasznalni, amelyet az
angol szakirodalom "Gibbs sampler" néven targyal. Az eljaras alapgondolat az, hogy
konstrualunk egy olyan Markov-lancot, amelynek stacionarius eloszlasa (h), azaz ép-
pen a kivant eloszlas, amibdl mintéat szeretnénk venni. A Markov-lancot elinditva egy
id6 utéan beall egy egyenstlyi allapotba. Ezek utan az egyes mintaelemek legyenek

az aktuéalis allapotok, amibe a Markov-lanc 1ép.

Tegyiik fel, hogy h(z1, ..., x,) tobbdimenzios stirtiségfiiggvénybsl szeretnénk min-
tat venni és ismerjiik a h(x;|z1, ..., 2 1, i1, - . ., x,) feltételes striségeket Vi-re.

Ekkor az algoritmus a kdvetkezs:

1. Adjuk meg a h fliggvény tartojanak egy pontjat, mint kiindulasi pontot. Jel6lje

ezt 2@ = (20, ... 2?).

2. Amennyiben z¥)-t mar meghataroztuk, akkor ¥t koordinatai legyenek:

o a:gkﬂ) = h(q:gk)\xgk), . ,:1:7(1]6))

o oy = h(@ai a0, )

[ ]

YRR N L)
° .Tnk+1) _ h(xgﬁ)|CC(1k?-‘r1)7 o 7x£Lk_—&-11))

Belathato, hogy az igy kapott mintaelemek egy Markov-lancon valé bolyongas-
nak felelnek meg és az igy konstrualt Markov-lancnak létezik stacionarius eloszlasa,
ami éppen h. A kapott mintaelemek els6 néhany (kb.:1000) elemét eldobjuk, mert
a tapasztalatok szerint bonyolultabb h esetén is ennyi id§ alatt beall az egyensiilyi
allapot. Az erre vonatkozo szakirodalom ezt az id6t "beégetési id6"-nek nevezi. Mas-
részrél sziikkség van még a minta ritkitdsara is. Ennek az oka, hogy a mintaelemek egy
Markov-lanc 1épéseinek felelnek meg, ezért nem mondhatjuk, hogy az egymast kovets
elemek korreldlatlanok. Ezek a problémék a kovetkezd pontban keriilnek szemlél-

tetésre.

A Gibbs modszer vizsgdlata eqy példdn keresztiil

Az algoritmust egy példan keresztiil szemléltetjiik. Ezen vizsgalatot és a hozzé
tartozo abrakat az R program hasznélataval valositjuk meg. A Gibbs modszer meg-
talalhaté a program beépitett fiiggvényei kozott, mégpedig "gibbs.met" néven.

Ezen elemzés soran is ezt fogjuk hasznalni.
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Legyen X = (Xj, X3) kétdimenziés normaélis eloszlasu valoszintségi valtozo (0, 5)

1 01
M:
(0.1 1 )

Ekkor X stirtségfiiggvénye felirhato

varhato értékkel és

h(x) = %det(M)_l/zexp(%(x —m)ITM~(z —m))

alakban. Ezen strtségfliiggvényt eloszlasbol szeretnénk mintat generalni. Nézziik

meg az algoritmus altal definialt bolyongas lépéseit a 15. abran.

A Markov-lanc lépései (n=100)

mcmec[1:100, 2]

mcme[1:100, 1]

15. 4bra. Gibbs mintavételezés 1épései

Az abrarol leolvashato, hogy a kezdeti néhany lépés utan a Markov-lanc a (0, 5)
pont kornyezetében maradva bolyong, ami nem mas mint az eloszlasunk varhato
értéke. Ez azt jelenti, hogy azt kaptuk, amit vartunk, hiszen ott talalhato a legtobb
pont, ahol az eloszlas strtiségfiiggvénye a legnagyobb.

Most vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha noveljiik a 1épések szamét. A 16. dbra
sorozaton jol kivehet&en kirajzolodik egy kétdimenzids normalis eloszlés. Tovabbra

is a (0,5) pont koré kocentralodnak az tjonnan érkezett pontok.
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(n=100)
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mcmc[1:100, 1] mcmc[1:200, 1]

(n=300)
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16. 4bra. Gibbs mintavételezés

Most vizsgaljuk meg a minta normalitasat. A normalitas vizsgalatat kiilon-kilon
végezziik el a marginalisokra. Az alabbi dbra a "qqplot" beépitett fliggvénnyel
késziilt, amely azt hivatott szemléltetni, hogy a generalt mintank mennyire tér el a
normalis eloszlas elméleti értékeitsl. Tehat a normalitasnak az kedvez, ha az értékek
minél inkabb a f6atlo egyenesén helyezkednek el. A 17. abrarol leolvashatjuk, hogy
a mintank valéban normalis az elsé marginalis szerint. Ezen eljaras hasonl6 ered-
ményre vezetett a masodik marginélis vizsgalata soran is.

A kovetkez6 fontos tulajdonsaga a mintanak a fliggetlenség. A probléma ab-
bol adodik, hogy a mintankat egy Markov-lanc 1épései szolgaltatjak. Ezért biz-
tosan allithatjuk, hogy a szomszédos mintaelemek korrelaltak. Ennek kikiiszébolése
érdekében a mintankat ritkitani fogjuk és megnézziik ennek hatasat a korrelaciora.
A ritkitas alatt azt értjiik, hogy csak minden k-adik mintaelemet tarjuk meg. Itt az
18. dbrasorozat els§ dbraja a mintaelemek autokorrelaciojat mutatja a mintaelemek
ritkitasa el6tt. Ezen vizsgalatot is csak az X; marginalis szerint mutatjuk be, X,

szerint hasonl6 eredményeket kapunk.
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X1 normalitas ellenérzése

] e
i T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
elméleti érték
17. abra. Normalitas vizsgéalata
autokorrelacié (k=0) autokorrelacioé (k=3)
o o ]
—_ ]
L — L ]
o= o o= |
Y e T JU“ 4L o jL
o e oo g ittt
I I I I I I l I I I I I
0o 5 10 20 30 o & 10 15 20
autokorrelacié (k=6) autokorrelacié (k=10)
w w ]
= =
. m TH
2 37 ER= s |
fic--attre AT R
I AL ] o R L
=T T T | | 2T [ | [
o & 10 15 20 o & 10 15

18. 4bra. Ritkitott minta autokorrelacio fliggvénye

Az 18. abrarol leolvashato, hogy ritkitas el6tt az egyméashoz kozel es§ mintaele-

mek erdsen korrelalnak. ElsG két 1épésben k = 3 illetve k = 6 valasztassal ritkitot-
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tuk a mintankat, ami ugyan csokkentette a korrelacidt, de még mindig nem nyj-
tott kielégits eredményt. Hiszen egyes értékek nagyobbak lettek mint a tiiréshatar,
amit a kék szaggatott vonal jelez az dbrakon. A k = 10 vélasztas mar megfelelének
bizonyult. Itt minden érték a tidréshataron beliil helyezkedik el. Ekkor méar nyu-
godtan feltehetjiik, hogy az igy megritkitott mintaelemek nem korreldltak. Meg-
jegyezzik, hogy az ezzel kapcsolatos szakirodalmak tobbsége a k = 10 valasztast
mar megfelelének tarja. Ezen kiviil még sziikség van az elsé kb. 1000 mintaelem
elvetésére, ez az angol szakirodalomban "burn-in" néven taldlhaté meg. Ez éppen a
Markov-lanc azon része, amely még nincs megfelelGen kozel a stacionérius eloszlés-
hoz, mésképpen fogalmazva az az id6 ameddig a Markov-lancban beall az egyensiilyi

allapot.

5.3. A feltételes a priori eloszlas formalizalasa

A kovetkezs feladatunk az X;|0; a priori eloszlas formalizalasa. Ahhoz, hogy ezt
megtehessiik, térjink vissza egy kicsit az X; valoszintiségi valtozohoz. ElGszor is

tegyiik fel, hogy az X; harom komponens Osszegére bomlik, azaz
alaki, ahol

o t; : az i-edik régi¢ kockazatdnak azon része, ami ismert vagy valahonnan mar
megbecsiiltiik (pl.: GLM)

e u; : az i-edik régio teriileti hatasa
e v; : az i-edik régi6 hibaja

Tegytik fel, hogy az ismert faktorokat kisziirték mar az adatsorunkbdl, azaz (5.5)

a kovetkezd alakra egyszertisodik:

Tegyiik fel, hogy u;, v; fliggetlenek. Ekkor a feltételes a priori eloszlasuk forma-

lizalasat kiilon-kiilon is elvégezhetjiik.

v; a priori eloszldsdnak formalizdldsa

A hibatag eloszlasarol semmilyen informacié nem all a rendelkezésiinkre. Ez in-

dokolja, pontosabban nem gatolja, hogy az a priori eloszlasat normaélisnak valasszuk.
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Tehat tegyiik fel, hogy v; normalis eloszlasu és strtiségfiiggvénye
V2
g(vi) = A7 eap(—51) (5.7)

alaki, ahol A egy hiperparaméter.

u; feltételes a priori eloszlasanak formalizdldsa

Kezdeti feltételezésiink szerint a teriileti kockazat hasonlésagot mutat a kozeli
régiok esetén. Ezt az informéciot szeretnénk beépiteni a modellbe a teriileti faktor a
priori eloszlasan keresztiil. A tovabbiakban tekintsiik az u_; = (U1, ..., U1, Ui 1, ooy Up),
n— 1 dimenzioés vektort. Feltessziik, hogy u;|u_; eloszlasanak strtségfiiggvénye kom-
ponensekre bomlik, oly médon, hogy ezek a komponensek éppen a régiok egymasra

kifejtett hatasat mérik. Azaz u; feltételes a priori stirtisége:
giluwilu—i) = exp(= Y d(u; — uy)) (5.8)
JE;
alaki. Ahol a ¢ funkcionél a kozeli régiok kockazatdnak hasonlosagat hivatott mérni.

A modell soran M.Boskov és J.Verall - Premium Rating by Geographic Area Using
Spatial Models cimi cikkében ajanlott ¢ fliiggvényt hasznéljuk:

$(z) =5, (5.9)
ahol 7 egy hiperparaméter. (5.8) és (5.9) alapjan
1
Ju) = 7~ ni/? _ Cws)?
g(ulu—i) = 77" ewp(—5- j%:(uz u;)”) (5.10)

alakban frhato fel, ahol n; jeloli az i-edik régi6é szomszédainak szamat.

(1, A) hiperparaméterek a priori eloszldsa

A modell id6kozben két tjabb paraméterrel béviilt. Egyrészt v; strtiségfiiggvé-
nyébdl bejott paraméterként a A, mésrészt a ¢ funkcional bevezetése soran beve-
zettilk a 7 paramétert is. A feltételes a priori stirtiség meghatéarozasahoz sziikségiink
van még ezen paraméterek a priori eloszldsanak megadasara is.

Tegytik fel, hogy (A, 7) a priori stirtiségfliggvénye:

: 3 £
prior(T,\) = exp(—; — ﬁ)’ (5.11)

ahol € > 0 egy kicsi konstans (pl.: ¢ = 0,01). Ezen valasztéas helyességét 9] részlete-

sen targyalja.
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5.4. Az a poszteriori eloszlas formalizildsa és maximalizalasa

A (5.7), (5.10), (5.11) felhasznalasaval felirhato az a poszteriori stirtiség a Bayes

formula segitségével, amely

gw.v, A 7ly) =[] file:)gi(uilu_i)g(v)prior(r, \), (5.12)
=1

alaki. Ebbe behelyettesitve az altalunk feltételezett feltételes a priori strtségeket

a
9w, v, \, Tly) = (5.13)

— 17" T i 2 (— L L )2) \-1/2 2 & _ €

=TI Aol 7 erpl— 3o = ugf) X7 cap(it 23 expl—5 = 53)
WASLY)

formulat kapjuk.

Az a poszteriori stirtiség (5.13) altal kijelolt eloszlasbol szeretnénk mintat venni.
A mintavételt a Gibbs modszer segitségével fogjuk elvégezni, amelyhez sziikségiink
van a marginalis a poszterior: stirtiségek ismeretére. Ezek a marginalis stirtségek
egyszertien megkaphatoak az a priori marginalis stirtiségek és a likelihood fiiggvény
segitségével. A szamitas nem méas, mint a marginélis a priori és a poszteriori stri-

ségekre felirt Bayes formula. Tekintsiik 4t ezeket:

o g(uglu_s,v, A\, T, g) = fyilws)gi(uiu_i, v, \, 7) = f(yil i) gi(wilu—s, 7)
(t=1,...,n)

o g(vilv_i,u, AT, Z/) fyilzi)g(vilv_i,u, A\, 7) = f(yilzi)g(vilv_i, A)
(t=1,....,n)

e g(A| ) = f(ylz) prior(X)

[S
IS
S

Y Y

e g(7lu,v,y) = f(ylz) prior(r)

I@
S

Megjegyzziik, hogy a formulak jobb oldalan szerepld f(y;|z;) tagokat ismertnek
tekintjiik. Példaul karszam adatok esetén Poisson eloszlast feltételezve c;e® varhato

értékkel
exp(—c; ™) (c;e™ )V
;!

fyilz:) = ; (5.14)

formula adodik.

Ez azt jelenti, hogy alkalmazni tudjuk a Gibbs modszert az a poszteriori elosz-
lasbol valé mintavételezésre. ElegendGen nagy minta esetén a paraméterek becslése
a paramétertér azon pontja lesz, amelyre az a poszterior: tapasztalati eloszlas max-

imalis.
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6. Osszefoglalas

A dolgozat a biztositasi kockazathoz tartozo teriileti faktorok modellezésével
foglalkozott. A modellezés soran minden esetben feltettiik, hogy az adatokbo6l mar ki
lettek sziirve a nem teriileti hatést reprezentéld faktorok. A faktorok sztirésére tobb
modszert is ismertettiink, ezek koziil a leggyakrabban alkalmazott az dltaldnositott
linedris modell, amelyet a 2.2-es pontban részletesebben is bemutattunk. Tovabba
ismertettiik a teriileti hatas vizsgalatanak nehézségeit a 2.6-os pontban.

Harom modellt mutattunk be. Mindegyik esetén feltételeztiik egy sima feliilet
létezését, amely a régiok kockédzatanak varhato értékét mutatja. Tovabba feltettiik,
hogy a régiokban mért adatok ezen feliilethez tartozé kockézatok egy realizacioja.
A tapasztalatok azt mutatjak, hogy a mért adatokbol sokszor nem allapithaté meg
konnyen az eredeti feliilet, mert a szorasbol fakadoéan egy nagyon kusza feliiletet
latunk. Az eredeti feliilet simasaga implicit tartalmazza azt a feltételezést, hogy a
kozeli régiok kockazata hasonlo.

Az els6 modell a Whittaker kritérium minimalizalasdbol adodik, amely az illesz-
tendd feliilet illeszkedését és a simasagat egyszerre optimalizalva adja meg a régiok
kockazata varhato értékének becslését. A modell két véletlenszam generatorral elGal-
litott fiktiv példan lett tesztelve. A tesztfeladatok soran azt tapasztaltuk, hogy a
modell nagyobb simitést eredményez a kisebb koordinataju pontok esetén, de ennek
ellenére az eredetileg feltételezett feliilet minden esetben kirajzolodott és a mutatott
kép sokkal tisztabb lett.

A masodik modell a credibility elmélet, pontosabban a Biihlmann-Straub modell
alkalmazésa a régiok kockazata varhato értékének becslésére. A modellezés soran
az egyes régiokra adott becslést, a régid szomszédaival szamolt linearis credibility
becslésbdl kaptuk. Itt két javitasi lehetdséget is vazoltunk, amelyek a térbeli és id6-
beli tavolsdg modellbe valé beépitését tartalmazzédk. Ebben az esetben a modellt
szintén két probafeliileten teszteltiik. A kapott eredmények az el§z6 modellhez ha-
sonldan minden esetben visszaadtédk az eredeti feliilet alakjat és csokkentették a
kozeli régiok szorasat.

A harmadik modell a Bayes statisztika modszereivel dolgozik. A modellt csak
teljes altalanossaggal mutattuk be. Ez a modell az a poszterior: eloszlas maxima-
lizaldsaval szolgéltatja a régidokra vonatkozo becslést. A modszer nagyon kényelmes
abbol a szempontbol, hogy az elGismereteinket beépithetjiik a modellbe az a prior:
eloszlason keresztiil. A Bayes formula alapjan, az a poszteriori stirtiség megegyezik
a likelihood fiiggvény és az a priori strtiség szorzataval. Sajnos az igy kapott a

poszteriori stirtiség sokszor nagyon bonyolult lesz, ezért kell egy altaldnos modszer,
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amellyel mintat tudunk venni ebbdl az eloszlasbol. Mintavételezésre a Gibbs mod-
szert valasztottuk, amely az MCMC moédszerek egyik alkalmazésa. Fzt kovetGen a

tapasztalati eloszlds maximalizalasaval kapunk becslést a régiokban.
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