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1. fejezet

Bevezetés

A mindennapi életben sokszor néziink szembe dontési problémaéakkal. Ezek
tobbsége rendszerint nagyon egyszert; gyakran pedig nincs idénk elemezni
a problémét. Ilyenkor révid mérlegelés utan gyors dontést hozunk. Sokszor
azonban komolyabb, nagyobb hatast dontési problémék keriilnek elénk, ahol
koriiltekintéssel kell meghoznunk a déntést. Altalaban tobb szempontunk
és tObb alternativank is van. Tipikus példa erre a kozbeszerzési eljaras. A
mindennapi ¢életbdl is lehet példat meriteni, példaul: tegyiik fel, hogy autot
szeretnénk vésarolni. A piacon sokféle auté kaphato, és mindegyiknek van-
nak olyan tulajdonsigai amelyek alapjan osszehasonlithatjuk Gket. Példaul:
végsebesség, fogyasztas, ar, de akar olyan szubjektiv szempontok is, mint
a kényelem vagy a szin. Ezeknek a szempontoknak és a rendelkezésre allo
alternativaknak az elemzése hasznos lehet, hogy végiil a lehet§ leginkabb
elégedettek legylink a dontésiinkkel.

A dontéshozotol szarmazo szubjektiv informécié mennyisége nem mindig
elégséges a legjobb dontés meghozataldhoz, a dontést ennek ellenére meg
kell hozni. Ezért az lesz a célunk, hogy ilyen koriilmények kozott is, a ren-
delkezésre allo informacio alapjan — a hianyzé informaciot athidalva — opti-
malis dontést hozzunk.

A mésodik fejezetben bemutatjuk a tébbszempontt dontéselmélet egyik
alapvetd fogalmét, a paros osszehasonlitas matrixokat, és definidljuk az inkon-

zisztenciat, és azt, hogy ez hogyan fiigg a matrix legnagyobb sajatértékétol.



A harmadik fejezetben megismerkediink a nem teljesen kitoltott paros
Osszehasonlitas matrixokkal, amelyekkel a hidnyos informacioju feladatokat
tudjuk kezelni. A tovabbiakban igyeksziink modszert adni arra, hogy egy nem
teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrixot hogyan lehet az inkonzisz-
tencidt minimalizalva kitolteni.

A kovetkezo fejezet egy, a kés6bbiekben felhasznalasra keriils eszkozt ad a
keziinkbe: képletet, amellyel kiszamolhatjuk egy paros dsszehasonlitas matrix
legnagyobb sajatértékének a méatrix elemei szerinti parcialis derivéltjait .

Az 6todik fejezetben targyaljuk modszeriink korlatait, azaz a megoldas
létezését és egyértelmiiségét.

A hatodik fejezetben ratériink az 0j eredményekre, azaz arra, hogyan
tudjuk az egyvaltozos Newton-modszert alkalmazni a problémank optimalis
megoldaséara, a hetedik fejezetben pedig tovabbi 1j eredményeket, a tébbval-
toz6s Newton-modszer ugyanilyen céla alkalmazasat mutatjuk be.

A nyolcadik fejezet konkrét szamitasi eredményeket mutat be, példakon
és véletlen feladatokon végzett nagy szamu tesztek eredményein egyarant.

Végiil az utolso fejezetben a tapasztalt eredmények 6sszefoglalasa torténik.



2. fejezet

Stilyozas és paros osszehasonlitas

Bemutatjuk a tobbszemponti dontéselméletben gyakran alkalmazott (és
a Saaty-féle AHP modszer [8, 9] alappillérének tekinthets) paros Osszeha-
sonlitds matrixokat, és azt, hogy ezek segitségével hogyan donthetiink a szé-

munkra legjobb alternativa mellett.

2.1. Paros Osszehasonlitas matrixok

Ha szempontjainkat sikeriilt mértékegységektdl fiiggetlenné tenniink, akkor
természetesen adodik, hogy az alternativikat a silyozott tulajdonsagaiknak

megfelelGen rangsoroljuk, azaz
Si =Y (wj;;)
J
alapjan, ahol
wj a j szemponthoz rendelt sily, > (w;) =1, w; > 0,
x;; az 1 alternativa j szempont szerinti értéke,
S; pedig az ¢ alternativa silyozott értékosszege.

Feltehets, hogy w; > 0, mert a 0 silyt szempontokat elhagyhatjuk. Az S;
szerinti rangsor megadja a mi szubjektiv preferencidink szerinti rangsort,

feltéve, hogy a silyokat ennek megfelelGen allitottuk be.
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De hogyan hatarozzuk meg a silyokat? Aligha kérhetjiikk meg ré a don-
téshozot, hogy egy, az § preferenciait megfelelGen tiikrozo silyvektort szolgal-
tasson nekiink. A kovetkezé kérdés azonban sokkal konnyebben megvalaszol-
hat6é: Hanyszor fontosabb az A szempont a B szempontnél? A gyakorlat azt
mutatja, hogy erre a kérdésre altalaban viszonylag pontos valaszt lehet varni.
Ha minden szempontparra feltessziik ezt a kérdést, akkor ezekbdl kozvetetten
meghatarozhatjuk a szempontok sulyait: a kérdésre kapott r;; értékeket (azaz
r;; azt mondja meg, hanyszor fontosabb az ¢ szempont a j szempontnél) az
R matrixba rendezve, Gn. pdros dsszehasonlitds mdtrizot kapunk, melynek

elemei a koévetkezd tulajdonsigokkal rendelkeznek:
Tij = —, Tij > O, Tii = 1.

Itt az els6 tulajdonsig azért igaz, mert a w; stilyok az ¢ szempont fontossagat
adjak; tehat azt, hogy egy szempont hdnyszor fontosabb egy masiknél, a két
suly hanyadosaval allapithatjuk meg, azaz r;; = z)’—] A masodik és a harmadik
tulajdonsag nyilvanvalo.

Egy paros Osszehasonlitas matrixot konzisztensnek neveziink, ha
Tij = TikTkj, V1, J, k. Idedlis esetben ez teljesiil, hiszen

Wi Wy W
TikThj = w_kw_j = w_J = Ty

Tehat az r;; elemeket az R matrixba, a keresett w; stlyokat a w vektorba

gytljtve, az

Rw = mw

Osszefiiggeés teljesiil, ahol m az R maétrix egyetlen nemnulla sajatértéke (az
R rangja lathatéan 1, mivel az Gsszes sor az els6 skalarszorosa), w pedig a
hozza tartozoé normalt sajatvektor, ami megadja nekiink a keresett silyokat.
Itt m az R matrix dimenzi6ja, hiszen egy matrix nyoma a sajatérékeinek
Osszege, és mivel a f6atloban csupa 1-es van, a nyom éppen a dimenziészam
lesz, és egy kivételével az Gsszes sajatérték 0. A w silyvektor ilyen moédon

valo meghatéarozasat nevezziik sajatérték modszernek [8, 9].



2.2. Inkonzisztencia

Egy ¢él6 dontéshozotol rendszerint nem varhatoé el, hogy konzisztens matrixot
produkaljon, amikor meghatérozza a fontossagok egyméshoz valo ardnyat. A

silyok egy becslését ekkor is meg lehet hatarozni, az
Rw = M\ aaw

sajatértékfeladat megoldasaval. [tt A\, az R matrix legnagyobb sajatértéke,
ami konzisztens esetben az egyetlen nemnulla sajatérték. A Perron—Frobenius-
tétel szerint \,q. egyszeres, valds, és a hozza tartozod sajatvektor elemei szi-
gortian pozitivak.

Saaty bebizonyitotta [9], hogy M. > m, ezért a két érték kiillonbségét

fel lehet hasznalni egy konzisztencia mérdszdm meghatarozasara (8, 9):

CI
CR = ACT’
ahol \
CI _ max — T
m—1

Itt ACT véletlengeneralt paros Osszehasonlitds matrixok atlagos indexe, ez

felirhato igy:

AC[:)"”‘“:—_m

m—1 "
ahol \,.e véletlengeneralt paros sszehasonlitds matrixok atlagos legnagyobb
sajatértéke. ACT értéke igy minden m-re egy atlagos érték, ami tablazatba

foglalhato |12]:

m 3 4 3 6 7 8
ACT 0.523862 | 0.888663 | 1.107644 | 1.253422 | 1.339445 | 1.403563

9 10 11 12 13 14 15
1.452397 | 1.488691 | 1.515705 | 1.533726 | 1.548214 | 1.571806 | 1.584318

Saaty [8, 9] javaslata alapjan a CR = 0,1 elfogadhat6 kiiszobszamnak



tekinthetd. Lathato, hogy az inkonzisztencia a A, linearis fiiggvénye, ezért
a legnagyobb sajatértékre adott allitdsok altalaban &tvihetSk az inkonzisz-
tenciara adott allitasokba.

Néha nem csak az lehet a probléma, hogy az inkonzisztencia tul nagy,
hanem esetleg nincs is elég informécionk, azaz elég 6sszehasonlitasunk, hogy
kitoltsiik a matrixot. A kovetkez6kben ennek a probléméanak a kezelésével

foglalkozunk.



3. fejezet

Nem teljesen kitoltott paros

osszehasonlitas matrixok

Definidljuk a nem teljesen kitoltott paros 0sszehasonlitas matrixokat, ami
alapvetd fontossagu lesz a késGbbiekben. A nem teljesen kitoltott paros Ossze-
hasonlitas matrixokat Harker vezette be elGszor |3, 4].

Elsfordulhat, hogy nem all rendelkezésiinkre az Osszes paros Osszeha-
sonlitds, vagy a matrix olyan nagy, hogy nagyon koriilményes lenne min-
M darab elemre van sziikségiink), esetleg a don-

téshozo nem tudja elég biztonsaggal megadni a fontossag aranyat. Ekkor

den elemét kitolteni (

olyan matrixot kapunk, ami nincs teljesen kitoltve. Egy nem teljesen kitoltott
pdros 0sszehasonlitds mdtrixz tehat az aldbbihoz hasonlé format 6lti, ahol a

* hidnyzo6 elemet jeldl:

1 12 * T1n

]_/7“12 1 T23 *

R = * 1/7’23 1 oo T3p
1/ry, 1/rg, ... 1

Természetesen a hidnyz6 elemek (a f6atlot kivéve) barhol lehetnek, és ha r;;
hidnyzik, akkor rj; is. Egy nem teljesen kitoltott matrix tulajdonképpen nem

is matrix, de valamelyest kezelhet6vé valik, ha a hianyzé elemekre mint val-



tozokra gondolunk. E célbdl vezessiik be az x1,xs, ..., x4 € R, valtozokat az
R fels6 haromszogébdl hianyzo elemekre. A reciprokaik, 1/x1,1/xs, ..., 1/z4 €

R, keriilnek az als6 haromszogbe, igy a hidnyz6 elemek szdma Osszesen 2d.

Jelolje
1 T12 X1 oo Tin
1/T12 1 723 .. Tq
R('qj) :R<$1ax27"'7xd) = 1/1.1 1/7ﬂ23 1 T3n
1/Tln 1/$d 1/T3n . 1
ahol z = (z1,79,...,19)" € Ri. gy akar gy is tekinthetiink a nem teljesen

kitoltott paros Osszehasonlitds matrixokra, mint az = € ]Ri altal generalt
Osszes kitoltott matrixok halmaza.

Shiraishi, Obata és Daigo nyoman [10, 11| a végss célunk az, hogy a méatrix
optimadlis kitoltését adjuk meg, abban az értelemben, hogy az inkonzisztenciat

(azaz ekvivalensen \,,q.-ot) minimalizaljuk, tehat

min Apaz (R(x))

d
xER+

értékét, és a minimum helyét (az optimalis = vektort) keressiik. A tovabbiak-
ban ezzel a feladattal foglalkozunk, de az optimum meghatarozasihoz elészor

is sziikségiink lesz a \,,q..-nak a matrix elemei szerinti parcialis derivaltjaira.
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4. fejezet
A A\nar parcialis derivaltjai

Hogy a legnagyobb sajatérték minimalizdlasanak problémajat meg tudjuk
oldani, fel fogjuk hasznélni a A, parcialis derivaltjait. Nézziik ezek hogyan
hatarozhatoak meg.

Harker bebizonyitotta [5], hogy egy A paros sszehasonlitas matrix leg-
nagyobb sajatértékének (vagy més néven Perron-sajatértékének) léteznek az
A elemei szerinti Osszes parcidlis derivaltjai, s6t ki is szdmolta az elsG- és
masodrendteket explicit formaban.

Jelolje x az A jobb oldali Perron-sajatvektorat (azaz a legnagyobb sajat-

értékhez, A\q.-hoz tartozo jobb oldali sajatvektort):
Ax = \gaX
y pedig jeldlje a bal oldali Perron-sajatvektort, azaz:
YA = Xnaayy” -

A két sajatvektor pontosan akkor egymas elemenkénti reciproka, ha a métrix
konzisztens.
Fontos, hogy itt a sajatvektorokat nem a megszokott médon kell normalni,

hanem tgy, hogy a skalarszorzatuk 1 legyen, azaz

y(B)'z(B) = 1.
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Ezekkel a jelolésekkel meghatarozhatoak a A..(A) elsé és masodik par-
cidlis derivaltjai, ami altalanosabb métrix osztalyban is igaz, a négyzetes,
valos, nemnegativ, irreducibilis matrixok korében, ahol az irreducibilités azt

jelenti, hogy barmely ¢ # j indexpérra létezik egy nemnulla elemekbdl allo

Qiiy s Qs - - - i j 1Anc az A métrixban.
O nax (A
Df1 = <—8< )) = y:I;T,
2\ A
Dg} — <8 maa:( )) )
0ijOki
Itt
0? X naz(A)

5 = (= Q@@+ (= Q@)@

ahol
Q= Apae(A)L — A

és Q1 a Q pszeudoinverze, azaz Q" teljesiti az alabbi harom feltételt:

L QRTQ=0Q
2. QTQQT =Q7
3. QTQ=0Q"7

Nekiink azonban ennél az osztalynal specidlisabb matrixaink vannak,
nevezetesen paros Osszehasonlitds métrixok, ahol kihasznalhatjuk, hogy az
als6 hdromszogben 16v6 elemek a fels6k fiiggvényei, konkrétan ha j > i, azaz
a;; a fels6 haromszogben van, akkor aj;(a;;) = 1/a;;. S6t, azt is tudjuk, hogy a
foatloban 16vs elemek értéke 1. Igy csak a felsé haromszdgben 1év6 n(n—1)/2
elem szerinti derivaltak érdekesek.

Legyen

és




A bevezetett jelolésekkel, Harker szerint:

Df = ([y<A>ix<A>j1 - M) ,

[a;;]?

ahol z(A) és y(A) rendre az A jobb és a bal oldali Perron-sajatvektora;

- 92 Ao (A)
DA — max
2 ( ;O

z‘>j,k>l>

pedig az alabbi modon hatarozhaté meg:

0* N naz(A)

0,0kt

( (@(A)y(A)T)uQj + (@(A)y(A) )5 Qs; —

@AWy NRQH(Wy(A) Q)
lari]?

(‘T(A)y(A)T)lej;;JF(f(A)y(A)T)ikQ;;+
lai;]?

(@(A)y(A)7) Q) +a(A)y(A)T) Q)

+ laij]?[ari]?
ha i # k vagy j # 1
2(z(A)y(A)T); 5
2L | o AYy (AT —
(A)y(A)T); QT +(z(A)y(A)T),;;QF
_2( (A)y(A)") J[;ij}g( Jy(A)")j; +
+2<x(A)y[<A)]Z)uQ$
(%]
L hai=késj=1I

Ezekkel a képletekkel elgallithatjuk a matrix elemei szerinti els6 és ma-

sodik parcialis derivaltakat, és igy készen allunk a Newton-modszer hasznala-

tara, de el6bb meg kell vizsgalnunk, hogy ezt milyen korlatok és koriilmények

kozott tehetjiik meg.
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5. fejezet

Létezés és egyértelmiiség

Az el6z6 fejezetben ismertetett derivaltak segitségével mar megkaptuk az
eszkdzt a Newton-modszer alkalmazasara. Meg kell azonban nézniink, hogy
ennek mikor van egyaltalan értelme, azaz, hogy mikor létezik a feladatnak
egyértelmid megoldasa. Ebben a részben a Bozoki-Fiilop-Ronyai-cikk ered-

ményei alapjan haladunk [2].

5.1. Atskalazas

A Ao minimum létezésének kulcsa, hogy a

min Ap,a. (R(x))

xERi
feladatot at lehet transzformalni egy konvex optimalizdldsi feladatta, a kovetkez6
modon:
Parametrizaljuk a nem teljesen kitoltott matrixunkat, A(x) = A(xy, xa, ..., T4)-

t gy, hogy z; = %, (i = 1,2,...,d). Igy kapjuk a B matrixot:
A(z) = B(y) = B(y1, Y2, - - -, ya) = A(e?, e, ... e¥%).

A parametrizalt B(y) nem teljesen kitoltott matrixra a A\, (B(y)) az y-
nak logkonvex — ebbdl kévetkezGen konvex — fiiggvénye |1, 6, 2|. (Logkonvez-

nek neveziink egy f fiiggvényt, ha log f konvex fiiggvény.)
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S6t, Amaz(B(y)) vagy szigortian konvex, vagy konstans barmely egyenes
mentén az y terében. Igy a feladatunkat egy szigorian konvex optimalizdldsi
feladatta alakitottuk.

5.2. Graf reprezentacio

Szeretnénk meghatarozni, hogy a \,,., optimalizalasara mikor van egyal-
talan reményiink. Ehhez el6szor definidljuk a nem teljesen kitltétt paros
Osszehasonlitas matrixok grdaf reprezentdcidjat.

Legyen tehat adott egy A n x n-es nem teljesen kitoltott paros Gsszeha-
sonlitds matrix (ez persze teljesen kitoltott matrixokra is érvényes defini-
cio, itt érdemes ugy gondolni a kitoltott matrixokra, mint specialis nem
teljesen kitoltott méatrixokra), ekkor a hozza tartozo G irdnyitatlan grdf a
kovetkez6képpen hatarozhaté meg:

G:=(V,E),ahol V =1,2,...,n
azaz a pontok az Osszehasonlitand6 szempontoknak felelnek meg, az élek
pedig a méatrix kitoltott elemeinek:

E = {e(i,j)|a;; meg van adva (és ekkor persze a;; is adott), és ¢ # j}.
Tehat két kiilonb6z6 szempontnak megfelel6 pont kozott pontosan akkor
megy él, ha a két szempont Ossze van hasonlitva, azaz az Osszehasonlité-
suknak megfelel§ két elem a métrixban ki van toltve.

A péaros Osszehasonlitas matrixhoz rendelhetiink egy irdnyitott grdfot is,
a kovetkez&képpen:

G = (V, Z_f), ahol V ugyanaz, mint az iranyitatlan graf esetében, viszont
az élek iranyitottak, és minden Osszehasonlitashoz két él tartozik, de minden
ponthoz tartozik egy hurokél is, az alabbiak szerint:

E = {mmij meg van adva és i # j} U {e(z—,z)>|z =1,2,...,n}.

Azaz pontosan akkor megy él i-bdl j-be, ha a matrix a;; eleme ki van toltve
(tigyelve arra, hogy a hurokélek egyszeresek). Ez a reprezentécio azért jo, mert
a graf éleihez hozzarendelve a megfelel aranyt, konnyedén visszakaphatjuk

a matrixot.
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5.3. Egyértelmiiség

Az irdnyitatlan graf reprezentacioval konnyen karakterizalhatjuk az egy-
értelmiséget [2]:

A Apaz(A(z)) minimalizalasi feladatnak pontosan akkor egyértelmd a
megoldasa, ha az A nem teljesen kitoltott paros Gsszehasonlitas matrixhoz
tartozd G iranyitatlan graf osszefiiggd.

S6t, az az altalanosabb tétel is igaz, hogy az atparaméterezett B(y)
matrixra a A\ (B(y)) fiiggvény felveszi a minimumat R%-n, és az optimalis
megoldésok (s—1) dimenzi6s affin halmazat alkotjak R%nek, ahol s az 6ssze-
fiigg6 komponensek szdéma G-ben.

Ezen elméleti hattér, és a korabban bemutatott derivaltak ismeretében

minden akadaly elhdrult az el6l, hogy algoritmust adjunk az optimalis kitoltésre.
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6. fejezet

Algoritmus az optimalis kitoltésre

A sajatérték optimalizalasanak feladatat a korabban ismertetett parcialis
derivaltak segitségével mar meg tudjuk oldani, feltéve, hogy az el6z6 fe-
jezetben ismertetett feltételek teljesiilnek a megoldas egyértelmi 1étezésére.
Az itt bemutatott algoritmus a Bozoki-Ronyai-Fiilop-cikkben leirt algorit-
muson alapszik [2], de a fiiggvényoptimalizalast itt az analitikus formaban

megadott parcialis derivaltak segitségével felirt Newton-modszerrel végezziik.

6.1. Az Altalanos algoritmus

Az algoritmus egyvaltozos probléméakat old meg, egyszerre mindig egy
valtozo szabad, a szabad valtozoban optimalizalunk, majd a kévetkezs val-
tozora ugrunk, igy végigmegyilink az 0sszes hidnyz6 elemen, majd iteraljuk
az algoritmust.

Jelolje d az M nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitds matrix felss

haromszogébdl hianyzo elemek szédmat. Fontos, hogy az M grafja osszefiiggd

legven. Irjuk az zi, s, ..., x4 valtozokat a felsé haromszogbdl hianyzo ele-
mek helyére, és 1/x1,1/xs,...,1/x4-t az alsé haromszogbdl hianyzo elemek

.0,

akkor 1/xy a ji-dikbe keriil). Legyenek xgo),i =1,2,...,d tetszbleges pozitiv
szamok, ezek lesznek az indul6 értékeink. Minden iteracié d lépésbdl All.

Az elsé iteracio elején legyen xy a szabad valtozonk, a tobbi valtozé pedig
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legyen rogzitett az x; = xEO),i = 2,3,...,d értékekkel. Most optimalizaljuk a
Amaz-0t az x1 egyvaltozos fliggvényeként (a konkrét alkalmazasban ezt fogjuk
majd Newton-modszerrel csinélni). Mivel a tobbvaltozos feladat attranszfor-
malhato egy tobbvaltozos konvex optimalizalasi feladattd, akkor is konvex
marad, ha egy valtozora szoritjuk meg.

Legyen az egyvaltoz6s optimum xgl). Az els§ iteracié masodik 1épésében
xo szabad, a tobbi valtozo pedig rogzitett z; = azgl), T; = xl(-o),i =3,4,...,d
modon. Ennek az optimuma legyen xél).

Ertelemszert folytatassal kapjuk a tobbi xgl) értéket. Az utolso lépésben
a feladat \,,4,-ot minimalizilni z4-ben, tgy, hogy x; = :Ugl),z' =1,2,...,d—1.
Ennek az optimalis megoldasa legyen azﬁll), és ezzel befejezédik az algoritmus

els6 iteracioja.

A k-dik iteraciéban kiinduloértékként az el6zé iteracidban szamitott xgkfl)
értékeket hasznaljuk, azaz
I‘Z(k) = arg min )\mm(M(:ng), . ,xl@l, x,-,xg:l), . ,:Uék_l))), 1=1,2,...,d

x;

A megéllasi szabalyt sokféleképpen meg lehet hatarozni; mi egy 4 tizedes-
jegy pontossagn kritériumot hasznalunk, azaz: az algoritmus megall a k-dik

iteracio végén, ha k a legkisebb olyan egész, amire

max ngk) — a:l(-k_l)H <T,
i=1,2,....d

ahol T a toleranciakiiszob, a mi esetiinkben ez 107
A ciklikus koordinatakkal torténd optimalizalas globalis konvergenciaja

be van bizonyitva [7].

6.2. A Newton-modszer alkalmazasa az egyval-
tozo6s optimalizalasra

Nézziik, hogy a rendelkezésiinkre all6 parcidlis derivaltakat hogyan tudjuk

felhasznalni az optimalizalasra. Az ismert szélsGérték keresésre alkalmazhato
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Newton-modszerbél, azaz az

f'(zn)

xn-l—l = xn - f//(xn)

iteraciobol indulunk ki, azonban az atsakaldzas miatt nem hasznalhatjuk
tisztan ezt a modszert.

Mivel egyszerre csak egy valtozd szerint minimalizalunk, tekinthetjiik a
tobbi valtozo értékét adottnak, mint ahogy az algoritmus konkrét futasakor

azok is: ha a k-dik iteracioban vagyunk, és az x; valtoz6 szerint optimali-

zalunk, akkor x1,...,x;_1,%;11,..., 24 rOgzitve van az
_ (k) _ (k) _ (k1) _ (k-1)
Ty =T, Wi = T, il = Tyyq yee g = Ty

konkrét értékekre, és csak az x; a tényleges valtozo. Ezért feltehetjiik, hogy

x; az egyetlen valtozo, a kdvetkezdkben ezért index nélkiil x-el jeloljiik.

Harker alapjan ismertek a 8)‘7”8“;(:5) és 32’(\3’;)“”2(@ kifejezések.

Legyen x = e’ és L(t) = A\nax(e’). Hatarozzuk meg az 8(%—?) és 8(28%(;)

derivaltakat:

OL(t)  Odmaz(€')  OAman(®) 0" OApaa(z) ot

ot ot or ot Oz

Hasonlban,

PLU) _ PApaslet) _ Pt et P O (a) 0

(012 (01)2 ot ot or ot

Az elsé egyiitthatot atirhatjuk:

8)\”rncl,z x aAmaz T
ax( : _ ar( ) . Oz azAmafE('x) Lot

ot dr ot (0x)?
Kapjuk tehat, hogy

PLE)  Phae(®) 2 Omaalz)
G T T
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Mivel az L'(t) = 0 egyenlet megoldasat keressiik, a Newton-iteracio igy
irhato fel:

IMNmaz (CE) tn OAmaz (-’L')
th1 =1t ——Ll(tn) =t,— or ' © =t,— Oz
n -/ 'n -/ 'n 2 - 'n 2 .
L”(tn) %;)E(x) . e2tn | 8)‘%;(1’) . etn %ﬂ)g(“?) . etn 4+ 8’\%;(95)

Mivel a valtozonk, z, szerinti parcilis derivaltak valojaban az x-nek a

méatrixban elfoglalt poziciojanak, (i, j)-nek a fiiggvénye, jelolje

oy Posls)

Ox
A masodrendi derivaltak négy indextdl fiiggnek, (i, j, k,1)-t6l, ahol (i,7) az
egyik elem (ami szerint derivalunk) pozicioja a matrixban, (k,[) a masikeé.
Azonban az iteracioban mindkétszer ugyanazon elem (x) szerinti derivaltat
kell venni, azaz csupan két indextdl fiigg, mert most (i,7) = (k,1), vagyis

értelmes a jelolés
(i) = Do)
(Ox)?
Mindkét jelolés esetében (i, j) az x pozicioja.
Ezekkel a jelolésekkel tehat az eredeti Newton-iteracioé igy nézne ki:
dy (4, 5)

T @)

ahol d! (4, j) és d?(i, j) értelemszertien a Newton-iteracioban szamolt z,, értékével

behelyettesitett érték, azaz

a/\max (xn)

82 >\maac (xn)
ox, '

n(7:7) (1) (@ )2
Most legyen o = €, azaz t = Inz. Ekkor az el6z6 levezetés alapjan, és a
jeloléseket hasznalva, az iteracié ezt az alakot olti:
d, (i, j)
tn+1 =1, — . N
di (i, ) - et + dyy (i, )

Feltettiik, hogy csak egy valtozonk van (mivel egyszerre csak egy valtozo
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szerint minimalizalunk), ezért az A matrix igy néz ki:

1 a4 ce. Q15 ... Q1n
a;1 1 x Qin,
A= :
aj 1/x 1 Ajn
(07 B Qpg .. QApj ... 1

Itt tehat x az (i, j) pozicioban van, persze igy 1/x a (j,4) pozicioban. Az z-et
be kell allitanunk egy kezddértékre, azaz, kezdetben legyen x = xo (példaul
xo = 1). Az x helyére minden 1épésben beirjuk z,-et, kezdetben xo-t.

Egy teljes Newton-iteracios 1épés tehat tehat a kovetkezskbaol all:

1. t, :=Ina; =z,
2. Kiszamoljuk d’ (i, 7)-t és d2 (i, j)-t

B d} (i.5)
3. tny1t = tn — EEgyem rdi )

— — Lt — .t
4. Aij = Tpy1 =€ ntl Aj; = 1/1‘n+1 = e nfl

Ezt a négy lépést iteraljuk, példaul egy el6re meghatérozott szamu alka-
lommal. Tapasztalat alapjan a 25 egy jo6 iteraciészamnak bizonyult. Az itera-
cios eljaras végén kapott = az optimaélis kitoltés, az x értékét behelyettesitve
kapott matrix legnagyobb sajatértéke pedig az optimalis A, ha a tobbi
elem fix. Azaz: ha esetleg csak egy elem hiadnyzik a fels6 haromszégben, akkor

készen is vagyunk.

6.3. Ciklizalas

Ha tobb hidnyzo elemiink is van, akkor ciklizalnunk kell 6ket, és kiilon-
kiilén — az éppen aktudlis valtozot kivéve mindnek az értékét rogzitve — fut-

tatni rajuk a Newton-iteraciot. Gytjtsiik tehat az x vektorba a hidnyzoé ele-
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meket, © = (z1,...,24). Legyen a 3. fejezetben bevezetett jellést hasznalva

1 a12 T ... Qip

1/@12 1 923 Td

A(Ihl'g,...,xd): 1/1’1 1/61,23 1 ... Qsp
1/G1n 1/1’d 1/a3n 1

Természetesen az x; hidnyzo6 elemeket jel6ls valtozok a fels§ haromszog barmely

poziciojaban lehetnek. A Newton-modszert szubrutinként hasznélva jelolje

2N (A) az x; valtoz6 Newton-iteracio altal szamolt optimalis értékét az A

7
méatrixban. Kiindulasi értékeket is rogziteniink kell: legyen z; = :L’EO),Z' =
1,2,...,d (lehet példéul ' = 1,5 = 1,2,....d). Igy az algoritmus k + 1-dik
iteracios lépése az x; valtozora a kovetkezd format olti:
k+1 k+1 k+1)  (k k
xE ) = acfv(A(xg ),...,xl(fl ),xg ),...,x((i))).
Az i indexet végigfuttatjuk 1-t6l d-ig minden k-ra.
Addig iteraljuk ezt k-ra, amig el nem ériink valamilyen megallasi kritéri-
umot, példaul, ha mar nem véltozik sokat az x vektor; azaz, mint mar em-
litettiik az altaldnos algoritmusnél

max ngk) — g

i=1,2,...,

<T,

ahol T a toleranciakiiszob.

Az egész algoritmus tehat Osszefoglalhato igy:
T = 70 Vi=1,...,d ésk:=1

do while max;—12_ 4 sz(k) - xl(k_l)H > T

forio=1,....d
o =N AW Y YY)
k=k+1
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Figyeljiik meg, hogy harom darab iterdcionk is van az algoritmusban,
hiszen xV-et is iteracioval szamoljuk, sét, tulajdonképpen az az egész eljaras
lényege.

Felmeriil a gondolat, hogy ha sikeriilt az egyvaltozés Newton-modszert

adaptalnunk a feladatra, hogyan lehetne a tébbvaltozosat alkalmazni?
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7. fejezet

Tobbvaltozo6s Newton-modszer

Az egyvaltozos ciklizalt Newton-modszerrel egy jo és alkalmas algorit-
must kaptunk; nézziik meg ezutan, milyen eredménnyel alkalmazhaté a tobb-
valtozos Newton-mddszer a probléma megoldasara.

Legyen z = (x1,...,x4) a d dimenzids vektorvaltozonk, melynek elemei —
az eddig is szokdsos moédon — az A paros Gsszehasonlitas matrix felsé harom-
szogének hianyzo elemeinek felelnek meg.

Kiindulunk tehat a tobbvaltozos Newton-iteracio képletébdl:

Lpy1 = Lp — [Hj.(&n)]ilvf(gn)?
ahol Vf(x) az f gradiens vektora, azaz

o= (M, o)

Hf(x) pedig az f Hesse-matrixa, azaz

Pfz)  f(x) 9% f(z)
81‘% Ox10x2 e 0110y
g%‘éz) 02)‘(2@ 802f{§z)
3 - -
Hf)=| o o
’f@)  *f(x) % f(z)
O0xndx1 Oxpdxra ox2

Lathaté a parhuzam az egyvaltozos modszerrel: a gradiens veszi a4t az els§
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derivalt szerepét, a Hesse-métrix inverze pedig a masodik derivalttal valo
0sztas szerepét.

Az egyvaltozos eset analogidjara itt is at kell skdlaznunk a valtozoinkat,
és ennek megfelelGen ezt a képletet is at kell alakitanunk. Most minden z;

helyére irjuk be az e'i-t, igy
ot t
= (r1,%,...,2q) = (e, e?,... €").

Az A matrix igy a kovetkez6 format olti:

t1

1 a12 € QA1p

1/(112 1 a93 ce etd

Az) = Ale™, e, .. ey =| e ™ 1/ass 1 ... as,
1/ay, e 1jas, ... 1

Legyen t = (t1,...,tq), és L(t) = L(t1,...,tq) = Apac(e™, €2, ... ).

Sziikségiink van az L a Hesse-matrixara és a gradiensére. Kezdjiik a gradi-

OL)  OLQ)
Vo= (24, . 240

Tehat ki kell szamolnunk 85—94 Vi = 1,...,d-re. Nézziik, hogyan lehet ezt

enssel:

Atalakitani.

OL(t)  Odmaz(e™, ... e)  Opae(T1, ..., 2q)

0)\mm(x1, . ,l’d) ) 8@ . 3/\max(g) ) €ti

Itt a 6’\%;_@)) érték szamolhaté Harker alapjan, mert ugyan a képlet csak

egy valtozora szol, és nekiink most d darab valtozonk van, de az n + 1-dik

iteracioban mar rendelkezésiinkre allnak az el6z6 (n-dik) iteracioban szamolt

$§n) értékek. Ezeket az x;m értékeket helyettesitjiik be a W—be.

Azaz a derivalt fliggvényt egyszerre csak egy pontban szamoljuk.
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Mivel a derivalasnal igazabol nem szamit, hogy melyik valtozé a k-dik
(akar at is indexelhetnénk Gket), csupan a matrixban elfoglalt poziciojuktol
fiigeg a derivalt, ezért legyen ismét

a)\max(l‘) a)\max(xh s ,l’d)

1/ -\ L)
d(laj)_ aZL‘k - al’k ’

ahol (i, ) az zx-nak az A matrixban elfoglalt pozicidja.

Tekintsiik most a Hesse-méatrixot

L) L) ?L(t)
ots Ot10ta "7 OOty
L)  9*L(Y) ?L(t)
HL(E) _ 8t2'8t1 dt% e 8t2.8tn
L) L) O?L(t)
Ot 0t Ot,, Oty e 8t%
Lathato, hogy gi%f?—t kell kiszamolnunk Vi,7 = 1,..., d-re. Nézziik tehat,
K]

hogyan alakithato ez at:

? 2 t tq 0 w
L) 0*Amas(e™, ..., ") -~

otot; L0t B ot B (*)

a belsG derivalt az el6z6 alapjan egyenld a,\%;@) - el —vel, igy az atalakitas
tovabbvihetd:

ot; ot; Ox; ot;
A maésodik tagban a agtt_j tényezs 0, ha i # 7, és €', ha i = j. Masképpen
felirva,
deli ‘.
or, ¢ Xti=in
ahol

(1 hai=j
M= 70 0 hai 4
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Az elsé tagban

OAmasz (2) Omaz (2) OAmaz (Q)
a( 81‘]' ) _ a( ij ) . % . a( 8Ij ) ] aeti B aQAmax(z) ) eti

Ezeket visszairva (x)-ba kapjuk:

82[/(2) a2>\maav (E) titts a)\max (g) L
otot, | omdr, 1 om O X

Figyeljiik meg, hogy ez specialis esetként tartalmazza az egyvaltozos ese-
tet, ugyanis egy valtozora sziikségképpen i = j, a vektorjelolések eltiin-
nek, és ekkor ugyanazt a képletet kapjuk a masodik derivaltra, mint amit
az egyvaltozos esetben kaptunk. Sajnos azonban itt nem hajthatunk végre
egyszertisitéseket, mert ha ezeket az értékeket beirjuk a métrixba, nem lesz
olyan tényezd, ami barmely koordinatan 1évé elembdl kiemelhetG lenne.

agatf—gzyj—ket is tudjuk szdmolni az el-

s6rendi derivaltakhoz hasonlé modon Harker képlete alapjan. Vegyiik ismét

A maésodrendii derivaltakat, azaz

észre, hogy ezek a derivaltak is csupan az xj-k matrixbeli elhelyezkedésétdl
fiiggnek, nem azok konkrét indexétdl, hiszen akar at is indexelhetnénk Gket.

Igy itt is jogos a jelolés:

O* Az (2)

0.3,k 1) = Ox,0x
pYTLq

ahol (i,7) az x,, (k,l) pedig az z, helyének koordinatai a méatrixban. Az
egyvaltozos esettdl eltérGen itt az Gsszes masodrendi derivaltra sziikségiink
van, ezért nem csak azt az esetet kell nézniink, amikor p azonos g-val, igy
d?(i, j, k,1) valodi négyindexes fiiggvény marad. Jeloljiik ezért most t;;-vel
t,-t, ahol persze (i, j) a t, (ekvivalensen az z,) helye a matrixban.

Ezekkel a jel6lésekkel
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és

T KU ha i # k vagy j # |

Ot0ty

d*(i,§,i,5) - €2 +d'(i,7) - eii hai=keésj=I

Tgy, mivel d' és d*> Harker képletei alapjan szamolhatoak, meg tudjuk hatarozni
mind a gradiens vektor, mind a Hesse-matrix Osszes elemét. Ezutan mar

felirhatjuk a t vektorra a tobbvaltozos Newton-iteraciot:
én—l—l = tn - [HL(LL)]_le(én)

A tobbvaltozos Newton-modszerben még szoktak hasznalni egy ~ 1épéskoz
faktort is:

Ha megadjuk a ¢ vektor kezd&értékét, ¢,-t, mar szamolhat6 az iteracio. A

megallasi kritérium itt is ugyanaz, mint az egyvaltozos esetben, azaz

2 = 2oa|| < T,

ahol

x, = (T1,...,2q) = (", ... €").

Azért az z-re fogalmazzuk meg a megallasi kritériumot, mert mivel z; = e,
a t-ben bekdvetkezd aprd valtozas még kénnyen okozhat nagy valtozéast az

x-ben.
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8. fejezet
Szamitasi eredmények

Rendelkezésiinkre all tehit az ismertetett egyvaltozos és tobbvaltozos
modszer. A kovetkez6kben egy példan mutatjuk be a két modszer mikddését,
majd ismertetjiik a nagy mintaelemszama teszt eredményét. A modszereket
Osszehasonlitjuk egyméssal, és egy harmadik — a Bozoéki-Fiilop—Ronyai-cikk-
ben bemutatott [2| — algoritmussal is, amely nagymértékben hasonlit az

egyvaltozosra, de nem a Newton-modszert hasznalja.

8.1. Példak az algoritmusok miikodésére

Az egyvaltozos és a tobbvaltozos Newton-modszert hasznald algoritmu-

sainkat elGszor a kovetkezd példaméatrixon fogjuk bemutatni:

1 7 1/2 = 3 %
17 1 % 1/5 % 1/4
U - T
« 5 1/6 1 2
1/3 = 1/9 1/2 1 3
x4 17 % 1/3 1

Nézziik az A méatrix graf reprezentaciojat:
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8.1. abra. Az A matrix grafja

Lathato, hogy ez 6sszefiiggd, vagyis a feladatnak van egyértelmd megoldasa.
Kovetkezs 1épésként irjuk be a valtozokat a hianyzo elemek helyére. Oszlop-
folytonosan indexeltiik a valtozokat, hogy 6sszhangban legyiink a program-

mal, mert ott technikai okokbdl igy volt kézenfekvGbb.

1 T 1/2 3 @y
7 1 x 1/5 x5 1/4
2 1/zy 1 6 9 T
Vws 5 16 1 2
1/3 1/z; 1/9 1/2 1 3
Vg 4 17 1/zs 1/3 1

Itt tehat a dimenzi6 m = 6, a hidnyz6 elemek szdma d = 5. A t6bbvaltozos
modszerben v = 1 lesz. A megéallasi kritériumot négy tizedesjegy pontosséag-
ban hatarozzuk meg, azaz T = 107%. A kezdGértékek 1-re vannak beéllitva,
azaz 1V =1 Vi=1,...,5.

A két modszer mellett még bemutatjuk a Bozoki-Fiilop—Ronyai-cikkben

[2] ismertetett modszert, ami lényegében ugyanaz, mint az egyvaltozos cik-
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lizalt modszer, de a probléméra adaptilt Newton-iteracio helyett ez a Mat-
lab beépitett fminbnd fliggvényét hasznalja, ami egy adott intervallumon
egy egyvaltozos folytonos valés fiiggvény lokéalis minimumat keresi meg. A
hasznalt intervallum ¢ € (—10,10), azaz z € (e719€'?). A gyakorlatban el6-
fordul6 méatrixok esetén x béven benne van ebben az intervallumban. Mivel
megmutattuk, hogy az atskalazas utan a probléma szigortan konvex, ezért
(akarcsak a Newton-modszer esetén) a lokalis minimum itt is globalis lesz.

(k)

A kovetkezs tablazat az x; ' valtozok értékét mutatja mindhdrom mod-
szerre (azaz az x elemeinek értékeit minden iteracioban), amig azok le nem
allnak. Az f7 jeloli az fminbnd-vel mikodd modszert, .67 az egyvaltozos

Newton-moédszert, ,t” a tébbvaltozés Newton-modszert.

k $§k) zgk) mgk) zgk) zék)

f ‘ e ‘ t f ‘ e ‘ t f ‘ e ‘ t f ‘ e ‘ t f ‘ e ‘ t
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 {0.05770.05770.3643[1.52131.5213(1.5718/0.27350.27350.5790[3.13833.13832.1141(2.10812.1081[1.5201]
2 1/0.0398/0.0398/0.3643(1.7432/1.7432(1.5718/0.2596/0.2596/0.5790{3.8376/3.8376(2.114112.13672.1367|1.5201]
3 /0.0393/0.03930.0736/1.8267/1.8267]1.88800.25930.25930.34003.8911[3.89113.7697|2.11992.11992.0629
4 10.03930.0393/0.04831.8365(1.83651.91850.2593(0.25930.28513.8894]3.889414.035912.11712.1171[2.1620)
5 {/0.0393/0.0393/0.0397|1.83691.8369(1.8861/0.2593/0.2593/0.2616/3.8885(3.8885(4.01422.11692.11692.1606|
6 /0.0393(0.03930.0377]1.83691.83691.8481(0.25930.25930.2566/3.888413.8884/3.922312.11692.11692.1300
7 1/0.0393/0.0393|0.0385[1.83691.8369(1.8310/0.2593/0.2593(0.25793.8884(3.8884|3.8746[2.11692.11692.1127|
8 - - 10.0393 - - [1.8316] - - [0.2594] - - 13.8743] - - R.1119
9 - - [0.0395 - - |1.8359] - - 10.2597 - - [3.8855 - - [2.1157
10 - - [0.0394 - - |1.8377 - - 0.2595 - - 3.8903 - - [2.1175
11 - - [0.0393] - - |1.8374] - - [0.2593] - - 3.8899] - - 1174
12 - - 0.0393 - - [1.8369 - - 0.2593 - - 3.8886] - - [2.1170
13 - - 10.0393 - - [1.8368 - - [0.2593] - - [3.8881] - - [R.1168
14 - - [0.0393] - - |1.8368 - - [0.2593] - - [3.8882 - - [2.1168

Az eredmények, amiket kaptunk (a negyedik tizedesjegytdl eltekintve, ami
kerekitési hibanak tudhato be), azonosak.

A matrix optimalis kitéltése
z = (0.0393,1.8369, 0.2593, 3.8884,2.1169).

Az optimalis sajatérték \,q.(z) = 6.2220, igy az optiméalisan kitoltott matrix

inkonzisztenciaja

Amaz(@)_m Amaz (l)_ﬁ 6.222—6
Cl m—1 —1 5

C[: = = = 5
ACI ~— ACI(m)  ACI(6)  1.253422

= 0.0354.
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Tehat C'I < 0.1, azaz az optiméalisan kitéltott matrix elfogadhat6 inkonzisz-
tenciat hordoz.

A Aoz (2)-hez tartozé normaélt sajatvektor (azaz a stlyvektor):
w = (0.2058,0.0206,0.5239,0.1119, 0.0822, 0.556).

A kitoltott matrix igy néz ki:

1 7 1/2 1.8369 3  3.8884
1/7 1 0.0393 1/5 0.2593 1/4
Alz) = 2 25.4286 1 6 9 7
0.5444 5 1/6 1 2 2.1169
1/3  3.8559  1/9 1/2 1 3
0.2572 4 1/7  0.4724 1/3 1

Jeloljitk z*-al a kapott optimalis kitoltést, z®)-val a k-ik iteracioban

kapott x vektort. Az alabbi 8.2 4bra mutatja az }g* — g(k)H valtozasat az
egyes iterdciokban. A kék pontok jelolik az egyvaltozos Newton-modszerrel
(és az fminbnd-vel) szamolt értékeket, a pirosak a tobbvaltozos Newtonnal

szamoltakat.

0gr
06F
04F
0z2r .
+
i " b + "
a 2 4 g g 10 12 14

8.2. abra. Az Hg* — 2 || véaltozdsa az A matrixnél
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*
max

sajatértéket, )\gi()w—val pedig a k-ik iteracidban kapott matrix legnagyobb
sajatértékét. A kettd tavolsagat, Al, — A* _t az aldbbi 8.3 abran kovet-

max

Hasonlban, jeloljiik \* ~-al az algoritmus végén kapott optiméalis Perron-

hetjiik nyomon.

07

05k B

04t .

03F B

02F M B

8.3. dbra. A, — Al ap Valtozdsa az A méatrixnal

Lathato, hogy a két egyvaltozos modszer — akar a Newton-modszert akar
az fminbnd-t hasznaljuk — nagyon hasonléan viselkedik, olyannyira, hogy
ebben a példaban minden lépésben megegyeznek. Nincs feltétleniil mindig
teljes egyezés 1épésenként, de a két egyvaltozos modszer valoban szinte egy-
forman viselkedik. Mindkét egyvaltozds modszer leallt a 7. iterdcio utan.

A t6bbvaltozos modszer csak 14 iteracié utan allt le. Nem jellemz§ tulaj-
donsaga, hogy lassabb az egyvaltozosnél, de elGfordul.

Nézziink egy méasik példat: most a tobbvaltozos modszer lesz a gyorsabb.

1 5) 3 7 6
/5 1 T 5 T3
1/3 1/x; 1 T2 3 x5
= 1/7 1/5 1/zs 1 a4 1/4
1/6 1/xzs 1/3 1/xzy 1 xg
1/6 1/3 1/as 4 1jzg 1
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A dimenzi6, azaz a szempontok szdma itt is m = 6, a hianyz6 elemek

szama d = 6. Itt is v = 1-et hasznalunk a tobbvaltozés modszerben, és a

P

megallasi kritérium is 7 = 107%, valamint a kezddértékek is 1-re vannak
beallitva, azaz x§°) =1 Vi=1,...,6.

k ng) z;k) zgk) zik) Iék) zék>

f [ e [ t f [ e [ t f [ e [ t f [ e [ t f [ e [ t f [ e [ t
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.3528(1.3528(1.0473|3.2114(3.2115[2.67222.89442.894411.86450.58204/0.58204/0.64975(1.7839(1.7839|1.6844 0.7155|0.7155(0.84933
2 1.1031(1.10311(0.951684.40684.40684.38422.6095/2.6095(2.3292/0.57295/0.57296/0.55375| 1.886 | 1.886 [2.0116/0.74887|0.74887|0.81044
3 0.98043/0.98044/0.912024.62294.62284.8995(2.5021[2.5022/2.37090.55416/0.55417/0.53021(1.9873]1.9873[2.0941/0.77272/0.77271/0.80553|
4 0.94687/0.946880.908424.76184.7618 4.926(2.44192.441912.36780.542680.542680.529322.034612.0346(2.0922/0.78596/0.78596(0.80246|
5 0.92907]0.92907|0.908334.8362/4.8362/4.9261/2.4081(2.4081(2.3681/0.53654(0.536540.52925[2.0604{2.0604(2.09190.79337|0.79336(0.80235|
6 0.91956/0.91956/0.90831(4.8769 4.877 |4.92622.38982.38982.3681/0.53321/0.53321/0.52924/2.0747]2.0747/2.09180.79744/0.79744/0.80235
7 0.91443/0.91443| - 4.8992/4.8993 - [2.37992.3799 - 0.5314|0.5314 - 2.0825[2.0825 - |0.79967]0.79967| -
8 0.91164/0.91164 - 4.91154.9115 - |2.3745(2.3746) - [0.530420.53042 - 2.08672.0867| - |0.800880.80089 -
9 0.91013/0.91013 - 4.9181}4.9182( - [2.37162.3716/ - [0.529890.52989 - 2.089[2.0891| - [0.80155/0.80155 -
10 |{0.90931/0.9093 - 4.92174.9218 - 2.37 | 2.37 - |0.529590.52959 - 2.09032.0903f - [0.80191]0.80191 -
11 |(|0.90886/0.90885 - 4.92374.9238 - [2.36912.3692 - [0.529440.52944 - 2.091(2.091 - (0.80211j0.80211 -
12 ||0.90861/0.90861 - 4.92484.9249 - [2.36872.3687] - [0.52935/0.52935| - 2.091412.0914| - 0.80222(0.80222] -
13 ||0.90848(0.90847| - 4.92544.9255 - [2.36842.3684] - 0.5293|0.5293 - 2.09162.0916/ - [0.802280.80228§| -
14 0.9084|0.9084 - 4.92574.9258 - [2.36832.3683] - 0.529280.52928 - 2.09172.0917, - [0.80231{0.80231 -
15 |(|0.90836/0.90836 - 4.9259 4.926 - [2.36822.3682 - ]0.52926/0.52926 - 2.09182.0918 - (0.802330.80233 -
16 |(|0.90834/0.90834 - 4.9264.9261] - [2.36822.3682] - ]0.529250.52925 - 2.09182.0918 - [0.80234/0.80234 -

A kapott eredmények itt is azonosak, kivéve az utolso tizedesjegyet, a

kapott optimalis sajatértékek pedig teljesen azonosak, az optimaélis kitéltéshez
tartozo Perron-sajatérték \p,q.(z) = 6.2152.
Az optimalis kitoltés

z = (0.9083,4.9261, 2.3682, 0.5293, 2.0918, 0.8023).

Az inkonzisztencia C'I = 0.0343, azaz ez is elfogadhat6 inkonzisztenciaju.

A kapott salyvektor

w = (0.4778,0.1625,0.1717,0.0368, 0.0659, 0.0853).
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A kitoltott matrix:

1 5 3 7 6 6
/5 1 0.9083 5  2.3682 3
1/3 1.1009 1  4.9261 3  2.0918
- 1/7 1/5 0.2030 1  0.5293 1/4
1/6 0.4223 1/3 1.8895 1  0.8023
1/6  1/3 0.4781 4  1.2464 1

Az el6z6 matrixnél alkalmazott jelolésekkel, az x vektor, valamint a A4
tavolsagat az optimumtol a kovetkezs ( 8.4 és 8.5) abrakon kovethetjiik nyo-
mon. Itt is a kék pontok jelolik az egyvaltozos, pirosak a tobbvaltozos mod-

szerhez tartoz6 értékeket.

25
+

2 o -
16+ B

1 L -
05t ' .

*
] 1 + n : 1 k4 4+ 4 & - + - e -
] 2 4 B g 10 12 14 16
8.4. abra. Az ’ [ g(k)H valtozasa a B méatrixnal

A két egyvaltozos modszerre a tapasztalat ugyanaz; a két modszer nagyon
hasonléan viselkedik. Itt a tobbvaltozos modszer joval gyorsabb volt, de mint
az els6 példan lattuk, ez nincs mindig igy. S6t, a tobbvaltozés modszerben

még a vy valasztasa is befolyasolo tényezd.
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8.5. dbra. Ahs — A an Valtozdsa a B matrixndl
A konkrét példak szemiigyre vétele utan nézziik, mi az altalanos tapasz-
talat.

8.2. Véletlengeneralt tesztek

A véletlen paros Osszehasonlitds matrixok generalédsa gy torténik, hogy
a fels6 haromszog minden pozicidjara az 1/9,1/8,...,1/2,1,2,3,...,9 hal-
mazbol egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy értéket, és az atellenes pozi-
cioba beirjuk a reciprokat (a f6atlot természetesen 1-esekkel toltjiik ki).

Nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitids matrixot tobbféleképpen lehet
generdlni. A nehézség az, hogy olyannak kell lennie, hogy a grafja Gssze-
fiiggd legyen. Mivel egy kitoltott paros Osszehasonlitas métrix grafja teljes
graf, ezért egy pont foka m — 1. Ha tehat egy véletlen paros 6sszehasonlitas
méatrixbol kitorliink legfeljebb m — 2 elemet, akkor biztosan olyan nem tel-
jesen kitoltott méatrixot kapunk, aminek a grafja osszefiiggd. Mi a tesztjeink
soran ezt a modszert alkalmazzuk.

Egy masik megkozelités, hogy ha egy iires graftba huzunk be éleket ad-
dig, amig az Osszefiiggd nem lesz. Ennek a legegyszertibb modja a csillag,

azaz, ha kivalasztunk egy pontot, és az 6sszes tobbi ponthoz htizunk onnan
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egy ¢lt. Ez a matrix esetén tgy néz ki, hogy véalasztunk véletlenszeriien egy
szamot 1, ..., m-b6l, és az annyiadik sort és oszlopot kitoltjiik az el6bbi mod-
szer szerint valasztott véletlen szamokkal. Ekkor azonban a matrix kitélthetd
konzisztensen, igy ez nem tul érdekes eset.

Sok més modon is lehet generalni véletlen, nem teljesen kitoltott paros
Osszehasonlitds matrixokat; mi az el6bb ismertetett médon — azaz egy véletlen
kitoltott paros Osszehasonlitdas matrixbol legfeljebb m — 2 elemet torélve —
hozzuk Gket létre. Ezt gy érjiik el, hogy m — 2-szer valasztunk két véletlen
szamot, i-t és j-t 1,...,m-b6l, és az (i,7) és a (j,i) pozicioban 16vs ele-
meket toroljiik. Ez alol kivétel, ha ¢« = j, vagy ha az adott koordinataja
elem mar torclve lett. Igy a torolt elemek szama legfeljebb m — 2, de lehet
annél kevesebb is, és a pozicidjuk véletlen. A torlést gy valositjuk meg,
hogy az adott elemet (és a reciprokat, ami atellenben van) egyszertien 0-val
helyettesitjiik, hiszen egy paros Osszehasonlitds métrixban nem fordulhat els
nulla, igy ezzel egyértelmien jel6lhetjiik a hianyzo6 elemeket.

A tesztekben minden alkalommal négy tizedesjegy pontossag volt a megal-
l4si kritérium, azaz T = 1074, a kezdGértékek pedig mindharom modszernél
mindig 2" =1 Vi =1,...,d. Mint emlitettiik, d < m — 2, bar a t&rlends
elemek helyének meghatarozésabol adédoan d tipikusan koézel van m — 2-hoz,
fsleg ha m nagy. Ezért a hianyzo elemek szamanak atlagat, d-t is mérjiik.
Minden tesztet 1000 darab véletlen matrixra futtatunk le.

A moédszereinket pontossag és iteracioszam alapjan hasonlitottuk Ossze
paronként. A tablazatban i(f)”, ,i(e)” és ,i(t)” jeloli rendre az fminbnd, az
egyvaltozos Newton és a tobbvaltozés Newton-modszer segitségével torténd
algoritmusok iteracioszamat, ,se(f)”, ,se(e)” és .se(t)” pedig hasonléan az op-
timéalis sajatértékeket. Mindegyik értékbdl a kisebb a jobb. A mérések soran
csak ezen értékek egyméshoz valé viszonyat vizsgaltuk, nem azok konkrét
értékeit. A tablazatok celldiban az adott méretid véletlen méatrixokon vald
1000 darab futtatasbol az adott oszlopban szerepld feltételnek megfelels futa-
sok darabszama lathato, kivéve az els6 harom oszlopot: az m a dimenzio,
a tobbvaltozos Newton-modszer lépéskoze, d pedig a hianyzo elemek atlagos

Szama.
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Egyvaltozos Newton vs. Tébbvaltozés Newton

l m [ ¥ [ d [ se(f)=se(e)=se(t) [ se(t)=se(e) [ se(t)>se(e) [ se(t)<se(e) [ i(t)>i(e) [ i(t)=i(e) [ i(t)<i(e) l
6 0.1 3.07 652 652 348 0 907 27 66
7 1 3.949 982 982 18 0 346 351 303
8 1 4.844 955 955 45 0 279 379 342
9 1 5.796 918 918 82 0 244 359 397
10 1 6.704 921 921 79 0 192 428 380
15 1 11.529 993 993 7 0 79 634 287
20 1 16.378 998 998 2 0 32 789 179
fminbnd vs. Egyvaltoz6s Newton
l m [ ¥ [ d [ se(f)=se(e)=se(t) [ se(f)=se(e) [ se(f)>se(e) [ se(f)<se(e) [ i(f)>i(e) [ i(f)=i(e) [ i(f)<i(e) l
6 0.1 3.07 652 1000 0 0 0 999 1
7 1 3.949 982 1000 0 0 0 1000 0
8 1 4.844 955 1000 0 0 0 1000 0
9 1 5.796 918 1000 0 0 0 994 6
10 1 6.704 921 1000 0 0 0 994 6
15 1 11.529 993 1000 0 0 0 1000 0
20 1 16.378 998 1000 0 0 0 1000 0
fminbnd vs. Tobbvaltoz6s Newton
[m [ v [ d ] se(f)=se(e)=se(t) | se(t)=se(f) [ se(t)>se(f) | se(t)<se(f) [ i()>i(f) [ iw)=i(f) [ i(t)<i(f) |
6 0.1 3.07 652 652 348 0 907 27 66
7 1 3.949 982 982 18 0 346 351 303
8 1 4.844 955 955 45 0 279 379 342
9 1 5.796 918 918 82 0 246 359 395
10 1 6.704 921 921 79 0 192 429 379
15 1 11.529 993 993 7 0 79 634 287
20 1 16.378 998 998 2 0 32 789 179

A v valasztasanak stabilitasi okai vannak, erre még kiilon visszatériink

késGbb.

Lathato a masodik tablazatbol, hogy a két egyvaltozds modszer gyakor-

latilag tokéletesen azonosan miikodik, ebbdl kifolyolag az els6 és a harmadik

tablazat szinte teljesen ugyanaz. A tovabbiakban nem is foglalkozunk kiilon

a két egyvaltozos modszerrel, hanem egyként kezeljiik Gket. Nézziik tehat a

megfigyeléseket, amiket az egyvaltozos és a tobbvaltozos modszer Osszeha-

sonlitasabol, azaz az els6 (vagy a harmadik) tablazatbol olvashatunk ki:

1. Optimalitas: Az esetek nagy tobbségében a két modszer altal adott
optimaélis sajatértékek megegyeznek, de amikor mégis eltérés van koztiik,
akkor mindig az egyvaltozos a jobb. Az egyezések szama — gy tiinik —

m novekedésével novekszik.

2. Tteraciészam: A két modszer iterdcidoszaménak egyméashoz vald viszo-

nya nagy valtozatossagot mutat. A tobbvaltozos gyakrabban gyorsabb
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az egyvaltozosnal, mint forditva, de m névekedésével az egyezések szama
valik dominanssa. Ha -t valtoztatjuk, az lényegesen befolyasolhatja a
tobbvaltozos Newton iteracioszamat, errdl a kovetkezs szakaszban lesz

Sz0.

3. Dimenzi6: Ha m novekszik, a két modszer hatdrozottan egyre hason-
lobban viselkedik.

Ha egyel6re ragaszkodunk a v = 1 valasztashoz, akkor dgy tinik, cél-
ravezetGbb az egyvaltozos modszert hasznalni, hiszen az sosem adott rosszabb
eredményt. Ezt bizonyos mértékig arnyalja, hogy a tobbvaltozos varhatéan
valamivel kevesebb iteracioval végez, &m ez csak egy varhato lépésszam, nem
egy szigori becslés, hiszen néhanyszor még lassabb is. Ha m nagy, akkor
egyre kevésbé szamit, hogy melyik modszert valasztjuk. Elképzelhetd, hogy
bizonyos m-ekre, ahol mar a kétféle eredmény egyezése gyakorlatilag biztos,
viszont az iteracidészam még kell§ aranyban kiilonbozik, megéri tébbvaltozos
modszert alkalmazni; ez jovGbeni munkak témaja lehet.

Az biztos, hogy az egyvaltozds modszer megbizhato, jo eredményeket pro-

dukal, ezért kivaloan alkalmas az adott probléma megoldasara.

8.3. A tobbvaltozés moédszer stabilitasa és a v

szerepe

A tobbvaltozdés modszer — a tapasztalatok alapjan — néha hajlamos a
divergenciara: a matrixban végtelenbe tarté6 nagysagrendi elemek jelennek
meg. Teljesen pontosan egyelére nem sikeriilt karakterizalni, hogy mikor johet
eld ilyen divergencia, de tapasztalati iton gy tiinik, hogy az esélye a hidnyzo
és a kitoltott elemek aranyatol fiigg. Nézziink egy példat (a példamatrix a

Bozoki-Fiilop-Ronyai-cikkbél szarmazik [2]):
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1 5 3 7 6 6 1/3 1/4
1/5 1 1 5 To 3 xg 1)7
1/3 1/x; 1 X4 3 Ts 6 T
17 1/5 1/zs 1 v 1/4 x5 1/8
1/6 1/zo 1/3 1/z7; 1 Tg 1/5  x
16 1/3 1/as 4  1/zg 1 an  1/6

3 1/xzs 1/6 1/xg 5 1/21, 1 12

4 7 1/zg 8 1/xyg 6 1/x1p 1

Erre a méatrixra a tobbvaltozos modszer divergal. Lathato, hogy itt a mi
tesztjeinknél aranyaiban tobb hidnyzé elem szerepel, d = 12, és m = 8. Ha
azonban két hianyzo elem helyére beirjuk az arra az elemre (az egyvéltozos
modszerrel szamolt) optimumot, akkor mar miikodik a tobbvaltozos modszer.

Felmeriil, hogy esetleg a kezdGértékek jobb megvalasztasaval rendbehozhato
a tobbvaltozos modszer. Azonban ez nem igy van: ha az el6bbi matrixban
a két elemet — ahelyett, hogy kitoltenénk — meghagyjuk véaltozénak, de az
optimumrél inditjuk 6ket, akkor is divergal a tobbvaltozos modszer.

A nagy elemszamu tesztekbdl kis m-ekre az deriilt ki, hogy m minél
kisebb, annal nagyobb az esélye a divergencianak. Fz féleg m = 4,5,6-ra
fordul elg, m = 7-re elég ritkdn, m = 8-ra pedig mar egyaltalan nem fordult
elg. Az elézé példa viszont azt mutatja, hogy m = 8-ra is el6 tud allni ilyen
helyzet, azonban d csokkentésével helyrehozhaté. A mi tesztjeinkben mindig
d < m—2. Ezért természetesen adddik a hipotézis, hogy a divergencia esélye
a kitoltetlen elemek aranyatol fligg. Ez mar csak azért is 6sszhangban van a

tapasztalattal, mert

azaz ha m — oo akkor a tesztekben Kkitdltetlen elemek arédnya és ezzel
hipotézisiink szerint a divergencia esélye tart a 0-hoz.

A példaban szerepld 12 valtozds 8 x 8-as matrixra is tudjuk azonban
sikerrel alkalmazni a tobbvaltozos Newton-modszert, ennek kulcsa pedig a
v lépéskoz faktor modositasa. Ha a példamatrixnal v = 0.6, vagy kisebb,

akkor mar nem divergal rd a Newton-modszer, mig még példaul v = 0.7-re
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divergal. A tapasztalat szerint ha -t csokkentjiik, azzal stabilitast nyeriink
az iteracidoszam rovésara. Probléma viszont, hogy az alkalmas v matrixfiiggd.
Elképzelhets, hogy lehet talalni minden m-re és d-re olyan v-t, hogy arra
méar nem divergal a tobbvaltozos Newton-modszer, viszont az is lehet, hogy
tilsagosan fiigg a hasznalhatd v a konkrét matrixt6l ahhoz, hogy ilyet meg
lehessen adni (az 1000 darabos tesztben v = 0.1-et valasztottunk, erre méar
nem divergalt egy sem koziiliik).

Az is lehetséges, hogy nagy m-ekre, vagy esetleg kis d/m aranyra, ahol a
stabilitds mar nem probléma, érdemes v > 1-et valasztani, hogy a sebességet
noveljiik, igy, hogy a stabilitast is megtartsuk. Ezek a kérdések késGbbi ku-
tatasok targyat képezhetik.

A konrét program numerikus modositésaival is lehetne probalkozni, hatha

stabilabb eljarast tudunk nyerni.
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9. fejezet

Konklazi6

A dolgozatban megnéztiik, hogyan lehet egy tobbszempontia déntési fel-
adatbol paros Osszehasonlitas matrix segitségével a déntéshozo szubjektiv
preferencidinak megfelel6 optimélis dontést meghozni. Ezutan definidltuk a
nem teljesen kitoltétt paros Osszehasonlitds métrixokat, amik a hianyzé in-
nincs minden szempont Osszehasonlitva. Definialtuk a nem teljesen kitoltott
paros Osszehasonlitds matrixok optimalis kitoltését, ami azt a kitoltést jelen-
tette, amire az inkonzisztencia, ekvivalensen a matrix legnagyobb sajatértéke
miniméalis. F§ feladatunknak ezért a \,,,, minimalizalasat tekintettiik.

Megnéztiik, hogyan lehet konvex optimalizalasi feladatta atparaméterezni
az eredeti feladatot, és azt is, hogy a feladatnak milyen koriilmények kozott
létezik egyértelmii megoldésa. Az igy tisztazott feladatra Harker képletei
segitségével egy 1j modszert adtunk, egy Newton-modszert alkalmaztunk az
aAtparaméterezett problémara, mind egy-, mind t6bbvéltozos formaban.

Végiil bemutattuk az tj modszerek gyakorlati mikddését, osszehasonli-
tottuk Gket egymaéssal, és egy mar méshol [2] alkalmazott modszerrel is, és
néhany 1j iranyt adtunk jévébeni lehetséges vizsgalatok szamara. Az ered-
mények biztatoak: mindkét modszer mitkodSképes, és (f6leg az egyvaltozos
modszer esetén) nem rosszabb, mintha a mar alkalmazott modszert hasznal-

nank.

42



Irodalomjegyzék

[1] B. Aupetit and C. Genest, On some useful properties of the Perron eigen-
value of a positive reciprocal matriz in the context of the analytic hierarchy

process. European Journal of Operational Research 70(1993), 263-268.

[2] S. Bozoki, J. Fiilop, L. Ronyai, On optimal completions of incomplete
pairwise comparison matrices. Mathematical and Computer Modelling
52(2010), 318-333.

|3] P.T. Harker, Alternative modes of questioning in the analytic hierarchy
process. Mathematical Modelling 9(3)(1987), 353-360.

|[4] P.T. Harker, Incomplete pairwise comparisons in the analytic hierarchy
process. Mathematical Modelling 9(11)(1987), 837-848.

[5] P.T. Harker, Derivatives of the Perron root of a positive reciprocal matriz:
with application to the Analytic Hierarchy Process. Applied Mathematics
and Computation 22(1987), 217-232.

[6] J.F.C. Kingman, A convexity property of positive matrices. The Quarterly
Journal of Mathematics 12(1961), 283-284.

|7] D.G. Luenberger and Y. Ye, Linear and Nonlinear Programming. Se-
ries: International Series in Operations Research & Management Science,
vol. 116. 3rd Edition (Springer, 2008).

|8] T.L. Saaty, A scaling method for priorities in hierarchical structures.
Journal of Mathematical Psychology 15(1977), 234-281.

43



[9] T.L. Saaty, The analytic hierarchy process (McGraw-Hill, New York,
1980).

[10] S. Shiraishi, T. Obata and M. Daigo, Properties of a positive reciprocal
matriz and theiwr application to AHP. Journal of the Operations Research
Society of Japan 41(3)(1998), 404-414.

[11] S. Shiraishi and T. Obata, On a mazimization problem arising from a
positive reciprocal matriz in AHP. Bulletin of Informatics and Cybernetics
34(2)(2002), 91-96.

[12] V.M.R. Tummala and H. Ling, A note on the Computation of the Mean
Random Consistency Index of the Analytic Hierarchy Process (AHP).
Theory and Decision 44(1998), 221-230.

44



