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Ezaton szeretném megkoszonni konzulensemnek, Moéri Tamasnak, hogy a diploma-
munka elkésziilése alatt mindvégig segitette és felligyelte munkamat, siirgés esetekben
barmikor szakitott ram idejébdl, és konyveit is korlatlan ideig hasznalhattam. A tanul-
méany precizsége érdekében a benne szereplé aprobb hibakra is felhivta a figyelmemet,
mind matematikaira, mind nyelvtanira, amiért kiilon halas vagyok.

Tovabba szeretnék koszonetet mondani Tusnady Gabornak, aki nemcsak szakmai
tanacsokkal latott el idejét nem sajnalva, de befogadott a kutatasaval foglalkoz6 cso-
portba is, ezaltal megismerhettem munkassigit, munkatarsait, és él6ben lehettem

tantja a megbeszéléseknek.



El6szo6

A tulélésanalizis, ami a diplomamunka témakore, egy viszonylag 1j teriilete a statisz-
tikanak. A huszadik szdzad méasodik felében indult rohamos fejlédésnek, egyik legna-
gyobb kutatoja D. R. Cox (1924- ). A modszer neve és a vele kapcsolatos fogalmak arra
utalnak, hogy elsGsorban silyos betegségek kiilonbo6z6 kezeléseinek dsszehasonlitasara
alkalmazzak, ahol a vizsgalt esemény a beteg halala, ill. annak idépontja a kezeléstél
szamitva. Altalanosabban arra kereshetjitk a valaszt, hogy egyes egyedek esetében
miért nagyobb a kockdzata a vizsgalat céljabol fontos esemény bekdvetkezésének.

Legfébb célunk tehat, hogy egy beteg adataibol (ezeket a péaciens paramétereinek
fogom nevezni) tulélési valoszintiséget tudjunk meghatarozni. A konnyebb kezel-
hetGség szempontjabol eloszlasfiiggvénynek célszerti kozismert fiiggvényt venniink,
ezek kozil a leggyakoribbakat a 2. fejezetben ismertetem. Az egyes paraméterek
értékei kozotti kiilonbségek elemzéséhez modelleket alkalmazunk attol fiiggGen, hogy
az adott paraméter milyen szintii valtozast visz végbe a beteg tulélési esélyeiben.
Ezekrol részletesen a 3. fejezetben lesz sz6, ahol az ismert modellek mellett Tusnady
Géabor sajat fejlesztésti modellje is helyet kap. A kiilonbségek szamszertsitése céljabol
regresszios modszereket alkalmazunk, amelyeket b6vebben a 4. fejezetben targyalok.
Végiil az 5. fejezetben az SPSS és az R statisztikai programok segitségével valos
adatokra alkalmazom az eddig leirtakat.

Az Egészségiigyi Minisztérium 1998-ban létrehozta a Magyar Nemzeti Rakre-
gisztert, ahol az orszag Osszes regisztralt rakbetegének adatait nyilvantartjak és fel-
hasznaljak. Ennek oka, hogy Magyarorszidgon harom emberbdl ketténél diagnosztizal-
nak élete soran egyszer vagy tobbszor valamilyen tipusa rakot, koziiliik t6bb szazezren
meg is halnak miatta, ezért alapvets feladatunk, hogy matematikailag modellezziik a

kiilénboz6 rakbetegségeket.
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1. Bevezetés

Az orvosi statisztikiban a leggyakoribb vizsgalatok targya egy esemény (altalaban a
halél, de lehet a tiinet enyhiilése, felépiilés stb.) bekovetkezésének ideje, ezt ezentil
meghibasodasi idének fogjuk hivni. Az ilyen tipusu adatokat nevezziik élettartam-
adatoknak, ezek elemzésével foglalkozik a tulélésanalizis. A statisztika ezen teriiletét
nem csupan az alkalmazésbeli sajatossaga miatt kiilonitik el, hanem mert a hagyo-
manyos statisztikai modszerekkel nehezen kezelhetGk az élettartam-adatok. Ennek
egyik oka, hogy ezek altalaban pozitivan ferdék, vagyis viszonylag kevés a nagy érték,
vagyis példaul a normalis eloszlas feltételezése itt nem helytallo.

A mésik, és egyben a nagyobb probléma, hogy a tulélési id6k gyakran cenzordltak.
Egy paciens tulélési idejét cenzoraltnak mondjuk, ha a meghibasodési id6t nem ismer-
jiik. Ez tobb okboél megtorténhet, leggyakoribb, hogy a péciens a megfigyelés végén
még életben volt, vagy hogy a megfigyelés alatt meghalt, de nem a vizsgélt betegség
miatt. A cenzoraléds vizsgalata nem csak azért fontos, mert ezt figyelmen kiviil hagyva
csOkken az informéacionk, hanem mert torzul is az eloszlasunk, hiszen példaul ha egy
10 éves vizsgalat alatt az 1000 paciensbdl 700 tiléli a betegséget, és ket nem vessziik
figyelembe, akkor azt kapjuk, hogy senki sem éli til a 10 évet, mikdzben tudjuk, hogy
700 beteg nem halt bele. Jobb oldali cenzordldsrol akkor beszéliink, ha a megfigyelési
id6nél tobbet élt (volna), ha kevesebbet, akkor bal oldalirol. Utobbi csak ritkdn fordul
el, ezért mostantol cenzordlas alatt jobb oldali cenzoralést fogok éretni. Ezaltal az
eredeti D; (i = 1,...,n) minta helyett az (T3,d;) (i = 1,...,n) Gn. cenzordlt mintdval
fogunk dolgozni, ahol T; = D; A C;, C; az i-edik cenzoralasi id6 és 0; = x{1,—p,}. tehat

azt mutatja, hogy az i-edik péciens meghalt vagy cenzoraltuk. Két specilis sémét

//////

determinisztikus és azonos (C; = c € R, i = 1,...,n), mig a 2. tipusanal az els6 s
meghibasodast varjuk meg, azaz C; = Df (i = 1,...,n). El6bbinél ¢ tipikus esete a

vizsgélat vége, igy végig a cenzoralas ezen fajtajaval fogunk foglalkozni.

A megszokott statisztikai modszereknél a mintank tobbnyire fiiggetlen, azonos
eloszlasu. A fliggetlenség itt is teljesiil, de az eloszlasok egyedrél-egyedre valtozhatnak,
példaul kozismert, hogy a mellrak joval veszélyesebb a néknél, mint a férfiak esetében,
vagyis két kiilonb6z6 nemt paciens élettartam eloszlasa biztosan kiilonbozik. Azokat
a valtozokat, amelyek befolyasoljak az eloszlast, mint példaul a kor, nem, dohanyzés,
magyardzo vdltozoknak nevezziik, egy konkrét beteg esetén paramétereknek. Ha két
péaciens minden paramétere megegyezik, akkor a két paciens élettartam eloszlasat
azonosnak tekintjiik.

A tanulmany soréan az élettartamokra elsGsorban nem az eloszlasfiiggvényiikkel

fogunk hivatkozni, hanem annak valamilyen fiiggvényével. Ilyen példaul a tilélésfiigg-
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vény, ami a T valoszintiségi valtozo esetén:
F(t):=P(T>t)=1-F(t),

vagyis annak a valoszintisége, hogy az egyed megéli a t id6t. Megjegyzem, hogy
mivel a valoszintiségi valtozo értéke idG, ezért természetesen csak olyan eloszlasokkal
foglalkozunk, amelyek a nemnegativ szamhalmazra koncentraltak. Masik fontos fiigg-

vény a kumuldlt hazdrdfiiggvény, ami definici6 szerint:
R(t) := —log F(t).

A felirasbol latszik, hogy R(0) = 0, R monoton né és lim;,, R(t) = +oco. Ha az
eloszlas abszolut folytonos, akkor T-nek 1étezik stirtiségfiiggvénye, jeldlje ezt f. Ekkor

T hazdrdfigguényén az
o1
r(t):=lm-P(T <t+e|T >1t)
e—0 g

kifejezést értjiik. Ez tulajdonképpen azt mutatja, hogy ha valaki a ¢ id6pontban él,
akkor mekkora "valoszintiséggel” fog ott meghalni, ezért néha szokés a tilélés inten-
zitdsdanak nevezni (a sz6 szoros értelemben véve persze nem valosziniiség, hiszen a

hazardfiiggvény értékkészlete RT). Egyszerd szamolassal konnyen igazolhato, hogy:
r(t) = R'(t) = =75

amib6l R tulajdonsagai miatt kdvetkezik, hogy r(t) > 0 V¢ > O-ra.

Mint azt az el6szoban mar emlitettem, elssorban a paciensek tiiléléseire szeretnénk
becslést adni. Ezt tdilnyomorészt az dltaldnositott maximum likelihood mddszerrel
(Kiefer és Wolfowitz, 1956) tessziik meg, miszerint az (€2, . A) mérhetd téren értelmezett
P = {P} eloszlascsaladban P dltaldnositott magimum likelihood becslés, ha VP € P:

P P
—— (X)) 2 ——/—=(X),
a(P+p) a(P+p)
ahol X az adott minta. Jeldlje 0 < a; < ay < ... < ay4 a kiilénb6z6 meghiba-
sodési id6ket, m; az a; multiplicitasat, n, = |R(a;)|, ahol R(t) a "risk set”, a t-ben
megfigyelés alatt allo egyedek halmaza, azaz R(t) = {i : X; > t}. Az altalanositott

ML-b6l kiindulva determinisztikusan cenzoralt mintabol a Kaplan-Meier becsléssel
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(1958) kozelithetjiik a tulélésfiiggvényiinket, mégpedig a kovetkezsképpen:

o= (-5)

ra;<t

=

Ennek a szorasnégyzetét a Greenwood-formula (1926) segitségével becsiilhetjiik:

D? (%(t)) ~ (%(t))z Z W

Altalanosabban, nézziik meg, hogyan irhato fel a likelihood-fiiggvény cenzoralt

minta esetén. Cenzoralatlan esetben a hagyomanyos likelihood-fiiggvény:

n

L=1]] fla).

i=1

Most tegyiik fel, hogy az n megfigyelésbél d egyed meghal az ay, ..., ag id6pontokban,
a maradék n — d egyedet pedig a ¢y, ..., c,_q id6kben jobbrol cenzoraljuk. Ha valakit
c-ben cenzorilunk, az azt jelenti, hogy legalabb ¢ id6t él, aminek a valosziniisége F(c).

Ezt felhasznélva, cenzoralt mintara a likelihood-fiiggvény:

L= H fla;) ﬁf(cj).

az (t;,d;) part, ahol §; a meghibasodas indikatora. Ezzel:

n

51’ T 1_5i & 61 T
L= H {fa)} {Ft)} = H {r(t:)}" F(t:). (1)
i=1 =1
Az elemi statisztikabol ismert eloszlascsaladokon kiviil érdemes definidlnunk néhany,
specialis tulajdonsaggal rendelkez6 eloszlascsaladot, amik segitségével jobb becslést
tudunk adni az eloszlasra (feltéve, hogy az vizsgalt élettartam eloszlas az adott elosz-
lascsalad tagja). Ilyen eloszlascsalad IFR, DFR, IFRA, DFRA, NBU és NWU.

1. Definicid. [Increasing/Decreasing Failure Rate| A T wvaldszintségi vdltozdhoz

tartozo F eloszlasfigguényre F €IFR (F €DFR), ha Vs > 0-ra az % t-nek mono-
ton fogyo (névekvd) figgvénye.

1. Tétel. F €IFR (F €DFR) <= R konvez (konkdv). Ha 3f, akkor ekvivalens
r monoton névd (csikkend) voltdval.

2. Definici6. [Increasing/Decreasing Failure Rate Average| A T valdsziniségi

vdltozéhoz tartozd F eloszldsfiigguényre F €IFRA (F €DFRA), ha az F(t)"7' t-nek
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monoton foqyd (névekvd) figgvénye.

2. Tétel. F €IFRA (F € DFRA) <= R(t)/t monoton nivd (csokkend) t-ben.

3. Definici6. [New Better/Worse than Used| A T' valdszindiségi vdltozohoz tartozo
F eloszldsfiigguényre F € NBU (F eNWU), ha Vt,s > 0-ra F(t +s) < (>)F(t)F(s).

3. Tétel. F eNBU (F eNWU) <= R szuperadditiv (szubadditiv).

A definiciokban szerepld fiiggvényeket valoszintiségekké atirva kapjuk, hogy az IFR
csalddban minél idGsebb az egyed, annal rosszabbak az életkilatdsai, mig az NBU
szemléletesen azt jelenti, hogy az 4] egyed életkildtasai jobbak, mint azé, aki méar élt
valamennyit. Ezen osztalyok kozott fennall a IFR;IFRA;NBU és a
DFRGDFRASNWU tartalmazas, ezek bizonyitasa trivialis.

Gyakori feladat a rdkkutatas tanulmanyozasa soran, hogy miel6tt paciensek két
csoportjat Osszehasonlitanank az élettartamuk szempontjabol, eldontsiik, egyaltalan
kiillonboznek-e. Ennek tesztelésére az egyik lehetséges modszer a log-rang teszt (Man-
tel-Haenszel, 1958), amely a kovetkezSképpen jar el: tegyiik fel, hogy a két csoportban
osszesen d kiilonb6z6 meghibasodasi id6 van, ezek rendre 0 < a; < ... < aq. Legyen
a j-edik (j = 1,2) csoportban az a;-ben meghalt egyedek szama m;;, a megfigyelés

alatt alloké n;;, tovabbd m; 1= my1 + mya, n; 1= ny + nge. Ekkor:

ahol:

d

ni1my;
U= g mi —
n;

=1

)

nilni2mi(ni - mi)

V =var(U) :Z 22 (n; = 1)

=1
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2. Eloszlasok

A tulélések vizsgalatakor szamos eloszlassal kisérleteznek, termeészetesen (az idGskala
miatt) csak azokkal, melyek a nemnegativ valos szamokon vannak értelmezve. Ide tar-
tozik az exponenciélis, a Weibull, a Gompertz-Makeham, a lognormalis, a log-logiszti-
kus, a gamma, és az inverz Gauss eloszléas is. Ezek koziil részletesen csak az exponen-

cialissal, a Weibullal és a lognormaélissal foglalkozom.

2.1. Exponencialis eloszlas

Tulélésanalizisben a legkonnyebben kezelhet6 eloszlés az exponencidlis eloszlds, melyet

egyszertiségéért hasznalnak szivesen. A A > 0 paraméter exponencidlis eloszlas

tualéléstiiggvénye:
F(t)=e™,
ill. hazardfiiggvénye:
r(t) = A
25¢
20 A=2
15}
w0 r=12
05}
0.0 0.2 0.4 06 0.8 10 00 0.2 0.4 0.6 0.8 10
(a) Tulélésfiiggveny (b) Hazardfiiggveny

1. &bra. Fzponencidlis eloszlds

Mint latjuk, ez egy egyparaméteres eloszlas, konstans hazardfiiggvénnyel, vagyis
a tulélés intenzitdsa nem fiigg az id6t6l, mindvégig allandé. Az eloszlas varhato
értéke 1/x; szorasnégyzete 1/x2. A paraméter ML-becslése a legtermészetesebb modon
torténik: a meghibasodéasok atlaganak reciproka. Mindezen jo tulajdonsagok ellenére

sajnos ritkan fordul el§ az orvostudomanyban.

2.2. Weibull eloszlas

Az exponencialis eloszlassal ellentétben a Weibull eloszlds méar joval gyakoribb, koszon-

hetd ez tobbek kozott két paraméterének. Az X valdszintiségi valtozo Weibull eloszlasti
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A > 0 és v > 0 paraméterekkel (X ~ W () v) ), ha talélésfiiggvénye:

hazardfiiggvénye:
r(t) = Mt

ahol \-t skdlaparaméternek, -t pedig alakparaméternek nevezik, amely elnevezéseket
a 2. abra jol szemlélteti. Specidlisan, ha v = 1, akkor az exponencidlis eloszlast
kapjuk. ~ egyéb értékeire a hazardfiiggvény szigorian monoton névs (tehat F €
IFR), ill. csokkens (F' € DFR) attol fiiggéen, hogy « 1-nél nagyobb vagy kisebb.

20y
y=21
15 -7
A7 y=13
10} T
g y=07
/
051/
/
0.0 0.5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
(a) Tulélésfiiggvény (A = 1.2) (b) Hazardfliggvény(\ = 1.2)

0.0 0.5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(C) Tulélésfiiggvény(y = 1.3) (d) Hazardfiiggvény(y = 1.3)

2. abra. Weibull eloszlds

A Weibull eloszlas varhato értéke EX = AT <7fyr—1>, szorasnégyzete pedig

v y

2
D*(X)= A" |T (7—”) -T (LH> 1 . A paraméterek ML-becslését a kovetkezs egyen-

letrendszer megoldésa adja:

A d <~ =
=+ diloga; — ——= al loga; =0
f}/ ; G’YZ

i 4=1
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X=d/ i al.
i=1

Ez explicit médon nem szamolhato ki, csak numerikus modszerekkel tudjuk kozeliteni,

példaul a Newton-Raphson-modszerrel (1d. Fiiggelék).

2.3.

Log-logisztikus eloszlas

A Weibull eloszlas egyik hatranya, hogy tetszéleges paraméterezés mellett a hazéard-

fliiggvény monoton, bar egyes kezeléseknél eléfordul, hogy az intenzitas egy ideig né

(amig a szervezet befogadja az j hatéanyagot), aztan csokken (a szer elkezd gyo-

gyitolag hatni a paciensre).

1.0

0.8

0.6

04+

0.2r

4,
3,
ol k=4
/ T~ k=18
1r/ T——
J k=06 Tt
/

0.0

0.5 10 15
(a) Tulélésfliggvény (60 = 1.1)

0.0 05 1.0 15 20 25 30
(b) Hazardfiiggvény (0 = 1.1)

0.0

05 1.0 15
(c) Talélesfiiggvény(x = 1.8)

0.0 0.5 1.0 15 20
(d) Hazardfliggvény(k = 1.8)

3. abra. Log-logisztikus eloszlds

A log-logisztikus eloszlds tulélésfiiggvénye, ill. hazardfiiggvénye:

1

T 1 et

eﬁtl{—l

T 1+ et
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Ezt az eloszlast jeloljik LLog(0,r)-val. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy ha X
log-logisztikus eloszlasi, akkor log X logisztikus eloszlast.

A hazardfiiggvény Vk > 1-re monoton cstkkend, 0 < k < 1-re egymoddusi, pon-
tosabban létezik (globalis) maximuma (Id. 3. &bra). A varhato érték e=/~k/sink, a
—20/x [ 2K K2

sin 2Kk sin?

szorasnégyzet e

PR
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3. Modellek

A tulélések vizsgalatakor az egyik legfontosabb feladatunk megéllapitani, hogy milyen
tényezdk milyen iranyban befolyéasoljak a paciensek tuléléseit (természetszertileg az
életkor novekedtével romlanak a tulélési valosziniiségek). Szeretnénk elérni, hogy egy
péciens paramétereibdl tulélésfiiggvényt tudjunk generalni. Ehhez persze ismerniink
kell a faktorok egy konkrét értéke melletti tulélésfiiggvényt, ezt nevezziik alap tulélés-
fiiggvenynek, jeldljiik ezt Fo-lal. Ebbdl kiindulva a tényezék modositasaval kapjuk

egy més paraméterezési paciens tulélésfiiggvényét.

3.1. Gyorsitott modellek

A vizsgéalatok soran gyakran el6fordul, hogy egy kezelés hatasat szeretnénk igazolni,
vagy egy 1j kezelést Osszevetni az eddig hasznalttal. Ilyen esetekben célszert gyorsitott
modelleket alkalmazni, Gsszehasonlitva a két csoportot (kezelt-nem kezelt/4j mod-
szer-régi modszer). Fontos megjegyezniink, hogy az egyes paciensek véletlenszeriien
keriilnek a kezelt, ill. a kontrollcsoportba. Legyen a kontrollcsoport tulélésfiiggvénye
Fo(t), a kezelté F1(t). Ekkor a gyorsitott élet modell szerint:

Fy(t) = Fo(bt),

ahol b a gyorsito paraméter. Vezessiik be a b = €7 jeldlést, ezzel az el6z6 képlet:

Fl (t) = Fo(eﬁt),
vagy a hazardfiiggvényekre vonatkozé alakban:
ri(t) = ro(e’t)e’. (2)

A gyorsitott élet modell tehat nem mas, mint a talélésfiiggvény idskéila szerinti
multiplikativ mddositasa, vagyis a betegség sebességének valtoztatasa. Ha g = 0,
akkor a két csoport nem kiilénbozik egymastol, 5 > 0 esetén karosabb az 1j médszer
a réginél, § < 0 mellett pedig elényos, példaul ha 5 = — log 2, akkor a kezelés hataséra
az életkilatasaink romlasanak sebességét felezi, vagyis hasznos.

Egy (4j) kezelés a kezdeti (¢t = 0) id6pontban még nem fejti ki hatasat a betegre,
igy egy logikus kévetelmény a modellel szemben, hogy a hazardfiiggvények ebben az
idépontban megegyezzenek, vagyis hogy r1(0) = r¢(0) teljesiiljon. (2) miatt viszont
r1(0) = r9(0)e’, amibél kapjuk, hogy B = 0, vagyis a két talélésfiiggvény minden

pontban megegyezik, igy ez a feltétel erre a modellre nem teljesiil.
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1 B=-05
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 00 0.2 0.4 06 0.8 1.0
(a) Taléléesfiiggveny (b) Hazardfiiggveny

4. abra. Guyorsitott élet modell

Ennek elkeriilése érdekében vezessiink be egy 0j modellt, a gyorsitott hazdrd mo-
dellt (Chen és Wang, 2000). Ennél a modellnél a talélésfiiggvény helyett a hazardfiigg-

vényt gyorsitjuk, ez alapjan a kezelt csoport hazard-, ill. tulélésfiiggvénye:

A gyorsitott élet modellhez hasonl6an itt is 8 elGjele donti el a kezelés hatasat, itt
viszont [ = —log 2 esetén a tulélés intenzitasvaltozisdnak sebessége csokken a felére.
Ennél a modellnél mar tudjuk teljesiteni az r1(0) = ro(0) feltételt anélkiil, hogy a
két csoport hazard- és tulélésfiiggvénye megegyezzen, sét, tetszbleges S # 0 mellett
teljesiil a feltétel (1d. 5. abra).

B=07
0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 00 0.2 04 0.6 0.8 1.0
(a) Tulélésfiiggvény (b) Hazardfiiggvény

5. abra. Gwyorsitott hazdrd modell

Ezen tal a gyorsitott hazdrd modell rendelkezik még egy hasznos tulajdonsiggal,

amit a kovetkezd tételben bizonyitok.
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4. Tétel. Ha < 0 és a hazdrdfigguény szigorian monoton noévd/csokkend,
akkor a kezelés eldnyds/hdtranyos. Ha B > 0 és a hazdrdfiggvény szigorian monoton

novd/csokkend, akkor a kezelés hdtranyos/elényds.

Bizonyitds. Csak a f < 0, szigorian monoton névé esetre ldtom be, a tobbi hason-
loképpen igazolhato.
Ha 3 < 0, akkor €® < 1, igy a hazardfiiggvény monoton névekedése miatt:

ro(s) > ro(eﬁs) =r(s).

Ez Vs > O-ra teljesiil, ezért Vi > 0 esetén:

t t

Ry(t) = /ro(s)ds > /rl(s)ds = Ry(1).
0 0
Ebbdl:
Fo(t) = G_Ro(t) < G_Rl(t) = Fo(t),
tehat a kezelés tényleg hasznos. O

Adott minta esetén szeretnénk becsiilni b = e°-t (r-t ismertnek feltételezve), erre

Chen és Wang [9] adott egy numerikus algoritmust, melynek 1épései a kovetkezdk:

1. Legyen by egy tetszéleges pozitiv, valos szam. Az eredeti meghibasodési id&ket

(a;, i =1,...,n) szorozzuk meg by'-nel, ahol z; a kezelés indikatora.

2. Alkalmazzuk a parcialis likelihood becslés modszerét a modositott adatokra az

alkalmas aranyos hazard modell (1d. 4.2. és 3.2. szakasz) megtalalasara, azaz:
r(t| X =x;,b) =ro()b™" (i=1,...,n),

ahol X a magyarézo valtozo. Jeldlje itt b becslését @Z(bo).

3. Ismételjiik az 1. és 2. lépést addig, amig nem taldlunk egy olyan b-ot, melyre

vagy ¥(b) = b, vagy [@ZA)(ZH— 0) — 13] . [1/;(?) -0)— I;] <0.
Eddig az idéfiiggetlen esettel foglalkoztunk, most térjiink at az id6tél fiiggére, amelyet
Finkelstein [10] vizsgalt részletesen. Vegyiik alapul a gyorsitott élet modellt, amely

id6fiigegd esetben:

Fi(t) = Fo (B(1)), (3)

ahol B(t) az id6fiiggs skala-transzformacios fiiggvény, ami a paciens relativ regedését
méri (S(t) = bt esetén az idofiiggetlen valtozatot kapjuk, ha G(t) > ¢, V¢t > 0, akkor
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a kezelés kiros hatasi, ugyanis F,(t) = Fo(B(t)) < Fo(t); analog modon, B(t) < t
teljesiilése esetén a kezelés jotékony). F; pontosan akkor lesz eloszlasfiiggvény, ha
£(0) = 0, f monoton névés és lim; o, 5(t) = +00. Tegyiik fel, hogy S-ra teljesiil ez

a harom feltétel, valamint hogy differencialhato a [0, 4+00) intervallumon, igy:

Ekkor 5 monotonitésa miatt ¢ > 0. (3)-at a kumulalt hazardfiiggvényekkel felirva:

Ry(t) = Ro (B(2)) - (4)

Az R(t) kumulalt hazardfiiggvény szigortian monoton, folytonos fiiggvény, igy IR~ (1),

ezt felhasznalva:
B(t) =R, (Ri(t)).

(4)-et derivalva kapjuk a hazardfiiggvényekre vonatkozd Gsszefiiggést:
ri(t) =70 (B(1)) p(t).

A gyorsitott modellek tehat az iddskalat paraméterezik at, a gyorsitott élet a
tulélésfiiggvényét, a gyorsitott hazard a hazardfiiggvényét, vagyis ezekkel a modellekkel
a tulélés sebességét valtoztathatjuk igazolva, vagy éppen megcafolva egy kezelés haté-

sossagat.

3.2. Aranyos hazard modell

A gyorsitott modellekhez hasonléan, az ardnyos hazdrd modellel is két csoport, azaz
két kiilonbo6z6 paraméterezésii paciens tuléléseit kivanjuk Gsszevetni. Ennél a modell-
nél (nevébdl adodoan) a hazardfiiggvények aranyat feltételezziik az id6 fliggvényében

konstansnak, tehat:
r1(t)
ro(t)

ahol ry és rg a két paciens hazardfiiggvénye, b € Rt pedig ezen két beteg paramétereitdl

=b>0,

fliged konstans. Ennek a feltételnek kovetkezménye, hogy a tulélésfiiggvények nem
keresztezhetik egymést. Altaldnosan, jeloljik X = (X,..., Xj) -val a magyarazo
valtozok altal meghatarozott vektorvaltozot, és tegyiik fel, hogy minden koordinataja

indikatorvaltoz6. Ekkor az X = x paramétert paciens hazard- és tulélésfiiggvénye
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felirhat6 specialis alakban:

72(t) = ro(O)Y(Biry + ... + Ber),

= - v(Brx1+...+Brx

ahol ro(t) az alap hazardfiiggvény, vagyis az = (0,0,...,0)" paraméterezés melletti
paciens hazardfiiggvénye, 5; € R (i = 1,...,k) az i-edik magyarazo valtozo egyiitt-
hatoja, ¥ pedig egy ismert pozitiv fiiggvény (relativ hazard), amire ¢(0) = 1. Ezen
tulajdonsagai miatt altalaban a ¢(x) = e” fiiggvénnyel szoktak dolgozni, ezt a modellt

hivjuk Coz-modellnek (vagy loglinearis modellnek), ahol a hazardfiiggvény tehat:

rx(t) — ro(t>eﬁ1v’01+---+5kxk. (5)

1.0 251
08
06

04r

02r

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) Tulélesfiiggveny (b) Hazardfiggveny

6. abra. Ardnyos hazdrd modell

Itt az n = fix1 + ... + Bpxy kifejezést a paciens prognizis-indexének nevezziik,
ennek ismeretében mar fel tudjuk irni a tulélésfiiggvényét. A gyorsitott modellekhez
hasonloan, ha n > 0, akkor a kontrollcsoport tilélése a jobb, ha n < 0, akkor a kezelt
csoporté.

A tovabbiakban csak a Cox-modellel foglalkozunk. Ez visszavezetheté a linearis

modellre, hiszen (5)-6t atalakitva kapjuk, hogy:

log (Tx—(t)) = fix1+ ...+ Brry.
ro(t)

A magyarazoé valtozokrol feltettiik, hogy indikatorvaltozok, ami persze nem mindig tel-

jesiil. Legyen M egy v kiilonbozs értéket felvevs (v szintd) valoszintségi valtozo. M

elgallithaté v — 1 indikatorvaltozoval, legyenek ezek X0, Xars, ..., Xan. A megfelel-

tetést az alabbi tablazat definidlja:
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M szintjei | Xar | Xus |- | Xan
1. 0 0 0
2. 1 0 0
3. 0 1 0
v 0| 0 I

Ritkan abszolit folytonos magyarazo valtozo is elGfordulhat, ezt diszkretizalva és
a fenti modszert alkalmazva szintén azonositani tudjuk véges szamu indikatorvaltozo-
val. Adédhat azonban olyan helyzet is, amikor két vagy tobb valtozé egyiittes jelenléte
(vagy hidnya) felerdsiti vagy legyengiti a hatast, példaul a gégeraknal tapasztaltak,
hogy az Gsztrogénhidnyosok tulélési esélyei joval rosszabbak, mint a tesztoszteron-
hianyos férfiaknak. Igy ha X jelli a nemet (0: férfi, 1: ng), X, a nemi hormon
mennyiségét (0: normal vagy tobb, 1: kevés), akkor a két magyarazé valtozo koleson-

hatasat a kovetkezGképpen tudjuk vizsgalni:

Tx(t) =7y (t)651x1+52z2+,312x1x2 )

Most mar tetszéleges idéfiiggetlen magyarazé valtozot tudunk kezelni. Orvosilag
és technikailag is fontos kérdés, hogy ezek koziil melyek a szignifikinsak. Tegyiik fel,
hogy adott két kiilonb6z6 modelliink (A-modell és B-modell) ugyanarra a mintara
ugy, hogy az A-modell magyarazo valtozoi (p db) valodi részhalmazat képezik a B-
modell magyarézo valtozoi (¢ db) halmazanak, vagyis az A-modell paraméteresen bele
van 4gyazva a B-modellbe. Jelolje Ly, ill. Lp a két modell maximalizalt likelihood-
fiiggvényét. Alkalmazzuk az illeszkedésvizsgalatnal hasznalt likelihood-hanyados sta-

tisztikdt mindkét modellre, és vegyiik ezek kiilonbségét:

—2log le .
Lp

Ennek segitségével tesztelhetjiik a modellt ¢ — p szabadsagfokii y2-probaval azon null-

hipotézis mellett, hogy a csak a B-modellben szereplé magyarazo valtozokhoz tartozo

egylitthatok értéke 0, tehat hogy ezek a magyarazo valtozok nem szignifikdnsak. Ezt

Idotiiggség mellett annyival modosul a modelliink, hogy a magyarazo valtozok
nem konstansok, hanem ismert fiiggvények. Ezen beliil megkiilonboztetiink belsd és
kiils& vdltozokat, ahol a bels valtozot csak életben 16v6 paciensnél tudunk mérni (pl.

vérnyomaés), a kiils§ valtozohoz pedig nem sziikséges, hogy a beteg életben legyen (pl.
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kor). Ezzel a Cox-modell id6fiiggs alakja:

o) (t) = ro(t) eP1@1 )+ A By (t)

3.3. A modellek tulajdonsagai

A megfelel6 modell kivalasztasahoz szamos dolgot szdmitasba kell venniink, tébbek
kozott az alapeloszlast, a kiilonb6z6 paramétert paciensekhez tartozé eloszlas- és
hazardfiiggvények viszonyat, de a kiilonb6z6ség ismert biologiai hatasa is segitségiinkre
lehet. Példaul ha a kezelés hatékony, és a hatis nagyjabol alland6, akkor az aranyos
hazard vagy a gyorsitott élet kézenfekvébb, ha viszont fokozatosan erésodik, akkor a
gyorsitott hazard modellt célszerii alkalmazni.

Ha ismerjiik az alapeloszlast, ami egy adott eloszlascsalad tagja, és szeretnénk
ezen eloszlascsaladon beliil maradni, akkor ez a kikotésiink korlatozza a széba jové mo-
delleket. Egyetlen kivétel van, aminél barmelyik modell alkalmazésa utan ugyanabban
az eloszlascsaladban maradunk, ezt a kovetkezd tételben igazolom, ami bizonyitas
nélkiil [9]-ben megtalalhato.

5. Tétel. Iddfiggetlen magyardzo vdltozok esetén a gyorsitott élet, gyorsitott
hazdrd, ill. ardnyos hazdrd modellek pontosan akkor ekvivalensek, ha az alapeloszlds
Weibull.

Bizonyitds. Az elégségesség egyszertien igazolhato, alkalmazzuk mindhidrom modellt
a W(\,v) alapeloszlasra, azaz ro(t) = Ayt7 L.

1. Gyorsitott élet: 7x(t) = ro(te?)e = Ay (teﬁ)7_1 ef = el =

=X ~ W(\e,7)

2. Gyorsitott hazard: rx(t) = ro(te’) = My (t66)7_1 = PO —

— X ~ W(APOD )

3. Aranyos hazard: rx(t) = ro(t)e’ = Mt tef = X ~ W (AP, 7)

Ezzel belattuk, hogy a Weibull eloszlas mindharom modellre invarians. A sziik-
ségességhez azt kell belatnunk, hogy ha az adott eloszlas mellett atparaméterezheték a
modellek egymasba, akkor az eloszlas Weibull. Nézziik az aranyos hazard és a gyorsi-
tott élet modelleket. Adott egy R alap kumulalt hazardfiiggvényiink, keresiink olyan,
a pozitiv valésokon értelmezett ¢ fiiggvényt, mellyel a két modell atparaméterezhetd

egymasba, azaz:
R(bt) = ¢(b)R(t). (6)

Itt ¢ nem fiigg t-t6l, hiszen a magyarazo valtozoink idéfiiggetlenek. Ezt iterdlva azt
kapjuk, hogy:
R (by (bit)) = p(b2) R(b1t) = @(ba)p(b1) R(2).
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(6)-ot b = byby-vel felirva:
R(b1bat) = p(b1by) R(1).
Ezekbdl:
@(b1ba) = @(b1)ip(ba).
Ez visszavezethetd a Cauchy-fiiggvényegyenletre, mégpedig oly modon, hogy legyen
o(z) = ehlog)

h(xzy + x2) = h(z1) + h(xs) és h szigortian monoton né (ennek egyediili megoldésa

ahol h kielégiti a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet feltételeit, azaz

a h(x) =cx (c € R) ). Ekkor ¢-re igaz, hogy:

(,D(blbg) _ 6h(log((nbz)) — 6h(logbﬁ—logbg) _ eh(logb1)+h(logb2) _ eh(logb1)€h(logb2) _ SO(bl)SD(Zh)

Viszont (6) miatt ¢ szigori monoton, igy ennek az egyenletnek is egyértelmi (mint
fiiggvényosztaly) a megoldasa, amit a Cauchy-egyenlet megoldasabol kapunk, még-
pedig p(x) = 18 = x¢. Ezt felhasznalva (6)-bol a kivetkezst kapjuk:

R(bt

b = L Vt,b > 0.

R(t)
Specidlisan, t = 1 valasztassal R(b) = R(1)b° ¥b > 0 mellett, vagyis ha bevezetjiik a
A= R(1) jelolést, akkor R(t) = At¢, ami a A és ¢ paramétert Weibull eloszlas kumulalt
hazardfiiggvénye. Az elégségességnél belattuk, hogy a gyorsitott hazard modellre is

teljesiil az ekvivalencia, igy ezzel a tételt belattuk. [

Megjegyzés. A magyardzo vdltozok iddfiggetlensége fontos feltétel, hiszen példdul
a Gompertz-Makeham eloszlds is invaridns mindhdrom modellre, viszont az ekvivalen-

cia csak 1ddfliggd transzformdcioval oldhato meg.

Masik tampont a modellvalasztas soran a hazardfiiggvények metszéseinek széma.
A hazardfiiggvények keresztez&dése orvosilag annyit jelent, hogy megvaltozik a két
talélés intenzitaskiilonbsége, vagyis a metszéspont el6tt az egyiknél jobban haltak,
mint a masiknal, a metszéspont utan azonban kevésbé. Természetesen egy 0j kezelés-
nél azt varjuk el, hogy ne keresztezzék egymaést, vagy esetleg kicsiny ¢ idépontban
legyen metszés, és utana a mindvégig az eredeti hazardfiiggvény alatt maradjon. Vizs-
galjuk meg az egyes modelleknél, hogy metszhetik-e egyaltalan a hazardfiiggvények
egymast, ill. ha igen, milyen esetben és hanyszor.

Ertelemszertien az aranyos hazard modellnél semmilyen esetben sem lehet sz6 met-
szésr6l, hiszen ha lenne, akkor ott a két hazardfiiggvény hanyadosanak 1-nek kellene
lennie, viszont az aranyos hazard modellnél definicié szerint 71(0)/ry(t) = b # 1.

Mas a helyzet a gyorsitott hazardnal, itt ugyanis tetszéleges szamu metszéspont
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lehetséges, s6t, a metszéspont nélkiiliségre és az egy pontban vald metszésre sziikséges
és elégséges feltételt is tudunk adni [8].

6. Tétel. Gyorsitott hazdrd modell esetén a hazdrdfigguények akkor és csak akkor
nem metszik eqymdst, ha az alap hazdrdfiigguény monoton.

7. Tétel. Pontosan akkor lesz eqy metszéspont gyorsitott hazdrd modell esetén,
ha az alap hazdrdfiggvény U vagy harang alaki.

A tételek egyszerii kovetkezménye, hogy Weibull alapeloszlas esetén sohasem fogjak
metszeni a hazardfiiggvények egymaést, mig a log-logisztikus eloszlasnal k > 1 feltétel
mellett egyetlen metszéspont lesz, egyéb esetben ott sem lesz keresztezGdés.

A gyorsitott élet modellnél is tudunk sziikséges és elégséges feltételt biztositani a
nem metszésre, amit a kovetkezd tételben latok be.

8. Tétel. A hazdrdfiggvényeknek gyorsitott élet modell esetén pontosan akkor
nem lesz metszéspontjuk, ha az alap hazdrdfigguényre ¥t > 0 mellett ho(t) := ro(t)t

monoton fiigguény.

Bizonyitds. Konstrualjunk egy 1j modellt, melynek hazardfiiggvénye legyen
h(t | X = x) = ho(e®™t) = ro(e’*t)ef*t. Ez egy gyorsitott hazard modell hy alap-
hazarddal. A 6. tételt alkalmazhatjuk erre a modellre, miszerint ennél pontosan akkor
nem keresztezik egymast a hazardfiiggvények, amibdl kdvetkezik, hogy a gyorsitott élet

modellnél az 7o(e’*t)e*-nek sem lesz metszéspontja. O

Kovetkezmény. Ha az alap hazardfiiggvény monoton novs, akkor nem lesz met-
széspont. Tehat a Weibull eloszlasnal v > 1 esetén nem keresztezik egymést a hazard-
fiiggvények.

9. Tétel. A gyorsitott élet modellnél a hazdrdfiigguények pontosan eqyszer metszik
egymdst akkor és csak akkor, ha ro(t)t U vagy harang alaki figgvény.

Gyorsitott élet modellt feltételezve az U és a harang alakd alap hazardfiiggvényrél
semmit nem tudunk mondani a metszéspontok szamat illetGen, igy a log-logisztikus
alapeloszlasrol sem.

Ha nem sikeriil diil6re jutnunk a modellvalasztast illetGen, egy bonyolultabb mo-

dell segitségével mindharom modell tulajdonsagait egyszerre élvezhetjiik.

3.4. Egyesitett modell

Az eddig targyalt modellek més-mas tulajdonsagaik miatt voltak hasznosak: mig az
aranyos hazard modellnél a magyarazé valtozok aranyosan modositottik a hazéard-
fiiggvényt, addig a gyorsitott hazardnal az idéskala valtozasaban mutatkoztak meg.
Ezt a két tulajdonsigot egyszerre is megkaphatjuk a két modell egyesitésével, amit

Tusnady Gabor (2009) tanulméanyozott részletesen.
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Ez a modell a gyorsitott hazard és az ardnyos hazard egyesitése, azaz a kezelt

csoport hazardfiiggvénye:

ri(t) = ro (planzy + ...+ agxp)t) W(Brxy + ... + Brxk), (7)

valamint tulélésfiiggvénye:

(Brz1+.. 4+Brry)

F&(w = [FO(:U’(alxl 4+ Oékl’k)t)} plonitFoazy) (8)
ahol z = (x1,...,72;)" a pAciens paraméterei, u és 1t ismert fiiggvények,
L = (ai,...,ax B1,...,5:)" a keresendd ismeretlen egyiitthatok. A korabbiakhoz
hasonléan itt is altalaban u(x) = (x) = e” fiiggvényeket szoktak venni, ezzel a

(7)-ben felirt modell specidlis alakja:

r (t) =7 (ea111+~.-+akwkt) 651$1+~~+5k1k_

Az egyesitett modellt tekintve mér nincs kiilonbség a két gyorsitott modell kozott,
ugyanis egyszeriien beldthato, hogy a bel6liik kapott egyesitett modellek atparaméte-
rezhet6k egymasba, igy a gyorsitott élet és az aranyos hazard parositassal a tovabbi-
akban nem foglalkozunk. Az 5. tételben targyalt ekvivalencia az egyesitett modellre
is teljesiil, hiszen lényegében egy hazardgyorsitas utan aranyositunk, igy az invarians
tulajdonsag nem sériil.

Az eddigiekhez hasonléan elsGdleges feladatunk a paraméterekre becslést adni.
Visszatérve az altalanos esetre, jeldlje az z' = (z%,...,2%)" paraméterii paciens ese-
tén g i= plaaxl + ... 4 agal) és ;= Y(Biat + ...+ Berl) = ¥(n;) mennyiségeket.
Nemparaméteres hozzddllds esetén a paramétereket ismerjiik, és az alapeloszlast be-
csiiljiik, mégpedig a kovetkezSképpen:

10. Tétel. Legyen az i-edik pdciens hazardfiggvénye r;(t) = r(pwit) i =1,...,n.
Tegyiik fel, hogy 1;, p; ismertek, az alapeloszlas ismeretlen. Ekkor az alap tiulélésfiigg-
vény ML-becslése:

= Vil Hif o,
Fo- T (=50m)
it i T3 <t,0;=1 (Gl

ahol:
Nty = ) Y

I Tyt Hi

Bizonyitds. Mivel r(t) = [~ log Fo(t)]’ ,ezért az i-edik paciens tulélésfiiggvénye:
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Jelolje w; = ;f— az i-edik élettartam silyat. Célunk az adott minta valoszintségének

(3

maximalizalasa az alapeloszlas fliggvényében.

P(ﬂ =z, 51 = ].) = Fo(MZZ)wl - Fo(ﬂiz + O)wl (Z < Cz‘)

P(T; = 2,6, = 0) = Fo(piz + 0) (2 =¢)

Az altalanositott ML-becslés értelmében a likelihood-fiiggvény tehat:

i0i=1 i:0;,=0

Vegyilik a meghibdsodéasi idéket és szorozzuk meg Sket a hozzajuk tartozod v para-
méterrel, a kapott eredményeket rendezziik névekvd sorba, és ezek koziil az i-edik
legyen a;. Ezzel yisszalassitottuk” a tiléléseket, az Gj meghibasodési id6k megfelelnek
egy gyorsitas nélkiili aranyos hazard modell meghibasodési idejeinek.

A likelihood-fiiggvény maximalizalasahoz rdgzitsiik le az Fo(a; + 0) értékeket.
Ekkor a likelihood-fiiggvényt csak az els§ tag valtoztatja, aminek akkor lesz a legna-
gyobb az értéke, ha Fy(a;) = Fola;_, +0) (i > 1), ill. Fo(a1) =1 (a talélésfiiggvény
monoton fogyasa miatt). Ez azt jelenti, hogy az eloszlas csak az a; pontokra helyez
stlyt, vagyis a tulélésfiiggvény [0, max T;]-ben két meghibasodas kozott konstans.

Vezessiik be a kdvetkez6 jeloléseket: legyen v; az 1j sorrendben az i-edik meghiba-
sodashoz tartozd w;, wu; az |a;;a;41) intervallumba esé cenzoralasok Osszsulya
(W = D iaipuTi<ar s 0,m0 Wis a1 i= 00), G = % Bazel: Fo(a:) = a2 - dicr,
valamint Fo(a; +0) = q1q2...q;. Ha T} cenzordlds és a; < pu;1; < a;y1, akkor
Fo(u;T; +0) = Fo(a; + 0). Ezt felhasznalva (9)-et felirhatjuk a kévetkezéképpen:

d d
L= H (g2 qi1)" — (qg2 - @:)""] H(QIQQ Qi) =
i=1 i=1
d
_ H Uz+1+7~)z+2+ Avgtuituiprt. +ud (10)

Ezzel sikeriilt felbontanunk a likelihood-fiiggvényt d tag szorzatara, ahol az i-edik
tag csak ¢;-t6l fiigg, tehat tagonként maximalizalhatunk. Na, aki idaig elolvasta,
vendégem egy sorre. Egyszeriiség kedvéért jeloljik N(¢)-vel a ¢ id6pontban (4j id6
szerint) megfigyelés alatt allo egyedek osszsulyat, vagyis N(t) = > Tyt Wi s ezzel
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N(a;) = vi + Vi1 + ...+ Vg + U + Uipr + ... +ug. Igy (10)-et tovabb irva:

d

L= q)g e (11)
=1

(1-— qfi)qfv(ai)_vi — max

qi

d \ N(ai)—vi N(a;) — v; 0!
—log[(1 —¢;")g; ™" '] = -
dg; | | qi I —gq"

=0

A g-k ML-becsléséb6l megkapjuk az Fo(a;) értékeket, ahonnan adodik az alap

tulélésfiiggvény becslése:

R= I (1—N(Z2Ti>>%- (13

IS ,u,iTq;<t,5i:1
O

Amennyiben a paraméterek is ismeretlenek, akkor az alapeloszlassal egyszerre kell
becsiilniink Gket, ezt hivjdk szemiparaméteres hozzddllasnak. Ehhez most is tegyiik
fel, hogy minden meghibasodéasi id§ egyszeres. Az alapotlet a kovetkezs: az el6z6
tételt felhasznalva, egy tetgz\()’leges, rogzitett ['-ra hatarozzuk meg az alapeloszlas
ML-becslését (ezt jeldljiik Fo(t,I)-val), majd maximalizdljuk a feltételes maximu-
mot [-ban. A likelihood-fiiggvény (11)-ben felirt alakjaba beirva a (12)-ben kapott

becslést:
N(piTy)—wi

LEenD) =1 som (- voom) (14

i:6;=0

Ezzel:
max L (Fo(t),z) = Hllgle (Fo(t,£)7£> ;

F7£

azaz a likelihood-egyenlet megoldasahoz elég (14)-et maximalizalnunk. A szemiparaméte-

res hozzaallasnak ezt a megkozelitését teljes likelthood-mddszernek nevezziik.
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4. Regresszidéanalizis

A regresszidszamitas soran ketts vagy tobb valtozd kozotti kapesolatot modelleziink.
A feltevésiink az, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo (fliggs valtozo) valamilyen mo-
don fiigg a tobbi valtozd (magyarazo valtozok) értékétsl, amit egy egyenlet formajaban

(regresszios egyenlet) fejeziink ki:

YZf(ﬁO;ﬁiaXi (Zzl,,k) )+€,

ahol Y a fiiggs valtozo, X;-k a magyarazo valtozok, 5;-k a regresszios egytitthatok (3;
az X; silyat jeloli, By pedig egy konstans egyiitthato), f egy mérhetd fiiggvény, e pedig
a hibatag. Célunk ezen egyiitthatok kiszamitasa, becslése, amit MIL-becsléssel, vagy a
legkisebb négyzetek modszerével tehetiink meg. A legegyszeriibb regresszidos modszer
a lineéris regresszio, am ez direkt modon igen ritkan alkalmazhato a talélésanalizisben,

ehelyett a logisztikus, ill. a Cox-regressziot szokas hasznalni.

4.1. Logisztikus regresszid

Regresszios elemzéseknél altaldban a tilélési valoszintiség a fiiggs valtozo, a paciens
paraméterei pedig a magyarazé valtozok. Ha egy magyarazo valtozo csak két értéket
vehet fel (indikatorvaltozo; példaul nem, kozeli rokonsédgban volt-e rak), akkor tet-
sz6leges regressziot alkalmazhatunk, hiszen két pontra akarmilyen (nem konstans)
gorbe illeszthets. Ezzel szemben ha egy tobb értéket felvevd, vagy folytonos valtozod
a magyarazo valtozo (példaul alkoholfogyasztés mértéke, vérnyomas, stb.), akkor a
linearis regresszio azt feltételezi, hogy az adott magyarazo valtozo értékenkénti/egysé-
genkénti modositasakor mindig ugyanannyival valtozik a fliggd valtozo értéke, ami az

esetek tilnyomo részében nem igaz.

Tekintsiik példaként annak a tanulméanyozasat, hogy mekkora valoszintiséggel hal
meg valaki attdl fiiggéen, hogy melyik korosztalyba (0-10 év, 10-20 év, ...) tartozik.
Itt a novekedés nem egyenletes, mivel az els6 néhadny korosztalyndl ez a valdsziniiség
nagyjabol megegyezik, majd a kozépkornal intenziven novekszik, mig az utolsé kor-
osztéalyoknal megint kozel megegyezs nagysagu (Id. 7. abra), tehat a két valtozo altal
meghatarozott pontok egy ,,S” alakd gorbét irnak le, igy a line4ris modell nem jo6l

alkalmazhato.
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7. abra. Haldlozdst valosziniségek az egyes korcsoportokban

Az ilyen tipust problémaknal hasznéljuk a logisztikus regressziot. Adott egy YV
indikatorvaltozonk, amelyrsl feltessziik, hogy a varhato értéke (vagyis az esemény
bekovetkezési valoszintisége) az X; (i = 1,..., k) valosziniiségi valtozoktol fiigg, még-

pedig az
ebotBizit..+Brar

E(Y | X = i) = P(&) = 11 650+51x1+"'+’6kxk

osszefiiggésen keresztiil, ahol X = (X1,..., Xx)" ésx = (xq,...,7;) . Ezt 4talakitva

kapjuk:
P(z)

1— P(z)

vagyis az esélyek hényadosanak logaritmusa egy linearis modellt hataroz meg, ezt

log = Bo + Bix1 + ... + Brxy,

nevezziik a logisztikus modell logit transzformdciojinak, ami a definicivjabol adodoan
minden koordinatajaban folytonos és linearis. Abban az esetben, ha X;-k indika-
torvaltozok, akkor a logit transzforméacioval konnyen becsiilhetjiik a paramétereket a

P ismeretében.

Egyéb esetben a jol megszokott ML-mo6dszerrel juthatunk sikerre. Az egyszertiség
kedvéért most tegyiik fel, hogy csak egyetlen magyarazo valtozonk van, jeloljiik ezt
X-szel. Mivel P(Y =1 | X =2)=P(x) és P(Y =0 | X =x2) =1— P(z), ezért az
Y=y, X =2) (i=1,...,n) fiiggetlen minta esetén a likelihood-fiiggvény:

n

L () =[P (- P)' ™

i=1

Ebbdl logaritmust véve és derivilva, valamint a d%‘é,lologP(zi) = 1 — P(z),

d;golog(l—P(zi)) = —P(z), d%llog P(z) = z(1—=P(z)), d%llog(l—P(zi)) = —2z;P(%)
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Osszefiiggéseket felhasznalva kapjuk a likelihood-egyenleteket:

n

> (i —P(z) =0

=1

n

> zi(yi— Plz) =0.

i=1
Ennek a megoldasat most is csak numerikus kozelitéssel tudjuk meghatérozni (New-

ton-Raphson moédszer).
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8. abra. Logisztikus modell

Az illeszkedésvizsgalatot a likelihood-hanyados probaval végezziik 6], tehat vessziik
a D = -—2log(L/A,) mennyiséget, ahol L az illesztett modell likelihoodja
(P(z) = P(z)), Ao pedig a telitett modell likelihoodja (P(z) = ;). Utobbinal
a likelihood-fliiggvény tehat a kovetkezéképpen néz ki:

Mo (B) = [Tt (1 —w) ™" =1,
=1

igy a proba D = —2log L-re modosul. Ezutan D-t hasonlitjuk a x? eloszlas megfelels
kvantiliséhez, és amennyiben kisebb nala, elfogadjuk a modellt.

A logisztikus modellt azokban az esetekben célszerd alkalmaznunk, amikor id6 a
magyarazo6 valtozo, és a fiiggs valtozo a fent leirt séma szerint valtozik. Ennek ellenére
a logisztikus regresszionak van két fontos hidnyossaga: az egyik az, hogy a végtelen-
beli hatarértéke 0 vagy 1, egyéb esetben nem tudunk logisztikus modellt illeszteni
az adatainkra, hiaba megfelel6 a fliggvény alakja. A masik, ami a tdlélésanalizis

tanulméanyozasanal nagy jelentGséggel bir: nem tudja kezelni a cenzoralt adatokat,
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igy egy cenzoralt minta esetén csak a meghibasodott egyedeket vehetjiik szamitasba,

ezaltal csokken az informaciomennyiség és torzitott a minta.

4.2. Cox-regresszid

A Cox-modell (1d. 3.2. szakasz) egy alkalmas atalakitisa megfelel egy linearis reg-
resszionak, ezért sokan Coz-regresszionak is nevezik. Ebben a szakaszban a kiilonb6z6
mennyiségekre adunk becsléseket, amiket aszerint kiilonboztetiink meg, hogy mi az,
amit ismeriink. Eszerint van paraméteres, nemparaméteres és szemiparaméteres hoz-

zaallas, utobbi kettGvel az egyesitett modell kapesan mar volt sz6 (3.4. szakasz).

Paraméteres hozzddllds esetén az alapeloszlas ismert, mig a paraméterek ismeretle-
nek. Tudjuk, hogy ha a T valoszintiségi valtozo eloszlasa F, kumulalt hazardfiigg-
vénye R, akkor R(T') ~ exp(1) (és ebbSl 9R(T) ~ exp(¥) ), ugyanis P (R(T) < t) =
=P (F(T)>e™")=P(F(T)<1—e") =1—e" Ezt felhasznalva, a Cox-modell
Ry (t) = €"Ry(t) alakjabol adodik:

1
—IORJ—;Il—IORﬂ:Z—IO log ——— = Z—F}/;? 15
g Ro(Ti) = m; — log Ry (T3) = glog 7y = (15)
ahol az Y;-k Gumbel-eloszlasiak, aminek varhatd értéke az FEuler-Mascheroni-féle
konstans (0.5772), azaz (15)-bdl:

—log Ry(T;) — 0.5772 = B2’ + ... + Bpxl + &4,

ahol az ¢; hibédk 0 varhato értékd, egymastol fiiggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi
valtozok. Ezzel tehat sikeriilt a problémat visszavezetniink a (cenzoralt) linedris reg-

ressziora, innen ered a Cox-regresszio elnevezés.

Az alapeloszlas becslése nemparaméteres hozzaallasnal hasonldéan vezethets le,
mint az egyesitett modellnél, annyi kiilonbséggel, hogy az ottani v; paraméterek most
ismertek és mindegyik értéke 1, valamint ¢; = ePeit-+8ei —: 1), . Ezzel az alap

taléléstiiggvény becslése:

Ao- 11 (-5)

i T <t,0;,=1

A Cox-regresszi6 egy specidlis esete a Weibull-regresszid, ahol az alapeloszlasrol feltesz-
sziik, hogy Weibull (1d. 2.2. szakasz). A likelihood-fiiggvény (1)-beli alakjat fel-
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hasznalva a loglikelihood-fiiggvény:

n

C(Fo(t)) =L\ 7y) =Y _ [0ilogri(a;) +log Fi(a;)] =

i=1

— Z (n; + log(Ay) + (v — 1) log a;) — Xe™a))],

amibél a paraméterek MI-becslését ismét a Newton-Raphson moédszerrel szamol-
hatjuk ki.

Szemiparaméteres esetben tobbféleképpen kozelithetjiik meg a problémat: feltéte-
les, parcialis és teljes likelihood modszerrel (utobbi ugyanigy vezethetd le, mint az
egyesitett modellnél, ezért ezt itt nem részletezem). Elgszor tegyiik fel, hogy nincs
cenzoralas és minden meghibéasodési id§ egyszeres. Jelolje 7(j) (7 = 1,...,n) a j-edik
meghibasodas sorszamét. Ezen 7(j)-k egy adott permutaci6janak valoszintisége a

kovetkezSképpen néz ki:

P (n(1),. H Z (16)

Els6 lépésben maximalizaljuk (16)-ot w := (Wx(1), ..., Wa(m) -ben, majd a kapott
becslésnél f-ban maximalizalunk. A (16)-ban felirt mennyiség egyben a 7(1),...,7(n)

feltételes valoszintisége arra nézve, hogy a meghibasodasi idket ismerjiik, ezért hivjak

feltételes likelihood-maodszernek.

A cenzordlt eset vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy cenzoralds csak meghibasodasi
id6ben torténhet, azaz csak meghibisodéaskor néziink ra a rendszerre. Most is a
parameéterekre szeretnénk ML-becslést adni, ennek érdekében a kovetkezs valoszintisé-

get kell ismerniink:

P(az 2" paraméteri egyed meghal a;-ben | valaki meghal a;-ben) =

_ P(az 2’ paramétert egyed meghal a;-ben)

17
P(valaki meghal a;-ben) ’ (17)

ahol 7' az i-edik péaciens paramétervektora. Mivel a meghibasodasi id6k egyszere-
sek, és a meghibisodéasok egyméstol fiiggetlenek, ezért a nevezd felbonthato az éppen
megfigyelés alatt allo egyedek meghibasodasi valosziniiségeik Gsszegére. Ezzel (17)-et

tovabb irva:

P(az z' paraméterti egyed meghal a;-ben)

EZGR(%) P(az z'paraméterti egyed meghal aj-ben) B
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limy o, P(az z' paraméterd egyed meghal [a;, a; + t)-ben) /et

limy_q, [ZZGR(aj) P(az z'paraméteri egyed meghal [a;, a; + £t)-ben) /et

i) wy
ZZER(aj) ri(a;) ZZG'R(QJ-) wy’
Ezt kell venni minden meghibasodott egyedre, ezéltal megkapjuk a likelihood-fiiggvényt:

eI T PR Wr (i)
L(p) = = :
N 211 ZlER(ai) et thi 111 zueR(m) Wr(u)

ami az el6z6 modszer egy altalanositasa (Cox, 1972). A likelihood-fiiggvényben kozvet-

leniil nem szerepelnek a cenzoralt és a cenzordlatlan tulélési id6k, ezért ezt a modszert
parcialis likelithood-mddszernek nevezzik. 1d6fliggd magyarazéd valtozok esetén is al-

kalmazhatjuk, ekkor a loglikelihood-fiiggvény:

l(é) = Z 0 ni(ai) — log Z enz(ai)
=1 )

lER(CLl‘

ahol n;(t) = Zle Ba%(t). Ebbdl latszik, hogy az egyes magyarazo valtozok eértékeit
csak a meghibasodasi id6kben kell ismerniink. FEz természetes, hiszen a tulélési
valosziniség a t id6pontban leginkabb a magyarazo valtozo(k) t-beli értékétdl fiigg.
Adédhat olyan is, amikor ez nem csak egy bizonyos értéktdl fiigg, hanem az addig
feljegyzettektdl is (pl. koleszterinszint), ekkor célszerti X (t) helyett az f(fX(s)ds

mennyiséget venni magyaraz6 valtozonak.
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5. Elemzés

Az eddig leirt statisztikak, becslések és eredmények alkalmazasa céljabol vizsgaljunk
meg részletesen egy konkrét, valodi mintat. Az adatok (1d. Fiiggelék), amelyeket fel-
dolgozok, a 2001. januar 1. és 2005. december 31. kozotti idGszakban a magyarorszagi
klinikdkon bejegyzett valamennyi fehérvérsejtes leukémias beteg paramétereit tar-
talmazza, akiket 2007. december 31-ig figyeltek meg. Akadtak olyanok, akiknél a
leukémiat csak a halala utan azonositottak, ket és a hajléktalanokat (Osszesen 13
paciens) a megfigyelés érdekében toroltem az adatbézisbodl, igy a szamitasokat az
igy megmaradt 372 adatra fogom elvégezni, amibél 41 cenzoralas, vagyis viszony-
lag kevesen élték tul. Koziilik néhédnynak a bekeriilés/kikeriilés idejét csak évre
pontosan tudjuk, ezért feltételezve, hogy egy adott éven beliil a leukémidsok beke-
riilési/kikeriilési idejének eloszlasa egyenletes, ezt mindeniitt julius 1-jére allitottuk.

Szamos adat ismert a paciensekkel kapcsolatban, ezek jelentése a kdvetkezs: a be-
keriilési és kikeriilési id6kb6l szamithatd a meghibasodasi, ill. talélés esetén cenzoralasi
id6 (napokban), ezt jeloltem ’ido’-vel. A 'nem’ és kor’ valtozok jelentése egyértelmdi,
a ‘megye’ mutatja, hogy az illet6 vidéki-e, a 'mutet’ és ’kemo’ a paciens mitéti, ill.
kemoterapias kezelésének indikétora, végiil pedig a 'cenzor’ jeloli az adott beteghez
tartozo 0; értékét, azaz hogy belehalt-e a betegségbe.

1 Survival Function
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9. abra. Kaplan-Meier becslés

Még miel6tt belekezdenénk a paraméterek vizsgalataba, nézziink ra el6szor az egész
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mintankra. Az erre alkalmazott Kaplan-Meier becslésbél kapott talélésfiiggvényt a 9.
abra mutatja. Ennek alakjabol arra kovetkeztethetiink, hogy valaki minél tovabb él,
annal kevésbé valoszint, hogy meg fog halni, vagyis az eloszlas NWU. Ha az R(t)/t
hanyados szigorian monoton csékkend, akkor mivel DFRACNWU, az eloszlas DFRA,
igy NWU is. A Kaplan-Meierbdl a kumulalt hazardfiiggvényre kapott R becsléssel
felirt R(t)/t fiiggvény (10. abra) a legelejét figyelmen kiviil hagyva tényleg szigorian
monoton csokkend, vagyis az eloszlasunk valosziniileg NWU.
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10. bra. Az R(t)/t hdnyados

Exponencialis, Weibull, Gompertz-Makeham és gamma eloszlésokat illesztettem
az adatokra, ezek koziil a Weibull illeszkedik legjobban, a likelihood-fliggvény 1-beli
alakjara felirt ML-becslésbdl a két paraméterére a A = 0.041 és 4 = 0.568 becslések
adodtak, ezekbdl a varhato értékre és a szorasra kapott becslés 445.262, ill. 834.568.

A tovabbiakban a logisztikus modellt leszamitva mindig Weibull eloszlast feltételezek.
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11. abra. Az adatokra illesztett Weibull eloszlds
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Mint azt a 11. abran latjuk, a Weibull a Kaplan-Meierhez képest nem jol illeszkedik
az eloszlas farkanél, ami annak tudhatoé be, hogy id6rendben az utolsé 13 megfi-
gyelésiink mind cenzoralas, aki megélte az 1865 napot, nem halt meg, igy a Kap-
lan-Meier becslésnél %(t) konstans az 1864-nél nagyobb értékre, mig az ismert elosz-
lasokra, koztiik a Weibullra is, eloszlasbeli tulajdonsagaik miatt lim;_, %(t) =0.

A Weibull eloszlas 5. tételben bizonyitott invaridns tulajdonsdga miatt akarme-
lyik modellt alkalmazhatjuk a 3. fejezetben szerepls négy koziil, igy az egyszeriiség
kedvéért az aranyos hazard modellt fogjuk alapul venni. Ennek nagy hatranya, hogy
az alakparamétert nem tudjuk valtoztatni.

Legels6ként nézziik meg a 'kemo’ valtozo hatasat. A 12. &bra mutatja a kont-
roll- és kezelt csoport Kaplan-Meier becslését, amelyek latszolag nem kiilonboznek, en-
nek ellendrzésére hasznaljuk a log-rang tesztet, amire 0.4 adodott, vagyis még 95%-os
megbizhatosagi szint mellett is b6ven elfogadjuk a Hy hipotézist, miszerint a két cso-

port eloszlésa azonos, igy ezt a valtozot el is hagyhatjuk.
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12. abra. Kaplan-Meier becslés a kemoterdpids kezelés szerinti két csoportra

Mas a helyzet a 'megye’ véltozoval, itt a log-rang teszt eredménye 4 lett, igy
Hy-t 95%-0s szint mellett elutasitjuk, tehat a két csoport kiilonb6z6 élettartami.
A paraméterek ML-becslésére a kontrollcsoportban A= 0.0324, ¥ = 0.5756, mig a
kezelt csoportban A= 0.0431, 4 = 0.5688 adodott. Mint latjuk, az alakparaméterek
kozel megegyeznek, tehat alkalmazhatjuk a gyorsitott vagy aranyos modellek egyikét
(mivel ekvivalensek, mindegy, melyiket valasztjuk). Tegyiik fel, hogy a 'megye’ az
egyetlen magyarazo valtozo, igy a budapesti paciensek tulélésfiiggvénye lesz az alap
tulélesfiiggvény (6k alkotjak a kontrollcsoportot), ami Weibull eloszlastu a fenti két

paraméterrel. A Cox-regressziot alkalmazva a 'megye’ egyiitthatojara g = 0.243,
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e® = 1.28 értéket kaptam, ami azt jelenti, hogy a vidékiek hazardfiiggvénye 28%-kal
nagyobb minden idépillanatban, mint a budapestieké, tehat a vidékiek életkilatasai
rosszabbak. A regresszio altal kapott skalaparaméter A =0.0324x1.28 = 0.0415, ami

koriilbeliil akkora, mint amit a ML-becslésnél kaptunk.

0 200 400 600 800

13. 4bra. Ardnyos hazdrd modell hatdsa a 'megye’ vdltozora

107 10¢
0.8 0.8
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(a) Ferfiak és nok

(b) Miitéti kezelésben részesiiltek, ill. nem részesiiltek

14. dbra. A ‘nem’ és 'mutet’ vdltozok melletti becsilt tulélésfiigguények

A 'nem’ és 'mutet’ valtozokra illesztett Kaplan-Meier becslésbél latszik, hogy a
néknek, ill. a miitott pacienseknek jobb esélyeik vannak a fehérvérsejtes leukémidval
szemben, viszont mindkét esetben a megfigyelésekre illesztett modellek mindegyikét
elutasitja az illeszkedésvizsgalat, ami nem megleps, hiszen mint azt a 14/a &bran
is lathatjuk, a két tulélésfiiggvény kiilonbsége nagyjabol allando, ami egyik modell

esetén sem teljesiil, igy ezen valtozokkal most nem foglalkozunk.
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15. abra. A talélésfiiggvény becslése a “korcsop’ valtozo kiilonbozd értéker mellett

A ’kor’ magyarazo valtozé értékeinek halmaza tul nagy a minta elemszamahoz
képest, ezért hozzunk létre egy 1j valtozot 'korcsop’ néven, ami eldonti, hogy egy
adott egyén melyik korcsoportba keriil. A csoportok legyenek 1-54 éves, 55-65 éves
és a 65 év felettiek, melyek tulélésfiiggvényeit a 15. dbra mutatja. A becsiilt alak-
paraméterek mindharom csoportban tilsagosan kiilonbozéek, ezért itt egyik modell se
alkalmazhato jol, igy vegyiik alaposzlasul a Gompertz eloszlast (X ~ Gomp(r, s), ha
Fx(t) =exp{Z —Ze} ), és alkalmazzuk az egyesitett modellt. Mivel a prognézis-in-
dexek kozott a linearitds nem feltétleniil teljesiil, a 3.2. szakaszban leirt médon hoz-
zunk létre két j indikatorvaltozot a korcsop” helyett (legyenek ezek 'kesl’ és 'kes2?),
melyekre ’kesl’=1 pontosan akkor, ha ’korcsop’=1, ’kes2’=1, ha "korcsop’=2, végiil
"kes1’="kes2’=0, ha ’korcsop’=0. Ezekkel a modell 8-beli alakja:

eP1Thes1HB2TEcs2
al Il T Foori
Fg(t) — [Fo(ealmkcsl+a2mkc52t)j| e 1T kes1 TO2Tes2 .

Felhasznélva, hogy az alapeloszlas Gompertz, az egyiitthatokat gy becsiilhetjiik,
hogy el6szor megbecsiiljiik az adott csoport eloszldsdnak paramétereit, majd a fenti
képletbe helyettesitve adddik az egyiitthatok becslése is, ami:

a; = logi (1=1,2),
S0

Bi = 108;71
To

Szamszertsitve, o) = log(—0.0016/ — 0.0022) = —0.318, f; = log(0.0050/0.0027) =
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= 0.616, ay = log(—0.0033/ — 0.0022) = 0.405, By = log(0.0124/0.0027) = 1.524,
amibdl arra kovetkeztethetiink, hogy a 3. korcsoportnak az els6héz képest jelentGsen
roszszabbak a tulélési esélyeik, mig a 2. csoportnil o negativ volta miatt ugyan
az életkilatasaik romlasanak sebessége csokken, viszont nagyobb az intenzitésa, és ez
utobbi domindl, vagyis Osszegészében rosszabbak az életkilatasai, mint az 1. korcso-

portbelieknek, amit a 15. 4bra is aldtamaszt.
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(a) Korcsoportok szerinti megbetegedési  (b) A modositott adatokra alkalmazott logisztikus
val6szintiségek regresszio

16. abra. Logisztikus regresszio

Végiil vizsgaljuk meg a "kor’ valtozot egy kicsit méasképp. Ismét szedjiik szét kor-
csoportonként a betegeket, de most 9 csoportot hatdrozunk meg, az (i + 1)-edikbe a
10i és 10i+9 éves kozottiek keriilnek (¢ = 0,...7), és az utolsoba a 80 éven feliiliek. Az
adott korcsoportokra nézziik meg, hogy azon beliil az 6sszlakossaghoz képest hanyan
betegedtek meg, ezt szemlélteti a 16/a abra. Az alakja arra motival minket, hogy
alkalmazzuk ra a logisztikus regressziot. Ezzel az egyetlen probléma, hogy az igy
kapott logisztikus regresszié +oo-beli hatarértékének kb. 0.0015-nek kellene lenni, de
tudjuk, hogy ez minden esetben 0 vagy 1. Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, skilazzuk at az
y-tengelyt, szorozzunk meg minden valoszintiséget 1/0.0015 = 667-tel. Most mar al-
kalmazhatjuk a logisztikus regressziot (Id. 16/b abra), a paramétereire a 3y = —5.988
és Bl = 0.104 becslések adodtak. Mivel B; > 0, ezért a korcsoportok elére haladtaval
romlik az emberek ellenall6 képessége a rakkal szemben. Az atparaméterezés utan
kapott modell azt fejezi ki, hogy 667 emberbsl varhatéan hany fog megbetegedni

fehérvérsejtes leukémiéban.
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6. Fiuggelék

Newton-Raphson moédszer

A Newton-Raphson mddszer egy olyan numerikus médszer, mellyel egy f : R? — R?
folytonos fiiggvény zérushelyeit tudjuk kozeliteni, specialisan a loglikelihood-fiiggvény
derivaltjat. A modszer lényege, hogy kiindulunk egy tetszéleges o € Dy pontbol, és

vessziik az f xg-beli érinté egyenesének zérushelyét, legyen ez x, azaz:

1 = To — [f/(%)]_l f(ﬂfo)

Ezt a lépést iteraljuk az 4j pontra, az igy kapott (x,,) pontsorozatra pedig teljesiil,
hogy 3lim,, 100 T = x és f(z) = 0, igy az iteraciot addig ismételjiik, amig az egyes
pontok vagy a fliggvény értékei kozotti eltérés egy rogzitett € > 0 szamnal nem kisebb.

Ha ezt az N-edik lépésben érjiik el, akkor megallunk és f(zy) = 0.

A likelihood-fiiggvény esetén a modszer a kiovetkezSképpen modosul: legyen wu(s)
a loglikelihood-fiiggvény derivaltvektora (kx1), vagyis (u(s)), = aa—é(s), I(s) pedig az
informécios matrix (kxk). Ezekkel a tetszGleges sy € © pontbol inditott modszer
(m+1). lépése:

Sma1 = Sm + 1 (Sm)u(5m).

Ekkor ha 3lim,, o S, akkor s, — i (m — +00).

R program

ikszeles <- read.xls("d:/r.xIs", 1, perl="C:/strawberry/perl/bin/perl.exe")
t <- ikszeles|,1]

¢ <- ikszeles|,2]

lweib <- function(l,g,t,c) {sum(c*log(1*g*t~(g-1))-1*t"¢g)}

mlog <- function(w,t,c) {-lweib(l=w[1],g=w|2],t,c)}

w.start <-c¢ (0.01,0.5)

out <- nlm(mlog,w.start,t=t,c=c,iterlim=10000)

w.hat<-out$estimate

w.hat
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