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1. fejezet

Bevezetés

Hélézatok modellezésénél jelentds szerepe van a grafelméletnek. Egy graf csicsai
reprezentaljak a rendszer elemeit, az élek pedig azt jelolik, hogy mely elemek vannak
egymassal interakcioban. Tobbnyire a hélézatokrol rendelkezésiinkre allnak bizonyos ada-
tok, tulajdonsigok, de mivel ezek altalaban hidnyosak, a grafelméletet hivjuk segitségiil,
hogy megtudjunk olyan informaciokat, amelyek az adatokbol nem latszanak kozvetleniil.

A vizsgélat soran definidlunk egy halmazt, amely azokat a grafokat tartalmazza, melyek
rendelkeznek az adott tulajdonsigokkal. Ezt kovetGen tébb célunk is lehet, példaul az
aldbbiak:

e Konstrualni egy konkrét grafot ebbél a halmazbol

e Felmérni, hogy mekkora elemszdmu lehet ez a halmaz

e A halmazbol minden gréafot elgallitani

e Olyan tulajdonsigot mondani, ami a halmaz minden elemére teljesiil

Egy v cstcs fokszama a G grafban, a ra illeszkeds élek szama. Ezt dg(v)-vel jeloljiik.
A hurokéleket kétszer szamoljuk. A 0 foku csicsot izolalt pontnak nevezziik.

Diplomamunkidmban azt az esetet vizsgalom, amikor csak annyi informaciénk van a
halozatrol, hogy a csiicsoknak mennyi a foka, azaz ha adott egy nemnegativ egész szamok-
bél allé szémsorozat, dy > do > ... > dy, akkor létezik-e n pontu graf ezekkel a fok-
szamokkal. Ha létezik, akkor azt a fokszdmsorozatot realizdlhaténak nevezziik. Konnyi
megfigyelni, hogy egy fokszdmsorozathoz t&bb realizédco tartozhat.

A kovetkezd fejezetben megoldunk néhany olyan feladatot, ahol csak kevés megkdtést
tesziink arra vonatkozéan, hogy az el6irt fokszamsorozatot milyen graffal szeretnénk

realizalni.



Ha egy grafban el6fordulhatnak parhuzamos élek és hurokélek, akkor multigrafnak
nevezziik. A masodik fejezetet azzal kezdjiik, hogy nem szabunk semilyen feltételt a re-
alizdciéra, vagyis megelégsziink azzal, ha belatjuk egy szdmsorozatrél, hogy egy multi-
graf fokszdmsorozata. Gondoljuk meg, hogy még igy sem tudunk minden szdmsorozatot
lerajzolni, erre legegyszeriibb példa az {1,1,1}. Ha nem engediink meg parhuzamos és
hurokéleket, akkor egyszert grafrol beszéliink.

A harmadik fejezetben ismertetjiik a Havel-Hakimi algoritmust, melynek segitségével
kénnyedén elgallithatunk egy egyszertd grafot a megadott fokszdmokkal. Beldtjuk, hogy ha
az algoritmus elakad, akkor nem létezik a fokszamsorozathoz egyszerd realizéci6. Ezutan
P.Erdés és T.Gallai [3] tételét mutatjuk be egy 2010-es bizonyitassal, amely sziikséges és
elégséges feltételt ad az egyszerd graffal torténd realizalhatosagra.

Egy grafot akkor neveziink Gsszefiiggének, ha barmely két pontja kozott vezet ut.
A vy és v, pontok kozott akkor vezet ut, ha létezik a graf pontjainak és éleinek egy
{v1, (v1,v2),v2, ..., (Un—1,Un), vy} sorozata.

Kiilon fejezeteket szenteliik a k-élosszefiiggiség és k-Osszefiiggiség vizsgalatanak.

1.0.1. Definicié. Egy G = (V, E) grifot k-élosszefiiggdnek neveziink, ha akdrhogy tdvoli-
tunk el a grdafbél legfeljebb k — 1 élt, dsszefiiggd marad.

J. Edmonds [1]| adott feltételeket arra, hogy adott fokszamsorozatnak mikor létezik
egyszerii k-élosszefiiggd realizacidja.
Egy grafot parosnak neveziink, ha nem tartalmaz péaratlan kort, azaz pontok és élek olyan
{v1, (v1,v2),v2, ..., Un, (Un, v1)} sorozatat, ahol n paratlan és v; # vj;, ha i # j. Ekkor a graf
ponthalmazat két osztalyra lehet bontani Ggy, hogy egy osztalyon beliil nem mennek élek,
G = (5,T; F). Edmonds bizonyitdsa nem alkalmazhat6 péaros grafok esetén. A negyedik
fejezet masodik felében egy masik bizonyitast mutatunk be, majd pedig hasonlé mod-
szerrel szilkséges és elégséges feltételt adunk k-él6sszefiiggd paros realizacio 1étezésére, mely

eredmény eddig nem volt ismert.

1.0.2. Definicié. Egy G = (V, E) grifot k-dsszefiiggének neveziink, ha akdrhogy

eltdvolitva k — 1, vagy kevesebb pontot, akkor dsszefliggd marad.

A fokszamsorozatok és a k-tsszefiiggéség kapcesolatara vonatkozo tételt, amely D.L.
Wang és D.J. Kleitman eredménye [2], az 6t6dik fejezetben ismertetjiik.

Befejezésiil pedig bizonyitas nélkiil felsorolunk néhény érdekes eredményt arrél, hogy
milyen tulajdonsagokat tudunk elmondani egy grafrél, ha csupan a fokszdémsorozatat is-

merjiik.



2. fejezet
Egyszeri példak

Ebben a részben bemutatunk néhany kézismert feladatot, melyek megoldasa kénnyen
lathato.

Ha csak kevés elemii a szadmsorozat, kis gondolkodassal meg tudjuk mondani, hogy
lehet-e olyan grafot rajzolni, melynek a fokszamsorozata az adott szamsorozat. Példaul
rogton latszik, hogy a {2, 1,1} egy egyszerd ttnak a fokszamsorozata, a {2, 2,2} pedig egy
harom hossz koré.

Nézziik, hogy mit tudunk mondani, ha t6bb pontbdl all a fokszamsorozat.

A legegyszeriibb esettel kezdjiik, tehat sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy
egy szamsorozat mikor lehet egy multigraf fokszamsorozata. Ezt kévetGen specializaljuk a
grafokat, elGszor a hurokéleket tiltjuk, majd a parhuzamosakat is, aztan az Gsszefliggdségre

adunk feltételeket. A paros grafok esetét kiilon vizsgaljuk.

2.1. Multigraf

2.1.1. Allitas. A dy > dy > ... > d,, szdmsorozat eqy multigrif fokszdmsorozata <=
2| > di

Bizonyitds: Sziikséges, mert egy grafban a fokszamok Osszege az élek szaméanak
kétszerese, igy tehat parosnak kell lennie.

Elégséges, mert ha mohon Gsszekotjiikk a cstcsokat, > i, di-re torténd indukcioval
belathatjuk, hogy jo realizaciot kapunk. Ha > ", d; = 2, akkor 3 i,j, melyekre d; = 1,
dj =1 (i és j nem feltétleniil kiilonb6z6), ekkor a (v, v;) élt behtizva készen vagyunk.
Ha 7", di > 2, tetsz6legesen kivalasztunk két pontot, vi-t és vj-t, melyeknek nemnulla
a foka (azaz d; > 0 és d; > 0), behtizunk kozéjiikk egy élt, és tekintjikk a di,...,d;—1,

di —1,dit1,...,dj—1,dj — 1,djy1, ..., d, fokszdmsorozatot, melyet az indukcids feltevés



miatt tudunk realizalni egy G multigraffal. Ekkor G + (v;, v) olyan multigraf lesz, aminek

di > dy > ... > d, a fokszAmsorozata.

2.2. Fa

2.2.1. Allitas. A dy > dy > ... > d,, szdmsorozat eqy fa fokszdmsorozata <=
1. Z?:ldi =2n—2

2. d, =1

Bizonyitas: A sziikségesség egyértelmii, mert tetszéleges fara igaz, hogy tartalmaz olyan
pontot, aminek 1 a foka, és az élek szama a pontok szamanal eggyel kevesebb.

Az elégségesség belatasa indukcidval torténik a pontok szamara. n = 2 esetén d; = 1
és dy = 1 a fokszamsorozat. Ez egy olyan fa fokszdmsorozata, amely két pontbol és az Sket
Osszekots élbol all. n > 2 esetén Osszekotjuk a vy és vy, csucsokat, ekkor a d; sorozatra (ahol

dy =dy -1, d), =d, —1=0, kiilonben pedig d; = d;) igazak a feltételek, hiszen
Setd =" di—2=(2n—2)—2=2(n—1) - 2.

Ha pedig a masodik feltétel nem telsesiilne, az azt jelenti, hogy az eredeti fokszamsorozat-
ban d, =1 és d; > 2, hai>1, tehat > | d; > 2n — 1, ami elletmondas. Igy indukcioval

kész vagyunk.

2.3. Hurokmentes multigraf

2.3.1. Allitas. A dy > dy > ... > d,, szémsorozat eqy hurokmentes multigrdf fokszdm-

sorozata <

12130 d;
2.d1 <Y, d;
Bizonyitds: Az elsé feltétel sziikséges egy adott fokszamsorozatt multigraf 1étezéséhez,

a mésodikra azért van, szlikség, mert nem engediink meg hurokéleket, igy a legnagyobb

foku pontbdl kiindulé éleket a tobbi ponthoz kell tarsitanunk.



Az elégségesség belatasdhoz mohdn huzzuk be az éleket, ekkor egy multigrafot kapunk.
Tegyiik fel, hogy egy olyan multigrafot, amiben a lehet§ legkevesebb a hurokél. Ha indirekt,
egy u ponton mégis van hurokél, akkor 3 egy u-t6l fiiggetlen (v;, v;) €l, kiilonben sériilne a

masodik feltétel. Cseréljik ki az (u,u) és (v, v;) éleket az (u,v;) és (u,v;) élekre.

—_—
Qj u
Uj J

2.1. abra. Hurokél megsziintetése

2.4. Osszefiiggé hurokmentes multigraf

2.4.1. Allitas. A dy > dy > ... > d,, szdmsorozat egy Osszefiiggd hurokmentes multigrdf

fokszdmsorozata <=

1.2 >0 d;
2. i< ", d;
3. dy>1

4o di>2n -2

Bizonyitas: A feltételek sziikségesek, az elsé kettd a hurokmentes multigraf létezéséhez,
a harmadik azért, mert Osszefiiggs grafban nem lehet izolalt pont, a negyedik pedig azért,
mert a grafnak tartalmaznia kell feszits fat, igy az élek szamara kapunk egy als6 korlatot.

Az elégségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy teljesiilnek a feltételek, vagyis tudunk
egy G hurokmentes multigrafot rajzolni ezekkel a fokszdémokkal, de G tébb komponensbdl
all. A harmadik feltétel miatt minden komponensben van legalabb két csiics, a negyedik
feltétel miatt pedig van olyan, ami tartalmaz kort. Ebbél a korbél valasszunk ki egy (v, u1)
élt, egy masik komponensbél egy tetszéleges (va, u2) élt, majd ezeket cseréljiik a (v, v2)
és (uy,ug) élekre. A fokszamok ekkor nem valtoznak, viszont eggyel kevesebb komponens

lesz.



2.5. Paros multigraf

2.5.1. Allitas. Az s1 > 89 > ... > Sn, t1 > ta > ... > ty, szdamsorozat egy pdros multigrdf

fokszdmsorozata <= Y71 si =3 7" 1 t;

Bizonyitds: A feltétel nyilvan sziikséges, hiszen a két osztaly kozott mehetnek csak élek,
fgy minden él eggyel jarul hozza a » i, s; és a ) i, t; Gsszeghe is.
Ha behtzunk egy élt, akkor Y I | s; is és Z;n:l t; is csokken eggyel, tehat igaz marad

a feltétel, igy moho algoritmussal kaphatunk egy jo realizaciot.

2.6. Osszefiiggd paros multigraf

2.6.1. Allitas. Az s3> 89> ...> Sn, t1 > ta > ... > t,, szdmsorozat eqy Gsszefliggd pdros

multigrdf fokszdmsorozata <=

13500 8 = Z;nzl tj
2. 8,21

3t >1
4oy s Y0t = 2(n+m) — 2

Bizonyitas: A sziikségesség konnyen lathato, igy csak az elégségesség bizonyitasaval
foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, és nézziik a legkevesebb komponens-
bél allo G = (S, T; E) ellenpédat. (Az el6z6 éllitasbol tudjuk, hogy létezik paros multigraf
ilyen fokszamsorozatokkal.) Minden komponens legalabb két pontbol 4ll a masodik és a har-
madik feltétel miatt. A negyedik feltételbsl kovetkezik, hogy legalabb az egyik komponens
tartalmaz kort. Valasszuk ki ennek a kérnek egy (vi,u;) élét és egy masik komponensnek
egy (v2,u2) élét, (v; € A, u; € B, i,j = 1,2) majd cseréljikk ki ezeket az (v, u2), (v2,u1)
élekre. Az igy keletkez6 grafnak ugyanaz marad a fokszamsorozata, viszont eggyel kevesebb

komponensbdl 4ll, ami ellentmondas.



2.7. Egyszeril paros graf

2.7.1. Allitas. Az sy > s9>...> Sn, t1 > ta > ... > ty, szdmsorozatok eqy eqyszertd pdros

grdaf fokszamsorozata <=

1300 s = Z;n:l tj

2. 30y s < Sy min {t;, k}

Bizonyitds: = A feltételek sziikségesek. Az els§ azért, mert minden él eggyel jarul
hozzé a Y ;| s; és a Z;n:1 tj Osszeghez. A mésodik pedig azért, mert az egyik osztaly egy
részhalmazabol kiindulé éleket a masik osztalynak be kell fogadnia, viszont parhuzamos
éleket nem engedhetiink meg.

< Elégségesek a feltételek, mert ha n = 1, vagyis csak egy s; foku pontunk van, akkor
L. alapjén Y00, t; = s1, és a feltételek miatt t; = 1 (j = 1,...,s1), tehat gond neélkiil
behtzhatjuk az s1 foka v1 pontbdl a t; foku u; pontokba az éleket, j = 1,..., s1, ezdltal jo
realizéciot kapunk.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n — l-re. Ha v1-b6l htizunk egy-egy élt wi-be, ua-be, ...,
us,-be, majd a vy csucsot eltordljiik, és a t; (j = 1,...,s1), fokszamokat eggyel csokken-
tjuk, akkor az igy keletkezd fokszamsorozatban az els6 tulajdonsag nyilvan igaz marad, a
méasodiknak a bal oldala pontosan si-gyel cstkken, a jobb oldala pedig maximum si-gyel.
Tehat a feltevés miatt az igy kapott fokszamsorozatnak létezik egyszerii paros realizicidja.
Ha ehhez egy 1j v; pontot hozzévesziink, behtzzuk a (vi,u1), (v, u2), ..., (v1,us, ) €éleket,

akkor megkapjuk az eredeti fokszdmsorozat kivant realizdciéjat.

Gondoljuk meg, hogy ha 2.6.1 Allitas feltételeit kibévitjiik az imént szerepls

Sy s < S min {ty, kY

feltétellel, akkor az Osszefiiggl egyszerd paros realizacié létezésére kapunk sziikséges és
elégséges feltételt, ugyanisa bizonyitas sordn egy egyszeri realizaciobol ondulunk ki, és az

élek cseréje az egszertiséget nem rontja el.



2.8. Hurokmentes 2-0sszefiiggé multigraf

Remek példa arra, hogy az eddig megszerzett tudisunkat hogyan tudjuk hasznositani,
hiszen szerepelt mar, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilni, hogy multigrafot tudjunk
rajzolni adott fokszamsorozattal, majd sz6 volt a hurokmentes multigrafrol, aztan az 6ssze-
fiiggd hurokmentes multigrafrol is. A 2.4-ben szerepld kritériumoknak most is meg kell
felelni, viszont sziikségesek lesznek tovabbi megszoritésok is.

A feladat Kiraly Zoltan grafelmélet gyakorlatardl szarmazik.

2.8.1. Allitas. Ady >dy> ... > d, fokszdmsorozat realizdlhato hurokmentes 2-dsszefiiggd

multigriffal <=

1.2 30 di
2.dy < Z?:Q di—2n+4

3. dn > 2

Bizonyitds: = Az elsd feltétel sziikséges, hogy realizdlhato legyen multigraffal, a masodik
azért kell, hogy hurokmentes legyen, és ha a d; foku cstcsot eltavolitjuk, akkor még mindig
osszefiiggbnek kell maradnia a grafnak, ezért tartalmaznia kell még (n — 1) — 1 élt. A har-
madik nélkiil pedig el6fordulhat, hogy az egyik pont foka 1, és azt a szomszédja eltorlésével
el lehetne szakitani a graf t6bbi részétsl.

< Mivel minden pont foka > 2, ezért rajzolhatunk egy Hamilton-kdrt a csticsokon,
azaz huzzuk be a (v, v;+1), 7 = 1, ...,n éleket, ahol v, 11 := v1. Az ezt kdvetGen megmaradt
fokszamsorozatra (d, = d;—2,i = 1,...,n) igazak lesznek 2.3 feltételei, tehat tudunk hurok-
mentes multigrafot rajzolni. Ha ehhez hozzévessziik a Hamilton-kort, akkor jo realizaciot

kapunk ez eredeti fokszamsorozathoz.
O

Vegyiik észre, hogy a bizonyitds soran tobbet is belattunk, mégpedig azt, hogy egy
fokszamsorozatnak akkor és csak akkor létezik 2-sszefiiggd hurokmentes realizacioja, ha

létezik Hamilton-kort tartalmazé hurokmentes realizécidja.



3. fejezet

Havel-Hakimi algoritmus,

Erdsés-Gallar tétel

Mar a bevezetésben feltettiik a kérdést, hogy miként tudunk egy szémsorozathoz jo re-
alizaciot rajzolni, tehéat egy konkrét példat mutatni, ami bizonyitja, hogy a fokszdmsorozat
realizalhatd.

Ezt a kérdést tobbek kozott V. Havel [9] és S. Hakimi [8] valaszoltak meg.

3.1. Havel-Hakimi tétel

3.1.1. Tétel. Létezik di > 0, do > ... > dy, fokszdmii egyszerd grif <= létezik

dy —1,...,dg, 11 — 1,dg, 42, ..., dy, fokszamaii egyszerd grdf.

Bizonyitds: < Ez az irany konnyen lathato, hiszen ha van egy G realizacié a
do —1,...,dg,+1 — 1,dg,+2, ..., dp, fokszamsorozathoz, akkor ha ehhez egy 1j pontot hoz-
zéveszlink és Osszekotjlik a vg,...,vg,4+1 pontokkal, di > 0, do > ... > d;, > 0 egy jo
realizaciéjat kapjuk.

= Azt kell belatnunk, hogy ha d; > 0, d2 >...> d,, > 0 fokszamsorozat realizalhato egy
egyszerd graffal, akkor létezik olyan realizacié is, hogy a vy cstcs a va, ..., vg,+1 csucsokkal
van Osszekotve, mert ekkor a vy pontot kitérélve megkapjuk a kivant realizaciot.

Indirekt tegyiik fel, hogy nem igaz, és valasszuk a G grafot olyannak, hogy vi-nek a
lehets legtobb szomszédja legyen az elsé di pont kozott. Legyen v; egy olyan pont, melyre
2 <i <dy +1, de v; mégsem szomszédja. Legyen v; olyan pont, ami szomszédja v1-nek,
viszont j > di + 1. Mivel d; > d;, vi-nek 3 v, szomszédja, t # j, t # i, ugy, hogy a (v, vj)
él nem eleme G-nek.

Ha a (vj,v¢) és (vi,v;) élek helyett a (v1,v;) és (v;,v¢) éleket huzzuk be, akkor az igy



kapott G’ graf egyszert lesz, és vi-nek tobb szomszédja lesz a {va, vs, ..., vg,+1} halmazbol,

ami ellentmond G valasztasanak.

3.1.2. Definici6. Tegyiik fel, hogy a d1 > do > ... > d,, sorozat realizdlhats. Ekkor o dy
leemelése azt jelenti, hogy a vi csucsot dsszekotjik a téle kilonbozd legnagyobb fokiakkal.
Igy az 4j sorozat dy — Lodg, — Ldgy, sy dp—1,dgy1, s dn, ha dy < k, illetve dy —
Lodigy — Lidgyr — 1,.,dg,, — 1,dgy oy -y dn, ha di > k. Ezt a dy leemelése utdn

megmaradd fokszamsorozatnak nevezziik.

3.2. Havel-Hakimi algoritmus
Az eléz6 tétel alapjan az algoritmus:

1. fokszdm szerint nemndévekvs sorba rendezziik a pontokat
2. kivéalasztunk egy v; csticsot

3. Osszekotjiik a (t6le kiilonbozs) d; darab legnagyobb foku csuccsal

Ezt addig ismételjiik, amig minden fok 0 lesz, ekkor egy egyszerd grafot kapunk, melynek
fokszamsorozata a kiindulédsi sorozat. Ezzel tehat valaszoltunk a bevezetésben szerepld
egyik kérdésre, vagyis megmutattuk, hogy a dy > ds >...> d,, fokszamsorozattal rendelkez§
grafok halmazabol hogyan lehet elGallitani egy tetszélegeset.

Azt is észrevehetjiik, hogy ezzel a modszerrel nem lehet az 6sszes ilyen grafot elGallitani.
Peldaul a {3,3,2,2,2,2,2,2} fokszamsorozatnak létezik olyan realizécidja, ahol a harmad-
fokti pontok nincsenek Gsszekdtve, és nincs olyan mésodfoka pont, ami mindkét harmad-

fokunak a szomszédja lenne, viszont a Havel-Hakimi algoritmus ezen varidcidk egyikével

indulna.
2 2
3 2 2 3
M) I\
N\ N\
2 2

3.1. abra. Amit Havel-Hakimi algoritmussal nem lehet eléallitani
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3.2.1. Definici6é. Ha valamely vy, v, uy1, us pdronként kilénbozd csicsok olyanok, hogy v;
és u; (1 =1,2) kézott megy él, akkor azt a miveletet, hogy kitoriljik a (vi,u1) és (va, u2)

éleket, valamint behizzuk a (v1,v2) és az (u1,us) éleket, elemcserének nevezziik.

3.2.2. Tétel (Ryser). Egy di > da > ... > d,, fokszamsorozat barmely egyszerd realizd-

ctdjdbal el lehet jutni egy mdsikba elemcserékkel, méghozzd az eqyszeriség megtartisdval.

Bizonyitds: A Havel-Hakimi algoritmus soran megtehetjiik azt, hogy a kivalasztott
pont mindig az aktuélis legnagyobb fokszamu. A Havel-Hakimi tétel bizonyitasaban lat-
tuk, hogy ha egy fokszamsorozatnak létezik egy G realizicidja, ahol G egyszerd, akkor
elemcserékkel el tudunk jutni egy olyan realizdcidhoz, ahol a v; pont a v, vs, ..., V4, +1
pontokkal van sszekdtve. A megmaradéd fokszamsorozatra is igaz ez, tehat barmely real-
izaciobol elemcserékkel el tudunk jutni ahhoz a grathoz, amit az algoritmus azon specialis
esete szolgaltat, amikor a masodik 1épésben mindig az épp aktuliis legnagyobb foku pontot

valasztjuk. Vagyis két tetszSleges realizécié kozott is 1étezik ilyen atjarés.

3.3. Havel-Hakimi algoritmus iranyitott grafok esetén

Ehhez kapcsoléddan nézziink meg egy érdekes eredményt, melyet 2009-ben publikalt
P.L.Erdés, 1.Miklos és Z.Toroczkai [4]. A Havel-Hakimi algoritmushoz hasonlot fogalmaztak

meg irdnyitott grafokra.

3.3.1. Definicié. Egy (d*,d") = ({df,d3,....d;} },{dy.d5,...,d; }) nemnegativ egészek-
b6l dllé irdnyitott fokszdmsorozat realizdlhatd, ha létezik olyan n pontd irdnyitott grdf,

melyre igaz, hogy a v; csics befoka d;r, kifoka d; V 1.

3.3.2. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy irdnyitott fokszdmsorozat rendezett, ha minden

+ L €5 dy > di . (A v, ki- és befokdra

1, vagy dff = df]

i =1,...,n — 2-re vagy dj > d it

nincs rendezési feltétel.)

3.3.3. Tétel (Erdos, Miklés, Toroczkai). Tegyiik fel, hogy a (d*,d™) irdnyitott fok-
szdmsorozat rendezett, dj' +d; >0,j=1,..,nésd, >0. Ekkor a (dt,d™) irdnyitott

fokszdmsorozat realizdlhato <=
Aj = dj 1, haj <d7, dj kiilonben
Aj_ =d;, haj % n, 0 kilonben
fokszamsorozat realizdlhato irdnyitott grdffal.
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A hasonlésagot a Havel-Hakimi algoritmussal kénnyti észrevenni, hiszen a tétel alapjan
irdnyitott esetben is mohon els tudunk allitni a (d*, d ™) irdnyitott fokszdmsorozathoz egy
j6 realizaciot.

Bizonyitds: < irény trivialisan latszik, hiszen ha nézziik a (A}, A;) egy realizaciojat,
majd a v, pontbol iranyitott éleket htizunk az elsé d,, pontba, akkor (d¥,d™) egy realiza-
civjat kapjuk.

= Hasonl6éan a Havel-Hakimi tételhez, most is elemcseréket hasznalunk.

Azt kell belatnunk, hogy ha a (dt,d™) irdnyitott fokszamsorozat realizdlhato, akkor
létezik olyan realizacié is, ahol a v, csicsbél kiindulé élek a rendezett sorban az elsé d,;
pontba mennek. Tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet, és nézziink egy olyan G realizaciot,
ahol a (vp,v;) (vagyis a v,-bél a v;-be mend) élek szama maximalis, i = 1,...,d,,. Legyen
1 <i < d; olyan, hogy (vn,v;) ¢ E, viszont valamely j > d.-re (Un,vj) € E.

Mivel a csticsok rendezett sorban vannak, ezért tudjuk, hogy df > d;’.

L df >df

Ebben az esetben 3 v; pont, gy, hogy | # i, j,n és (v, v;) € E, viszont (vr,v5) ¢ E.
Ekkor a (v, v;) és (v, v;) éleket kitoroljiik, és helyettiik a (vp,v;) és (v, v;) éleket
huzzuk be, ezaltak kapunk egy olyan realizaciét, ahol v,-nek t6bb szomszédja van az

els6 d,, kozott, mint G-ben, ellentétben G vélasztésaval.

+_ gt
2. df =d

e Ha tovibbra is létezik a fent definialt [, vagyis végre tudjuk hajatni az elemcserét

parhuzamos élek keletkezése nélkiil, akkor kész vagyunk.

e Ha nem létezik ilyen v; csiics, az csak akkor lehet, ha a kovetkezd két allitas
egyszerre teljesiil:
(Uj, Ui) S E

(Uiavj) gé E

Ekkor a rendezett sorrend definiciéja miatt, d; > dj_, és mivel v;-bél egy él v;-be
megy (és v;-b6l nem mehet él sajat magaba, mert G egyszeri), ezért 3 m, hogy
(ViyUm) € E, viszont (vj,vm) ¢ E. Hajtsunk végre egy ugynevezett harmas elem-
cserét, azaz a (Un,vj), (vj,vi) és (vi,vm,) €leket torsljik ki, és helyettitk vegyiik a
grathoz a (vn,v;), (vi,v;) és (vj,vy) éleket. Igy kaptunk egy olyan egyszerd gréfot,

amelynek létezése szintén ellentmond G valasztasénak.
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3.4. Erddss-Gallai tétel

Erdés Pal és Gallai Tibor 1960-ban bizonyitottak a kivetkez6 tételt. Az Osszes eddig
ismert bizonyitds meglehetésen bonyodalmas, viszont 2010-ben publikiltak egy kénnyen

atlathatot [3], ezt ismertetjitk most.

3.4.1. Tétel (Erdés, Gallai). A dy > dy > ... > d,, szdmsorozat realizdlhatd egy egyszerd

griffal <—

1.2 3 di

2. 38 di <k(k—1)+ X0, min{k,d},V1<k<n keZ

Bizonyitdas: = A sziikségesség konnyen lathato: a fokszamok Gsszege az élek szamanak
kétszerese, ezért parosnak kell lennie. Az egyenlétlenség jobb oldala az elsé k fokszam
Osszegének maximumat adja meg Ggy, hogy Osszeadja az els6 k pont kozdtt mend élek
maximalis szimét és a tobbi pont maximélis befogaddképességét.

< Az elégségesség bizonyitasdhoz definidljuk a di > do > ... > d, fokszamsorozat
részrealizaciojat, ami a vy, ve, ..., v, pontokon egy olyan graf, melyre teljesiil, hogy d(v;) <
d; (1 <i<mn), ahol d(v;) a v; fokszamat jeldli.

Ha adott a dy > dy > ... > d,, fokszamsorozat, melyre teljesiilnek a megadott feltételek,
részrealizaciok sorozataval készitiink egy jo realizaciot, ezzel bizonyitjuk az elégségességet.
Az elsd részrealizicio legyen az n pontu iires graf.

Legyen r a legnagyobb olyan szam, melyre teljesiil, hogy d(v;) = d; ¥V 1 <i < r esetén,
r-et kritikus indexnek nevezziik. Kezdetben r = 1, kivéve, ha minden fokszam 0, ebben az
esetben viszont készen vagyunk.

Amig r < n, konstrualunk egy 0j részrealizaciot, melyre a d, —d(v,) kiilonbség csokken,
és kozben {igyeliink arra, hogy a v; pont fokszama ne valtozzon, ha ¢ < r. Az eljaras akkor
ér véget, ha a kapott részrealizacié realizacidoja a di > do > ... > d,, fokszadmsorozatnak.

N (v)-vel jeloljiik a v pont szomszédainak halmazat.

1. eset: vyv; ¢ E(G) valamely v;, d(v;) < d; esetén. Ekkor adjuk hozza a v,v; élt.

2. eset: vv; ¢ E(G),i <7

Mivel d(v;) = d; > dr > d(vy), igy 3 u € N(v;) — N(v,). Ha d, — d(v,) > 2, akkor
helyettesitsiik wv; élt uv,,v;v, élekkel. Ha d, — d(v,) = 1, akkor > d; — > d(v;)
parossaga miatt 3k > r, melyre d(vg) < di. Ekkor az 1. eset &ll fenn, kivéve, ha

vpv € E(Q), ekkor viszont helyettesitsiik vyvg, uv; éleket uv,, v;v, élekkel.
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3. eset: v1,...,u,—1 € N(v,) és d(vg) # min{r,dy} valamely k > r-re.
Tudjuk, hogy d(vi) < dj és d(vg) < r, tehat d(vg) < min {r,d;}. Ekkor az 1. eset all
fenn, kivéve, ha viv, € E(G). Mivel d(vg) <7, i <7 vgv; ¢ E(G). d(v;) > d(vy),
igy 3u € N(v;) — N(vp).

Helyettesitsiik uv;-t uv,, v;vg élekkel.

4. eset: v1,...,v,—1 € N(vp) és vjv; ¢ E(G), i< j <.
Az 2. eset &ll fenn, kivéve, ha v;,v; € N(v.). d(v;) > d(vj) > d(v,), igy 3 u €
N(v;) — N(v;) és w € N(vj) — N(vp). u,w ¢ N(v,) = 2. eset &ll fenn, kivéve, ha

u,w € {vp41,...,vn}. Ekkor helyettesitsiik uv;, wv; éleket viv;, uv, élekkel.

Ha egyik eset sem &ll fenn, az azt jelenti, hogy vy, ..., v, pontok koziil barmely ketts kozott

megy él és d(vg) = min{r,dy}, k > r, igy

doim d(vi) = r(r — 1)+ 370,y min{r, dy}

Mivel a 2. feltétel teljesiil, és a jobb oldal >, d; fels6 becslése, igy r-re mar teljesiil,
hogy d(v,) = d,, tehat r-et novelve folytathatjuk az eljarast.

O

A Ele di <k(k—=1)+ > min{k,d;}, ¥V 1<k <n feltétel szemléletes jelentése
tehat, hogy ha fokszam szerint nemnoévekvd sorba rendezziik a pontokat, és a k-adik utan
hiizunk egy képzeletbeli vonalat, akkor a balrél a vonalat atlépé élek minimalis szama nem

lehet nagyobb, mint a jobbrol érkezd élek maximélis szama.

Ha ugyanezt végiggondoljuk irdnyitott grafra is, azaz rendezziik az iranyitott fokszam-
sorozatot, a k-adik pont utdn huzunk egy vonalat, és megszamoljuk, hogy a vonal bal
oldaldn mennyi a minimdlis befok igény, akkor ez nem lehet tobb, mint azoknak a ki-
fokoknak Osszege, amik jobbrol atléphetik a vonalat vagyis a kévetkezd sziikséges feltételt

kapjuk:

S < min{k - 1,d; )+ S0, min{k,d; },V1<k<n

(2

Rendezziik kifokok szerint az iranyitot fokszamsorozatot, azaz ¢ = 1,...,n — l-re vagy
di > diq, vagy d; = d; | ¢s d;r > di++17 ekkor az elgbbi gondolatmenet alapjan, a

kovetkezot kapjuk:

S dr < min{k - 1,df Y+ S0, min {k,df},V1<k<n
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Iranyitatlan esetben nevezziink egy S halmazt tébbletesnek, ha a halmazban 1év6 pon-
tok fokszamainak osszege nagyobb, mint k(k — 1), ugyanis ekkor sziikség van arra, hogy
S-en kiviili pontokbol is menjen S pontjaiba él. Analog médon definidljuk iranyitott grafok
esetén a betdbbletes, illetve kitobbletes halmazokat.

Ha iranyitatlan grafrol beszéliink, akkor tudjuk, hogy a k elemi legnagyobb tébbletes
halmaz a fokszam szerint nemnoévekvs sorrend elsé k eleme, ezért lehetnek az Erdés-Gallai
tételben szerepld feltételek elégségesek is. Viszont iranyitott graf esetén nem tudunk ilyen
sorrendet mondani, hiszen kénnyen lehet, hogy az egy elemtii S halmaz, ami mindig a

legnagyobb befoku csics, nem része a hdrom elemtinek.

3.5. Teljes parositas létezésének feltétele

Mar tudunk konstruélni egy adott fokszamsorozattal egy grafot. A kovetkezd kérdés az,
hogy az adott fokszdmmal rendelkez§ graf tartalmazhat-e bizonyos részgrafokat, példaul
teljes parositést.

A kovetkez6 tételt Lovasz Laszlo [7] bizonyitotta:

3.5.1. Tétel (Lovasz). A di > da > ... > d,, szdmsorozat akkor és csak akkor lehet egy
egyszert 1-faktort tartalmazo grdf fokszdmsorozata, ha di > do > ... > dy is ésd; — 1 >

do—1 > ...>dy — 1 is realizdlhato egyszerd grdffal.

Bizonyitas: = Legyen G egy realizacio, ebben legyen F egy 1-faktor, ekkor ha a G — F
grafot tekintjilk, akkor az a dy —1 > do — 1 > ... > d,, — 1 fokszdmsorozatnak egy jo
realizacidja lesz.

< Legyenek G és G’ jo realizaciok (d; illetve d; — 1 fokszamokkal), melyek a legkizelebb

allnak egymashoz, azaz |E(G) — E(G’)| miniméalis. Az allitas szerint ekkor G’ C G.
Ha viszont ez nem igaz, akkor legyen x olyan cstics, amire a legtobb E(G') — E(G)-beli
¢l illeszkedik, ezen élek szama legyen [. Tudjuk, hogy ekkor z-et | + 1 E(G) — E(G')-
beli ¢l tartalmazza, legyenek ezek: (z,v1), ..., (2, y141), valamint (z,2) € E(G') — E(G). 3
v:(z,v) € E(G) — E(G'), ugyanis dg(z) > dg/ (2).

Valasszunk egy i-t, melyre 1 <i <141 és y; # v. Ekkor (v,y;) € F(G), mert ha nem
lenne, akkor (z,y;)-t és (z,v)-t (x, 2)-re és (v, y;)-re cserélve olyan grafot kapnank, aminek
fokszamai azonosak G-vel, de tobb éle egyezik meg G'-vel. Hasonléan: (v,y;) ¢ E(G'),
mert ha eleme lenne, akkor (v,y;) és (x, z) helyett vehetnénk (z,y;)-t és (z,v)-t, de az igy
keletkazs grafnak és G-nek t6bb kozos éle lenne. Igy (v,y;) € E(G) — E(G').

Ha v # y1, ..., Yi+1, akkor v legalabb I 4+ 2 E(G) — E(G’)-beli élen van ((v, 2), (v, y;)1 <

i <14 1), ami ellentmond = valasztasanak. Ha viszont v = y; valamely 1 < i < [, akkor
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szintén [ 4+ 2 E(G) — E(G')-beli élen lenne ((v, 2), (v,z), (v,y;), 2 < i < 1+ 1), igy megint

ellentmondéasba ttkdznénk.
O

Megfigyelhetjiik, hogy a bizonyitas alkalmazhato G = (S, T; E) paros grafokra is, ugya-
nis ha az y;, z pontok S-ben vannak, akkor az x,v pontok T-ben, tehat a cserék soran nem
htiznank be tiltott éleket. Ebben az esetben a bizonyitas utolsdé mondata feleslegessé valik,

hiszen v nem lehet egyenls y;-vel (i = 1,...,1 + 1), mert kiilonb6z6 osztalyban vannak.

Lovasz tételénél valamivel tdbbet is tudunk. A.R. Rao, S.B. Rao, valamint B. Griin-
baum fogalmaztédk meg, viszont S. Kundu adott konstukti{v bizonyitast — melyet most nem

ismertetiink — a kovetkezore [6]:

3.5.2. Tétel. Legyenekdy > do > ... > dy ésc1 > co > ... 2> ¢y, realizdlhatd fokszdmsoroza-
tok, c; < d; és|c; — ¢j| <1 minden i,j pdrra. Ebben az esetben akkor és csak akkor létezik
olyan G realizdcidja a fokszdmsorozatnak, amely tartalmaz F faktort, hogy dg(v;) = d; és

drp(v)) =¢i, 1 <i<n, ha ad; —c1,...,dn — ¢, fokszamsorozat realizdlhatd.
O

Ha a |¢; — ¢j| < 1 feltétel nem teljesiil, akkor nem igaz a tétel. Példaul ha a d; fok-
szamsorozat 7,7,7,4,4,3,3,3, a ¢; sorozat pedig 4,4,4, 3,3, 3, 3, 2. Kénnyen ellenérizhetd,
hogy a d; — ¢; realizalhaté, de a d; fokszamsorozatnak egy és csak egy realizicidja létezik,

de ennek nincs ¢; fokszdmsorozatu részgrafja.
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4. fejezet

k-élosszefiiggd grafok

fokszamsorozatai

Ebben a fejezetben eldszor ismertetjiik J.Edmonds [1] tételét az eredeti bizonyitas-
sal, majd a Lovasztol szarmazé harmas egyenlGtlenséget felhasznalva adunk egy masik
bizonyitést a tételre. A dolgozatban szerepld 6nallé eredményt, vagyis annak a feltételét,
hogy egy fokszamsorozat mikor realizdlhaté k-élosszefliggd egyszerid paros graffal, a 4.2

részben mutatjuk be.

4.1. Edmonds tétele

4.1.1. Definicio. Azt az élhalmazt, melyet a G grdfbol kitérolve, G két komponensre esik
szét, vdgdsnak nevezzik. Ezt gyakran nem az élek megaddsdval definidljuk, hanem a két

komponens eqyikében szerepld pontok halmazdval.

4.1.2. Tétel (Edmonds). d; € ZT, i = 1,...,.n (n>1) eqy egyszeri k-élésszefiiggd grdf

fokszdmsorozata <=
1. Egy egyszeri grif fokszdmsorozata (lsd. 3.4.1 Tétel)
2.d; >k, Vi

3. k=1 esetén > d; >2(n—1)

Bizonyitas: = Az els6 feltétel nyilvan sziikséges.
A masodik feltétel is teljesiil, hiszen ha létezne egy k-nal kisebb foka pont, akkor azt egy
k-nal kisebb vagassal szeparalni lehetne a G graf tébbi részétol.
k = 1 esetén, ha a graf osszefiiggs, az azt jelenti, hogy 3 e él, ami a v; pontot a G graf

t6bbi részéhez koti, példaul egy vy csiicshoz, és 3 eg él, ami vy,va-t koti a G t&bbi pontjahoz,
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és igy tovabb. Nyilvan, minden e; él kiilénb6z6, igy G-ben van legalabb n — 1 él. Minden él
2-vel jarul a fokszamokhoz, igy Y 1" | d; > 2(n — 1), tehat a harmadik feltétel is sziikséges.

< Tudjuk, hogy létezik egy egyszertt H graf d; fokszamokkal, és > " d; > 2(n — 1),
igy H-nak van legalabb n — 1 éle. Ha H nem 06sszefiiggs, akkor komponensekbdl 4ll. H-
bol tudunk konstrualni egy H’ grafot, melynek fokszamai ugyanazok, viszont kevesebb
komponensbél all. Ebbél indukcidval kivetkezik, hogy létezik egy Osszefiiggs graf ezekkel
a fokszamokkal.

H' elsallitasa pedig ugy toténik, mint 2.4.1. Allitas bizonyitasaban, hiszen ezzel az egy-
szertiséget nem rontjuk el, tehat k = 1 esetén készen vagyunk.

Tegyiik fel, hogy H csak h-élosszefiiggé ahol 1 < h < k. A bizonyitas soran H-bol
konstrualunk egy H' grafot ugyanazokon a pontokon, ugyanazokkal a fokszamokkal ugy,
hogy H' kevesebb h értékii vagast tartalmaz, mint H. Ebbdl indukcioval kovetkezik a tétel.
Tekintsiik H-nak (A, A) és (B, B) h értéki vagasait, ahol A és B diszjunkt, és egyikiiknek
sincs olyan C részhalmaza, melyre (C, C) h értékd vagaF.

H bsszefiiggtségebol kovetkezik, hogy 3 P 1t, amely egy a; € A pontot egy by € B

ponttal kot Ossze, és P nem tartalmaz tobb pontot sem A-bol, sem B-bdl.

b1 D

4.1. 4bra. Edmonds bizonyitasaban a; és by valasztasa

Mivel az a; foka legalabb k > h, és A-bol csak h él 1ép ki, ezért 3 ag € A pont, melyet
eq €l kot ai-hez, és as-b6l nem 1ép ki él A-n kiviilre. Hasonloéan definialjuk a bo € B csacsot
és az ep élt.

A H' graf ugy keletkezik H-bol, hogy elhagyjuk az e, és e, majd hozzavessziik az €], = a1by
és e, = biay éleket. H'-ben minden foka ugyanannyi, mint H-ban, és ezzel a cserével a
(A, A) és (B, B) vagasok értéke h + 2 lett.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy nem keletkezett 1j, legfeljebb h értéki vagas.

Indirekt feltehetd, hogy keletkezett egy ilyen (D, D) vagas. Feltehets, hogy ay,be € D,
az,by € D. Tekintsiik a paronként diszjunkt AN D, AN D, BN D, BN D halmazokat.
A P ut H'-ben 6sszekéti az a; € AN D és a by € BN D pontokat, igy 3 eg ¢l a P tton,
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ami benne van a (D, D) vagasban. Mivel P nem tartalmaz csicsot sem A N D-bél, sem
BN D-bél, igy az eg él nem lehet olyan, hogy AND és AND vagy BN D és BN D kozott
megy.

Osszuk harom részre a (D, D) vagis H' beli éleit:

1. Eq: AN D és AN D kézott mend élek

2. Eg: BN D és BN D kozott mend élek

3. Ec : A tobbi él. Az el6bb lattuk, hogy eg € E¢, igy |Ec| > 1

Mivel |E4| + |EB| + |Ec| < h = E4 vagy Ep maximum |(h — 1) /2] élt tartalmaz.
Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy E4. Ekkor e, élt is szamolva legfeljebb [(h — 1) /2] +1
él megy AN D és AN D kozott H-ban.

Tudjuk, hogy az (A, A) vagas értéke H-ban h, ezért vagy AN D-re vagy AN D-ra igaz,
hogy a beléle indulo, (A, A) vagashoz tartozo élek szama legfeljebb |h/2]. Legyen ez AND.

H-ban az AN D-bél kiindul6 élek vagy A N D-be, vagy A-be mennek, igy ezen élek
szama legfeljebb |h/2] + [(h—1) /2] + 1.

Ez pedig ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy A-nak nincs olyan S részhalmaza,
melyre az (S, S) vagas értéke H-ban < h, tehit a H-bol elemcserével keletkezs H' grafban

nem jon létre olyan 0j vagas, aminek az értéke < h.

4.2. Alternativ bizonyitas

2.4.1. Allitas bizonyitasa nyoman konstualhatunk Gsszefiiggs egyszerti grafot az adott
fokszamokkal. Igy feltehets, hogy mar tudunk mutatni egy k — 1-élosszefiiggs grafot,
melynek fokszamsorozata a megadott szamsorozat, és azt kell belatnunk, hogy ebbdl elGal-
lithato egy k-élosszefiiggs.

Egyszert leszamlédlassal megallapithatjuk, hogy ha vesziink két k — 1-es vigast, melyek-
nek nincs olyan valodi részhalmaza, amit < k— 1 él eltorlésével szepardni lehet a graf tobbi
részét6l, (vagyis Edmonds bizonyitaséban szerepls A és B halmazokat), akkor mindket-
t6ben van (legalabb 1) olyan pont, amib6l nem lép ki él a halmazon kiviilre. Az A-ban
legyen egy ilyen pont aj, a B-ben pedig b;. Ha vilasztunk egy-egy olyan élt, ami ezekre
a pontokra illeszkedik, akkor anélkiil tudjuk végrehajtani az elemcserét, hogy parhuzamos
élek keletkeznének, ezaltal az egyszertiség megtartasaval novelhetjiik az A és B vagasok
értékét. Az egyértelémiiség kedvéért megjegyezziik, hogy az elemcsere soran az aj és by

pontokat nem egymassal kotjiik Gssze.
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A kérdés méar csak az, hogy keletkezik-e uj, < k — 1 élii vagas.

Ha megszamoljuk az éleket, akkor arra jutunk, hogy nem keletkezhet < k—1 élii vagas. Ha
mégis igy lenne, az azt jelentené, hogy a grafban volt olyan < k éld vigés, aminek elemei a
két cserélt él. Legyen ez C. Ekkor vagy az (ANC, ANC) élek szama, vagy a (BNC, BNC)
élek szama < |k/2]. Tegyiik fel, hogy az elobbié.

Mivel az A vagas értéke k — 1, igy vagy (AN C, A), vagy (AN C,A) élek szama <
|(k —1)/2]. Tegyiik fel, hogy (AN C, A). Ekkor az AN C-bél kiléps élek maximélis szama
< |k/2] + [(k—1)/2] <k —1, ami ellentmond A és B valasztasanak.

Tegyiik most fel, hogy az elemcserét kovetéen keletkezik egy Gj k — 1-vagas, azaz létezik
olyan k + 1 él, amit eltavolitva a graf D és D komponensekre esik szét, és az elemcserével
ebbdl egy k — 1-es vagas lesz. Vegyiik észre, hogy ekkor a kévetkezd feltételeknek egyszerre
kell teljesiilniiik:

e AN D halmazbol A-n kiviilre pontosan (k — 1)/2 él megy

e AN D halmazbol A-n kiviilre pontosan (k — 1)/2 él megy

BN D halmazboél B-n kiviilre pontosan (k — 1)/2 él megy
e BN D halmazbél B-n kiviilre pontosan (k — 1)/2 &l megy

e BN D-bsl BN D-be pontosan (k + 1)/2 ¢l megy

AN D-bsl AN D-be pontosan (k + 1)/2 él megy

nincs at A N D-bsl B N D-be és nincs ut B N D-bsl AN D-be

Ezek kovetkezménye, hogy k paratlan, hiszen (k4 1)/2 és (k — 1)/2 csak igy lehet egész
szam. Tehat a legkisebb példa arra, hogy nem lehet tetszés szerint éleket valasztani a

cseréhez:

ba

\; ;) bl

4.2. dbra. Példa arra, hogy nem lehet barhogy végrehajtani az elemcserét

\
A
\
A

X
M

a1 &

J
D),
J
D),

a2 (\ L

X

20



Az abran jol lathatd, hogy ha ugy jarunk el, hogy az a; és by pontokat valasztjuk
(azokbol nem megy €l a vagason kiviilre), majd a kovetkez6 lépésben az (a1, a2) és (b1, be2)
éleket akarjuk az (a1,b2) és (az, b1) élekre cserélni, akkor keletkezik egy 1j, k — 1-es vagas.
Azt allitjuk, hogy ha ehelyett az (a1,b1) és (az,b2) élekre cseréljiik, akkor nem &ll fenn ez
a probléma. (Parhuzamos élek ekkor sem keletkeznek, mert a fentick miatt ezek kozott a
pontok kozott nem mehet él.) Tegyiik fel indirekt, hogy mégis van egy olyan F' vagas, hogy
as, by € F, és F-re szintén igazak a D-re feltett feltételek.

A Lovasztol szarmazo harmas egyenltlenséget hasznalva felsg becslést tudunk adni

k-ra.

4.2.1. Lemma. FEgy irdnyitatlan grdfban, melynek ponthalmaza V, barmely A, B,C C V

halmazra fenndll o kdvetkezd egyenldtlenség

d(A) +d(B) +d(C) >
d(ANBNC)4d(A—(BUC))+d(B—(AUC))+d(C—(BUA))+2d(ANBNC,V —(AUBUC))

O
Az A, D, F halmazokra a kovetkez6k adédnak:
1. d(A)=k—-1,d(D)=d(F)=k+1
2. d(ANDNF)>k,mert (ANDNF)CA
3. d(A—(DUF)) >k, mert (A—(DUF))CA

4. d(D — (AU F)) > k, ugyanis nem {ires, mert bj-et tartalmazza, és ha < k volna,

akkor DN B < k éli vagéas lenne, ami ellentmond B vélasztésanak.
5. az el6z6hoz hasonlo logika alapjan d(F — (D U A)) > k
Vagyis
k—14+k+1+k+1>k+k+k+k=>k<1

Mivel £ > 1, mert a k = 1 esetet kiilon kezeltiik, nem létezhet F' halmaz a megadott
tulajdonsagokkal, vagyis (a1,a2) és (by,be) éleket lecserélhetjik (aj,b1) és (ag,by) élekre,

ezaltal novelve az A és B vagasok értékét.
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4.3. Paros grafok k-élosszefiiggdsége

A miésodik fejezetben lattuk, hogy a kapott eredményeket kis modositasokkal ugyan,
de kénnyen megfogalmazhatjuk péaros grafok esetére is. Természetes kérdés tehat, hogy
Edmonds bizonyitédsat tudjuk-e akkor is alkalmazni, ha s; > s9 > ... > s, és t1 > 1o >

. > t,, fokszamsorozatu k-élosszefiiggs egyszerti péaros grafot szeretnénk elGallitani. A
vélasz sajnos nemleges, hiszen nem tudjuk garantalni, hogy az Edmonds altal definialt P
it paros hosszu legyen. Példaul, ha csak egy k — l-es viagas van a grafban, akkor a P 1t
mindossze egy él, és akkor a bizonyitasban szerepld elemcserét nem hajthatjuk végre, mert
azonos osztalyban 1év6 pontok kozott kellene élt behtiznunk.

Hasonléoképp belathatjuk, hogy nem alkalmazhaté a 4.2-ben bizonyitott allitas sem,
miszerint ha két, pontszamra nézve minimalis diszjunkt k& — l-es vagasban valasztunk
egy-egy olyan pontot, amibdél nem megy él a vagéson kiviilre, akkor ezeken tetszélegesen
valaszthatunk egy-egy élt, amelyeken elvégezhetjiik az elemcserét anélkiil, hogy a grafban
1j < k — l-es vagas keletkezne.

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy paros graf esetén a fenti médszerrel valasztott
barmely két pontra illeszkednek olyan élek, amelyeken az elemcserét vérgehajtva indukci6-

val beldthatjuk a kévetkezs tételt:

4.3.1. Tétel. Létezik s1 > so > ... > sy sty > to > ... > ty, fokszamokkal k-éldsszefiiggd

eqyszert pdros grif <

1. A fokszamsorozat realizdlhato eqyszerd pdros grdffal
2. SiZk ésthkVi,j

8. k=1 esetén 3 1 si+> 1 t; >2(n+m—1)

Bizonyitas: A feltételek nyilvan sziikségesek, ezért csak az elégségességet bizonyitjuk.
Elgszor konstrualjunk egy G = (S, T'; E) egyszerti paros grafot. (Ez 1. miatt megtehetd.)
Ezt az grafot el6bb dsszefiiggdve tessziik. Ugy jarunk el, mint Edmonds bizonyitaséban,
csak arra tigyeliink, hogy a komponenseket 6sszekotd elemcserénél a megfelels (kiilonb6zs
osztalyban 1évGs) éleket parositsuk Gssze. Tegyiik fel, hogy a graf mar k — 1 Gsszefliggd.
Ha minden pont foka k, viszont létezik k — l-es vAgés, akkor ugy, mint korabban,

nézziink két minimalis k — 1-es vagast, A-t és B-t.
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4.3.2. Allitas. ANS, ANT, BNS, BNT is tartalmaz olyan pontot, amibél nem lép ki
él.

Bizonyitas: Az allitas bizonyitasa ugyanugy torténik mind a négy halmazra, ezért elég
csak az egyikre beldtnunk.

Tegyiik fel indirekt, hogy A N S 8sszes pontjabol 1ép ki él a vagason kiviilre. = [ :=
|ANS| < k-1, viszont igy ANT minden pontjabol menne ki legalabb k—1 él. m := |[AN T,
m > 0, hiszen ha A NT ires lennne, akkor az A N S-ben 1évé pontokbol induld 6sszes él
kilépne A-bol, ez pedig tébb lenne, mint k.

Igy legalabb m(k — 1) +1 > k ¢l megy a vagason kiviilre, ami ellentmondaés.

O

Valasszunk ANS, BNS halmazokbdl egy-egy olyan pontot, amibsl nem megy a vagason
kiviilre él. Legyenek ezek a1 és by. Ezeknek a pontoknak valasszuk ki egy-egy szomszédjat,
as-t és bo-t.

Mivel egy paros grafban vannak tiltott élek, ezért az (a1, az) és (b1, ba) éleket csak az

(a1,b2) és (ag,by) élekre cserélhetjiik.

4.3.3. Allitas. Ha a fenti cserét nem lehet végrehajtani, mert létezik D k + 1-es vdgds,
amibél ezdltal k—1-es vdgds lenne, akkor létezik bi-nek olyan bs szomszédja, hogy az (a1, az),
(b1,b3) = (a1,bs) és (az,b1) cserét kivetden jo realizdciot kapunk. Ezdltal az A és B vdgdsok

értéke nd, valamint nem keletkezik 1y, < k-as vdgds.

T| 20,.- ’ bQQ“‘_‘bgp|

S| lan© ERAEN

A B 1B

4.3. dbra. Paros grafok k-élosszefiiggisége

Bizonyitds: D legyen az a be-t tartalmazo k + l-es vagés, ami b; szomszédai koziil
a lehetd legtobbet tartalmazza. b1-nek létezik olyan szomszédja, ami nincs D-ben, mert
(SN B)— D-bsl DN B-be legfeljebb (k4 1)/2 él megy, bi-nek pedig legalabb k szomszédja
van, ezért ezek koziil (k — 1)/2 biztosan (BN T) — D-ben van. Legyen ezek koziil az egyik
bs. Mint a kordbbi eseteknél, most is csak akkor lehet gond, ha létezik k + 1 éld F' vagés
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ugy, hogy a1 € F ésbs € F,deas ¢ F és b ¢ F.
Lovasz harmas egyenl6tlenség lemmajat ismét hasznalhatjuk, most is az A, D és F

halmazokra.

d(A) +d(D)+d(F) >
d(ANDNF)+d(A—(DUF))+d(D—(AUF))+d(F—(DUA))+2d(ANDNF,V —(AUDUF))

D valasztasa miatt egyik halmaz sem iires, igy a kovetkezd adodik:
k—14+k+1+k+1>2k+k+k+Ek=>Ek<1

Ezzel ellentmondasra jutunk, ami azt jelenti, hogy nem létezhet F' halmaz a megadott

tulajdonsagokkal, vagyis kész a tétel bizonyitasa.

od
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5. fejezet

k-osszefuggd grafok fokszamsorozatai

5.1. Wang-Kleitman tétel

Vilagos, hogy egy G graf k-élosszefiiggdsége nem garantéilja a k-Osszefliggiséget, igy ezt
a kérdést kiilon kell vizsgalnunk. D.L.Wang és D.J.Kleitman [2|-ben koz6lt eredményét az
eredeti bizonyitassal ismertetjiik, csak a jel6lésrendszert és a felépitést valtoztattuk meg

valamelyest.
5.1.1. Tétel (Wang, Kleitman). d; > ds > ... > d,, eqy k-dsszefiiggd eqyszerd grdf v;
(i =1,...,n) csicsainak fokszdmai <=

1. A d; fokszamsorozat realizdlhato egyszerd grdffal (Isd. 3.4.1 Tétel)

2.Vd; >k

3.q— E?:_f d; + W >n —k, ahol q az élek szdma.

Bizonyitds: = Sziikségesek a feltételek, az els§ és masodik trividlisan teljesiil minden k-
osszefiiggs grafra, a harmadikra azért van sziikség, mert a G—{vy, ..., vi_1} graf osszefiiggs,
azaz ha az els6 k — 1 pont altal lefogott éleket eltavolitjuk (amelyek maximélis szdma
q— 22:11 d; + W), akkor a tobbi ponton kell maradni legaldbb n — k élnek.

< Az elégségesség belatasahoz tegyiik fel, hogy teljesiilnek a feltételek, és konstrualjunk
egy k-Osszefiiggs grafot.

FEl6szor vizsgaljunk egy specidlis esetet:
5.1.2. Lemma. Tegyik fel, hogy a d; fokszdmsorozat realizdlhatd, és d; = k vagy d; = k+1
Vi=1,..,n. Azt dllitjuk, hogy ebben az esetben mindig létezik k-dsszefiiggd realizdcid.

Bizonyitds: Amennyiben k péros, a v; pontot akkor és csak akkor kossiik Gssze a v;

ponttal, ha |i — j| < k/2. Majd | = 1-t6] kezdve v;-t késsiik Gssze vy |y, 2)-vel addig, amig
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elegendd k + 1 foku pont lesz. Ez megtehetd, hiszen a k+ 1 fokti pontok szama péaros, mert
k+ 1 paratlan. Az igy keletkezs graf k-Gsszefliggd lesz, mivel barmely vagésnak (legalabb)
két olyan halmazt kell tartalmaznia, amely k/2 egymast kovetd indexii pontbol all. Tehat
ha minden fok k, akkor

Gr = {(vvigj)li =1,...,n,5=1,....k/2}, k = 0 mod 2 esetén.

Ha pedig k paratlan, akkor a v; pontot akkor és csak akkor kossiik dssze a v; ponttal,
ha i — j| < (k4 1)/2. Majd az egymést kivets pontparok kozotti éleket toroljiik addig,
amig megfelel§ szamu k fokt pontunk lesz.

Ha k pératlan és minden fok k, akkor azt specialis esetként kezeljiik, és Ggy tekintjiik,
hogy k'=k — 1 és minden fok k' + 1=k. Vagyis:

Gr = {(vivigj)li =1,...,n,5 =1,..., (k= 1)/2} U {(viviy|ns2))li = 1, ...,n}, ha k = 1 mod
2.

Ha létezik k és k + 1 fokd pont is, akkor az fent definialt grafok:

1. eset k paros = k + 1 paratlan, a paratlan foka pontok szama 2r. Ekkor

G =G U {(vivig(ln2p)li = 1,...,r}

2. eset k paratlan = k 4 1 paros, a paratlan fokd pontok szama 2r. Ekkor

G = Grr1—{(v1v2), (v3V4), ..., (Vor—1V2) }

Konnyen lathato, hogy ebben az esetben egy vagasnak legalabb (k—1)/2+(k+1)/2 =k
pontot kell tartalmaznia, kivéve, ha n = k 4 3 és 2r > n/2, ugyanis ekkor iigyelniink kell

arra, hogy az egymassal szemkozti éleket ne t6roljiik, ezért ebben az esetben:

G = Gk+1—{(U1U2)a o (Un/Q—lvn/2)> (Un/2+2vn/2+3)a e (U2r02r+1)}

0

5.1.3. Lemma. Legyenek o G grdf csicsai vi,...,vy, rendre dy, ..., d, fokszdmokkal. Ha

G — vy, k-0sszefliggd és d, > k = G is k-dsszefiiggd.

Bizonyitds: Valasszunk ki G pontjai koziil k — 1-et, jeldljiik ezek halmazat S-sel.

1. eset v, ¢ S. Ekkor G—v,,—S 0sszefiiggs, és v,-bol legalabb egy él megy G—v,—S-be,
mivel d,, > k.

2. eset v, € S. Ekkor G — S =G — v, — 5, ami sszefliggd.

Igy G k-Osszefiiggd.
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A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy kordbban méar bizonyitott allitasra:

5.1.4. Lemma. Ha dy > do > ... > d, realizdlhatd, akkor a leemelés utdn megmaradd

sorozat 1s realizdalhato.

5.1.5. Lemma. Ha dy > do > ... > d, kielégiti a tételben szerepld feltételeket, és

di—1>kVi<d,, akkor adi —1,...,dgq, — 1, dg, 41, ..., dn—1 fokszamsorozat is kielégiti.

Bizonyitas: Az el6z6 lemma miatt elegendd beldtni, hogy a leemelés utén a 3. feltétel
teljesiil, ami azt mondja, hogy a v1, ..., vx_1 pontok elhagyasa utdn a megmaradé n—(k—1)
pontu grafnak sziikséges, hogy legyen legalabb n— (k—1) — 1 éle, mivel a k — 1 legnagyobb
fokti pontot eltavolitva a maradéknak kell tartalmaznia feszitd fat.

Amig a leemelések soran az els6 k — 1 pont nem valtozik, az alabbiak igazak:

e Ha v, foka k, akkor csak egy olyan élt hasznalunk fel, aminek egyik végpontja sincs

a {v1,...,vp_1} halmazban. Tehat igy a feltétel tovabbra is igaz marad.

e Ha v,-nek k + 1 a foka, akkor a leemelés elétt minden pont rajta van legalabb két
olyan élen, ami nincs az els6 k& — 1 ponton, vagyis a 3. feltétel egyenl&tlenséggel
teljesiil. Igy ha a leemelés utan nem valtzik az els6 k — 1 pont, akkor tovabbra is

telesiilni fog.

e Ha v, foka > k + 2, akkor v, leemelése utan a legkisebb fok legalabb k + 1, ami azt
jelenti, hogy minden pont rajta van legalabb két olyan élen, ami nincs az els6 k — 1
ponton, vagyis eleve elég olyan él van, ami diszjunkt az els6 k — 1 pontto6l, tehat

azokat eltavolitva a maradék pontokon lesz feszits fa.

Fzutan mar csak azokat az eseteket kell megvizsgalni, amikor a leemelés utan valtozik

az els6é k — 1 pont:

1. eset d,, = k
Tegyiik fel, hogy dg_, = ... = di+m = [, m > 0, és az aldbbiak koziil legaldbb az egyik
igaz:

o dp_pm_1>1
® djptmi1 <l
e k=m+1
e k+m=n-—1
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Azt kell megmutatnunk, hogy
(q— k) = S (s = 1) —ml - B > 1k
vagyis:
g0t d+ U >

Belatjuk, hogy ha q—Zfz_ll d;+ W < n—k-+m, akkor ellentmondésba, {itkoziink.

Mivel
g= (0 di)/2 > |(n—k—m)k+ @m+ 1)+ X" di] /2,
ezért
(n—k—m)k+Cm+ 1)+ Y tg -2 g 4y (k-1)(k—2) <2(n—k+m—1),
igy
m—k-mk+l—(k—1-m)n—-1)+(k—1)(k—2) <2(n—k+m—1),

mivel d; <n—1,1=1,..,k—1—m,ésd; =1, i=k—m,..., k.

Tehét azt kapjuk, hogy

l—km+nmnm <n+3m-—3
nim—1)<3m+km—-1-3

Tudjuk, hogy [ > k4 1 (mivel a feltevés szerint [ — 1 > k).
nim—1)<3m+km—-k—-3—-1=(m-1)(k+3)— 1.
Ham > 1, akkorn < k+2 = m < 1, ellentmondas.

Ha m =1, akkor 0 < —1, ellentmondas.

2. esetd, =k+1
Tegyiik fel valamely m > O-ra, hogy dx—m, ..., dk+m+1 = I, és a kévetkezd négy allitas

koziil legaldbb az egyik igaz:
o di_ 1 >1
® diimya <l
e k—m=1
e k+m+1l=n-1
Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy
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(q— (k+1) = K (dy — 1) —ml + E=E2D > 0 g
ekvivalensen:
gt B S
Indirekt q—Zf;l di—f—w <n-—k+m.

Mivel g = (37", di)/2 < (k+1)(n—k—m—1)+ 2m+2)l+ S " d; 6s dy <n—1,
V 1, ezért azt kapjuk, hogy

k+D)(n—-—m—-k—-1)+2l—(k—1-m)(n—1)+(k—1)(k—2) <2(n—k+m)

Tehat mn < m(k+4) + 2k — 2l = mn < m(k+4) — 2, mert | > k + 1.
Ham > 1, akkorn < k+3éigym=1=n<k+4-2=k+2=m =0,
ellentmondés.

Ham=0= 0< -2, ellentmondaés.

3.eset d, > k+2
Ebben az esetben d; — 1 > k+ 1,V i. A d},...,d], realizdlhaté fokszamsorozatra a 3.
feltétel teljestl, mivel d; > k+1, és

Zf:ll d; + (k—l)Q(k—Q) > (n’—k)[(k—gl)—(k—l)] —n —k

q —

O

A fenti segédtételek miatt elég belatnunk, hogy ha a dy, ..., dx—1, k, ..., k fokszamsoroza-
tra teljesiilnek az alabbi feltételek, akkor tudunk konstuélni egy k-6sszefiiggs grafot.

1. dy >dy > ...dp_1 > k=k=...= k realizdlhat6
2.d; > k
3. q—Zf‘;lldi—i—W >n—k

5.1.6. Lemma. Ha dy > ds > ... > d,, realizdlhatd, és
1. di>kVi
VRN D S L L Ay ¢

feltételek teljesiilnek, akkor a di leemelése utan megmaradsé dy > db > ... > d) | sorozaira

teljesiil
1/Vired,>k—1

2. ¢ — 25;12 d; + U"’_Q)ZM >n—k, ahol ¢ = Z?;ll d;/2=q—dy
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Bizonyitds 1. trivialis.

2/:Had] =dy—1,dy =d3—1,...,d}_, =dr_1 — 1, akkor 2." pontosan 2., és igy kész
vagyunk. Tehat tegyiik fel, hogy 3m > 1, dj—pp = ... = dj—1 = diy = ... = dg,+14m = {, és
a kovetkez6 négy allitas koziil legalabb az egyik igaz:

o di 1 >1
® dygyorm <l
edi+1l+m=n
e k—m—-1=1
Ekkor 2.”:
g— Yty + EED >k om, mert k> m + 2.
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz:
D D M L L A gy T |
Ugyantgy, mint korabban:
0= (L1 d)/2 2 [(n—k—m)k+ 2m+ )i+ 5 ] /2
Tehat I[(dy+1—k+1)+(n—dy—1—m)k—3F """ di+ (k—1)(k—2) < 2(n—k+m—1).
Mivel di +14+m <mn,ezért dy <n—-2,d; <dy <n-—-1,1>k.

Helyettesitsiink minden d;-t n — 2-vel a Zf;llfm d; 6sszegben, és k-val [-t.
E(di+1—k+1)+(n—di—1—-m)k—(k—1-m)(n—2)+(k—1)(k—2) <2(n—k+m—1)
2k+nm+2<n+mk+4m
(m—1n—k)<dm—k—-2<4m —m —2 —2 (mert k > m + 2)
(m—1)n—Fk)<3(m-1)—1

Ha m = 1, akkor 0 < —1 ellentmondas, ha pedig m > 1, akkor azt kapjuk, hogy

n—k <2 vagyis n < k+ 2, tehat m <1, ami szintén ellentmondés.
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AZ ALGORITMUS

A segédtételek bizonyitdsa utan nézziik meg, hogyan lehet k-Osszefiiggs grafot
konstrualni, melynek dy > do > ... > d, fokszadmsorozatara igaz, hogy dx = dgy1 = ... =
dn =k > 2, dy > k + 2, valamint teljesiilnek a tételben szerepls feltételek.

Az els6 1épés dy leemelése.

n — p lépés utdn a megmarado fokszamsorozat legyen dy, dy, ..., d,,, ekkor az n —p + 1-
edik 1épés a kovetkezs:
Legyen d), = I.

Ha dy <1+ 1, akkor az 1. lemmét hasznalva készen vagyunk.

Ha dy > | + 2, akkor
e had) > [ +1, d, leemelése

e ha d; =1, d} leemelése

Még be kell latnunk, hogy az algoritmus altal szolgaltatott graf k-osszefiiggd.
Figyeljiik meg, hogy ha az n — p-edik 1épés utdn a megmaradéd fokszdmsorozat

dy >dy>..> d;, akkor a kovetkezok igazak lesznek:

1.dy>dy>..> d; realizalhato fokszamsorozat. Ez a 3. lemmabol kovetkezik.

2. Legyen dj, = [, akkor a tétel 3. feltétele teljesiil a dy > dj > ... > d, fokszamsorozatra,

azZaz

q/ i Zl—l d + (l—1)2(l—2) >p—1

i=1"
Ez az 5.1.2 és 5.1.6 segédtételekbdl kdvetkezik.

3. Tegyiik fel, hogy dj, = [, ekkor d; =1 vagy [ + 1.
A kiindul6 fokszamsorozatra igaz ez a tulajdonsidg. Megmutatjuk, hogy a leemelések

ezt nem rontjak el. Tegyiil fel, hogy az n — p-edik 1épésig igy van.

Ha d; = [+1, akkor az n—p-+1-edik lépésben d), = I-et emeljiik le, igy df = I+1-1 =1
vagy d] = d valamely | < i < n — 1, d;-r6l pedig tudjuk, hogy vagy [ vagy [ + 1.
Ha dj = I, akkor az n — p + 1-edik lépésben a dj-t emeljiik le, igy dy _, =1 — 1. Es
dl { =dj—1=1-1vagy d] | = d valamely ¢ > d] + 1, tehat mivel d; = | =
dfl_1:(l_1)+1
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4. Ha d}, = I, akkor legalabb négy d; egyenlé I-lel.

Bizonyitds: Az els6 lépésben d; > k + 2, igy di leemelése utan a kivetkezd fok-
szdmsorozat marad: do — 1,d3 — 1,...,dx — 1,dg41 — 1,...,dg,+1 — 1,dg, 42, ...dy,. Ezt

nemnovekvd sorba rendezve:
\{i\dgzk—l}\ >di+1)—(k-1)>k+2+1)—(k—-1)=14

Tegyiik fel, hogy 4. igaz az n — p-edik lépés utan megmarado6 d, ..., d;, fokszamsoro-

zatra, ahol dj, = 1.

Ha az n—p+ 1-edik 1épés az utolso, akkor kész vagyunk, igy feltehets, hogy dy > 1+2.

Ha d; = [, akkor d}-et leemeljiik, és az el6z6 érvelés alapjan 4. igaz.

Ha d; > 141, akkor a 3. tulajdonsag miatt d; =1+ 1, igy d/ =dj—1=14+1-1=1,

vagyis d), = [ leemelése tGjabb I foki csticsot eredményez, vagyis 4. teljesiil.

5. 1 > 2 minden 1épésben. Itt [ a legkisebb fokszam a megmaradd fokszamsorozatbol.

Az algoritmus sordn, ha valamely 1épésnél [ = 1, akkor az azt megel6z6 1épésnél a
fokszamsorozat csak a kovetkezSképp nézhet ki: a,2,2,...,2, ahola > 2+ 2 =4.

(Ha a < 3, akkor az méar az utolso 1épés lett volna.) Viszont a 2. megfigyelés alapjan

azaz %,_1)2 —a>n'—2.Igy a <2, ami ellentmond a > 4-nek. Tehat [ egyik 1épés

utdn sem lehet egyenls 1-gyel.

Ezen tulajdonsagok segitségével belatjuk, hogy az algoritmus k-Gsszefliggd grafot szol-
galtat.

Az n — p-edik 1épés utan a megmaradé fokszdmsorozat nemnévekvs sorrendben
dy,dy, ..., d,, és d, = I. Legyen G az a graf, amit az algoritmus a dj, ds, ..., d;, sorozatbol
konstrudl, tehat az n —p+1, n — p+2,... lépések utan keletkezd graf. Megmutatjuk, hogy

1. G l-6sszefiiggd

2. Legyen H egy l-vagas Gp-ben, igy G, — H minden komponense, ami tartalmaz [ 4 1

fokt pontot, tartalmaz olyat is, aminek nem [ + 1 a foka.

Ha 1.-t beldtjuk, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor G,-rél is, azaz a kiindulé fok-
szamsorozatbél az algoritmus altal elGallitott grafrél mondhatnank, hogy k-Osszefiiggd.

2. allitasra 1. bizonyitasdhoz lesz sziikségiink.
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Bizonyitds: Az utols6 lépésben a fokszamsorozat: dy > dy > ... > d), és ha d., = m,
akkor di < m + 1. A 4. tulajdonsag miatt az m fokt pontok széma > 4, igy az 5.1.2
Lemmabol kovetkezik 1. és 2. (m > 2, 5. miatt.)

Tahat G)p-re igaz 1. és 2., ebbdl szeretnénk belatni, hogy Gpy1-re is.

A megmaradé fokszamsorozat az n — p — l-edik 1épés utan legyen f1 > fo > ... > fp41,

fpr1 = 1. A Gpy1 graf pontjai rendre wy, wa, ..., Wp1.

1. eset: fi=101+1

Ebben az esetben az n — p-edik lépése az algoritmusnak: fp11 leemelése, azaz Gy
pontjai wi, we, ..., wp lesznek, f1 — 1, fo —1,...fi = 1, fi41, ..., fp fokszamokkal. Mivel
fi —1 =1, és tudjuk, hogy G, [-Osszefiiggs, ezért az 5.1.3 Lemma alapjan Gp41 is
az, vagyis 1.-t bebizonyftottuk.

Félreertések elkertilése végett valamely v pont fokat deg(v)-vel fogjuk jeldlni. Legyen
H egy | pontu vagas Gpyi1-ben. Ha w,11 benne lenne, akkor Gpy1 — H = G, —
(H — wp41) Osszefliggdsége miatt ellentmondasra jutnank. = w,11 ¢ H. Legyen
w; € Gpp1 — H, deg(w;) = 1+ 1 Gpqi-ben. Ha i < [, akkor w; a wp4q szomszédja,
vagyis egy olyan ponté, amelynek a foka [ # [ 4+ 1 Gpy1-ben.

Ha i > [, legyen w; az a pont, aminek a foka nem /41 G-ben, és G, — H-ban ugyan-
abba a komponensbe esik, mint w;. Ha deg(w;) # | Gp41-ben, akkor w; szomszédja
wpt1-nek, igy Gp41 — H-ban wp4q ugyanabban a komponensben van, mint w;, és

tudjuk, hogy deg(wp41) # 1 + 1, igy 2.-t is belattuk.

2. eset: fi =1

Ha f; = I, akkor az algoritmus n — p-edik 1épése fi leemelése, ami azt jelenti, hogy

G)p pontjai wo, w3, ..., wpy1, fo— 1, f3 —1,..., fr41 — 1, fri42, ..., fp+1 fokszamokkal,

és | — 1 a minimalis fokszdm G)-ben. Tehét eddig a kévetkezéket tudjuk:

o G, k — 1-0sszefiiggs

e Legyen Gp-ben H' egy | — 1 ponti vagas, ekkor a G, — H' minden olyan kompo-
nensében, amely tartalmaz (G)p-ben) [ foka pontot, van olyan pont is, aminek

nem [ a foka (Gp-ben).

Figyeljiik meg, hogy f1 > [ + 2, kiilénben az n — p — 1-edik 1épés az utols6 lenne.

Legyen H' C Gpy1 1 — 1 elemd.
Ha w; € H', akkor Gpi1 — H' = Gp — (H' — w1) G, (I — 1)-0sszefliggbsége miatt
Osszefliggs. = wy ¢ H', és ha G, — H' 6sszefiiggs, akkor Gp1 is az f1 > [+ 2 miatt.
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Tegyiik fel tehat, hogy wy ¢ H' és G, — H' nem &sszefliggs. Tudjuk, hogy ha 2 <i <
f1+ 1, akkor w; a w; szomszédja, ha pedig ¢ > f1 + 1, akkor f; =, tehat van olyan
wj pont, aminek a foka G,-ben nem I, és G, — H'-ben ugyanabba a komponensbe
esik, mint w;. Viszont ekkor Gpy1-ben w; wi szomszédja, azaz w; ugyanabban a
komponensben van, mint w;.Tehdt arra jutottunk, hogy a Gp41 — H' grafban minden
pont ugyanabban a komponensben van, mint wi, tehat Gpi1 — H' 6sszefiiggé minden
H' C Gpyi-re, ahol H' | — 1 elem.

2. belatasahoz legyen H egy [ elemi vagasa Gp41-nek.

Ha w; € H, akkor H' := H — w. Ez vagasa Gp-nek, hiszen Gpy1 — H = G, — H'
nem Osszefiiggd. Legyen w; [ + 1 fokt pont Gpi1-ben = w; [ fokt pont G)p-ben,
igy 3 w; Gp — H' ugyanazon komponensében, mint w;,és deg(w;) # | Gp-ben =

deg(w;) # 1+ 1 Gpyq-ben.

Ha wy ¢ H, akkor minden [ + 1 foka pontnak szomszédosnak kell lennie wi-gyel,
deg(wi) = fi > 1+ 2 # 1+ 1, ezzel befejeztiik 2. bizonyitasat Gpi1-re, és ezéltal az

algoritmus helyességét is belattuk.

0O
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6. fejezet

Arulkodé fokszamsorozatok

A korabbiakban részletesen foglalkoztunk a fokszamsorozatok és a grafok Osszefilig-
gbségének kapcesolataval. A tovabbiakban csak roviden, a teljesség igénye nélkiil felsorolunk
olyan eredményeket, amik azzal foglalkoznak, hogy egy fokszamsorozat és bizonyos graftu-
lajdonsagok kozott milyen Gsszefliggések fedezhetGek fel. Ezeket két alfejezetre bontjuk. Az

elsé olyan fokszamsorozatokrél sz6l, amiknek létezik olyan realizacidja, ami rendelkezik egy

//////

mondhatd egy tulajdonsag. A kdvetkezs bizonyitas nélkiil szerepls eredmények S.L. Hakimi

és E.F. Schmeichel 6sszefoglalo cikkébdl [6] szarmaznak.

6.1. Tulajdonsagok, melyeket feltételezhetiink

A Hamilton ut, illetve Hamilton kor 1étezése egy grafban mindig érdekes kérdés volt,

lassunk néhany példat, hogy a fokszamsorozatok mit mondanak nekiink errdl:

6.1.1. Tétel. A dy > ds > ... > d,, fokszdmsorozat realizdlhatd olyan grdffal, melyen a v;

és v; cstcsok kozott léteik Hamilton it (i < j) <=

1. A(di—2,...,di-1—2,d;—1,d141—2,...,dj—1—2,d; —1,dj11—2, ..., dy, fokszdmsorozat

realizdlhato
k
2. Zz’:l d; <

e k(n—k—2)+> " ,d hak<"T_1 ési >k, j>n—k
o k(n—k—1)+>1", 4 1di, hak <G ésvagyi>k,j<n—kuvagyi<k,j>k

o kln— )+ Y o ha k< 5 dsij <k
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Most nézziink néhany allitast, amik a grafok sikbarajzolhatésiganak és fokszamsoroza-
tanak kapcsolatarol szolnak. (Egy graf sikbarajzolhatd, ha létezik olyan lerajzolasa, ahol

az élek nem metszik egymast.) Az Euler formula sziikséges feltételt ad:
> ie1 di < 6(n—2)

Nevezziink egy fokszamsorozatot Eulernek, ha teljesiil ra4 az Fuler formula. A sfkbara-
jzolhatosag problémajat nehéz megkozeliteni, ezért el6szor csak olyan grafokra szerettek
volna sziikséges és elégséges feltételt adni, ahol a fokszdmok egyenléek, majd olyanokat
vizsgaltak, ahol a maximalis és minimalis fokszamok kozotti killonbség 1. Ezentul az egysz-
ertiség kedvéért, az i* jelentése: k darab i foku pont. (Példaul a 422312 a 4,4,2,2,2,1,1

fokszédmsorozatot jeloli.)

6.1.2. Tétel. Minden reguldris Euler fokszdmsorozat realizdlhato sikbarajzolhato griffal,

kivéve 47 ¢s 54,

6.1.3. Tétel. Minden Euler szdmsorozatnak, amire teljesil, hogy di — d, = 1, létezik
sikbarajzolhatd realizicidja, kivéve a kovetkezdknek: 51041, 51241 61512 ¢5 61514,

6.2. Tulajdonsagok, melyekben biztosak lehetiink

Ha egy n pontu grafban minden fok n — 1, akkor tudjuk, hogy egyszerd graffal csak
egyféleképp lehet realizalni, mégpedig az n pontd teljes graffal. Ilyenkor kénnyti dolgunk
van, ha meg akajuk mondani, hogy mely 7 tulajdonsidgok tejesiilnek az 0sszes lerajzolasra.
Most nézziik meg, hogy milyen feltételek garantalnak specialis kor-, vagy tt-szerkezetet

egy grafban. Dirac eredménye a kovetkezd:

6.2.1. Tétel. Ha d; > n/2V 1 <i < n, akkor a di > dy > ... > d,, fokszdmsorozatnak

minden realizdcidja tartalmaz Hamilton kért.

Chvatal nevéhez ftiz6dik az alabbi két tétel:

6.2.2. Tétel. dy < do < ... < dp, n > 3. Ha a dp < k < n/2-bél kovetkezik, hogy

dn_r, > n —k, akkor a fokszamsorozat minden realizdcidjaban van Hamilton kér.

Ez a tétel nem foglalja magdban az 6sszes ilyen fokszadmsorozatot, hiszen példaul a

21324% is mindenképp tartalmaz Hamilton kort.
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6.2.3. Tétel. Legyen di < dy < ... < dp. Hadp, < k—-1< "T_l—bé’l kovetkezik, hogy

dn—k+1 > n — k, akkor minden realizdcid tartalmaz Hamilton utat.

Egy korabbi fejezetben sz6 volt rdla, hogy bizonyos feltételek mellett 1étezik egy szam-
sorozathoz k-Osszefiiggd realizacid. A kovetkezd tétel azt mondja meg, hogy mire van sziik-

ségiink ahhoz, hogy minden realizacié ilyen legyen.

6.2.4. Tétel. Legyen di < do < ... <dy. Ha d; < i+ k — 2-b6l kévetkezik, hogy dp—_gy1 >

n—i, 1 <1< [”_Tk“], akkor minden realizdcio k-6sszefliggd.

Ez elégséges, de nem feltétleniil sziikséges, hiszen a 7°6%423'2! minden realizicioja

Osszefliggd, viszont a tételben szerepld feltétel nem igaz k = 1-re.
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