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BEVEZETES

A statisztikai modellalkotés célja a vizsgélt folyamatok megismerése és ez-
altal azok varhato jovébeli alakulasanak becslése. Az utobbi évtizedekben,
elsGsorban a szamitastechnika fejlédésének koszonhetGen, megnétt az érdek-
16dés a modellvalasztés problémaja irant. A modellszelekcio azt jelenti, hogy
a megfigyelt adatainkbdl nem csak egy ’a priori’ adott paraméteres modell
hidnyz6 paramétereit becsiiljiik, hanem magat a modellt is. Ehhez els6ként
meg kell hatdrozni az alkalmas modellek halmazat, melybdl aztan valamely
kritérium szerint a legjobbat valasztjuk. Hogy mit tekintiink legjobbnak, az
a vizsgalat céljatol fligg.

Idésorok esetében a rendbecslés a modellszelekcid egy specialis fajta-
ja. Tekintsiik példaul alkalmas modelleknek az autoregressziv folyamatok
csaladjat. Ekkor a modellvalasztas probléméja lesziikiil az autoregresszios
egyenletben szereplS legnagyobb késleltetés meghatarozasara. Mésszoval a
paraméterek dimenziojat, a folyamat rendjét becsiiljiik.

A rendbecslési eljarasok rendkiviil sokfélék, a témaval foglalkozé szakiro-
dalom rohamosan béviil. A tovabbiakban az informécidelméleti modszerekre
helyezem a hangsilyt. Egy rovid bevezetés utan bemutatom az informacios
kritériumok csaladjat, koztiik az Akaike, bayesi és Hannan-Quinn kritériu-
mokat. Ezt kovetSen szimulacios becslések segitségével vizsgalom ezen sze-
lekcios eljarasok tulajdonsagait. Célom egy atfogobb elemzés nyijtasa, mely
mind az analitikus, mind az empirikus ismereteket Gsszefoglalva rdmutat a
kritériumok jo tulajdonsagaira, valamint azok korlataira is.



1. fejezet

A modellszelekci6 elméletel

1.1. Modellszelekci6s modszerek

Egy adatsor modellezésekor rendszerint tébb lehetséges modell koziil kell va-
lasztanunk. Legyenek a megfigyelt adataink y = (yi, ..., y,) és jeloljiik M-mel
azon modellek halmazat, melyeket illeszthetének tartunk az adatsorra. Egy
M-beli modell tulajdonképpen nem mas, mint y-ra vonatkozé valoszintiségi
eloszlasok gytjteménye:

M={PF,:0€ H},

ahol H a paramétertér, Py pedig az y eloszlasa a 6 paraméter fiiggvényé-
ben. Elsfordulhat, hogy a fenti halmaz tartalmazza a helyes modellt, azaz
valamely M € M modell altal leirt P, eloszlas megfelel az y adatok valodi
eloszlasanak.

A modellszelekci6 egy eljaras, mely a megfigyelt adatokra tamaszkodva
egy olyan M modell vélasztasat eredményezi, mely valamilyen értelemben
jol modellezi az adatsort. Amennyiben M tartalmazza a helyes modellt, a
feladat egyértelmi. A gyakorlatban azonban tobbnyire nem ismerjiik a valodi
eloszlast és annak csak egy jo kozelitését keressiik. Hogy mit tekintiink jo
modellnek, leginkabb attol fiigg, mi a végsd célunk a folyamat modellezésével.
A modellvalasztas ugyanis csak az elsé 1épés az elemzési folyamatban, amit a
paraméterbecslés, majd az elérejelzés vagy maés vizsgalat (pl. kiugré értékek
elemzése) kovet.

Altalaban a szelekciés modszer és a paraméterbecslési eljaras szorosan
osszekapcesolodnak, vagyis az M modellhez hozzarendelhetjik a é(M ) fiigg-
vényt, ami a valasztott modell fiiggvényében a becsiilt paramétereket jeloli.
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A modellszelekci6 utani becslés tehat a 0(M) lesz.
Vegytlink példéanak egy olyan y; idésort, ami feltehetGen autoregressziv
folyamatot kovet. Ekkor az illesztheté modellek halmaza az

ye =0y + .+ Oy + €

alakt egyenletekkel irhato le, ahol €, valoszintségi valtozok fliggetlen, normé-
lis eloszlasuak, k € [0, K] pedig a € paramétervektor dimenzioja. A modell-
szelekcid problémaja ekkor az optimalis k érték, vagyis az idGsor rendjének
meghatarozasat jelenti.

1.1.1. Teszteléses eljarasok

Modellvélasztas céljara alkalmazhatunk egyszerd hipotézisvizsgalatot. Te-
kintsiink els6ként egy két elemidi M halmazt és tegyiik fel, hogy M; és M,
egymasbadgyazott, azaz az M; modell M, egy specialis eseteként foghato
fel. Tegyiik fel tovabba, hogy legalabb az altalanosabb modell helyes, az-
az a tényleges eloszlas szerepel a szobajové modellek halmazaban. Ekkor a
modellszelekcié annak a Hy nullhipotézisnek a tesztje, hogy a valodi eloszlas
az M, szerinti. Amennyiben Hy-t elvetjiik, az M, b&vebb modellt érdemes
valasztanunk.

A helyes modell hianyaban is alkalmazhatunk teszteket. Ha példaul a
vizsgalatunk célja, hogy minél jobb elérejelzést adjunk, a nullhipotézist mo-
dosithatjuk eszerint: Hj jelentse, hogy az elGrejelzés atlagos négyzetes hibaja
(mean squared error of prediction) az M; modellben kisebb.

T6bb egymésba adgyazott modell esetén a fenti eljaréas kiterjeszthets tesz-
tek lancolatava, az altalanostol az egyre specifikusabb modellek felé.

1.1.2. Szelekci6s kritériumok

A modellszelekcios kritériumok megjelenésével a modellvalasztas kérdése hi-
potézisvizsgilatbol becslési problémava alakult at. A kritériumok mindegyi-
ke valamely kockazat vagy hiba minimalizalasan alapul, azaz az illeszthets
modellek halmazabol azt az eloszlast valasztjak, amire nézve az adott hiba-
fliggvény a legkisebb értéket veszi fel.

A legtobb kritérium a becsiilt és a valodi folyamat kozotti eltérést tekin-
tik kockézatnak. Linedris modellek esetén ! a végss elérejelzési hiba (final

Lautoregresszio, linearis regresszio
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prediction error) kritérium az el6rejelzés atlagos négyzetes hibajat, mig a
Mallows-féle C), statisztika az an. empirikus kockdzatot minimalizalja. 2
Szintén elterjedt modszer a Parzen-féle CAT kritérium, ami a spektralsir-
ségfiiggvények eltérését, az un. integralt relativ négyzetes hibat minimalizalja
autoregressziv folyamatok esetén.

Az informécidelméleti modszerek a fentiekkel szemben altaldnosan ki-
terjeszthet6k barmely modelltipusra. Hibafiiggvényként tekintsiik a By
modelleloszlés és az Y adatok tényleges eloszlasa kozotti Kullback-Leibler
tavolsagot. A minimalizalandé fiiggvény az alabbi altalanos alakba irhato:

IC(M) = =2 1In f(y,0x) + C(n)ka, (1.1)

ahol f az adott modellnek megfelels likelihood-fiiggvény, ky, € Z a modell-
beli paraméterek szama (dimenzidja), #y; a paramétervektor, C'(n) pedig az
un. bintetdfaktor, ami a megfigyelések szamatol fiigg. Az altalunk vizsgélt
informaci6s kritériumok mindéssze a C(n) tényezd felirasaban kiilonboéznek
egyméstol. A legelterjedtebb modszerek az Akaike informécios kritérium
(AIC), ahol C'(n) = 2, valamint a Schwarz-féle bayesi informécios kritérium
(BIC), melyre C'(n) = Inn.

Szintén informécidelméleti alapokon nyugszik a kiilonb6z6 strukturaji
modellek Gsszehasonlitasara alkalmas minimalis leirdshossz (minimum de-
scription length), valamint annak bayesi alternativdja a minimalis tizenet-
hossz (minimum message length) kritérium. A modszer koncepcioja, hogy
azt a modellt valasztja, ami a megfigyelt adatokat a legrévidebb koddal irja
le.

Erdemes megemliteni még a Spiegelhalter altal kidolgozott deviancia in-
formacios kritériumot 2, mely bonyolult hierarchikus modellek esetén az opti-
malis paraméterszam meghatarozasara szolgéal. Ez az eljaras elsGsorban akkor
hasznos, amikor a paraméterek szdma Osszemérhets a mintaelemszammal 4.

1.1.3. Egyéb moédszerek

A modellszelekcios kritériumok elterjedése el6tt a megfelel6 modell kivéalasz-
tasara kvazi-intuitiv modszerek alltak rendelkezésre. Autoregressziv folyama-
tok rendjének becslésére Whittle az alabbi eljarast javasolta ®: Abrazoljuk a

MSE (Y — 60X), ahol X a linearis regresszi6 magyarazo valtozoit jeloli
3l4sd Spiegelhalter et al. (2002)

4Kkiilonben ekvivalens az Akaike kritériummal

®lasd Chic (2002)
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becsiilt rend fliggvényében a becsiilt reziduélis varianciat és valasszuk azt a
rendet, melytdl kezdve a fiiggvény stagnal. Mindemogott az az egszert gon-
dolatmenet huzodik meg, miszerint ha a becsiilt rend kisebb a valodi rendnél,
a rezidudlis variancia nagyobb lesz, mivel a hianyzo tagok magyarazzak a va-
riancia tovabbi részét. Ha a becsiilt rend eléri vagy meghaladja a rendet, a
variancia nem csokken tovabb.

Mozgoatlag vagy autoregressziv folyamatok esetén a tapasztalati auto-
korrelécio illetve parcialis autokorrelacio fiiggvény nyudjthat tampontot. Az
el6bbi esetében ugyanis az autokorrelédcié a rendnél nagyobb késleltetések
esetében 0, mig az utobbi esetén ugyanez a parcialis autokorrelaciora telje-
stil.

Az egyéb modszerek kozé sorolhatjuk még a modell-atlagolo eljarasokat,
melyek egyetlen modell kivalasztasa helyett stilyokat rendelnek a lehetséges
modellekhez. Tovabbi szelekcids modszerekrdl lasd bévebben Leeb-Pdétscher
(2006). ©

1.2. A szelekcios kritériumok tulajdonsagai

A modellszelekcios kritériumok tulajdonsagaival foglalkozé szakirodalom szin-
tén szerteagaz6. Az elméletek két nagy témakdrbe sorolhatok.

Els6ként tegyiik fel, hogy az y adatvektor valamely ismert eloszlésbol
valo, véges sok paraméterrel. Ekkor feltételezhetjiik, hogy az M halmaz
tartalmazza a valddi eloszlast - ez legyen az M modell szerinti - és véges.
Egy adott szelekcios kritérium altal valasztott M-ot tekinthetjiik a valodi
M modell egy becslésének. Egy modszer josagat tehat mérhetjiik annak a
valoszintiségével, hogy az a helyes modellt valasztja.

Konzisztensnek nevezziik azon kritériumokat, melyekre a valodi eloszléas
detektélasanak valoszintisége 1-hez tart, ha a mintaelemszamot noveljiik. 7

lim P,o(M = M) =1 (1.2)

n—oo

Gyengébb tulajdonsag, ha egy kritérium olyan modellt valaszt, melybe be-
agyazhato a valoédi modell, azaz a sziikebb, vagy félrespecifikalt modelleket

6Léteznek olyan paraméterbecslési modszerek, melyek tilparaméterezés esetén is képe-
sek pontos becslést adni. Lasd pl. Lu-Ju-Chon (2001)
"gyenge konzisztencia
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kisztiri. Egy modszer konzervativ, ha nem konzisztens, ugyanakkor a félre-
specifikilas valoszintisége aszimptotikusan 0.

lim P.o(M 2 M) =0, (1.3)
ahol O az egymésbaagyazottsigot jeloli. Egy szelekcios kritérium akkor hasz-
nalhato a gyakorlatban, ha legalabb a konzervativ tulajdonsagot teljesiti.

A masik megkozelités szerint a valodi adatgeneralo folyamat joval Ossze-
tettebb az altalunk hasznalt modelleknél. Erdemesebb tehét feltenni, hogy
M nem tartalmazza a helyes modellt. Ekkor a modellbeli eloszlas a valodi
eloszlasnak egy kozelitéseként interpretalhato. Gyakran a paraméterek di-
menzidja joval meghaladja a megfigyelések szamat, ilyenkor az adatgenerald
folyamatot végtelen dimenzidsnak tekinthetjiik. Végtelen dimenziés folya-
mat véges kozelitése esetén egy szelekcids kritérium teljesitményét Shibata
szerint az elGrejelzés atlagos négyzetes hibajaval célszerd mérni.



2. fejezet

Informacidéelméleti kritériumok

A most kovetkezs fejezetben az informécids kritériumok elméleti hatterét
mutatjuk be. A kiinduléopont mindegyik moédszer esetében az informécio-
elméletbdl ismert Kullback-Leibler informacié vagy tévolsag. A modellbeli
és a valodi eloszlas kiilonbozGségét a tovabbiakban ezzel a tavolsaggal mér-
jik. A KL informéci6 eltérd feltételezésekre alapozott becslése kiilonbozd
kritériumokhoz vezet.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

e y legyen az n dimenzios (valos) adatvektor, amely a Y valoszintségi
valtozo egy realizacioja,

e 0 legyen a valos paramétervektor,

e [ egész legyen a paramétervektor dimenzidja, amirdl feltételezziik, hogy
nem fiigg n-tdl.

A tovabbiakban célunk, hogy az ismeretlen 6 paramétervektor dimenzidjat
meghatarozzuk, azaz a modellszelekcié problémajat a k rend becslésére kor-
latozzuk.

2.1. A Kullback-Leibler tavolsag

Az informéacioelméletben a Kullback-Leibler divergencia vagy téavolsag két
valoszintiségi eloszlas kiilonbozGségét méri. Az egyik tipikusan az elméleti
eloszlast, mig a masik ennek egy modelljét reprezentéilja. A kozottik 1évs
tavolsag felfoghaté tgy, mint a modellezésbdl szarmazo informécioveszteség

11
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vagy hiba. A Kullback-Leibler tavolsag ugyan nem-negativ, de nem valodi
metrika, mivel nem szimmetrikus, azaz megkiilonbozeteti a modell és model-
lezett eloszlast.

Tegyiik fel, hogy az Y valoszintiségi valtozo abszolut folytonos, fy(y)
jelolje a stirtiségfiiggveényt, fy (v, 0) pedig a paraméterektdl fiiggs likelihoodot.
A modellbél szarmazo stirtségfiiggvényt jeloljik fus(y)-mel. A két fiiggvény
Kullback-Leibler tavolsaga

fY(y)
fM(y)d

Legyen Ey az fy szerinti varhato érték, igy a fenti definicié az alabbi alakra
hozhato:

D(fy. fur) = / fr(y) In

D(fy, fu) = Ey(In fy(y)) — Ey(In far(y))- (2.1)
A divergencia-fiiggvényre teljesiil, hogy
D(.fY7 fM) Z 0

D(fy, fu) =0< fy(y) = fuly)

A fenti definici6 azt sugallja, hogy azt a modellt érdemes véalasztanunk,
amelyre a modellbeli és a valodi eloszlds Kullback-Leibler tavolsaga a legki-
sebb. Az informacios kritériumok mindegyike erre a koncepciora épil. (2.1)
els6 tagja a modellezés szempontjabol konstans, a divergencia minimalizalésa
tehéat ekvivalens az alabbi fliggvény maximalizalasaval:

I(M) := Ey(In fu(y))

Rendbecslés esetén a lehetséges modellek M halmaza az M = {Pp :
k € [0, K]} alakt modellekbdl all. Tegyiik fel, hogy M tartalmazza a valodi
eloszlast. Az In fy;(y) tehat az In fy (y, 6%) likelihoodfiiggvény lesz, azaz

I(k) := By (In fy(y,0")) (2.2)

(2.2) kiszamitaséhoz a valédi paraméterek nem éallnak rendelkezésre, gy
az In fy (y, 0%) helyett csak az In fy (y, 6*) fiiggvényt hasznalhatjuk, ahol 6% a
paraméterek egy becslése adott k rend mellett. Az informaciés kritériumok

eredetileg maximum-likelihood paraméterbecsléshez kotottek, igy a tovabbi-
akban 0% az ML becslést jeloli. !

LA gyakorlatban sokkal elterjedtebb a kénnyben szamolhaté Yule-Walker becslés auto-
regressziv folyamatok esetén.
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Mivel a valodi eloszlas sem ismert, Ey fy (v, 9’“) helyett annak egy torzi-
tatlan becslését maximalizaljuk:

I(k) = In fy (y,6%) (2.3)

Az a szelekcios modszer, ami (2.3) minimalizalasara épiil, nem lesz megfeleld.
Kiilénosen egymasbaédgyazott modellek esetén (a rendbecslés tipikusan ilyen)
al (k) fiiggvény monoton névekedd lesz k-ban, igy mindig a legnagyobb le-
hetséges rendet, K-t vilasztanank. Valojaban ez a "kritérium" nem veszi
figyelembe a véletlen hataséat, és a meglévé adatokra a lehetd legprecizebb
modellt igyekszik illeszteni, meggatolva ezzel a folyamat valédi tulajdonsa-
gainak vizsgalatat (pl. elérejelzésre nem alkalmas).

A fenti eljaras helyett kozelitsiik az ismeretlen modellbeli likelihoodot
annak 6 koriili Taylor-soraval:

T Oln fY(y’ ek)

In fy (y,0%) ~ In fy(y,0%) + (6" — 0%) 2o |t
ok
L oe ot 0*In fy (y,0%) k_ pk
+ 5 (0% —0%) (@0 (O6F)T |, (0% —0%) (2.4)

Mivel 6 a maximum likelihood becslés, az els6 derivalt éppen f-ban 0.

Tovabbi kozelitésekhez tekintsiik a likelihood becslés ismert aszimptotikus
tulajdonsagait: Tegylik fel, hogy az erds regularitasi feltételek teljestilnek,
ekkor a paraméterek ML becslése aszimptotikusan normalis. A varhato érték
O-val, a variancia pedig a Cramér-Rao hatarral lesz egyenls 2. A Cramér-Rao
hatar reciproka a Fisher-féle informacios matrix:

0*In fy (y, 0%)

= =B aen) (et

Bizonyos gyenge feltételek melett elég nagy n-re teljesiil, hogy

1% fy (3.0

1
n (06%) (06%)T e =~ =0(1) (2.5)

Igy a likelihood-fiiggvény becslése:

L . )
In fy (y,0) = In fy (y,0%) — 5 (8 = 6" J (6" — 0")

23 maximum likelihood becslés konzisztens és aszimptotikusan hatasos
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A maésodik tag Y szerinti varhaté értékét véve
By ((0" — 0%)T J (6 — %)) = tr(JEy (0¥ — 0") (8" — ")) = tr(JJ ) =n

Az els6 tag varhato értéke helyett vegyiik annak torzitatlan becslését, igy a
becsiilt Kullback-Leibler tavolsag

. A k
I(k) = In fy(y,0") — >
a bel6le szarmazo un. névtelen kritérium pedig
NN(k) = =2 In fy(y,0%) + k (2.6)

Ez a fiiggvény méar nem lesz monoton novekedd, hiszen a mésodik, un.
biintets tag ellensulyozza a likelihood névekedését. Ennek ellenére a fenti
kritérium a gyakorlatban nem hasznalatos, mivel hajlamos a tulbecslésre.
Ezt Ggy is interpretalhatjuk, hogy a plusz valtozo bevezetésével jaro biintetés
mértéke nem elég nagy.

A tovabbiakban bemutatésra keriilg kritériumok alakja hasonlo, csak a
biintets tagban térnek el.

IC(k) = =2 In fy (y,0%) + C(n)k (2.7)

A fenti forma elsGsorban azért elterjedt, mert normalis eloszlasi adatok fel-
tételezése mellett az aldbbi alakra hozhato:

IC(k) =n Iné? + C(n)k, (2.8)

ahol 62 a szérasnégyzet maximum-likelihood becslése.

2.2. Az Akaike kritérium és kiterjesztései

A valodi és a becsiilt modell k6zotti Kullback-Leibler tavolsag meghataroza-
sahoz kozelitéseket kell alkalmaznunk. Lathattuk, hogy a modell-likelihood
Taylor-sorba fejtése nem ad a gyakorlat szaméara megfelel6 kozelitést. A fenti
gondolatmenet egyik hidnyossaga, hogy ugyanazt a mintat veszi alapul mind
a paraméterbecsléshez, mind a likelihood-fiiggvény kiszdmitasdhoz. Ezt ki-
kiiszobolends, Akaike két egymastol fiiggetlen, azonos eloszlasi adatsort fel-
tételez a becsléshez és a kiértékeléshez, ezt nevezziik a kereszt-kiértékelés
modszerének.
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2.2.1. Az Akaike informacios kritérium

Legyen (z1,...,x,) Y-nak egy (y1,...,yn)-t6l fiiggetlen realizacioja. A pa-
raméterek likelihood-becsléséhez ezt a fiktiv adatsort hasznaljuk, 0, jelol-
je tehat az x megfigyelések szerinti ML becslést. Az ismeretlen In fy (y, 0%)
likelihood-fiiggvényt helyettesitsiik most az E,(In fy (y, é’;)) fiiggvénnyel, ahol
E, az x minta szerinti varhat6 értéket jeloli. > A minimalizaland6 kritérium
tehat R

I(k) == E,(E.(In fy(y,6}))) (2.9)

A fiktiv minta szerinti likelihood-becslés nyilvan nem &ll rendelkezésre, te-
hat ismét kozelitést kell alkalmaznunk. Tekintsiik most az In f (y,0%) Taylor-
sorat a 9’; koriil:

ol fy (y, 6%)
00k
a5 (0 — 03)

In fy (y,0%) ~ In fy (y,0F) + (08 — 65)"

T 82111 fY(y7 Qk)
(00F) (00%)T

o+
1 . .
+3 (65 —65)

Az els6 derivalt természetesen 0, a masodik derivaltat pedig a korabbiakhoz
hasonloan kozelithetjiik a Fisher-informécioval.

In f . 65) 2 i (3, 5) — o (85— )7 7 (85— 0%)
A masodik tag varhato értékeit véve
E,(E (0% — 05)" J (05 — 0y)) =
— tr(J By E,((6% — 0) — (65 — 0))((05 —0) — (05 —0))") =
~tr(J(J P+ T =2k

Az els6 tag x tekintetében konstans. Az y szerinti varhato érték helyett
a szokésos torzitatlan becslést véve kapjuk:

I(k) = In fy(y,0) — k.
ami a szokasos alakra hozva az Akaike informécios kritériumot adja.

AIC(K) = =2 In fy (y, 0%) + 2k (2.10)

3Nyilvan ez megegyezik a korabbi Ey-nal, de itt most sziikséges a mintak szerinti
megkiilonboztetés is.
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Az AIC kritérium bizonyitottan nem konzisztens, azaz ha feltessziik, hogy
a lehetséges modelleink halmaza tartalmazza a valodi eloszlast, akkor a helyes
modell detektalasdnak valoszintisége kisebb 1-nél. Mivel viszont konzervativ,
a félrespecifikalas esélye minimalis. Rendbecslés esetén ez annyit tesz, hogy
a tényleges k rendet hajlamos feliilbecsiilni, mig az alulbecslés valoszintisége
0-hoz tart. Formalisan

lim P(]%A]C>/€):C>O

lim P(kae <k)=0

ahol ¢ konstans, n pedig a mintaelemszam.

A fenti tulajdonsagok alapjan azt mondhatnank, hogy a biintetd tag te-
hat még mindig nem elég nagy, ennek ellenére az AIC a gyakorlatban mégis
hasznos modszernek bizonyul. A valésdgban ugyanis ritkan all fenn az az
eset, hogy a lehetséges modellek halmaza tartalmazna a valodi (ismeretlen)
eloszlast. Ekkor a célunk egy megfeleld kozelits eloszlast talalni az megfigyelt
adatainkhoz. Tegylik fel, hogy a folyamat rendje végtelen és annak egy jo vé-
ges modelljét keressiik. Shibata bebizonyitotta, hogy az AIC az egy lépéses
elérejelzési hiba tekintetben optimalis (Shibata-féle aszimptotikus hatésos-
sag), azaz az atlagos négyzetes elérejelzési hiba aszimptotikus értelemben
minimalis.

Lezarasképpen tekintsiik az Akaike kritérium egy modositasat. Az AIC,
mint lattuk (2.9) egy aszimptotikusan torzitatlan becslésébdl adodik. Lineé-
ris regressziora létezik nem csak aszimptotikusan torzitatlan becslés, melybsl
az alabbi kritérium szarmazik:

AL 2n
A[CC(/{) =—2In fy(y, 0 ) + — k, (211)
n—k—1
azaz a biintets tag fligg a mintanagysagtol. Az AICq aszimptotikusan meg-
egyezik az eredeti AIC-vel, azonban véges minta esetén a biintetétag értéke
nagyobb, csokkentve a tulbecslés kockazatat.

2.2.2. Az altalanositott Akaike kritérium
Az Akaike kritérium altalanositasaképp tekintsiik az alabbi célfiiggvényt:

GIC(k) = —2 In fy(y,0%) + vk, (2.12)
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melyben v szintén N-t6l fiiggetlen konstans. Empirikus eredmények azt
igazoljak, hogy a fenti kritérium a teljesitménymérési szemponttol fiiggGen
v € [2,6] esetben bizonyul a legjobbnak. Ha v = 2, az AIC-t kapjuk.

Elméleti megalapozasként a kereszt-kiértékelés modszerét végezziik két
olyan fiiggetlen mintaval, ahol az y kiértékels vektor hossza tobbszorose az
x becsl vektorénak.

n = hossz(y) = phossz(z) (p>1)

Tulbecslés lényegében akkor all fenn, amikor a 0, likelihood-becslés a min-
taban 16v6 zajt is lefedi, azaz az f(x,0,) joval meghaladja a valodi f(z,0)
likelihood értéket. Ilyenkor minél hosszabb a kiértékels-vektor, az f(y, éz)
értéke annal inkabb lesz alacsony f(y, #)-hoz képest.

Az el6z6 részbeli levezetés ennek értelmében az aldbbiak szerint modosul:

In fo 05 % In for o, 65) — 3 (85— 05)7 7, (85— 0%)
A Fisher informéacios matrixokra teljesiil, hogy
Jy = pJy.
A masodik tag varhato értékeit véve
E,(E. (05 — 65)" J, (65 — 6)) =
= tr(Jy E, Eo((05 — 0) — (0 — 0))((05 = 0) — (0; — 0)") =
=tr(Jy(pJ, ' + ") = (L+p)k

(2.9) torzitatlan becslése most a két adatvektor hosszéanak aranyaban modo-

sul 14
I= lan(yyék) - Tpk
Az altalanositott Akaike kritérium tehat
GIC(k) = =2 In fy (y,0") + (1 + p)k (2.13)

Nyilvan p = 1 esetén (vagyis ha a két minta hossza azonos) az AIC-t kapjuk.
Amennyiben p > 1, a btintet6faktor értéke nagyobb lesz, mint az AIC esetén,
igy a tulbecslés valoszintisége csokkenthets. Ugyanakkor nincsen egyértelmd
szabaly, hogy melyik arédnyt érdemes valasztani. A kritérium josaga tovabb-
ra is fiigg az adott mintanagysag, a mintavételi szabaly és a teljesitmény-
értékelés modjatol.
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2.3. A bayesi kritérium

A statisztika egyik kiilon aga a bayesi modellezés. Lényege, hogy tugy te-
kintiink a modellbeli paraméterekre, mint valdszintiségi valtozokra. A most
kovetkezd fejezetben ebben a szemléletben kozelitjiik meg a mar bemutatott
KL informéciora épiilé elméletet. A paraméterek eloszlasat ’a priori’ elosz-
lasnak, mig a mintavétel utani feltételes eloszlést ’a posteriori’ eloszlasnak
nevezziik.

Mint latni fogjuk, a kapott kritérium a mintanagysagtol valo fiiggést exp-
licite is tartalmazza, azaz a C'(n) biintetéfaktor nem lesz konstans.

2.3.1. A maximum ’a posteriori’ szabaly

Tekintsiik a Hy, k € [0, K| hipotéziscsaladot, ahol Hj azt a feltevést jeloli,
hogy a modellbeli paraméterek valodi rendje k.

Hklek%0,9k+1:0,...,9[(:0

Nyilvanvalo, hogy K-t6l 0-ig a fenti hipotézisek egymas speciélis esetei, tehat
egymasbadgyazottak. Emellett feltételezziik, hogy kolcsondsen kizarodak is,
azaz koziiliik egyszerre pontosan egy teljesiil.

Tegyiik fel most, hogy maga a rend is valdszintiségi valtozo, és jeldlje
frx(Hy) az ’a priori’ eloszlast. Tovabba legyen fy (y|Hy) az y minta strtiség-
fliggvénye, feltéve hogy a k-adik hipotézis teljesiil. Hj, 'a posteriori’ eloszlasa
a Bayes torvény szerint

Jy (Y| Hy) fi(Hy)
Ty (y)

A maximum ’a posteriori’ (MAP) szabaly, a likelihood elmélethez hason-
l6an, azt a hipotézist valasztja, amelyik az adott minta mellett a legvalo-
szinibb, azaz a becsiilt rend az k lesz, amelyik a legnagyobb fr(Hgly) a
posteriori’ valészintiséghez tartozik.

Mivel fy(y) konstans k-ban és altalaban az ’a priori’ eloszlast vehetjiik
cgyenletesnek, azaz fi(Hy) = &, a MAP szabély az alabbi alakban irhato
fel:

Te(Hily) =

max fv (y|Hy) (2.14)
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A fenti szabély optimélis abban az értelemben, hogy maximalizélja a jo vé-
lasztas totalis valoszintiségét:

K
P(jo valasztas) = Z P(H; valasztasa N H; igaz).

=1

2.3.2. A bayesi informéaciés kritérium

Nézziik az el6z6 rész elején bemutatott KL elméletet most bayesi szemlé-
letben. Tegyiik fel, hogy 6 paramétervektor valoszintiségi valtozo fy(0) ’a
priori’ stiriiségfiiggvénnyel. Az fp(6)-rol feltessziik, hogy kellGen sima a 6 ML
becslés egy kornyezetében és nem fligg az n mintaelemszamtol. Hj, jelentse
tovabbra is azt a feltevést, hogy a paramétervektor dimenzioja k. Ekkor

tmwmthmwwﬂ

ahol fy (y,0%) most az egyiittes stiriségfiiggvényt jeloli. A korabbi fy (y, 0%)
fiiggvényt most fy (y|0") jeléli, mivel a 6 is valoszintiségi valtozo. Atalakitva
kapjuk:

tmwm:/n@mmwwwzmm@w> (2.15)

A MAP szaballyal 6sszhangban célunk most is a fenti fliggvény maximalizé-
lasa.

Az ismeretlen fy(y|@) stirtségfiiggvény becslésére hasznaljuk fel a (2.4)
levezetést.

) _1(pk_gk\T 7(pk _pk

ahol J a masodik derivaltat jeloli:

O fy (y]0h)

(06%) (96%)T o = 0"

J =
Behelyettesitve a (2.15) kozépss képletébe kapjuk, hogy

fr Wl He) = fy(yl6F) fo(6%) /e—é<ék—6k>TJ<ék—ek>d9k
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A harmadik tényez6t kiegészitve a normalis eloszlas strtségfiiggvényére

(27’(’)”/2
|j|1/2
(27.[_)n/2

=i Py (y16") fo(6%)

N N 1 L (pk _gk\T j(dk_pk
ek ek / _ —=(0F=0%)1 J(6%—6 )dek _
fy (W|0%) fo(67) (2m)? |J—1|1/2e 2

Ty (y|Hy) =

A fenti becslés logaritmusat véve
Hk T 1 7

(2.16) egyeldre fligg az ’a priori’ eloszlastol, amit eddig tetszdlegesnek
feltételeztiink. Viszont ha a mintaelemszammal tartunk a végtelenbe, a |j |
determinans novekszik, mig a két kozépss tag kostans, tehat gyakorlatilag
elhanyagolhato. A harmadik tag névekedési titemét a (2.5) alapjan jellemez-
hetjiik. Elég altalanos feltételek mellett

. 1. 1.
In|J|=lnln=J|=klnn+In|-J|=klnn+ O(1),
n n

mivel J k x k-s matrix. A O(1) tag, mivel konstans, a maximalizalés szem-
pontjabol lényegtelen. Kozelitéssel tehat az alabbi becslést kaptuk:

~ k
In fy (y|Hy) ~ In f(y|0%) — §lnn
A bayesi informacios kritérium azt a rendet vélasztja, mely mellett
BIC(k) = —21In fy(y|6*) + k Inn (2.17)

a legkisebb.

A levezetésbdl adodik, hogy a bayesi kritérium aszimptotikusan megegye-
zeik a MAP-szaballyal, tehat a BIC elég nagy n esetén maximalizalja a jo
valasztas totalis valoszintiségét. Emellett bizonyithatéan konzisztens, vagyis
mind az alulbecslés, mind a tulbecslés valoszintisége 0-hoz tart.

lim P(I%BIC’ = k’) =1

n—oo
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2.4. A Hannan-Quinn kritérium

A fejezet utolso részében egy erdsen konzisztens rendbecslési kritériumot mu-
tatok be, mely Hannan és Quinn nevéhez fiizédik. Az informécios kritériu-
mok altalanos alakjabol kiindulva egy olyan biintetd faktort kerestink, amely
a mintelemszamban a lehetd leglassabban novekszik tgy, hogy a rendbecslés
még konzisztens marad.

Erésen konzisztensnek neveziink egy rendbecslési modszert, ha

P(lim k=Fk) =1 (2.18)
Mivel k € Z, a fenti definici6 azt jelenti, hogy majdnem minden y megfigyelés
esetén létezik olyan N mintanagysag, hogy n > N-re a kritérium a valddi

rendet adja becslésként. *
Vizsgaljuk specialisan a k rendd autoregressziv folyamatokat:

Y = 01y + ...+ Oy + e, (2.19)

ahol ¢ a fliggetlen, azonos eloszlasi zajkomponenseket jeloli. 0 varhato érté-
ki, 0% varianci4ja normaélis eloszlast feltételezve az informéacios kritériumok
altalanos alakja

Cn)

n

IC(k) =Iné* + k

A Hannan és Quinn &ltal bevezetett kritérium

.o 2clnlnn
no’ + ——o

HQIC(k) =1 k (2.20)

n
ahol ¢ > 1 konstans.
6?2 kiszamitasara a maximum likelihood mdédszer helyett hasznaljuk most
a Yule-Walker egyenleteket.

||
\Q>

(2.21)

||
\Q>

k
Zé i —g)i=1,...,k
:k

Z .

4nyilvanvaloan erdsebb a (1.2)-ben definialt (gyenge) konzisztencianal
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4 itt az autokovariancia tapasztalati becslését jeldli.

A Yule-Walker egyenletek szerint becsiilt paraméterek rekurzivan sza-
molhatok. 6 legyen a k rend esetén becsiilt paramétervektor, o5 pedig a
becsiilt variancia. —é,’j nem lesz mas, mint a k-adrendd parcidlis autokorre-
lacié becslése, amelyre Hannan és Quinn az alabbi iteralt logaritmus tételt
bizonyitottak.

2.4.1. Tétel. Legyen y egy (2.19) szerinti autoregressziv folyamat, melyre
teljestil, hogy

K0T 0 0, A0, |2 > 1
valamint E(e|e;_1) = 0, E(e?|e;,_1) = 02 és E(e}) < co. Ekkor

2| p, (mlm — 1)|

lim sup

n—00 21nlnn'/? =Lvm>k

ahol pp,(m|m — 1) a parcidlis autokorreldcio Yule-Walker egyenletek szerinti
becslését jeloli n mintanagysdg mellett. °

0,-ra az alabbi rekurzi6 irhato fel:
A . (1 . é2) ~
O = k)Ok—1
A Hannan-Quinn kritérium a rekurziot iteralva

k
A Y 2clnlnn
HQIC(k) =Inég + > In(1—p*(jlj — 1) + ———F
=1 "
alakra hozhat6. o2 Yule-Walker becslése a reziduélisok négyzetdsszegével
lesz egyenls, ami a rend szempontjabol konstans. Igy a HQIC fiiggvény
novekménye adott m pontban
2¢Inl
In(1— p*(m|m — 1)) + =11
n
Ha m épp a valodi rend, azaz m = k, akkor p(k|k — 1) = 6, # 0, és mivel
p(k|k — 1) konzisztens becslése p(k|k — 1)-nak, elég nagy n-re a fenti névek-
mény negativ. Ebbdl kovetkezik, hogy a fliggvény aszimptotikus értelemben

Sbizonyitast lasd Hannan-Quinn (1979)
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nem érheti el az abszolut minimuméat, ha m < k. m > k esetén hasznéljuk
az iteralt logaritmus tételt. Minden ¢ > 0-hoz van olyan 1-valdszintiséggel
véges N kiiszob, hogy Vn > N-re

21nlnn'/?

palmlim = 1) < (1+ 9= 1

2Inl 2cInl
In(1— (14— > ===,

n

ha ¢ < ¢ — 1. Azaz a Hannan-Quinn kritérium autoregressziv folyamatokra
erGsen konzisztens rendbecslést ad.

Jol lathato, hogy a fejezetben bemutatott kritériumok koziil a BIC btin-
teti legjobban a plusz paraméter bevonésat. Az (2.7) szerinti biintatd tag
C(n)pic = Inn. A C(n)pgic = 2clnlnn ennél lassabban novekszik, de
1-nél nagyobb c¢ szorzé esetén még szigortian konzisztens. Az AIC és GIC
faktora ezzel szemben konstans (nem konzisztensek), mig az AICc csokkend,
és aszimptotikusan az AIC-hez kozelit.



3. fejezet

A kritériumok tulajdonsagai

A modellszelekcios modszerekkel kapcesolatos elméleti kutatasok két nagy cso-
portra oszthatok. Az egyik megkozelitésben feltessziik, hogy a lehetséges
modellek halmaza tartalmazza a valodi eloszlast. Ekkor egy kritérium jo-
sagat elsGsorban az hatarozza meg, hogy milyen eséllyel becsiili jol a helyes
modellt. A masik megfontolas szerint a valodi folyamat joval Gsszetettebb,
a modellszelekcio célja pedig egy megfelelGen kozelité modell kivélasztasa.
[lyenkor egy kritérium josadgat mérhetjiik annak elérejelzé képességével.

3.1. Konzisztencia

Tegyiik fel, hogy az illesztendé modelleink halmaza véges és tartalmazza a
korrekt eloszlast. Ekkor egy kritérium éltal valasztott M modellre tekint-
hetiink tgy, mint a helyes modell, M, egy becslésére. Egy becsléfiiggvény
josagat vizsgalhatjuk a statisztikdbol ismert konzisztencia tulajdonsag szem-
pontjabol.

Rendbecslés esetén a modellszelekcio probléméja a helyes paraméterszam,
ko meghatéarozasara korlatozodik. Ekkor a konzisztencia definicidja:

~

lim P(k = ko) = 1 (3.1)

n—oo

Helytelen becslést kétféleképpen kaphatunk, ha felil- illetve alulbecsiil-
jik a paraméterek szamét. Amennyiben az alulbecslés valdszintisége 0, a
feliilbecslésé azonban pozitiv, a kordbban bevezetett konzervativités tulaj-

24
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donsagrol beszéliink.

lim P(k < ko) =0

n—oo

lim P(k > ko) >0 (3.2)

n—oo

Az (2.7) alakt informacios kritériumok esetében az alulbecslés valoszind-
sége aszimptotikusan 0, amennyiben a biintetéfaktorra teljesiil, hogy

cln) —0 (n — 00).
n
Ha ezenfeliil
C(n) — oo (n — o0),

a becslés konzisztens lesz. ! Ebbdl egyenesen kovetkezik, hogy az altalunk
vizsgalt BIC és HQIC kritériumok konzisztensek, mig az AIC és kiterjesztései
konzervativak.

Hannan tovabba azt is bizonyitotta, hogy ARMA folyamatok esetében
mind a bayesi, mind a Hannan-Quinn kritérium erésen konzisztens. 2 Vagy-
is a p,q becslésekre 1 valdszintiséggel fennall, hogy bizonyos N kiiszobtsl
kezdve p = po,§ = qoVn > N. A tétel rdadasul az (2.8) formaban adott
kritériumokra vonatkozik, nem feltételezve a normaélis eloszlast.

3.1.1. Tétel. Ha y(t) kauzdlis és invertdlhaté ARMA (p,q) folyamat

Y — 01y —..-—prt—p =€+ P16 +---+¢q€t—q
ahol €;-k fiiggetlen, 0 vdrhato értékid, konstans szordsu komponensek, akkor a

R Inn
BIC(pa Q) = lnoi,q + 7(p+ q)

vagy

R 2clnlnn
HQIC(p,q):lnaz,q—i-T(p%—q) c>1

minimalizdldsdval kapott p,q becslések erdsen konzisztensek.

A gyenge konzisztencidnak elégséges feltétele a biintetGtag végtelenbe tar-
téasa. Ezzel szemben az Akaike kritérium bizonyitottan feliilbecsiil.

Nasd Bierens (2006)
214sd Hannan (1980)
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3.1.2. Tétel. Az eldzd tétel feltételei mellett ha P és Q a maximdlis rendet
jgeloli, p, q pedig
. 2
AIC(p.q) =Iné,, + ~(p+4)
minimalizdldsdbol adodik,
lim P(p=po,q=q) =7(q—9,Q —q)

ha P = pg, €s
lim P(p=p,4=qo) = 7(p —po, P = p)
T}LIIOIOP(ﬁZP,qA<QD):O7

ha Q) = qo.

qo-t O-nak vélasztva a tiszta autoregresszié esetét kapjuk. A tétel azt
mondja, hogy ekkor egy tetszdleges p rend valasztasanak aszimptotikus esélye
kizarolag p — py és P — p fliggvénye, és ez a fliggvény 0, ha p < po.

3.2. Poszt-modellszelekcios becslések

A modellépités feladata nem korlatozodik kizardlag a helyes modelltipus meg-
talalasara. A modellszelekciot rendszerint paraméterbecslés, majd el6rejelzés
vagy mas statisztikdk becslésének kiszamitasa kovet.

Legyen a vizsgalatunk targya a v paraméter. Ekkor a modellszelekciot
kivets becslésiink v-re vonatkozoan ipyrg = (M) lesz. Nevezziik ezt poszt-
modellszelekcios becslésének.

~

v(M)-et irhatjuk az alabbi szemléletesebb forméba is:

Vpms = Z I(M = M) (3.3)
MeM

Upys mint valoszintiségi valtozd nem egyezik meg egyik modellhez tart6zo
v (M) becsléssel sem, hanem ezek egy random konvex kombinaci6ja lesz.
Fontos észrevétel, hogy emiatt a valasztott modell a hozzatartozo para-
méterbecsléssel egyiitt mar nem feltétleniil lesz optimalis az eredeti célkitt-
zéseinkhez mérten. Ha példaul a rendbecslési eljarast a v statisztika atlagos
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négyzetes hibajanak minimalizalasara alapoztuk, a bel6le szarmaz6 poszt-
modellszelekcids becslés nem feltételniil lesz optimélis ebbdl a szempontbol,
hiszen Upyg kiviil esik a {0(M) : M € M} halmazon.

S6t, szélsGséges esetben létezhet olyan régié a paramétertérben, ahol az
MSE(vpys) meghaladja barmely o(M) hibajat. Konzisztens modellszelek-
ci6 esetén bizonyitott, hogy

lim sup MSE,%@QA(M) = 00. (3.4)
n—oo 0
azaz ha a legrosszabb eseteket vessziik, a négyzetes hiba a végtelenhez kon-
vergal. Konzervativ esetben ugyanez a hatarérték véges:

lim sup MSE, 0(M) < co. (3.5)

n—oo 0

A fenti jelenség oka, hogy a poszt-modellszelekcios becslések véges min-
tas eloszlasa nem egyenletesen konvergal az aszimptotikus eloszlashoz. Errsl
lasd bévebben Leeb-Potscher (2000). Konzisztens eljaras esetén tehat els-
fordulhat, hogy a Upysg rosszabb becslést eredményez, mint ha egyszertien a
legh6vebb modellt valasztjuk.

3.3. Aszimptotikus hatasossag

Mindezidaig arra az esetre koncentraltunk, amikor létezik helyes modell és
az a lehetséges modellek halmazéanak eleme. A lehetséges modellek halmazat
végesnek és a mintaelemszamtol fliggetlennek tekintettiik.

Tegyiik fel most, hogy egy olyan folyamatot kell modellezniink, ahol a
paraméterek dimenzidja nagysagrendileg meghaladja a megfigyelések szamat
és a szoba jovs modellek koziil egyik sem egyezik meg a valodi eloszlassal.
[lyenkor érdemes az adatgeneral6 folyamatot végtelen dimenziosnak tekinte-
ni, aminek egy megfelel6 véges kozelitését keressiik.

Az aszimptotikus hatasossig fogalmat Shibata vezette be elGszor. Esze-
rint végtelen rendid folyamat véges kozelitése esetén egy szelekcios kritérium
aszimptotikusan hatasos, ha az elérejelzés atlagos négyzetes hibdja a lehetd
legkisebb.

Tekintsiink egy végtelen dimenzios autoregressziv folyamatot

}/t + OélYt + Oézyt_g +...= €, (36)
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ahol €,-k 0 varhato értékd, o? varianciaji, fiiggetlen azonos eloszlast valtozok.
Jelolje I' a végtelen dimenzios autokovariancia-méatrixot. Legyen a(k) =

(aq(k),...,ax(k),0,0,...) az eredeti paraméterek vetitése a
(o9}
lwlle =Y (vivgyis)'?
ij=1
norma szerint. k rendd autoregressziot feltételezve yq, ..., y, megfigyelések

mellett a vetitett paraméterek legkisebb négyzetes becslése

Legyen X; az eredeti folyamat egy fiiggetlen realizacidja. Az egylépéses
elérejelzés atlagos négyzetes hibéja

Qn(k) = E((Xt-H - Xt+1)2|y1, cUn) — o’ (3.7)

ahol Xy = —aq (k) Xy — ... — ap(k) X4

Tegyiik fel, hogy a rendbecslés fels6 korlatja, K, a mintaelemszam néve-
kedésével végtelenbe tart. Jelolje L, (k) a (3.7) varhato értékét. Legyen k7
az a sorozat, melyre

L,(k;) = B L,(k).
Ekkor k rendbecslés aszimptotikusan hatasos, ha

Qu(k)
L, (k)

— 1sztochasztikusan, han — oo. (3.8)

Shibata bebizonyitotta, hogy amennyiben ¢; normalis eloszlast, az Akaike
kritérium illetve a vele aszimptotikusan ekvivalens médszerek rendelkeznek
a fenti tuladonsaggal. Ugyanakkor a BIC és HQIC nem.

Az eredeti definicié szerint a rend- és paraméterbecslés, valamint az el6-
rejelzés két fliggetlen mintabol torténik. Ing és Wei megvizsgaltak azt az
esetet, amikor ugyanazon realizaciot hasznaljuk fel mindharom lépésben. 3
Az AIC ezen feltételek mellett is aszimptotikusan hatasos marad.

0 varhato értékd nem Gauss zaj feltételezése esetén Karagrigoriou bizo-
nyitja az AIC-tipusi kritériumok aszimptotikus hatasossagat. ¢ Ellenben a

3lasd Ing-Wei (2005)
4lasd Karagrigoriou (1997)
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h-lépéses (h > 1) elérejelzésen alapuld hasonlo definicio értelmében az AIC
nem aszimptotikusan hatésos. °

Shibata eredménye azon a feltételezésen alapul, hogy a szdébajové model-
lek "nem modellezik tul jol" a valoédi adatgeneralo folyamatot. Konzisztens
modellszelekcio esetén a rendbecslés tipikusan nem lesz aszimptotikusan ha-
tésos. Véges dimenzios folyamatok esetében ugyanakkor éppen az ellenkezdje
igaz. A konzisztens BIC és HQIC pontonként hatésos, mig az AIC tipustu
kritériumok nem.

Az eddig bemutatott elméletek azt sugalljak, hogy ha a valodi eloszlast
végtelen dimenzidsnak feltételezziik, érdemesebb a konzervative AIC-t, mig
véges dimenzios esetben a konzisztens BIC-t vagy HQIC-t alkalmaznunk. A
feladat azonban korantsem ilyen egyszertd. A fenti eredmények (beleértve
a konzisztenciat is) ugyanis csak pontonként értenddk, a konvergencia nem
egyenletes a paramétertéren.

Végtelen dimenzios modell véges mintabol térténd becslése esetén eléfor-
dulhat, hogy egy véges modell elég jol kozeliti a vizsgalt folyamatot, ekkor
az aszimptotikus pontonkéni eredmények irrelevanssa valnak. FEllenben vé-
ges dimenzi6 feltételezése mellett, mint latni fogjuk, kis paraméterek esetén
a konzervativ becslések hajlamosak alulbecsiilni a rendet, ami rossz poszt-
modellszelekcios becsléshez vezet.

°l4sd Bhansali (1997)



4. fejezet

Empirikus vizsgalatok

Idésorok rendbecslésével kapcsolatos kutatasok egy tekintélyes része szimu-
lacios vizsgélatokra épiil. Ezen tanulmanyok célja altalaban tobb szelekcios
modszer Osszehasonlitasa abbol a szempontboél, hogy kiilonb6z6 modelltipu-
sok mellett mennyiben becsiilik jol a valodi rendet. *

A szelekcios kritériumokkal kapcsolatos elméleti eredményeket bemutat-
tuk az el6z6 fejezetben. Ezen elméletek a kritériumok aszimptotikus tulaj-
donségaira koncentralnak. A jelen fejezet célja egy atfogd képet adni az
informacios kritériumok viselkedésérsl a gyakorlatban (véges minta esetén),
kiemelve azok jo tulajdonsagait és hidnyosséagait.

Empirikus elemzések azt mutatjak, hogy a valodi rend detektalédsanak
valoszintisége sok tényez6tdl fiigg: milyen hosszi a szimulalt idGsor, mekkora
a valodi rend, milyenek a paraméterek. Minden tényezét nehéz egyszerre
vizsgalni, igy mi elsésorban a paraméterekre helyezziik a hangsulyt.

A tovabbiakban a szimulaciok futtatasahoz az R statisztikai programcso-
mag beépitett moduljait hasznéaltuk.

4.1. Autoregressziv folyamatok modellezése

A modellszelekcioé témakorében a linearis folyamatok rendbecslése a legin-
tenzivebben kutatott téma. Ide sorolhatjuk a linearis regressziot valamint
az autoregressziv folyamatokat. Ez utobbi esetében a rendbecslés célja az
autoregressziv egyenletben szerepls legnagyobb késleltetés meghatérozésa.

Hasd pl. ARMA modellekre Sen-Shitan (2002), AR modellekre Chic (2002)

30
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Az informécios kritériumok AR(p) folyamat esetén az alabbi altalanos
formaba frhatok:

IC(p) = —21n fy(y,0%) + C(n) p. (4.1)

A rendbecslési eljards eredetileg kotott a maximum likelihood paraméter-
becsléshez. Azaz 0% a paraméterek ML becslése. Normalis eloszlasi zajt
feltételezve az altalanos alak

IC(p) =Iné* + %n (4.2)

ahol 62 a rezidualis variancia ML becslése.

A gyakorlatban a maximum likelihood becslés kevéssé kedvelt, mivel elég
lassti és gyakran meriilnek fel konvergencia-problémak az optimalizaléskor.
Autoregresszids folyamat modellezésekor helyette a vele aszimptotikusan ek-
vivalens Yule-Walker egyenleteket vagy a Burg algoritmust alkalmazhatjuk.
Kis mintara a Yule-Walker becslés erdsebben torzithat, viszont ttlparaméte-
rezett modellek illesztésekor egyértelmiien jobb eredményt ad. 2

Autoregresszid esetén - ellentétben a regresszios folyamatokkal - egy 1j
megfigyelés nem fiiggetlen a korabbiaktol. A rezidualisok kiszamitasdhoz
sziikségiink van legalabb annyi elemre, amennyi a becsiilt rend. Fontos tehat
elére rogziteni, hogy az n megfigyelésb6l mennyit tekintiink relevansnak, ez
legyen m = n — v. A maximalis lehetséges rendet jeldlje K. o2 becslésére
tobb lehetdségiink is van:

o I,
0132;263(/?)

v+1

ahol 7 lehet n, n — k vagy n — K és v lehet k vagy K.

A rendbecslés érzékeny o? ezen felirasanak modjara. Ng és Perron szimu-
lacios vizsgalatokkal igazoljak, hogy robusztusabb becslést kapunk, amennyi-
ben a relevans paraméterszam konstans, vagyis m = n — K. 71 értékének a
mintaelemszamot valaszthatjuk. 3 *

2]asd Chan et al. (1993)

3lasd Ng-Perron (2001)

4Egyéb megfontolasokrol lasd pl. Basci-Zaman (2002). Ha az § becsléséhez csak az
idGsor korabbi elemeit vessziik figyelembe, és a rezidualisok szorasbecslését ez alapjan
végezziik, a kritériumok mas tulajdonsdgot mutatnak.
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A paraméterek becsléséhez AR folyamatokra a Yule-Walker egyenleteket
hasznéljuk, mig a rezidualis szordasnégyzet becslését az R beépitett fliggvénye
alapjan szamoljuk. °

4.1.1. Alkalmazott becslési moédszerek

Az informécios kritériumok AR(p) folyamat esetén rendre

2
AIC(p) =Ino, + =p (4.3)
n
2
AIC,(p) =g+ — = 4.4
Celp) =G + ——p (4.4)
1
BIC(p) = > + %p (4.5)
21n1
HQIC(p) = n&? + nnn ny (4.6)

ahol p a legnagyobb késleltetést jeloli.

A bemutatott modszereken tul két masik kritériumot is vizsgalunk Ossze-

hasonlitasképp. Egyik legegyszertibb rendbecslési eljaréas a parcialis autokor-
relacio fiiggvény, p(m) vizsgalata. Tudjuk, hogy p(m) =0 ¥m > p, ebbdl az
alabbi kritérium szarmaztathato:
Becsiiljiik a parcidlis autokorrelaciot a Yule-Walker egyenletek segitségével.
A kiszamitasahoz alkalmazhatjuk pl a Durbin-Levinson algoritmust. & m > p
esetén &, kozelitleg normalis eloszlast kovet 0 varhato értékkel és \/n szo-
rassal. Legyen tehat p az a legkisebb egész, amire

|p(m)| < 1.96n1/2

minden m > p-re.

A maésik modszer a szintén Akaike nevéhez fiz6d6 végss elérejelzési hi-
ba (tovabbiakban FPE) kritérium. Az FPE nem mas, mint az egylépéses
eldrejelzés atlagos négyzetes hibajanak (MSE) becslése egy az eredeti megfi-
gyelésektdl fiiggetlen hipotetikus adatsorra (kereszt-kiértékelés). A paramé-

5Idésorok szimulélasakor tn. beégetési periddus el6zi meg a tényleges idésort. A o?
becslését altalaban ennek felhasznalasaval szamitjak.
6lasd Brockwell-Davis 8. fejezet
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terbecslést az eredeti adatokbdl végezve az elérejelzés MSE-je

E(Ypir — 1Y, + ... +6,Y, ) =
= EYp =Y+ 40Y = (0 —0)Y+ ... 4+ (0, —0,)Y, ) =
= 0"+ E((0 = 0)" (Vo1 iYar1-i)t,21(0 - 0))

Irjuk at az utolsé tagban szerepls varhato értéket a megfigyeléseinkre vonat-
kozo feltételes varhato értékre. Ekkor a két minta fliggetlensége miatt

E(Ypy — 0, + ... +60,Y,_ ) =0+ E(6— 0T, —0))
ahol T, az autokovariancia métrix. n'/ 2(@ — 0) eloszlasa aszimptotikusan
normalis, O'QF; U szorassal, amelybdl az alabbi kozelités adodik

E(Ypi — 0V, + ... +6,Y, ) ~o*+5°~.

o2-et helyettesitsiik a T’%; becsléssel, ahol 62 a maximum likelihood becslés.

Igy adodik a kritérium végss alakja:

FPE(p) = 6222 (4.7)

n—p

4.1.2. AR(1) folyamat rendbecslése

Az autoregresszios egyenletnek
Yt—é’lYt_l—...—é’th_p:et (48)

pontosan akkor létezik egyértelmt (jovstol fiiggetlen) stacionarius megoldasa,
ha a karakterisztikus polinom

Plx)=a? -0 2" — ... -0, (4.9)

komplex gyokei az egységkoron beliil helyezkednek el.

Az AR(1) folyamat esetében ez nyilvanvaloan a (-1, 1) nyilt intervallum.
A paramétereket -0.98-t61 0.02-es 1épésenként valtoztatva 0.98-ig 100-100 szi-
mulaciot futtattunk. A maximalis rend 5, a szimulalt idGsor hossza pedig 500
illetve 2000. Az alabbi két abra a helyes rendbecslések aranyat mutatja szaz-

lékban.
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AR(1) modell rendbecslese
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4.1. édbra. Helyes rendbecslések aranya 6 fiiggvényében, n = 500

AR(1) modell rendbecslese
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4.2. abra. Helyes rendbecslések aranya 6 fiiggvényében, n = 2000

Az origotol tavolabb egyértelmiien a BIC teljesit legjobban (kozel 100%),
utdna a HQIC, majd a parciélis autokorrelacié. Az AIC, AICc és FPE mind-
ossze 70% koriil mozog. A 0 koriil azonban az ellenkezgjét figyelhetjiik meg.
Kis paraméterek mellett a BIC nagy eséllyel alulbecsiil, igy a HQIC és az
AIC jobb teljesitményt nytjtanak, habar a 0 kornyékén egyik sem éri el a
20%-ot. Mivel a BIC konzisztens, a mintaclemszam novekedésével ennek az
intervallumnak zsugorodnia kell. Ezt tamasztja ala a masodik abra.
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4.1.3. AR(2) folyamatok becslése

Az AR(2) egyenletnek egyértelmi stacionérius megoldésa a két paraméter
fliggvényében az alabbi pontok mellett adodik:

4.3. dbra. AR(2) folyamat stacionarius ponthalmaza

A gorbe alatti teriilet annak az esetnek felel meg, amikor a (4.9) karak-
terisztikus polinom gytkei komplex szamok. A valédi rend detektalasanak
valoszintstigét itt a komplex régioba esé parabolak mentén vizsgaltuk. Vagy-
is a konjugalt gyokok hosszat valtoztattuk. A futasok szama most is 100 volt
minden paraméterre, az idGsor hossza 2000, a maximalis rend 5. A 4.4 abra
azt az esetet abrazolja, mikor a gyokok szoge -30 és 30 fok. A gyokok hosszat
most is 0.02 1éptékkel vizsgaltuk -0.98 és 0.98 kozott.

AR(2) modell rendbecslese
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4.4. abra. Helyes rendbecslések aranya a gyokok hosszanak fiiggvényében

Vizsgaltuk még a 60, 90 és 0 fokos esetet is, és azt tapasztaltuk, hogy
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a kritériumok a stacionérius régioé dbrajan 12 illetve 15-tel jelolt teriileteken
gyengébben szerepelnek. Ennek valoszintileg az az oka, hogy kozel vagyunk a
staionaritési tertilet hatarahoz. Megnéztiikk még tovabba, hogyan alakulnak
a becslések, ha vizszintes egyenesek mentén vizsgalodunk, vagyis a nagyob-
bik késleltetés paraméterét rogzitjik. A 4.5 dbra a -0.9-es paraméter esetét
abrazolja a mar ismert felbontassal.

AR(2) modell rendbecslese
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4.5. abra. Helyes rendbecslések aranya 6; fiiggvényében, 6, = —0.9

Altalanossagban most is a BIC teljesit legjobban, kivéve amikor a komp-
lex gyokok hossza 0-hoz kozelit. Ekkor a stacionaritasi teriileten kozelitiink
az origbhoz, vagyis a paraméterek alacsonyak. A maéasodik abra azt sugallja,
hogy a kritériumok nem érzékenyek az els6 késleltetés paraméterére. Meg-
vizsgaltuk még a 6, = 0.1 és 6, = —0.05 egyeneseket is, ahol szintén ezt
tapasztaltuk. 6, = 0.1 mellett a helyes becslések aranya a BIC és a HQIC
esetén 90% koriili, mig az AIC 75%. A 0y = —0.05 egyenes mentén viszont
az AIC és a HQIC atlagosan 60%, amig a BIC 40% alatti.

A tapasztalataink alapjan azt mondhatjuk, hogy nagy minta esetén a
konzisztens rendbecslések jol teljesitenek, kivéve amikor a legnagyobb kés-
leltetés paramétere alacsony. Hogy ezen paraméterre mennyire érzékenyek,
az fiigg a mintelemszamtol. Az Akaike, AICc és FPE kritériumok ezzel el-
lentétben hajlamosak a tulbecslésre. A helyes becslések ardnya sosem érti el
a 80%-ot és rendszerint alulmaradnak a parcialis autokorrelacié vizsgéalatéara
alpozott kvézi-intuitiv kritériummal szemben.
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Az AIC, AICc és FPE gyakorlatilag ugyanazt az eredményt adtak mind-
egyik futédsnal. Ez kordntsem meglepd, hiszen a harom kritérium aszimpto-
tikusan ekvivalens, ha a lehetséges modelleink halmaza kevés elembdl all, és
a paraméterek szama kicsi a mintdhoz képest.

Chik 2002-es cikkében szintén autoregressziv folyamatokat vizsgal 1-5 va-
16di rend mellett kis és kozepes mintakra. Eredményei a fentiekhez hasonldak:
a BIC és HQIC kritériumok jobban teljesitenek, azonban AR(5) folyamatokra
gyakorlatileg egyik becslési modszer sem bizonyul kielégitének.

Magasabb rendi folyamatok esetére végezetiil alljon itt egy elgondolkod-
tato abra. AR(3) modelleket futtattunk a karakterisztikus polinom gyokei
szerint paraméterezve. A gyokok szoge 135, -135 és 0 fok. A hosszuk kezdet-
ben 0.98, majd a szokasos 1éptékkel csokkentjiik a valos gyok hosszat -0.98-ig.

AR(3) modell rendbecslese
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4.6. abra. Helyes rendbecslések aranya a valos gyok hosszanak fiiggvényében

4.2. Rendbecslés ARMA folyamatok esetén

Autoregressziv mozgoatlag folyamatok rendbecslése hasonl6 az autoregresszi-
6s modellekéhez, itt azonban két paramétervektor dimenziojat kell becstiljiik,
tahat a minimalizalast két érték szerint végezziik. Célunk a helyes (p,q) par
detektélasa.
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Az informacios kritériumok ARMA (p,q) rendbecsléshez

2
AIC(p,q) =Iné. , + 5(p +q) (4.10)
AIC’(p,q) :1n6§7q+m(p+q) (4.11)
1
BIC(p,q) =Iné. , + %(p +q) (4.12)
R 2lnlnn
HQIC(p.q) =Iné, , + (p+9q) (4.13)

ahol p a legnagyobb késleltetés, ¢ pedig a mozgoatlagolas rendje.
ARMA(p,q) modellek esetén a paraméterbecslés valamint a rezidualisok
kiszamitasa Osszetettebb algoritmusokat igényel. 7 A hosszu futésidé miatt
csak ARMA(1,1) modelleket vizsgaltunk kiilonbozs AR és MA koefficiensek
mellett. A maximéalis AR és MA rend egyarant 3.
Kizarolag kauzalis és invertalhaté modelleket vizsgaltunk, hogy a staci-
onaritasi feltétel ne sériiljon. Egy ARMA (p,q) folyamat

Yi+6 Y +.. . . +0,Y, p=a+dra1+...+ 0,64 (4.14)
pontosan akkor kauzalis és invertdlhato, ha a

Plx)=aP+6,2" ' +... -0, (4.15)
Qz) =29+ g1 2" + ... + ¢, (4.16)

polinomok gyokei mind az egységkoron beliil vannak.

A fenti allitasnak feltétele, hogy a P(x) és Q(x) polinomoknak ne le-
gyen kozos gyoke. Amennyiben ez nem all fenn, és a kozos gyokok mind az
egységkordn beliil helyezkednek el, az ARMA egyenletet gyakorlatilag egy-
szerisithetjiik a kozos tényezdvel (ugyanaz a folyamat lesz a stacionérius
megoldas).

Vizsgaljuk most az ARMA(1,1) folyamat rendbecsléseit az AR paraméter
fiiggvényében, rogzitett MA egyiitthato mellett. A futésok szdma tovabbra is
100, a generalt idGsorok hossza pedig 1000. Az MA koefficienseket 0.1-esével
valtoztattuk. Az alabbi két dbra a ¢ = 0.7 illetve ¢ = 0.2 eseteket mutatja.

Mindkét esetben latszik, hogy a helyes becslések aranya kis AR paraméter
mellett az AR(1) folyamathoz hasonloan kicsi. Ugyancsak ezt tapasztaljuk,

"pl. innovacios algoritmus a paraméterek elézetes becsléshez, majd ezt koveti a maxi-
mum likelihood becslés. Lasd bovebben Brockwell-Davis (1986)
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ARMA(1,1) modell rendbecslese
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4.7. abra. Helyes rendbecslések aranya a 6 paraméter fiiggvényében, ¢ = 0.7

ARMA(1,1) modell rendbecslese
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4.8. abra. Helyes rendbecslések aranya a 6 paraméter fiiggvényében, ¢ = 0.2

ha a két paraméter megegyezik. Ez ARMA(1,1) modellekre a fent emlitett
kozos gyokok esetének felel meg, tehat valojaban itt egy ARMA(0,0) folya-
matot generaltunk (vagyis egy Gauss zajt), és a kritériumok "alulbecsiilik"
az eredeti rendeket.

Az AR paraméter mellett az MA is hatassal van a becslések josagara.
Hasonléan 6-hoz, ha ¢ értéke alacsony, a helyes becslések aranya csokken,
szembetiinGbben a konzisztens kritériumok esetén.

Sen és Shitan az AICc kritérium teljesitményét vizsgaltak ARMA folya-
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matok esetén. Tiszta autoregresszio vagy mozgoatlag esetében atlagosan 70%
koriili volt a helyes becslések aranya, mig valodi ARMA folyamatokra ennél
alacsonyabb. Ez egybevig a mi eredményeinkkel is. A konzisztencia tulaj-
donsdg ARMA modellek esetében sem egyenletesen értendd a paraméterté-
ren. A konvergencia sebessége tehat fiigg a paraméterektdl, minél nagyobb
mintat valasztunk, annal kisebb lesz az az intervallum, amelyben a BIC és
HQIC kritériumok teljesitménye alacsony.

4.3. A félrespecifikalas esetei

Az informécios kritériumok levezetésébdl adodik, hogy azok aszimptotikusan
torzitatlan becslései lesznek a Kullback-Leibler tavolsagnak - bizonyos felté-
telek mellett. A (2.8) alak nyilvanvaléan normaélis eloszlasi AR modellekre
érvényes, mégis gyakran alkalmazzék olyan esetkben is, ahol a zaj nem fel-
tétleniil normaélis, avagy heteroszkedasztikus, vagyis ARCH folyamattal van
dolgunk.

A dolgozat végéhez érve megmutatjuk milyen hibakhoz vezethet, ha az
ismert kritériumokat nem az eredeti feltételek mellett hasznéljuk.

4.3.1. Autoregressziv folyamat nem Gauss zajjal

Tekintsiik els6ként azt az esetet, amikor a folyamatot meghajto zaj eloszlasa a
normélis eloszlashoz képest vastag farka. Az alabbi tablazatba egy 6 = —0.5
ossze. A rendbecslések eloszlasat vizsgaltuk Gauss, t(1) illetve Laplace(0,4)
eloszlas mellett.

"N(O,l)" "t(l)" "Lap(0,4)"
AIC BIC HQ | AIC BIC HQ | AIC BIC HQ

1] 7 99 98 90 97 95 74 99 98
2 8 1 2 4 0 1 9 1 1
3 3 0 0 1 1 1 7 0 0
4 ) 0 0 0 0 0 2 0 0
) 6 0 0 0 2 3 4 0 0
6 3 0 0 5) 2 3 4 0 0

4.1. tablazat. Becsiilt rendek aranya kiillonb6z6 zajok esetén
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Az eredmény megleps az Akaike kritériumra nézve, ugyanis t eloszlas
mellett a kritérium szamottevéen jobban teljesit. Ez a jelenség megmarad,
ha a paramétert 0.1-re illetve 0.9-re valtoztatjuk.

A konzisztens kritériumok mindharom esetben hasonl6 eredményt adnak,
ami nem varatlan. A 3. fejezetben mar lattuk, hogy Hannan nem csak
normélis eloszlasu zajoka igazolta a konzisztencia tulajdonségot.

4.3.2. Autoregressziv folyamat ARCH zajjal

Autoregressziv feltételes heteroszkedaszticitasrol (ARCH) akkor beszéliink,
ha az adott folyamatot meghajto zaj feltételes szorésa idében nem allando.

Yi=f+¢
€t = Otlt
ocl=aptaie  +...+a, ef_p (4.17)

A zajkomponens varhato értéke és szoérasa tovabbra is konstans marad,
viszont a feltételes variancia autoregressziv folyamatot kovet. Ez az id&sor
grafjaban ugy jelentkezik, hogy a valtozékony és a kevésbé valtozékony ids-
szakok tomoriilnek.

Vizsgaljuk meg, hogyan viselkednek az informacios kritériumok, ha egy
AR(1) folyamatot ARCH(1) zajjal hajtunk meg. Legyen ay = 0.0001 és
as = 0.8. Az AR paraméternek harom kiilonbo6zé értéket valasztottunk.

U_O.5H |l0.1|l "0,9"
AIC BIC HQ | AIC BIC HQ | AIC BIC HQ
0] 0 0 0 3 9 2 0 0 0
1|13 57 37| 16 42 28| 11 51 30
21 16 22 23| 17 17 23| 12 16 17
3] 18 13 16| 11 8 14| 12 14 17
4110 5 6| 14 11 8 | 15 6 13
5| 14 2 8 8 1 5 6 6 9
6| 9 1 6 8 0 4 |11 3 6
71 9 0o 2 8 1 3010 0 2
8 | 2 0 1 4 0 1 5 1 2
9| 4 0 1 2 0 0 | 4 1 2
0] 5 0 0 9 1 2 | 14 2 2

4.2. tablazat.

Becsiilt rendek ardnya AR-ARCH folyamat esetén




4. FEJEZET. EMPIRIKUS VIZSGALATOK 42

Lathato, hogy mindharom esetben mindharom kritérium erdsen szér a
rendbecslés tekintetében.

Ellenérzésképpen megnéztiik, hogy ha ugyanezen folyamatokat a zaj ke-
vert valtozataval hajtjuk meg, a rendbecslés javul. Nem meglepd, hiszen
ekkor kozonséges AR modellel van dolgunk.

4.3.3. Rezsimvaltdé modellek

Végezetiil olyan rezsimvalté modelleket vizsgaltunk, melyben az autoreg-
ressziv paraméterek két allapoti Markov folyamatot kovetnek (Markov-Switching
modell egy fajtaja).
Y = Qétyta +...+ 9§tyt_p
ahol S; irreducibilis stacionarius Markov lanc.
A valoszintiség-atmenet matrix:

0.1 0.9
0.9 0.1

A két paramétert pedig valtoztattuk.

"0.4,0.6" "0.3,0.8" "0.5,-0.5"

AIC BIC HQ | AIC BIC HQ | AIC BIC HQ
170 97 92| 8 60 26| 0 0 0
21 11 3 8 | 40 38 57 | 64 99 88
3| 7 0 0|3 2 16|17 1 10
4] 1 0 0 7 0 1 6 0 1
50 5 0 0 8 0 0 4 0 1
6| 2 0 0 1 0 0 4 0 0
711 0 0 2 0 0 1 0 0
8| 3 0 0 4 0 0 3 0 0

4.3. tdblazat. Becsiilt rendek aranya kiilonb6z6 AR paraméterek mellett

Az Akaike kritérium az AR-ARCH modellhez hasonléan szétesik. Viszont
a BIC és HQIC, f6leg az utolsd esetben hatarozottan félrebecsiil.

Erdekességként megemlitjiik, hogy a fenti rezsimvalto folyamatnak léte-
zik gyenge ARMA reprezentacidja, azaz elég altalanos feltételek mellett az
autokovariancia fliggvény ARMA folyamatot kovet. Zhang és Stine bizonyi-
totta 8, hogy az autoregresszi6 és a mozgoatlagolas rendje egyarant feliilrsl

8lasd Zhang-Stine (1997)
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becsiilhetd a rezsimvaltasok szaméval. Ha az ARMA reprezentécioé rendje p/
és ¢/, valamint a folyamat AR(p), valtakoz6 paraméterekkel, a rezsimvalté-
sok szama pedig p, akkor p’ < rp? és ¢ < rp? — 1. Tetszbleges rendbecslési
eljarast alkalmazva a tapasztalati autokovariancia-fiiggvényre, becslést adha-
tunk a rezsimvaltasok szaméara (érdemes az als6 korlatot valasztani).

A tanulsag tehat az, hogy 6vatosan kell bannunk a megismert informa-
ci6s kritériumokkal. Egy valos folyamat modellezésekor koriiltekintGen kell
eljarnunk a modell tipusank meghatarozasakor. Ebben segitségiinkre lehet
a folyamat abraja (ha a valtozékonysag lassan cseng le, akkor ARCH-csal
lehet dolgunk), a tapasztalati autokovariancia és parcialis autokovariancia
fiiggvények (AR és MA modellek) és még sok mas modszer.

Az ARCH és rezsimvalto folyamatok rendbecslése még korantsem annyira
kidolgozott, mint az ARMA vagy AR modelleké. Amennyiben jol alatamaszt-
hatéan ARMA avgy AR folyamattal van dolgunk, érdemes t&bb rendbecslési
eljarast is alkalmazni, tekintve hogy a konzisztens kritériumok is adhatnak
rossz becslést. A Hannan-Quinn kritérium amolyan kompromisszumnak 1at-
szik az AIC és a BIC kozott. Olyan paraméterekre, ahol a BIC jol becsiil, a
HQIC is kozel olyan j6 eredményt ad, viszont szélsGséges esetekben kevésbhé
viselkedik rosszul.
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