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Eloszo

Napjainkban szamos okbdl fontossa valt a mdagneses terek fizioldgids hatdsanak
vizsgalata. Ilyenek példaul a mobil kommunikacié, a nagyfesziltségi tavvezetékek
haszndlata, az MR-moddszerek alkalmazdsa az orvosi diagnosztikdban, vagy a
fajdalomcsillapitast szolgalé magneses termékek piaci megjelenése. Ebben az irdsban
egy, a sztatikus mdagneses térrel torténé fajdalomcsillapitdssal kapcsolatos kérdésre
prébalok valasz adni.

A kilonb6z6é magneses terek fajdalomcsillapité hatdsat vizsgalé allatkisérletek
eredményei azt tdamasztjak ald, hogy mar egy 1 T korili indukcigji magneses tér
alkalmas a fajdalomérzet nagymértékli csokkentésére. A kutatdsok soran az erods
homogén, illetve az er6sen inhomogén magneses terek esetében tapasztaltak jelentds
hatdst. A mérési eredmények jelenté6sége, hogy olyan fajdalomcsillapit6 modszert
kaphatunk, amely gyogyszer-mentes, tartds alkalmazdsa nem okoz fiigg6séget,
kevesebb mellékhatdssal jarhat mint a konzervativ kezelések, mindenki szamadra
elérhet6 és nem utolsé sorban olcsé.

Magyarorszagon a sztatikus magneses tér hatdsat az akut fajdalomérzetre az
egereken végzett Gn. writhing- (vonaglasi) teszt segitségével tanulmanyoztak [2], ami
a farmakoldgia altalanosan hasznalt médszere a fajdalom okozta reakcié mérésére. A
kisérlethez haszndlt magneses teret létrehozé késziilék optimalizacidja utan a kezelés
83%-ban csokkentette a fajdalomérzetet, és ideje alatt, illetve az azt kovetd 96 oraban
karos mellékhatdst nem volt megfigyelhetd. Ezen eredmények reprodukalhatéonak és
statisztikailag szignifikdnsnak bizonyultak. Az eredmények tehat kecsegtetoek,
azonban egyelére ismeretlen a hatdsmechanizmus komplex képe. Tovabbi
kutatdsokban azt is vizsgaltak, hogy melyek azok a receptorok, amelyek a fajdalom
sztatikus magneses tér okozta csokkenésében részt vehetnek, és azt talaltdk, hogy a
sztatikus magneses tér inkabb a végtagokon, mint a kozponti idegrendszerben hat.

A dolgozatban azzal az esettel foglalkozom, amikor a periférias fajdalomérzet egy
kiills6 mechanikai inger kovetkeztében 1ép fel. Ilyenkor a fajdalomérzet
kialakuldsdhoz vezetd folyamat elsé lépése, hogy a szervezet periféridjan talalhato
érzo idegsejtek sejtfalan keresztiil ion-aram valésul meg. Azt vizsgadlom, hogy lehet-e
a sztatikus magneses tér fajdalomcsillapitd hatdsanak (egyik) oka, hogy ezt a
jelenséget a Lorentz-eré altal leirt médon nagymeértékben befolyasolja.

Dolgozatom elsé fejezetében Osszefoglalom a probléma modellezéséhez sziikséges
bioldgiai ismereteket, majd a masodik fejezetben a modell leirdsa kovetkezik. Ezutan
a harmadik fejezetben bebizonyitom, hogy legfeljebb 10 T indukcigju térrel nem
lehetséges befolyasolni az ionok mozgasat. A negyedik fejezetben azzal a kérdéssel
foglalkozom, hogy vajon mekkora indukcié volna elegendé a kivant hatas eléréséhez,
végil az utolsé részben a modellt modositva Gjravizsgalom a fenti kérdéseket.

Ezaton mondok koszonetet témavezetéimnek, Laszlé Janosnak és Stoyan Gisbertnek,
tovabba Simon Péternek a hasznos otletekért.






1. Bevezetés

Ebben az irdsban arra a kérdésre szeretnénk vdalaszt kapni, hogy egy sztatikus
magneses tér segitségével meg tudjuk-e akadalyozni, hogy valamilyen periféridn hato
kiils6 inger hatdsara szervezetiinkben fajdalomérzet jojjon 1étre.

A fajdalom érzetének kialakulasaért idegrendszeriink lizenetkozvetitd képessége a
felel6s. Az lizenetatadasban részt vevd idegsejtek a kovetkezéképpen miikodnek: a
neuron egyik poélusan felveszi az lzenetet és két egymast kévetd elektromos jellé
alakitja. Az elsé jel valtoztathaté nagysagu, lokalizalt, Un. elektrotéonusos
potencidlvdltozds. A masodik, ha létrejon, mindig azonos nagysagud, nem marad
lokalizdlt, hanem az Un. akcids potencidl formdjdban a neuron masik pélusdhoz
vezeti az lizenetet. Az akcids potencidl végiil kémiai anyagot szabadit fel, és ez maga
a jelzés akar a kovetkez6 neuron, akar a végrehajté célsejt részére. Amikor a
fajdalom a periférian egy kiils6 inger hatdsara alakul ki, akkor ez a folyamat az
ingertletté alakitdsra hivatott Uun. fajdalom érzé idegsejtekben (nociceptorokban)
veszi kezdetét. Az ingerlést kovetéen tehat, a fijdalomérzet nem johet létre, ha mar
az érz6 idegsejtben sem alakul ki az akcios potencial.

A késébbiekben azt fogom vizsgéalni, hogy ezt egy sztatikus magneses tér jelenlétével
el lehet-e érni.

1.1. Bioldgiai hattér [1], [4]

Az ingerlés bekovetkezte el6tt a receptor, illetve annak membranja nyugalmi
allapotban van. A szervezetiinket éré kiils6 inger hatasara vegyi folyamatok indulnak
be, amelyek a receptor membranjan un. ioncsatorndkat nyithatnak meg, és
fizioldgidasan kozvetlenill ez a jelenség valtja ki a lokalizalt potencialvaltozasokat. A
létrejott potencidlvaltozasok nagysdga, térbeli Kkiterjedése, idébeli valtozasa
meghatarozé jelent6ségliek az akciés potencidl kialakuldsa szempontjabol.

A nyugalmi membranpotencial:

A nyugalmi membranpotencial fenntartdsdért két tényezd felelés: a sejt belsd
anyaganak és a sejtet koriulvevé kozeg Osszetételének kilonbsége, illetve a
sejtmembran specidlis tulajdonsagai.

A sejteket folyadék veszi korul — lényegében kozonséges fizioldgias séoldat —, amely
tilnyomodrészt natrium- (Na't) és klorid- (C17) ionokat tartalmaz. A sejt belsejében
viszonylag kevés a natrium, csupan tizedrésze az extracellularis folyadékban

levének, de aranylag sok van kaliumbdl (K*), és ez a koncentracié harmincszorosa is
lehet a kiils6bnek. Ugyancsak alacsony a bels6 kloridkoncentracio, tizennegyed része
az extracellularisnak. A sejt belsejében nagy molekuldju fehérjék is vannak, amelyek
negativ toltésiek.

A membran specidlis szerkezetét nem ismerve jogosan kérdezhetnénk, hogy hogyan
lehetségesek ezek a nagy ionkoncentraciobeli eltérések. Hiszen az egyes ionoknak a
diffazié hatdsara addig kellene mozogniuk a magasabb koncentraciotdl az
alacsonyabb felé, amig koncentracidjuk kint és bent azonos lesz. Hogy ez mégsem
igy van, azt alapvetden a sejtmembran szelektiv atjarhatdsaga és a fehérje molekuldk
jelenléte magyarazza.

A membran szerkezete olyan, hogy a kalium- és a kloridion szabadon atjuthat rajta, a
natrium viszont nem. (A natriumionokra vonatkozé impermeabilitds ezen kivil egy

aktiv kémiai mechanizmus, az Un. natriumion-pumpa eredménye is.) Mésrészt a K*
ionok mozgasat a negativ toltésl fehérjemolekulak akadalyozzdk meg, lekotve dket.



Osszefoglalva tehat, a fehérjemolekuldkat a membran belsd felszinéhez kozel kell
elképzelnink a K% ionok kiséretében, amelyek probdlnak kijutni a sejtbdl a
koncentracidgradiens parancsara. Ezzel a membran belsé felszinén felhalmozddo
negativ toltéssel egyenértékl pozitiv Na* koncentracié jon létre a membran kilsd
oldalan. Az eredmény az, hogy a membran elvalasztja egymdstél a pozitiv toltéseket,
ami egy kb. -70 mV értékli nyugalmi membranpotencialt okoz.

Az akcids potencial (AP):

Az ingerlés bekovetkeztekor a  sejtmembran az ioncsatornak megnyitasaval a
natriumionok szadmara atmenetileg atjarhatova valik. Igy a natriumionok betddulnak
a nociceptorba, és ekozben csokkentik a membrian belsejének a kiilsejéhez
viszonyitott negativ polaritasat. Minél inkdabb csokkentik, anndl nagyobb lesz a
sejtmembran permeabilitdsa, tehat egyre tobb natrium aramlik a sejtbe. A bearamlas
addig tart, amig a membran nemcsak hogy depolarizalddik, hanem a polaritds meg is
fordul: a membran belil pozitivva valik, amig a +40 mV értéket el nem éri. Ezzel
létrejon az akcidés potencidl. Az eddig a pillanatig lejatszédott eseménysorra a
késbébbiekben mint "AP-folyamatra" fogunk hivatkozni.

Ekkor a membranszerkezet ismét valtozni kezd, a Nat szdmdara fokozatosan

teljesen atjarhatatlannd, a K* szamaéra pedig fokozatosan atjarhatéva valik. A kalium
a sejt belsejébdl kidaramlik, amig a polaritds 1Ujbol meg nem fordul és el nem éri az
eredeti -70 mV-ot.

Az akcids potencial kialakulasaig eltelt id6 0.5 ms-ra tehetd.

1.2. Célkituzések

A fajdalomérzet kialakuldsat tehat ugy szeretnénk elkeriilni, hogy mar az érzé
idegsejtben megakadalyozzuk az akcids potencial kialakuldsat. Mint lattuk, a
folyamat elsé lépése — az ioncsatornak megnyildsa utdn — a natriumionok sejtbe
aramldasa.

Minthogy egy elektromosan toltott, véges sebességgel rendelkezé részecske
magneses térben eltérithetd, ezért célunk az lesz, hogy azt a magneses teret
megtalaljuk, amelynek jelenlétében a néatrium-ionok olyan mértékben térnek ki
eredeti palyajukrol, hogy mar nem jutnak at a csatornakon a receptor belsejébe, vagy
hogy bebizonyitsuk, nem létezik erre alkalmas, realis nagysagu magneses tér.



1.3. A sztatikus magneses terekrol

Ebben a pontban néhdny szot szenteliink annak, hogy mit értiink redlis nagysagu
magneses téren. Ehhez el6szor nézziink néhany példat:

a Fo6ld magneses mezeje az egyenlitén 31 pT, azaz 3.1-10° T,

egy nagy patkdmagnes magneses tere a magnes feliletén 1 mT,

az orvosi MRI-ben 8 T, kisérleti, klinikai berendezésekben 14 T a legnagyobb
érték,

a legerésebb elballitott tartés magneses tér a Floridai Allami Egyetem
laboratériumaban 45 T,

a leger6sebb magneses tér, amit pillanatnyi id6re allitottak el6 robbanas
nélkil 80 T (Osaka Egyetem), robbanassal 2800 T (Szarov Intézet),

a legnagyobb elméletileg lehetséges magneses tér neutroncsillagban, és

barmely ismert jelenségben 1013 T.

Mindezek alapjan, és figyelembe véve a kisérleti berendezésekben haszndlt magneses
terek nagysagat is, azt tartjuk realisnak, hogy a modell vizsgdlata soran a keresett
magneses indukcié nagysagat 10 T-ban maximalizaljuk.



2. A modell

Modellinkben nem tekintjik az egész nociceptort, csupan annak egyetlen, mar
nyitott allapotd ndatriumcsatornajat, és egy ezen a csatornan &atjutni kivand ion
palydjat vizsgaljuk. Az ion az akcids potencidl kialakuldsanak ideje alatt barmikor
indulhat. A rendszerre egy id6tél fliggetlen, homogén, B indukciéju sztatikus
magneses tér hat.

Modelliink merev test modell, amelyben az ion egy véges sugari merev gomb, a
csatorndban homogén, izotrép, 6sszenyomhatatlan folyadék van, maga a csatorna
pedig egy szintén merev, téglalap alapu egyenes hasab.

Figyelembe vesszuk:

— Az elektrosztatikus kolcsonhatdst, azaz a potencialkiilonbséget a csatorna
kiilsé és bels6 felilete kozott.

— A diffaziot. Ezt a jelenséget a koncentracidokilonbség vezérli.

— A magneses kolcsonhatast, a Lorentz-erét.

— A kozegellenallast.

Elhanyagoljuk:

— A potencialkilonbség idéfuggését.
Egyetlen ion csatornan val6 athaladdsanak ideje alatt ugyanis a
membranpotencidl valtozdsa elhanyagolhatdéan Kkicsi.

— A gravitaciot és a felhajtoerét, mert ezek kiegyenlitik egymast.

— Az inter- és szubatomi kolcsonhatasokat. Ezek nem lehetnek részesei a
modellnek, hiszen egyetlen merev test mozgasat vizsgaljuk.

2.1. Matematikai megfogalmazas

Az ioncsatorna egy téglalap alapii egyenes hasab [5], amelyet a koordinata
rendszerben az x-y sikra allitva helyezink el ugy, hogy alapjanak kozéppontja az
origbba essen. A natriumion Kkezdeti pozicidja a csatorna feddlapjanak
kozéppontjaban van, kezdeti sebessége 1 m/s.

A pillanatnyilag ra haté elektromos potencidlgradiens nagysaga: U, a magneses tér
indukciévektora : B.

?B z
Célunk, hogy az ion palyaja a csatorna \ +V(O)
masik végét, azaz a hasab alapjat
képez6 téglalapot ne érje el. ) @(0

/y

10



2.1.1. A rendszerben elofordul6é paraméterek, jelolések

Rendszeriinkben az id6t percben, a tavolsagokat méterben fogjuk meghatarozni.
Az ion kezdésebessége: 1 m/s.

A nétriumion palydja: ¢:R,—R” ¢(t)=(¢,(t),9,(t),05(t)), ¢(0)=(0,0,5-10"),
és sebessége: ¢(t)=v(t)=(v,(t),v,(t),v,(t)), v(0)=(0,0,0).

A csatorna keresztmetszete: 5,1 % 3,1 A [5], igy az alaplap (x,y) pontjaira:
x€[-2.55-10"",2.55-10""°| m, ye[-1.55-10'°,1.55-10" "] m.
A membran vastagsaga, azaz a csatorna hossza: h=5-10" m [5].

Q=1.76-10""® C: a néatriumion toltése,
m=3.84-10""° kg: az ion tomege,
r=9.5-10""" m: az ion sugara [5].

A vér viszkozitdsa 4-107° és 2.5-10 2 Ns/m? kozott valtozhat. A csatornafolyadék
viszkozitdsat ennek atlagos értékével becsiilve kapjuk, hogy: n=1.45-10"> Ns/m?.

Ue[-70-10"°, 40-10°] V: a membranpotencial aktudlis értéke [4].
B=(b,,b,,b,): a magneses tér indukciévektora, ahol feltessziik, hogy |B|€[0,10] T.

2.1.2. Mozgasegyenlet

Az ionok mozgdasat a valdsdgban az elektromos- és a kémiai potencialgradiensiik
hatdrozza meg. Ezért a modellben szerepl6 egyetlen ionra hatd eréket ezekbdl fogjuk
szarmaztatni.

Feltessziik, hogy egyetlen ion mozgasa alatt ezek az er6k allandoak.

Az elektromos potencidlgradiens:

Mechanikabdl tudjuk, hogy a munka: WZISEdS megegyezik azzal az energidval,
amellyel egy testet az F er6 segitségével adott s iton el lehet mozditani. Ha a test

ugyanabban az irdnyban mozog és a rahaté erdé parhuzamos a mozgas iranyaval,
akkor W=|F|‘|s|.

Modelliinkben ez utébbi tulajdonsag fenndll, hiszen mdagneses tér hijan az ion az
elektromos tér gradiensével parhuzamosan, egyenesen halad végig a csatornan.
Masrészt az elektromos eré nagysagara vonatkozdan, az egyetlen informéacié, amibdl
kiindulhatunk, hogy ismerjiik a membranpotencial aktualis értékét: U V. Ebbdl a

W=Q-U osszefiiggés segitségével fel tudjuk irni a munkat. Végil, ha a csatorna

|:M kifejezéssel becsiilhetjik.

hossza h, akkor az er$ nagysagat az |F h

Leg

A kémiai potenciadlgradiens:

A membranpotenciadl létrehozasaért felelés ionok szama elhanyagolhaté a sejt
egészében megtalalhatd ionok mennyiségéhez képest.

Példaul 6000 db Na'* jon &tvandorldsa 1 pm? membréanfelileten 100 mV-tal
véltoztathatja meg a membran potencidljat, mig a sejt citoplazmdjanak 1 pm3
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térfogatdban kb. 3-107 Na™ ion talalhat6 [3].

Ezért a koncentracidkiilonbségbdl fakadé kémiai gradiens lényegében allandé a
vizsgalt folyamat alatt.

A potencidlgradiens U nagysaga -70-1073 és +40-10-3 V kozott mozog, és tudjuk hogy
az utébbi értéknél a natriumion transzportja megszinik.

Mivel az iontranszport hajtéerejét a koncentraciogradiens és az elektromos
potencialgradiens dsszege adja, ezért a +40-103 V-os dinamikus egyensilyi allapot
akkor all be, amikor ez a két er6é éppen ellensulyozza egymast.

Mindezek alapjan, ha az elektromos er6é nagysagat adott pillanatban az |Eeg|=—Q']|7U|

képlettel definidltuk, akkor a koncentraciokiillonbségbdl fakadoé erd allando nagysagat

Q-40-107°
h

az |E,|= kifejezéssel becsiilhetjuk.

Ezutadn mar felirhatjuk a teljes mozgasegyenletet:

Ha a részecske mozgasban van, azaz U#40 mV, akkor Newton 2. torvénye alapjan
F FE F, F , , N p .
a=—294+—t kB ahol g a gyorsulds, m a részecske tomege, az erék pedig

b

m m m m
rendre: elektromos gradiens, koncentracidogradiens, mechanikai kozegellenallas,
Lorentz-er6.

Az er6k az alabbi médon jellemezhetdk:

_Q(-U)
h

v(0), Ekg:%'m_a.y(m, Ey=—6mnrv(t) [8], Fs=Qv(t)xB|[8].

Itt a Lorentz-eré képletében a sebesség és a magneses indukcio vektoridlis szorzata
szerepel. Tehat az er6vektor merdleges B-re és v-re, veliik jobbrendszert alkot.

Ha U=40 mV, akkor a részecske mozdulatlan, ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk.

2.1.3. Differencialegyenlet
9 (0):R—~R’, ¢(0)=v(t), ¢(t)=alt)

.o —QU . Q4010 . . 6mnr . Q.
¢(t)=— = = @(0)+=——=—9(0)—— —¢(t)+ - 0(t)XB,

0(0)=(0,0,5-10"), ¢(0)=(0,0,—1).
Az elsé két tag Osszevondsaval, és v:=40-10">-U, Vel0, 110-10 °| bevezetésével:

Q

. _Q;V'.(O)_&[-n-r' Q
m m

ot)=7— ¢ (t)XB.

o(t)+
A konstansok behelyettesitésével:

#(t)=9.16-10"-V-¢(0)—6.76-10""-¢ (t)+4.58-10"- ¢ (t)X B,
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ahol V és B=(b,,b,,b,) a fent leirt korlatok kozott valaszthaté szabad paraméterek.

Az egyszerliség kedvéért a rendszerben szereplé konstansokat helyettesitsiikk az
alabbi modon:

6.76-10":=c,, 4.58:10":=c,, 9.16-10":=c,, 5-10 ;=
Koordinatankénti rendszer:

@, (t)=—cy ¢, (t)+ ¢, by, (t)—cy by gs(t)
@, (t)=—cyby¢,(t)—c, ¢, (t)+c, by gy(t)
@5 (t)=c,by ¢, (t) =, b, ¢, (t) =g () =5V

¢(0)=(0,0,c,), ¢(0)=(0,0,—-1)

A differencidlegvenletrendszer matrixos alakja:

Legyen: x(t):=(¢(t),v(t)) €R®.

Ekkor x(t)=(¢(t),v(t))" és x(t)=A-x(t)+d, ahol AER™®, deR®,

0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 1 0
looo0o o 0 1 B .
A=l0 0 0 —c, b, —c,b,] 97(0.0.0,0,0,—c; V),
0 O 0 _C2b3 _Cl CZbl
0 0 0 b, —c,b —¢

tovabba: x(0)=(¢(0),v(0))=(0,0,¢,,0,0,—1).

2.1.4. A fesziiltség-paraméter értéktartomanyanak pontositasa

Ebben a pontban néhany sort szdnunk annak igazoldsara, hogy a modell eleget tesz a
legalapvetébb elvarasoknak. Ezutdan a V paraméter lehetséges értékeivel
kapcsolatban egy olyan észrevételt rogzitiink, ami a modell vizsgalata soran fontos
szerepet fog jatszani.

2.1.1. ALLITAS:

Tegylik fel, hogy a magneses indukcié zérus.
Ekkor a modell szerint a részecske a térben fliggélegesen lefelé halad, és
tetszdleges pozitiv fesziiltségi allapot mellett el is éri a csatorna tulsé végét,

azaz a ¢,(t)=0 egyenletnek ‘v’VG(O,llO-lO_3 érték mellett van nemnegativ
megoldasa.

Bizonyitas. Minthogy B=0, a rendszer az alabbi alakra irhato:

(ﬁl(t) _C1'(p1(t),
@, (t):_cl'qu(t)’
(ﬁ3(t> _C1'(p3(t)_c3'V: (p(O)Z(O, 0,04),(p(0)=(0, 0’_1)-
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Ebbdl elemi modszerekkel kapjuk, hogy a részecske palydja:

c,—c,Vy) ., ¢V ¢,V 1
0, (t)=0, ¢,(t)=0, o,(t)=|——|e “'———t+—"——+c,.
Cl Cl Cl Cl
—c,+e,Vy ., ¢V ¢,V e , .
Ha most t>0 = ¢,(t)= % e - Z = Z (e —1)—e “'<0, ezért az ion a
1 1 1

modell szerint egyenesen halad a csatorna tulsé vége felé.
Maésrészt ¢,(t)=0 = (c,—c,V)-e “‘—c,c;V-t+c,V—c,+cic,=0.

Ha ¢,—c,V=0 = t=c, megoldasa az egyenletnek.

c.V c,—c,V—c'c
Ha c,—c.V#0 = t)=0 @ e “'=—2 ¢ +—32— 12
17 C3 5(t) c—c,v ! c—c,V

Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:
iV Cl—C3V—CiC4.

c,t:=x, ————:=a
1 ) b
c,—CV

=b.
c,—cV

Azt szeretnénk latni, hogy az e “=ax+b egyenletnek van nemnegativ megoldasa.
Tekintstik az egytutthatokat, mint ¢,V hiperbolikus fliiggvényeit, és vizsgaljuk meg a

lehetéségeket.
Figyelembe véve, hogy 0<c,V <c,-0.11, az eredményt az aldbbi tadblazat mutatja:
c,V (0,c,) c,,¢50.11
a a>0 a<—1
b b<l-c,c,<0 b>1
nemnegativ
. , 1 1
megoldasszam:

Ezzel az allitast belattuk. [

2.1.2. LEMMA:

Tekintsilk a ¢,(t)=0 egyenlet egyértelmii ¢>0 megoldasat.
Ekkor V—0 esetén t—o.

Bizonyitds. Elegend6 azt beldtni, hogy ha ¢,V —0, akkor az el6z6 bizonyitds soran
bevezetett ¢ *=qgx+b egyenlet nemnegativ 3<=le megolddsa tart a végtelenbe.

Ez pedig kovetkezik abbdl, hogy ¢,V —0 (c;V<c,) esetén a—0, b—1—c,c,, ahol
1-c,c,<0. O

Gondoljuk meg, mit is jelent ez az allitas a modell helyességére nézve.

A bioldgusok mérései szerint a sejtmembran két oldala k6zotti potencialkiillonbség az
AP-folyamat 0.5 ms-os id6tartama alatt -70 mV-r6l +40-re valtozik, és amikor ezt a
hatéart elérte, 1étrejon az akcios potencial. Ez a modelliinkben ugy jelenik meg, hogy a
fesziiltség értéke 0.11 V-rol csokken fokozatosan O-ra. A fesziiltség csokkenését az
ionok sejtbe aramldsa okozza, masrészt az ionokat a pozitiv fesziiltségi allapot
készteti mozgasra. A fenti eredmény tehat azt jelenti, hogy a modellink szerint az
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apro fesziiltségi allapotok mellett az ionok atjutdsa oly mértékben lelassul, hogy a 0
V-os értéket csak a végtelenben érhetjlik el. Azaz az AP sosem jon létre!

Ez a latszolag paradox tulajdonsag azonban kikiiszobolhet§, ha a 0 V értéket egy
kell6éen apré e-nal helyettesitve teljestl, hogy az € fesziltség mellett indulé ion 0.5
ms alatt atjut a csatorndn. Ugyanis, ha & a mV-os nagysagrendhez képest
elhanyagolhatdan kicsi, akkor igy nem hamisitjuk meg a 0-nak megfeleld, eredetileg
mérési eredményként kapott +40 mV-os kritikus értéket.

2.1.3. ALLITAS:

Legyen £=7.38-10"". Ekkor egy adott V=>¢ fesziiltség-érték mellett indulé ion
0.5 msec alatt atjut a csatornan.

Bizonyitds. Legyen 0.5-10 °=¢.
Elég azt belatni, hogy V=¢ esetén ¢,(t)<0, hiszen ¢,(t) szigortan monoton
csokkeno.

PO Rt o VA I S o9 A o 74 c,—c,V c,V . oV
0, (t)= 1 23 e =t 32 -1 4 1 23 ' Al ——— i+ 32 _i+c4'
o c ¢, C c c,t+1 ¢, ¢, €
Itt a jobboldal:
c,—cV c,V . o,V . N
2 L 574 -~ —i+c4<0 e —c,V-i'+(c,c,~1)t+c,<0
c; c,t+1 ¢ ¢, ¢
1)+ .5-10°=1)-5-10 *+5-10"° _
_lewey )2 ¢,_(6.76-5-10°~1)-5 1045107 7 3799.107.
Cyt 9.16-25-10

A V paraméter lehetséges értékeinek pontositasa:

Az el6bbi eredmény tehat azt jelenti, hogy a modell jol irja le a valésagos folyamatot,
ha azt tessziik fel, hogy az akcidos potencidl létrejottét eredményezé Kkritikus

membréanpotencidl értéke 40-10 °—e=40-10"°-7.38-10"" V. Ezt a feltételezést pedig

nyilvanvaléan elfogadhatjuk, hiszen ez a modositott kritikus érték mindossze 7.38
tizezred mV-tal tér el az eredetileg mért +40 mV kritikus értéktol.

Igy a modellben a tovabbiakban azt fogjuk feltenni, hogy U €[-70,40—-7.38-10"¢] mV,
azaz V€[7.38-107,0.11] V.
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2.2. A feladat megoldasanak lehetoségei

Azokat a B, V paraméter értékeket keressiik, amelyek mellett az ion nem jut at a
csatornan. A tovabbiakban a (B, V) paraméterpart megengedettnek hivjuk, ha:
vVe[7.38-1077, 0.11], |B|€l0, 10].
Amennyiben léteznek ilyen megengedett parok és mar a rendelkezésiinkre allnak,
meg tudjuk vizsgalni, hogy van-e olyan magneses tér, amely kell6 mennyiségi
fesziiltségi allapot mellett kitériti az iont, és igy a valésdgban kelléen sok ion sejtbe
jutdsat akadalyozhatjuk meg altala. Hiszen az AP létrejotte azon mulik, hogy hany ion
jut at a csatornakon.

A megfelel6 paraméter értékeket az alabbi médokon taldlhatjuk meg:
Azokat a parokat keressik, amelyek mellett az ion:
1) nem éri el a csatorna talsd végét, azaz, amely paraméter értékek mellett nincs

olyan r€[0, 5-10°*], amelyre ¢(r)=(x,y,0), ahol x€[-2.55-10"",2.55-107"°] m,
y€[-1.55-107"?,1.55-107""] m,

2) mindvégig az x-y sik f6l6tt marad, azaz V€0, 5-107*] -re ¢,(¢)>0,

3) a csatorna falanak utkozik, még miel6tt a talso végét elérné.

Itt elegenddének tekintjiik, ha a részecske a csatorna faldhoz ér, ugyanis feltehetd

hogy ekkor olyan kémiai reakciok indulnak be, amelyek az ion tovabbi mozgasat
végleg meghiusitjdk. Tehat itt azokat a parokat keressiik, amelyek mellett

37€[0, 5-10™], amelyre ¢(7)=(x,y,z), ahol z>0 és |x|=2.55-10"""—r vagy
ly|=1.55-10"""—r.

2.2.1. Elemi megkozelités

Amennyiben ismerjiikk a rendszer @ megoldasat, megprobalhatjuk a lehetséges
paraméter-értékeket egy egyenlétlenségrendszer megoldasaval megtalalni.

A differencidlegyenletrendszer megoldésa:

2.2.1. TETEL: Ha A és d konstans maétrixok, akkor az x(t)=A-x(t)+d, x(0)=p
(A-t)
n!

t 0
rendszer megoldésa: x(t):e/“-p—kfeA‘(H)-dds, ahol e*'=) O
0 n=0

A tételt alkalmazva, a szlikséges szamitasok elvégzésével kapjuk, hogy a
koordinatankénti megoldas:

C3V(Cz|B|2(2C1b2_C2b1b3)+Cfblb3)_C1b1b3+czb2|B|2
[BI*(ci+c2lBY)’ |BI(ci+c3IBl)
C3V(c2(2clb1b3+c2b2|B|2)—cfb2)+ ¢, b,—c,b, b,
|B|(ci+c3lB)? |Bl(c;+c3|Bf)
b,b,(c,—c;V) _., —c,c;V(c,bby—cyb,) +03b1b3V_cz(czb1b3—clb2)_

-cos(c,|B|t)e " —

0, (t)=

t

-sin(c,|B|t)-e " +

-e .
ci|B[* ¢,(¢;+¢3|Bf) B ¢ (ci+clBf)
C3V(C2|B|2(2C1bz_C2b1b3>+C§b1 b;)
|BI*(ci+c3|B")

3
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—C3V(C2|B|2(C2b2b3+2C1b1)—Cib2b3)_C1b2b3—C2b1|B|2
|BI*(ci+c3l BI')’ B (ci+c3|Bl")
C3V(C2(2C1b2b3_c2b1|B|2>+C§b1)_ ¢,b,+¢,b, b,
|Bl(ci+c3| B’ |Bl(ci+c;lBP)
b2b3(c1—c3V). oy —CZC3V(C2b2b3+C1b1). Jrc3b2b3V_c2(czb2b3—i-clb1)
c /B’ c,(c;+c3|Bf) cilBf c(ci+cBf)
CSV(C2|B|2(C2b2b3+2C1b1>_cfb2b3)
|B[*(ci+clBI)

-cos(c,|B|t)e " —

0,(t)=

t

-sin(c,|B|t)-e " +

b

_[ =& V(bi+b)(ci=c3|Bf) | ¢ (bj+b))

(p3(t)— 2/ 2, 21p)2\2 + 2/ 2 2| 52
B[ (ci+c,|Bl) |Bf (ci+c;|Bl')

2¢,c,c,V (bi+b2)  c,(bi+b;)

-cos(c,|B|t)-e "+

e bilc,—c,V) _

5 > 5 — > > > .Sin(cz|B|t).e C1I+ 3( ; 23 ).e ot
|Bl(ci+c3|B[Y)”  [Bl(ci+cy| B c1|B|

e V(citeiby) - e V(bi+by)(ci—c|Bl) b3V cit+ab;

c,(ci+c|Bf) | BI*(ci+c3]Bf*)* ciIBf ¢ (ci+c;|Bf)

C,.

Minthogy ¢ koordinatdi bonyolult transzcendens kifejezések, a szamitasokkal
egykonnyen egyik megkozelitésben sem végezhetnénk.

2.2.2. A modell egyszerusitése

A Lorentz-er§ F,=Q-v(t)XB képletébdl lathatd, hogy a méagneses eré merdleges B-
re és v-re, velitk jobbrendszert alkot, és nagysaga |F|=|Q[|B||v(t)]'sina, ahol a a B és
v vektorok altal bezart sz6g. A sebességvektor a magneses tértél mentes folyamatban
mindvégig a z-tengellyel parhuzamos. Ez azt jelenti, hogy a magneses er6 az ion
mozgasanak kezddépillanatdban akkor a legnagyobb, amikor a tér indukciévektora
merdleges a z-tengelyre. Ekkor a részecskét a magneses tér vizszintes irdnyban
mozdithatja el. igy a csatorna keresztmetszetét tekintetbe véve, az ion leghamarabb
akkor érhetné el a csatorna falat, ha B parhuzamos az x-tengellyel.

Tekintsiik tehdt ezt a specialis esetet, azaz amikor B=(b,,0,0), ahol b,€[0,10]. Ekkor

az ion mindvégig az y-z sikban marad, tehat ¢, (t)=¢,(t)=0.

(o)

Célunk, hogy az ion a csatorna aljat ne érje el. ¢(0)

=

Y
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A rendszer az aldbbi alakra egyszertsodik:

o (t)=(g,(t), (P3(t)),

q)‘z (t):—C1'¢2(t)+C2bl'(p3(t),
(ﬁ3(t)=—02b1~¢2(t)—cl~(p'3(t)—c3V,

®(0)=(0,c,), ¢(0)=(0,—1).
Matrixos alakban:

x(t)=(p(t),v(t))", x(t)=(¢(t),v(t))" és x(t)=A-x(t)+d, ahol AecR***, deR*,

0 0 1 0
0 0 0 1 T

A=lo 0 —c, b d=(0,0,0,—cy V)", és x(0)=(9(0),v(0))"=(0,¢,,0,—1)".
0 0 _C2b1 _Cl

Az ion pdlydja:

—2c,c,c,Vb, c,b, et
t)= -cos(c,b,t)e ™ +
P b e |
212 2
c;V(cybi—c)) c, sin(c,b,t)-e ' czc3Vb1't_ c,b, +2c1c2c3Vb1

2 21.2\2 2 212 2 212 2 212 2 212\2 °
(c;+cyb)) ci+cb; ci+aob; ci+cyb;  (ci+c;by)

c;V (czbi—c7) G

—C,t
0, (t)= -cos(c,b t)-e " +
(ci+eby)’  citeb)
2 212
2C1C2C3Vb1_ b, sin(c, b, t)-e " — €63V ] C3V(C1_Czb1)_ Cq g
(ci+cibif  ci+cab] 2 ci+cib? (cA+cb)’  c4cabt

Arra, hogy a feladatot egyenl6tlenségekkel oldjuk meg, még ez az egyszeriibb
rendszer sem alkalmas, mégis kihaszndlhatjuk, hogy a palya lényegesen
leegyszerisodott és a paraméterek szama négyrol kettére csokkent.

A tovabbiakban ezzel a rendszerrel fogunk foglalkozni.
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3. A modell becsléses vizsgalata

Ebben a részben arra fogunk térekedni, hogy minél tobb megengedett V fesziiltségi
allapotrél beldssuk, nincs hozza megfelel6 megengedett magneses tér, amellyel az
iont a csatorna faldnak utkoztethetnénk.

Pontosabban azt szeretnénk belatni, hogy amennyiben a paraméterek olyanok, hogy
az ion 0.5 ms alatt eléri a csatorna aljanak sikjat, akkor a részecske fiiggéleges iranyu
mozgdasa minden esetben annyival gyorsabb az oldalirdnyindl, hogy mire vizszintesen
elérné a csatorna falat, addigra mar mindig leér az aljaig.

A megoldas menete a kovetkezd lehetne:

Tegyiik fel, hogy a ¢,(t)=0 egyenletnek van megoldasa a [0,5-10 ‘] intervallumon.
Elsallitjuk a ¢,(t) és o,(t) figgvényeknek egy-egy @,(t) és @,(t) becslését ugy, hogy
ezekre kezdetben ugyanaz teljesilljon, mint az eredeti koordinatakra, azaz:
$,(0)=0, ¢,(0)=c,, 9,(0)=0, ¢;(0)=-1.

Ezenkivill |9,(t)|<@,(t), @,(t)<@,(t) és a ¢,(t)=0 egyenletnek is van megoldasa a
[0,5-107"] intervallumon.

Ez azt jelentené, hogy a becslésekbdl kapott rendszerben a részecske a vizszintes
irdnyban elérébb, a fiigglleges iranyban hatrébb jar, mint az eredetiben, azaz ha a
fenti tulajdonsag a becsiilt rendszerben teljesiil, akkor biztosan teljesiil az eredetiben
is.

Ezutan a kovetkezét mutatjuk meg:
Ha adott paraméterértékek mellett az ion eléri a csatorna faldnak egyenesét, azaz a

@,(t)=1.55-10"""—r egyenletnek van nemnegativ megoldasa, akkor legyenek t, és t,
azok a legkorabbi idépontok, amikor @, (t,)=0 és @,(t,)=1.55-10"""—r. Ekkor t,<t,.
(Ha At>0: ¢,(t)=1.55-10"""~r, akkor régtén készen vagyunk.)

Megjegyzés:

1) Ha a paraméterek olyanok, hogy a [0, 5-10 '] intervallumon a @,(t)=0 egyenletnek

van megoldésa, akkor ¢,(t)<d@,(t) miatt a ¢,(t)=0 egyenletnek is van. Ezért az utdbbi
feltételt nem fogjuk eldre ellendrizni.

2) Ha a fejezet elején megfogalmazott negativ eredményre toreksziink, akkor mindkeét
koordinatdnal erds becslésre van sziikség. ¢,(t) esetében azért, hogy a becsiilt
rendszerben nehogy "tdl hamar" elérjik a csatorna falat. ¢,(t) esetében pedig azért,
hogy a ¢,(t)=0 egyenletnek a lehetd legtobb olyan esetben legyen megoldasa, amikor
a ¢,(t)=0 egyenletnek van, azaz a leheté legtobb paraméter beallitdis mellett
elmondhassuk, hogy az ion atjut a csatornan.
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3.1. A koordinatafiiggvények becslései
A becsléseket az eredeti

962(t):_c1'¢2(t)+czb1'(p3(t)’ (Pz(o):()) ¢2(0):0,
(/53(t)Z—C2b1-(p2(t)—C1-¢3(t)—C3V, @3(0):C4: (/53<0):—1

differencidlegyenletekbdl fogjuk szarmaztatni gy, hogy az 4j rendszernek megfeleld
egyenletek egymastol fiiggetlenné valjanak.

Az aldbbiakban figyelembe vessziikk, a konstansok és a paraméterek lehetséges
értékeit: ¢,=6.76-10", ¢,=4.58-10", ¢,=9.16-10", ¢,=5-10"°, b,€[0, 10],
Ve[7.38:1077, 0.11], illetve hogy a 2. részben kiszamitott megoldas alapjan:

; €65V : e, ©2G3b V e C2G3bV

¢, (t)=| 555~ 1]sin(c,b,t)-e " +—S—75-cos(c,b t)e ===,
cit e by c,+c,b; ci+cib;

: —C,¢5b, Vo i | €165V el GV

¢ (t)=——55sin(c,b t)-e "'+ 5 —55—1|-cos(c, b, t)-e ' ————.
i+ cyb) citesby ci+c,b;

Mindkét koordinata becslésénél haszndlni fogjuk a kovetkez6 két lemmat.

3.1.1. LEMMA [7]:

Tegyiik fel, hogy f,g: R°—IR folytonos, a méasodik valtozéjukban lokalisan
Lipschitz tipusu fuiggvények, melyekre f<g.

Legyen még x(t)=f(x(t)), y(t)=g(y(t)) és x(to)<y(ty).

Ekkor x(t)<y(t) Vit=>t,.

3.1.2. LEMMA:

Legyenek x,y: IR,—IR differencidlhaté fliggvények, melyekre
x(t)<y(t) VteR, és x(0)<y(0). Ekkor x(t)<y(t) VteR,.

Most ratérunk a becslésekre.

3.1.3. ALLITAS:

N 3¢c,b 1 1
Legyen @,(t)= 21-(t+— !

) S t)<g,(t) é
bl L ) Ekkor [p,(0)<@,(¢) és

®,(0)=0,(0)=0, (ﬁz(o):q’z(o)zo-

Bizonyitas. |¢,(t)] becsléséhez elészor a @,(t)=—c,-¢,(t)+c,b,-¢,(t) egyenlet jobb-
oldalat fogjuk megbecsiilni ugy, hogy kozben ¢, (t) -t kikiiszéboljiik.

. —C,¢3b, V. e, | €16V et GGV
A ¢,(t)=——5—sin(c,b,t)-e” "'+ Z—sz—l -cos(c,b,t)e " Q] kifejezés
1760 c;tcyby c;t+c, by

tagjainak egyitthatéira:
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c,c.b,V c,c,(b \% . .
8PV (B Viner  4.589.16-0.11 1 05 04004051 0711076

ci+cb,  c+cb), 676
c.c,V c,c,V . .
GV €&V 916:01110 o
citeyby it oy (b, 6.76
c,c.b,V c,c,V c,c.V c¢,c.bV _
Ebboél (/53(t)< 22 : 21 2 21 32 2 T 21 32 — 21 2+1<1'01'10 6+1’ illetve
c,+cyby | +cob] ci+cib;  c+cib?
—c,c;b,V | c,c,V c,c;V -
(/53(t)> 22 3212 - 2l 32 2 T 32 2 >-1.01-10 *~1-15 adodik.
ci+cibt |+ cb ci+csby

Béven teljesiil tehat, hogy —3<¢,(t)<2, ésigy @,(t)=—c, ¢,(t)+c,b,-¢,(t) miatt
_C1'¢2(t)_3czb1 < (ﬁz(t) < _C1'¢2(t)+2czb1'

Legyen ¢, (t)=—c¢,(t)+2c,b, és ¢,(t)=—c,;@,(t)—3¢,b,, és rogzitsikk még a
9,(0)=@,(0)=¢,(0)=0 kezdeti feltételeket.

A 3.1.1. lemma jeloléseinek megfeleléen legyen ¢, (t)=f (t,¢,(t)), <ﬁz(t)=g(t,(p2(t)).
(f ¢,(t) &ltal fiigg t-t6l, g valdjaban nem fiigg t-tél.)
f(t,z)=—c,-z+c,b,-¢,(t), g(t,z)=—c,-z+2c,b, nyilvan folytonosak és z-ben lokalisan
Lipschitz tulajdonsaguak, tovabba f<g és (p‘z(O):(ﬁZ(O).

Ezért a lemma alapjan ¢, (t)<(ﬁ2(t), Vt=0.

Hasonldéan a ¢, (t)=g(t,9,(t)), @,(t)=f(t,0,(t)) valasztassal kapjuk, hogy
0, (t)<@,(t), Vt=0.

A differencidlegyenletek megoldasaval, a kezdeti feltételt is figyelembe véve:
2c,b, 2c2b1‘e_clt’ @(t):—3c2b1+302b1‘e_m.
¢y ¢y ¢y ¢y

Tegyuk még fel, hogy @2(0)2(/72(0)=(p2(0)=0.

q)z()

Minthogy (ﬁz(t)<¢2(t)<(ﬁz(t) V=0 és ¢,(0)

=9,(0)=9,(0)=0, ezért az 3.1.2. lemma
alkalmazasaval kapjuk, hogy @, (t)<o,(t)<@,(t)

Y t=0.

A fenti egyenleteket integralva és a kezdeti feltételt is figyelembe véve, végil a

. 2c.b 2c,b, _ 2¢,b —3c,b 3c,b, _ 3c,b
g02<t): 2 1't+ 22 1_e it 22 1 éS (ﬁz(t): 2 l't— 22 1 -t 22 1
€1 ¢y ¢y 1 = ¢y

fiiggvényekre teljesiil, hogy @, (t)<e,(t)<@,(t) Vt=0.

Azonnal latszik, hogy @,(t)<0, ¢,(t)>0 V=0, ezért
lo,(t)|<max(¢,(t),—@,(t))=—@,(t) (ahol az utolsé egyenléség szintén nyilvanvald). [

3.1.4. ALLITAS:
30c3b 1% *+30c3b,—c,c,V
Legyen ¢,(t)= Z 1CZC 1% -H—C1 CZC; €163 (e " —1)+c,.
1 1

Ekkor 903(t)<§53<t): @3(0):¢3<0):C4» (ﬁ3<0):(p3(0):_1-
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Bizonyitds. Most a ¢, (t)=—c,b,-¢,(t)—c, ¢,(t)—c;'V egyenletbdl indulunk ki, és @,(t)
kikuszobolésével szeretnénk becslést adni.
” . . sy s , , - _3C2b1 3C2b1 —ct . , ,
Az el6bbi bizonyitdsban méar lattuk, hogy ¢,(t)= - + e " szigoru alsé
1 1

becslése ¢, (t) -nek. Ebbdl most egy szdmszert als6 becslést adunk.

Ha b,=0 = ¢,(t)=0, tehét ¢,(t)>0.
Ha b,#0, akkor legyen a>0 és tegyilk fel, hogy ¢,(t)>—a. Ez azt jelenti, hogy

—C C a 74 z . . . oy 7
e 1t>1_3c1b . Az egyenlotlenseg teljesul, ha a jobb oldal nem pozitiv, azaz
2¥1

3¢c,b

3c .
. '<a. Minthogy b,<10 az a:=c—2-10 véalasztassal ¢,(t)>@,(t)>—a.
1 1

Tehat @, (t)=c,b,a—c, ¢,(t)—c,V felsé becslése @ (t)-nek.

Tegyiik még fel, hogy ¢,(0)=¢,(0)=—
Legyen ¢ (t)=f(t,¢;(t)) és %( t)=gl(t, <p3( t)) (fa ¢,(t) altal fiigg t-t6l, g valéjaban nem
fugg t-tol).

f(t,z)=—c,-z—c,b,-¢,(t)—c,V, g(t,z)=—c,-z+c,b,a—c,V nyilvan folytonosak és z-ben
lokélisan Lipschitz tulajdonsagtak, tovabba f<g és ¢,(0)=¢,(0).

Ezért az 3.1.1. lemma alapjan ¢, (t)<@,(t) V t=0.

Integrdalva és a kezdeti feltételt is figyelembe véve kapjuk, hogy:

c,bja—c,V c¢,+c,bja—c,V o

(o] Cq

0, (t)=

ot

Ha most @,(0)=0,(0)=c, teljesiil, akkor az 3.1.2. lemmaval ¢,(t)<@,(t) Vt=0.

Ujabb integralassal kapjuk a kezdeti feltételnek is eleget tevé

. c,b,a-—c,v  c¢,+c,bja—c,V __., c,+c,ba—c,V ) ) )

@, (t)= p T+ > e — 5 +c, figgvényt, amely tehat
1 Cy C,

fels6 becslése ¢,(t) -nek. Ezutan a-t visszahelyettesitve kapjuk az allitast. O

Az utolsé feltétel, amit ellendrizniink kell, hogy a ¢,(t)=0 illetve ¢,(t)=0
egyenleteknek mely paraméter parok mellett van nemnegativ megoldasuk.

3.1.5. ALLITAS:
30cb,—c,c5V c:+30c:b,—c ¢,V
‘t+ -
C1 €y
Ekkor a ¢,(t)=0 egyenletnek van megolddsa a [0,5-10 %] intervallumon
minden b,€[0, 10], V€[7.38:107, 0.11] paraméter pérra.

Tekintsiik a @¢,(t)= (e ""—1)+c, fliggvényt.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ¢,(t) szigorian monoton csokken, hiszen

. 30c;b,—c,c5sV 4306 b,—c,csV ., 30cib,—c,c V e e

&, (t)= 2 12 163V G 2 21 1537 et 2 12 163 (1—e %)—e ™, ahol
€y €y €y

30¢3b,—c, 03 V<30Cab, gy —C1C5 V min=30-4.58>-10""—6.76-9.16-7.38-107 <0.
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Minthogy @,(0)=c,>0, elegend§ azt belatni, hogy t=5-10"" esetén @,()<0.

A nevezdkkel beszorozva és kis atrendezéssel kapjuk, hogy
@, (1)<0=(30csb,—c,c,V)-(c,t+e ' —=1)+c(e ' —1)+cc,<0.
Figyelembe véve, hogy 30c¢;b,—c,c,V <0,
(30cib,—c,c, V)(c,t+e ™ —1)+ci(e ' —1)+c,c; < (30c3b
< C4C?<(C1C3Vmin_30cgbl max)'(clf_]-)'

Ez pedig teljesil, mert c,c;=6.76"-5-10"=1544.58-10*, a jobboldalon &ll6 kifejezés
pedig (6.76-9.16-7.38-10—30-4.58>10"°)(6.76-5-10'°—1)~1544.60- 10>.

1 max C1C3Vmin)'(clf_1)+c4ci<0

Ezzel az éllitast bebizonyitottuk. ]

3.1.6. KOVETKEZMENY:

A ¢,(t)=0 egyenletnek van megoldésa a |0, 5-10 ‘] intervallumon minden
b,€[0, 10], V€[7.38-1077, 0.11] paraméter parra.

Bizonyitas. ¢,(t)<@,(t). O

3.2. Megengedett megoldasok kizarasa

3.2.1. ALLITAS:

Barmely b,€[0, 10], V€[7.38:107, 0.11] paraméter par esetén az ion 0.5 ms-
on belil atjut a csatorndn.

Bizonyitas. A fejezet elején leirt moddszert fogjuk alkalmazni. Azaz tekintjik a

3¢,b
5.0="2 1.(t+i‘ew_i

és a
1 Cq ¢

4, (t)= 306 b1—20103V 4 Cf+300§b31—clc3V
€y €y

és megmutatjuk, hogy az altaluk meghatarozott rendszerben igaz az allitds, ami azt
jelenti, hogy az eredeti rendszerre is teljesul.

Az egyszeriiség kedvéért legyen 1.55-10 °—r=1.55-10""°-9.5-10""'=6-10""=a.

(e ""—1)+c, fliggvényeket,

I. eset. Azokra a b, értékekre, amelyekre @,(t)=a nem megoldhaté, azonnal készen
vagyunk, hiszen ekkor az ion sosem éri el a csatorna falat, viszont barmely
megengedett V fesziiltségi allapot esetén legfeljebb 0.5 ms alatt eljut az aljaig.
Kérdés, hogy van-e ilyen érték, és mi az.

Ha b,=0, akkor @,(t)=0, tehat ezzel az esettel kész vagyunk.
2
. acy

Ha b,#0, akkor ¢,(t)=aee “'=—c t+
a b, akkor ¢,(t)=a<=e c, 3.b,

+1.

2
G

Vezessiik be a ¢t :=x jelolést, és legyen a= +1. Itt a>1, tehat az e "=—x+a
271

egyenletnek, és igy @, (t)=a-nak 3! nemnegativ megoldédsa V b,€(0,10| paraméterre.
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II. eset. Vb,€(0,10| és V€[7.38:107,0.11] esetén, azt szeretnénk latni, hogy ha
t,,t,=0 a ¢,(t,)=0 és @,(t,)=a egyenletek egyértelmli megoldéasai (mar lattuk, hogy
@,(t)=0 -nak is egyetlen nemnegativ megoldasa van), akkor t,<t,.

A bizonyitashoz haszndlni fogjuk az alabbi egyszeri észrevételt:

LEMMA: @,(t) szigortian monoton né, és @,(t) szigorian monoton csékken, minden
megengedett b,, V pérra.

Bizonyitds. A lemma ¢, (t) -re vonatkoz6 részét mar belattuk a 3.1.5. 4llitds bizonyita-
saban.

_3¢,b, 3c,b,

Ha t>0, akkor (52 (t)= (1—e‘c1t)>c—~(1—1)20, tehat ¢,(t) valéban szigortan
Cq 1
monoton né. [
c,c,V—c’ -’
1.) Ha blz%, azaz c’+30c2b,—c,c,V =0, akkor ¢,(t)=——t+c,=0 < t=c,.
c, G

Mivel @,(t) szigorian monoton né, ezért elég azt belatni, hogy ¢,(c,)<a,V b,.
Ez pedig teljesil, hiszen ¢=6-10""", és

- 3¢,b, 1 ce. 1)_306 1 e, 1| 30c, 34585 . 1
C,)= e, +—e =< e H—e T=—|< C= 10 .
9 (cy) ) Y c,| ¢ Yo c,] ¢, * 676
.. C1C3V_C§
2.) Tegyuk fel, hogy b,#————
30¢,

Figyelembe véve a monotonitdsi tulajdonsdgokat és a kezddértékeket: ¢,(0)=c,>0,
3,(0)—a=—a<0, a t,<t, egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha a @, (t)=¢,(t)—«a
egyenlet { megoldasat a fiiggvényekbe visszahelyettesitve @,(t)=@,(f)—a<0 minden
lehetséges paraméter par mellett.

Az aldbbiakban kiszdmitjuk  értékét, illetve felsé becslést adunk rd, amikor a pontos

értékét nem tudjuk megadni. Ezutdn a @,(t)—a kifejezésbe fogunk visszahelyettesite-

ni, ugyanis ekkor @,(t)—a monoton névekvd volta miatt, { <7 esetén ¢,(7)—a<0=
= (ﬁz(f)_a<0-

953(t):(l32(t)_a <

30 C; b1_2C1C3V .t+ C§+30C§b1_cl C3V .(e_clt_1)+c4: 3C2b1.(t+ ]_ —cit

3
¢y ¢y G

(30c3b,—3c¢, ¢, by—cyc3V)-cyt+(ci+(30 3 b,—3c, ¢, by —c,c5 V) )-e ' +ci(c,cutc a—1)—
(30c3b,—3c¢, ¢, b,—c,c3V)=0.

Legyen Clt:X’ éS 30C§b1_3C1C2b1_C1C3V:3C2b1(10C2_C1)_C1C3V::p.
Ezzel az egyenlet p-x+(ci+p)-e *—p+ci(c,c,+c,a—1)=0 alakra irhaté.

Ha most az egyenlet bal oldalén &llé kifejezést fix) jeldli, akkor f'(x)=p—(ci+p)-e™,

ahol c¢,>10c, = p<0, és kénnyen ellendrizhetd, hogy ci+p eléjele barmilyen lehet.
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Ha c;+p=>0, akkor f'(x)<0, ha pedig c;+p<0, akkor f'(x)<p—(ci+p)=—c:<0.
Ezek szerint egy szigorian monoton csokkené fiiggvény x zérushelyét keressik.

2/a.) Ha p=—c;, akkor f(x)=—c;-x+ci(c,cst+c,a)=0=x=c,(c,+a).

Tehat X=c,(c,+a), azaz t=c,+a megoldasa a ¢,(t)=¢,(t)—a egyenletnek.

Visszahelyettesitve a @, (t)—a kifejezésbe:

gﬁz(f)—aZBCZbl c4+a+ie_cl(c“+‘”—i
¢y € G

Itt a baloldal kisebb, mint 30c,c,(c,+a)—cia=

30-4.58-6.76-10°'(5-10°+6-10 ") —6.76°-6-10" ~7-10"*—274-10"" <0, igy ezzel az esettel

készen vagyunk.

—a<0 o 302b1(cl(c4+ a)+e_c‘<c‘+“)—1)—cio(<0

A tobbi esetben az f(x)=0 egyenlet algebrailag nem megoldhatd, ezért az x
zérushelyre felsé becslést fogunk adni, ezzel a ¢ értékére is felsé becslést kapunk.

2/b.) Ha p>-—c;, akkor f(x)<p-x+(c§+p)-ﬁ—p+ci(c1c4+c1a—1):=g(x).

Mivel x>0, g(x) folytonos, szigorian monoton csokkend és ¢(0)>0, ezért pontosan
egy pozitiv zérushelye van.
g(x)=0 & p-x’+ci(c,c,+c,a—1)-x+ci(c,c,+c,a)=0.

Legyen a=c;(c,c,+c,a—1), b=c.(c,c,+c,a). Ezzel a jeloléssel a g(x)=0 egyenlet po-
a+va’—4pb

Erre x<x, hiszen f(x)<g(x)=0, f(%)=0, és fszigorian monoton csokkend.

zitiv megoldasa: x=

Itt x nem hozhaté szép alakra, ezért még neki is egy x fels6 becslését vesszik,
felhasznalva, hogy —p<c: = a’—4pb<dad’+4c’b.

A jobb oldalba a-t és b-t visszahelyettesitve kapjuk, hogy a’+4c’b=c](c,c,+c,a+1)".
a+ci(cic,+cia+1) cf(cicy+cia—1)+ci(c e+ cia+1)  cile,+a)

Tehat x:= = , t=Xl/c,.
—2p —2p -p
, ~ % 36,b (. 1 o
Most azt szeretnénk, hogy (pz(t)—orzc— t+C—e : - —a<0 legyen minden meg-
1 1 1

engedett paraméterre.
A nevezOkkel beszorozva kapjuk, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha

—1)—cfor.

X

302b1(c1f+efc’z—1)—cfa<0, ahol 3¢,b,[x+e*—1|-c’a <3c,b,| %+

X+1

A 3c,b,

5<+ﬁ— 1)— cfa <0 egyenlétlenséget fogjuk ellendrizni.

Megint szorozva a nevezével a 3¢,b,%X°—(x+1)c;a<0 egyenlétlenséghez jutunk, ahol

2

_ C?(C4+a)
—P

cf(c4+0{)

3¢,b, %’ —(x+1)cia=3c,b, +1|cta<0 e

3¢,b,ci(c,+a)+cia(c,+a)p—a p’<0.

Végill a p=3c,b,(10c,—c,)—c,c;V kifejezést visszahelyettesitve a
3¢,b,ci(c,+a)+cialc,+a)(3¢,b,(10c,—¢;)—c,c3V)—a(3¢,b,(10 c,— ;) —c,c5V )’ <0
ekvivalens feltételt kapjuk.
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Tekintsiik a baloldali kifejezést, mint b, masodfokud polinomjat: a-b;+b-b,+c, ahol:
a=—9ac3(10c,—c,) <0, c=—c.c;Va(ci(c,+a)+c;,V)<0, és
b=3c,c,[ci(c,+a)(c,c,+10c,a)+2(10c,—c,)c; Va|>0, hiszen ez pontosan akkor igaz,
ci(c,+a)(cic+10c,a)  6.76°10"(540.06)(6.76-5-10°+4.58-6-10~°)

ha V< =
2(c,—10¢,)c,a 2(6.76:10°—4.58)9.16-6-10"

~10518105.

Igy a polinomnak vagy nincs valds gyoke, vagy ha van, akkor az negativ, ami azt
jelenti, hogy az a-b;+b-b,+c<0 egyenlStlenség teljesil Vb,€[0,10] esetén.

2/c.) Ha p<—cj, akkor f(x)<p-x—p+ci(c,cytca—1):=g(x).
ci(c,c,+c,a—1)
5 )
ci(cicqtcia—1)
p

g(x)=0 o x=1—

Tehat x:=1— , ekkor T=x/c,>t.

Mint az el6z6 pontban lattuk, ahhoz hogy minden paraméter esetén ¢,(f)—a<0
legyen, elegendd, ha 3¢,b,x’—(X+1)c;a<0. Most x behelyettesitésével:

3c,b,|1— » » cias0e

2 2 2 2
3c2b1(p—c1(c1c4+c101—1)) —(2p—c1(c1c4+c10{—1))pc1a<0 o
(3c,b,—2c ) p*+ci(cia—6c,b,)(c,cu+c;a—1) p+3cic,b,(c e+ c,a—1)<0.

2
cf(c1c4+clo{—1)) _(2_ cic,cptca—1)| ,

Tekintsiik a baloldali kifejezést, mint p masodfoku polinomjat: a-p’+b-p+c.
Konnyen lathatd, hogy itt a<0, b>0, ¢>0, azaz a polinomnak egy negativ és egy
pozitiv gyoke van.
Minthogy p<0, az egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil, ha p legfeljebb akkora,
mint a negativ gyok:

- _b+Vb—dac _6c,b,—clatccia’+12ac,b,

2a - 2(3c,b,—2c%a)

.ci(c,c,+c,a—1):=K.

Vegyiik észre, hogy b, -ben a p és az K kifejezés is szigoritan monoton csokken, hiszen
p=3c,(10¢,—c,)b,—c,c,V, ahol 3¢,(10¢,—c,)<0, masrészt

dK 6c,b, +5C o
d_bl \/c a 4—120(c2

3C2Cfa(clc4+cla—1)
2(3¢c,b,—2cia)

<0.

Azt latjuk be, hogy p(b,)<K(b,) Vb,€[0, 10].
A 3.1.2 lemma alapjan ehhez elegendd, ha p(0)<K(0) és 5—5 %

A p(0)=—c,c,V <0=K(0) egyenlétlenség azonnal latszik.

Minthogy 5—1‘2)1:302(10 c,—¢,) konstans, a 5—£<Z—Ib<l egyenl6tlenség igazolasdhoz azt
dK

()

, dK . a
mutatjuk meg, hogy gp. Mmonoton névo és 3¢,(10¢,—c,)<
1
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3
dKk _9c;cialc e+ a—1)[c,(cia®+12ac,b,)*+54a c;bi+3cia’(30¢,b,—cla)]

d’b, (ci0(2+12orczb1)(3c2b1—2cfor)3\/cfozz%—120(c2b1
Mivel a nevezében (3c,b,—2c.a)<0, ezért
dK ;

>0ec,(cla’+12ac,b, ) +54 acib’+3c%a*(30¢,b,— ) <0.

d’b,
Ez pedig teljestil, hiszen a kifejezés b,=10 esetén maximalis, és ekkor értéke:
3

6.76-10"(6.762-36-10°+12-6-4.58-10 °)*+54-6-4.58% 10°+3-6.76-36-10'°(3-4.58 —6.76%-6-10°)

,. dK , y
~—9.02-10%. Tehdt —— valéban monoton nové.

db,
Végiil 5—5=3c2(10c2—cl):3-4.58-107(4.58-108—6.76~1014)~—9.29~1022,
1
d_K(O):—9C2(CIC4+C1a—1):—9-4.58-107(6.76-5.06-105—1)N_B'SB.IOM,
db, 4 4

és ezzel az allitast belattuk. O

3.3. Eredmények

Az el6z6 pontban azt kaptuk, hogy egy legfeljebb 10 T indukci6éji magneses tér nem
elegend6 ahhoz, hogy az ionok csatornan valo6 atjutasat altala megakadalyozhassuk.
Két kérdés marad, amivel még érdemes foglalkozni.

Az egyik, hogy vajon a magneses tér jelenléte nem lassitja-e le nagymértékben az
ionok mozgasat? Azt ugyan lattuk, hogy az &atjutds ideje nem nyulik fél ms-nal
hosszabbra, mégis elképzelhetd, hogy ha példaul mar az AP-folyamat elején lelassul a
részecskék mozgasa, akkor az maga utdn vonja az egész folyamat lelassulasat, igy
végul a rendszert befolydsolé tovabbi tényezok miatt (pl.: natrium-csatornak
bezarédasa, kadlium-kidramlas) nem jon létre az akciés potencidl.

Hogy a kérdésre vélaszt kapjunk, szamitégép segitségével kiszamitottuk a ¢,(t)=0
egyenlet megoldasat 0, 1, 5 illetve 10 T értékti magneses tér jelenlétében, mig a V
paraméter értékét a lehetd legnagyobbra allitottuk, hiszen a Lorentz-eré ebben az
esetben a legnagyobb, amikor az ion sebessége maximalis.

A vizsgalat azt mutatta ki, hogy a magneses tér nem befolydsolja az atjutas idejét,

ugyanis ez az idé mindharom esetben 3.35-10" s-nak adddott.

Kézenfekv6 a masik kérdés, hogy vajon lehetséges-e az atjutdst megakaddalyozni, ha
feltessziik, hogy tetszélegesen nagy magneses tér eldallithatd?

Erre a kovetkez0 fejezetben a kontrollelmélet médszereivel préobalunk kozelitd valaszt
adni.
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4. Elegend6 magneses indukcio keresése

Az alabbiakban eltekintliink attdl, hogy a magneses tér nagysdgara vonatkozdan a
realitasnak megfelel6 fels6 korlatot adjunk, s6t azt is megengedjik, hogy a
fesziilltség-paraméter tetszélegesen kicsi legyen. A bemutatott tételeket arra
szeretnénk majd felhaszndlni, hogy olyan paraméter értékeket mutassunk, amelyek
mellett az ion 0.5 ms-on belil a csatorna faldnak titkozik.

4.1. Kontrollelméleti alapfogalmak [6]

Nevezziilk rendszernek a vald vildg egy elkilonitheté részét, illetve annak
matematikai modelljét, kornyezetnek az adott rendszeren kiviili dolgok 0sszességét,
inputnak a kornyezet rendszerre gyakorolt hatdsat és outputnak a rendszer
kornyezetre gyakorolt hatésat. A tovabbiakban folytonos ideji rendszerekkel
foglalkozunk.

Definicidk:

Legyen I=(t,t) nyilt idGSintervallum, t<t.

Tegylk fel, hogy minden tel idépillanatban az x,(t),...,X,(t) paraméterek leirjdk az
objektum viselkedését, u,(t),...,u,(t) a kornyezet hatasat, y,(t),...,y,(t) pedig az
objektum kornyezetre gyakorolt hatasat.

Ekkor: x(t)=(x,(t),...,x,(t))" az objektum dllapotvektora,

az allapotvektorok lehetséges értékeinek halmaza: X <R" dllapottér.
u(t)=(u,(t),...,u,(t))" inputvektor, lehetséges értékeinek halmaza: USR",
y()=(y.(t),...,y,(t) €ER? outputvektor.

Feltessziik, hogy a folytonos idejl rendszerink dinamikdja megadhaté az

x(t)=f(t,x(t),u(t)), tel (4.1)

kozonséges differencidlegyenlettel, ahol f:IXXXU—IR", illetve hogy az output
leirhaté az y(t)=h(t,x(t),u(t)) figgvénnyel, ahol h:Ix X xU —IR".

Megengedett irdnyitasok:

Valodi objektumok esetén természetesen vannak a vezérlés lehetdségeit korlatozoé
tényezok is. Mint mar emlitettiik, meg kell adnunk azt az U halmazt, amely az
inputvektor lehetséges értékeit tartalmazza, hiszen ez 4&ltaldban nem lehet
akdarmilyen. Mdasrészt a gyakorlatban nincs médunk ra, hogy a vezérlést az idében
tetszélegesen valtoztassuk. Igy azt is meg kell mondani, hogy az u(-) irdnyitdsi
fliggvény milyen fuggvényosztalyba tartozik (példaul szakaszonként konstans vagy
szakaszonként folytonos, mérhetd, folytonos, stb.).

A tovabbiakban a |[t,]| intervallumon értelmezett megengedett vezériések osztalyat
A(t,t) -vel fogjuk jeldlni.
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A vezérlés megadéasanak két tipusa:

(a) Program szerinti, vagy nyilt hurokkal torténd vezérlés.
Ilyenkor u-t elézetes szamitasok alapjan adjuk meg: u:t—u(t) alakban.

(b) Visszacsatolasos, vagy zdrt hurokkal torténd vezérlés.

Ilyenkor a rendszer allapotanak és az idének a fiiggvényében adjuk meg u-t egy ¢
fliggvény segitségével:

¢: (t,x)€IXX - ¢(t,x)eU, u(t)=¢(t,x(t)).

Az iranyitdsi feladat célja:

Tegyiik fel, hogy adott egy t, kezdeti id6pont, illetve p,,u;<RR", ahol p, a rendszer
megengedett kezddallapotainak, p; a megengedett végallapotoknak egy halmaza.
Célunk: ugy iranyitani a rendszert, hogy az valamely t, idépontban eljusson g, -be.
Azaz: szeretnénk olyan megengedett u(-)€A(t,,t,) vezérlést taldlni, amelyre a (4.1)
egyenlet hozza tartozé x(-) megoldasara: x(t,)€p,, x(t,)€n,.

4.2. Linearis rendszerek iranyithatosaga [6]

A kontrollelméletben folytonos linearis rendszerrél beszélink, ha az f és h
figgvények x-ben és u-ban linearisak, azaz a rendszer az aldbbi alakra irhato:

x(t)=P(t)x(t)+Q(t)u(t) (4.2)
és y(t)=R(t)x(t)+S(t)u(t).

Feltesszik még, hogy a matrixfiggvények folytonosak, és hogy A és B elemei az
értelmezési tartomanyuk barmely véges részintervalluméan integralhatoak.

4.2.1. TETEL: Rogzitett u€A(t,,t,), t,(t,,t,), x(t,)=x, mellett (4.2)-nek 3!

megoldésa (t,,t,) -n: x(t)=®(t,t,) x,+ [ @(t,7)Q(1)u(t)dr,

to

ahol ¢(-,-): IXI>R™" a homogén egyenlet alapmaétrixa.

4.2.2. DEFINICIO:
(4.2) teljesen irdnyithaté a |[t,,t,] intervallumon, ha tetszéleges
XoEH, » X,€p, parhoz 3 olyan megengedett u€A(t,,t,), hogy ezzel az
irdnyitéssal (4.2) x(t,)=x, melletti megoldésara: x(t,)=x, .

4.2.3. TETEL: (4.2) pontosan akkor teljesen irdnyithaté a [t,,t,|-en, ha a
t
W(ty,t,)=] @(t,,5)Q(s)Q(s) ®(t,,s)" ds (4.3)

tD
matrix pozitiv definit.
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4.2.4. KOVETKEZMENY:

Tegyiik fel, hogy (4.2) teljesen irdnyithaté a [t,,t,] -en, és legyen x,Ep,,

X, €, rogzitett. Ekkor a (4.2) rendszer

u(t):==Q (1) @(t,,) W (to,t,) (@ (t1,t0) xo—x,) (4.4)
vezérlés melletti megoldéasara: és x(t,)=x, és x(t,)=x,.

4.3. A modell iranyithatésaga
A fent bevezetett jeloléseknek megfeleléen: x=(,,95,v,,v;)", u=(b;,V),

X:f(X,U):(Vz,V3:_01V2+C2b1V3;_02b1V2_01V3_C3V)T, X(O):(Osc4,0,_1)T-

Elsé megkozelitésben u-rol nem tessziik fel hogy konstans, értelmezési intervalluma a
0,|, tovabba b,€(0,0), VeE[0, 0.11].

Keressiik azon Tel0, 5-10‘4} értékeket, amelyekre a rendszer a [0,T| intervallumon
teljesen irdnyithato, majd azokat az u megengedett irdnyitasokat, amelyek a palyat T
id6 alatt az x,=(0,c,,0,—1) pontbdl az x,=(a,q-c,, ") illetve az x,=(—-a,qc,,",")
pontok egyikébe viszik, ahol a=6-10""", q€[0,1]. Ez azt jelenti, hogy olyan iranyitast
keresiink, ami mellett az ion a csatorna faldnak itkozik, mindegy hogy milyen
meredekséggel. Valdjdban benniinket csak a konstans vezérlések érdekelnek.

Ez a rendszer nem linedris, ezért a fenti tételt csak ugy alkalmazhatjuk, ha el6bb
linearizalunk.

Linearizdaci6 Taylor-polinommal:

Tekintsik az 0=(0,0) inputfiggvény melletti x(0) kezdeti feltételt kielégité megol-

dast.

A mar korabban kiszamitott altaldnos megoldas alapjan ennek koordinatafiiggvényei:
T

e =1
- —C,t
+c,,0,—e

2(t):(¢2:¢3"72:‘73)T: 0,
Cy

Ha f(x,u)-t ezen megoldasa koriili els6foki Taylor polinomjaval becsiljik, akkor az
alabbi linearis rendszerhez jutunk:

x(t)=P-x(t)+Q(t)u(t), ahol:

0 0 1 0 0 0
... 100 0 1| df, «~ .| O 0
dX(t’X’U)_P_ 0 0 _C1 o du (t,X,U)—Q(t)— —c,e ot 0
00 0 -c 0 —c
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Az irdnyithatdséaqg vizsgalata:

4.3.1. ALLITAS:

A fent definialt linearizalt rendszer teljesen iranyithaté a [0,T | intervallumon,
amennyiben T>2/c;.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 4.2.3. tételt. A homogén rendszer alapmatrixa:

1 0 (1—e e, 0
|0 1 0 (1—e /¢, '
00 e " 0
0 0 0 e !

EbbGl szorzasok és integralds utdn kapjuk a tételben szereplé W(0,T) métrix
koordinatait:

W, 0 W, 0
W(0,T)= 0 Wy 0 W, , ahol:
W, 0 W, 0
0 W, 0 W,
2 2
W, =—2((2c,T+3)e " —4e™“T+1), W,,=—=(2¢, T-3+4e “T—e "),
C
¢ g
Wo=—"((14c,T)e ™ —e 7)), W,,=—>(1—e ")}, Wy=c;Te ™7,
1 2¢)
CZ
% _ 3 1 -2¢,T
” 2C1( )

Most megmutatjuk, hogy a W matrix YV T>2/c, esetén pozitiv definit.
Az alabbi ismert tételt fogjuk alkalmazni:

TETEL: Egy A€R™" matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha minden féminorjanak
determinansa pozitiv. ]

Jelolje a W k-adik féminorjanak determinansat D,.
A szdmitdsok soran kihasznaljuk, hogy ¢,T>0.

2

D1:W11:%(QC1T+3)e_zclT—4e_C1T+1)>0 e (2¢,T—1)e *"+(2e “"=1)>0, ez pedig
¢

teljesiil, ha T>1/2c,.

2
C —C
D,=W W ,,>0, ha T>1/2c, és W22:2—33(2C1T+1—(e 1T_2)2)>0.
1
Mivel (e*c1r_2)2 <4, az utdbbi feltétel is teljesiil, ha 2c, T+1>4, ésigy T=>3/2c, esetén
D,>0.
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D3:W11'W22'W33_W22'Wi3:W22'<W11'W33_W§3)>0: ha T>3/2c, és
W11'W33_W§3>0-

4 4
C —2c —C —2c c —2c —c
Itt WH-W33—W§3=2—(;((2CIT+3)e T —4e™"+1)Te Z’T—C—i((l-l—clT)e ol e TY> 0o
1 1

—(c;T+2)e " +4e " —2+4¢,T>0. Ha most ¢,T>2, akkor

—(c;T+2)e " +4e™ " =24, T=>—(c;T+2)e " +4e “">0 = " >(c,T+2)/4, ehhez
pediga c¢,T>2 feltétel elegendo.

Tehat D,>0, ha T=>2/c,.

D4:W44'D3+W24'(W§3'W24_W11'W33'W24):W44'W22'(W11'W33_Wi3)_W§4'(W11'W33_W123)

:(W44'W22_W§4)'(W11'W33_W§3)>0: ha T>2/c, és W44'W22_W§4>0-

Itt W, W,,—W; o 1
44 22 24 4C411 4Cf

(1—e “")(1+e ") (2c,T-3+4e "= ™) —(1—e ") '>0 =

(1+e ") (2c, T-34+4e " —e ") —(1—e “")’>0. Egyszerlsitések utén az

e “">(c,T-2)/(2+c,T) ekvivalens feltételt kapjuk, amely szintén teljesill, ha

T>2/c,.

Tehat D,>0, ha T>2/c,.

(1—e*7")(2c,T-3+4e " —e )= (1-e“")'>0 =

Osszevetve az egyes aldetermindnsokra adddott feltételeket, azt kaptuk, hogy
mindegyik pozitiv, ha T>2/c,, vagyis az allitast belattuk. [

Megengedett vezérlések keresése:
4.3.2. ALLITAS:

Legyenek T>2/c,, q€[0,1] rogzitettek és a=6-10""".
cf(eC‘T—l)((clTJrZ)e_CIT—2+clT)
cz(clT—2—(2+c1T)e_2C‘T+4e_C‘T)(1+C1T—eC‘T)

1+e “N)(2c,T—1—(1—e “TY)=2(1—e ")  _
v=c, (14+e ") (2¢, (76 Te J)—2(1—e {)T2 (€T 1+c c,mcie,q)
6 l(e, T=2)+(c,T+2)e ")(2¢, T—1—(1—e "))
konstans vezérlések mellett a palya a T idépillanatban a csatorna falanak
ltkozik.

Ekkor a b,=

(+a) és

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy T>2/c,, és legyen x,=(0,c,,0,—1), x,=(a,q-c,,","),
x,=(-a,qc,,","). A4.2.4. kovetkezmény szerint amennyiben az

u(t):=—Q ()" ®(T,t)"W(0,T) (®(T,0)x,—x;) vezérlést valasztjuk (i=1, 2), akkor a
rendszer T id§ alatt az X, pontbdl az x; pontba jut. (@(T,t)=e"'""")

Legyen —Q(t)'®(T,t)"W(0,T) :=M.
m, 0 m, 0

s h ].:
0 my 0 my e

A matrixszorzasokat elvégezve kapjuk, hogy M=

m11=2cf(clTeiCl[-l-e*C’T—1)/c2((—2—C1T)e72C‘T+c1T+4eiC’T—2),
m13=C1(26_C1t((1+C1 T) e_CIT—1)+(1—e_C1T)2)/cze_C1T((—2—c1 T)e ™ '+c, T+4e -2/,
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m22=cf(1+e_C‘T—2e_C1(T_t))/c3( clT—2)+(c1T+2)e_clT),
_ —c,(T—t) —c, T\2 —c, T\2 —c, T -, T
m24—c1(e (2, T-1—-(1—e ") )—(1—e ") )/c3(1—e )((clT—2)+(c1T+2)e )
T

@(T,0)x,—x;=(0,(e " =1)/c,+c,,0,—e ") —x/=

T x)"

(=X, (e_C'T_l)/C1+C4_Xi2,_xi3,_e
Végul:

u(t)=M-(®(T,0)x,—x,)=
(_muxil_m13xi3:m22((e_C1T_1>/C1+C4_Xiz)+m24(_e_C1T_Xi4)):(b1(t),V(t))-

Mivel x;-nek csak az els6 két koordinatdjara van feltételiink, ezért tetszdélegesen
rogzithetjiilk a masodik kettét. (Ezzel azt mondjuk meg, hogy a részecske milyen
szogben utkozik a falnak.)

Miutdn benniinket csak a konstans vezérlések érdekelnek, ezért a hidnyzo
koordinatdkat gy lenne jo beadllitani, hogy t-t kiejtsiik. Megmutatjuk, hogy ez
lehetséges.

a) b,(t)=—m,x;—m;x,=
—2c}(c, Te ™'+ eiCIT—1)eiClTxil—cl(Zefclt((1+clT)e7C1T—1)+(1—e7C1T)2)xi3 B
c2e_c‘T(c1T—2—(2 +c,T)e "+ 4e_C1T)

_2 CiT 6_01Te_C1tXi1_2C16_C1T(6_C1T_l)xil_ze_qt((l_'_cl T)e_CIT_l)XiS_(]__e_ClT>2 Xi3

c
—Zefc‘T(c1 T—2—(24c,T)e " +4 eiClT)
¢y

(1—e ") (2c,e “Tx;—(1—e " )xy)—2e (ciTe "

Xi1+((1+C1 T) eiclT_l) Xz‘S)

c
=2 eiC’T(clT—Z—(Z +clT)e72C’T+4 eiC’T)
¢y

Ahhoz, hogy itt t-t6l fliggetlen kifejezést kapjunk, a

ciTe “"x,;+((1+c,T)e “"—1)x,=0 egyenletnek kell teljesiilnie.
ciTe “Tx,+((1+c,T)e “"=1)x3=0 & ;T x;=—((14+c,T)—e"") x;5.
Minthogy ¢, T>2=1+c,T—e""#0, ezért x,:=—c; Tx,/(1+c,T—e"").
Ezt visszahelyettesitve b,(t) képletébe:

. e 1—e ")’ Tx,
(1—e “")[2¢, e ‘Tx,.1+( )ei T,

b — (1—e “")(2c,e “"x,;—(1—e “)x;) 14+c,T—e"" B
= = =

c, _ _ _ c, _ _ _
e e, T—2=(24¢,T)e " +4e | e Mo, T—2-(2+¢,T)e T +4e |
1 1
cl(l—e_clT)(che_ClT(l+clT—eC1T)+(1—e_C‘T)CiT)

czefclT(clT—Z—(2+clT)e72C1T+4e7C‘T)(1+c1T—eC1T)
(e =1)[(c, T+2)e ™" ~2+¢,T|
cz(c1 T—2—(2+c,T)e " +4 e_clT)(1+c1 T—e")

Xjp =

.Xil .
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b) V(t):(mzz((eic]T_1)/C1+C4_Xi2)+m24<_eic]T_Xi4)) =

(1+ )( “ )(( _CIT_l)/C1+C4_Xi2) _
( )((clT 2) (¢, T+2)e |

c,[e (ch 1-(1—e ")) =(1—e " P|(e " +x,)
(1= ") |(c,T—2)+(c, T+2)e 7] -

ci(1+e M) (1—e ") (e =1)+c,c,—Ci xp) _2¢ e e (1—e (e =1)+c,ch—c) Xpp)
¢, (1= M) (c,T=2)+(c, T+2)e *"| (1= ") (c,T=2)+(c, T+2)e ™|

e e (2, T-1-(1—e ")) (e " +xu) N ci(1—e ") (e +x,)
C3(1—e_C‘T)((c1 T—-2)+(c,T+2) e_CIT) c,(1—e ) ((ClT—2)+(C1 T+2)e_C‘T)

c,(1 +e_C1T)((e_ClT_1)+C1C4_C1xi2)+01(1_3_C1T)(e_C1T+Xi4)
ol(e, T=2)+(c,T+2)e™7)
—,T ot 2(1_3_C1T)((3_C1T_1)+ €, 04— C 1 Xpp)+(2¢ T_1_(1_3_61T)2)<3_C1T+Xi4)
e
c,(1—e™ ") (¢, T—2)+(c,T+2)e ™|

c,e

A t-t6l vald fiiggetlenséghez a

2(1—e ") (e =1+ c—cyxp)+ (e T+ xu)(2c, T—1—(1—e “T))=0

egyenléségnek kell teljesiilnie.

Felhasznalva, hogy 2c,T—1—(1—e “'f>2¢,T—1-1>4-2,

_—2(1—e_clT)(e_CIT—1+clc4—clxi2)
2¢,T—1—(1—e ")

—e_CIT.

Visszahelyettesitve V(t) képletébe:

V= C1(1+37C1T)((67C1T_1)+C1 Cyi—C Xi2)+C1(1_67C1T)(67C1T+Xi4) _
03((01 T—2)+(c, T+2) e_clT)

(1 +e M- 1) e e ) e, (1-e ) 2EE e Tk,
20,T—1—(1—e ") B
&5l T=2)+ (e, T+2)e ] -
(1+e “N) (2, T—1—(1—e “"))=2(1—e ")
C3((ClT_2)+(C1T+2)e_C1T)(2C1 T—1—(1—e "))

c, T
c, Y —14c,c,—C,x,). O
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4.4. Eredmények

Az el6z6 részben az eredeti feladatot a paramétereiben is linearizaltuk, és ezzel a
linearizdlt rendszerrel kapcsolatban a kovetkezé eredményekre jutottunk:

Tetsz6legesen rogzitve egy idépontot, amely nagyobb mint 2/c,~3-10 s, illetve a
csatorna faldnak egy pontjat, 1étezik olyan fesziltségi allapot és hozza egy magneses
tér, amelyek mellett az ion az adott id6pontban a csatorna faldanak iitkozik. Ezzel
kontinuum sok potencialisan j6 (b,,V) part hatdroztunk meg.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy ezek mindegyikénél a mdagneses indukciénak
megfelel6 b, paraméter értéke mindosze két nagysagrenddel kisebb, mint a
legnagyobb elméletileg lehetséges magneses tér (1d.: 1.3. pontban).

4.4. ALLITAS:

Legyen T>2/c, rogzitett és a=6-10""

2

ci(e®” 1)((c T+2)e 2+c1T)
¢,le,T—2—(2+¢,T)e ™" +4e ’T)(1+C1T—eC’T)

paraméter legaldbb 10" nagysagrenddi.

Ekkor a b= (+a) vezérlési

Bizonyitds. Jelolje a b, képletében szereplé tortet: R.

A tényez0irdl a kovetkezo6 egyszerien ellendrizhet6é becslések mondhatok:
a:=(e""=1)>e’~1>0, b:=((c,T+2)e “"=2+c,T) Tben szintén szigortan monoton
né, igy b>4e°>0,

. — —2¢,T —c,T| __ 1 22 -
c:=(c,T-2—(2+¢, T)e ™ "+4e™ 7| = C1T+2(C1T —(2=(2+¢,T)e ")) =
> (ciT2—22):c1T—2>0, d:=(1+c,T—e"")<3—e’<0.
c,T+2
2
Tehat R——1 —b <0, ésigy R-a<0. Ezutan elég azt belatni, hogy
c, c

R-(—a)=10" VT>2/c,.

Az egyszeriség kedvéért legyen ¢, T=x.

¢l ab B cf(ex—l)((x+2)e7"—2+x) B
—R-a=— o= o=
c, c(—d) cz(x—Z—(2+x)e72x+4e7X (—1—x+e")
cfor' (x=2)(e"—1)+(x+2)(1—e") -
¢, (x=2)(e"=1)—x’+2x+(3x+x°+2)e > —(5x+6)e *+4
cia (x=2)(e"=1)+(x+2)(1—e ) N cia (x=2)(e"=1)+4(1—e)
2 (x=2)(e"—1)—xX"+2x+(3x+x’ +2)l2+4 CZ (x=2)(e'=1)+7 ~

ahol az utolsé egyenlétlenségnél figyelembe vettiik, hogy a —x2+2x+(3x+x2+2)i2+4
kifejezés monoton csokken, (x+2)(1—e ") monoton né, és x=c,T>2.

cia (x=2)(e’~1)+4(1-€’)_cia [ 7-4(l-e”)

VégUI X - X
c, (x—=2)(e"—1)+7 c, (x—=2)(e"—1)+7
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2 2 10
Q% 0.49=876610 4 9.0 93.10". O
c, 4.58

4.5. A paramétereiben linearizalt rendszer megoldasanak vizsgalata

Az el6z6 részben megmutattuk, hogy az eddig kapott elvileg j0 paraméter parok nem
felelnek meg valés elvdrasainknak, hiszen 10! nagysdgrendii mégneses indukcié
elodllitdsara reményiink sem lehet. Azonban egyidejlileg nem is zartuk ki, hogy
létezhet ennél jobb megoldas.

Minthogy a linearizdcié &ltal egy jéval egyszeribb rendszerhez jutottunk, ezért
érdemes lehet ennek a megoldasat kiszamitani és megvizsgalni.

A paraméterekben is linearizalt rendszer matrixos alakja:
X:((P2,(P3:V2,V3): X(O):(O,C4,O,—1), X:AX+d(t), ahO]-:

0 0 1 0
A (000 0 1 g
A(t)—o 0 —c, 0 , d(t)=(0,0,—c,e “"b,,—c,V) .
00 0 -—c

C c C
_ibl((l_kclt)eiqt_l)’ i2((C1_C3V)(em_l)_(ﬁcsVt)"‘cm_CzblteC't,(c_av_l)eC1t_?3v '
1 1

G €y
Most oOsszevetve ezt az eredeti rendszer megoldasaval a kovetkezdket figyelhetjik
meg. Egyrészt, ha a magneses teret nem kapcsoljuk be, azaz ha b,=0, akkor
ugyanazt a palyat kapjuk vissza, mint az eredeti rendszernél.

1 —c, e
Mésrészt lathatjuk, hogy most a @;(t)=—((c,—c;V)(e ‘~1)—c,c,Vi)+c, kifejezés
¢
nem fiigg b, értékétdl, azaz a részecske fliggdleges iranyui mozgasat a magneses tér
segitségével nem tudjuk befolyasolni, igy a 2.1.3. allitds alapjan biztosak lehetiink
benne, hogy a részecske eszerint a leiras szerint is tetszéleges megengedett V
fesziiltség érték mellett 0.5 ms-on beliil leér a csatorna aljat jelentd y-tengelyig.

Mar csak arra vagyunk kivancsiak, hogy létezik-e olyan 10" T-nal kisebb indukcidja
magneses tér, melynek hatdsdra az ion a csatorna faldnak utkozik, mielétt az y-
tengelyt elérné.

Tehat, keressiik azokat a b,, V értékeket, amelyek mellett:

ha ¢,(1)=0, 1€[0, 5:107"], akkor |p,(r)>6-10""".

A megoldds menete a kovetkezd lehetne:

El6szér megoldjuk a V-vel paraméterezett ¢,(7)=0 egyenletet, aminek eredménye-
képpen kapunk egy f fliggvényt, amelyre: t=f(V) esetén ¢,()=0.

Ezutdn azt szeretnénk, hogy az ilyen alaku t-kre |o,(¢)|>6-10"" legyen, azaz hogy
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lo,(£(V))>6-10" legyen. Ez az egyenlétlenség mar csak a b,,V paramétereket

tartalmazza, t-t nem, igy b, kifejezésével, a végiil kapott b,>¢g(V) egyenlétlenség
tetszéleges megengedett V fesziiltségi allapothoz megad egy korlatot, amely feletti
b, erdsségl magneses teret véve az ion elkeriili a csatorna végét jelenté szakaszt.

Persze mar a ¢,(1)=0 egyenlet megolddsa is nehézségekbe utkozik, viszont meg
tudjuk vizsgdlni, hogy egyaltalan volna-e remény a korabbiaknal jobb eredményre.
Specidlisan, hogy a b, paraméterre ad6dé alsé korlat lehet-e kellGen kicsi? Ehhez a

lo,(£)]>6-10""" egyenlétlenséget kell szemiigyre venniink.

A t=0 esettdl eltekintve (és figyelembe véve, hogy ¢,>0, i=1,2) kapjuk, hogy:

2
Cl

c c
|(P2(t)|:|c—§b1((1+C1t)e_clt—1)|:—2 b (1—(1+c,t)e “)>610"" =
1

c2-6:107"°
c,(1—(1+c,t)e )’

cr-6-107" N c1-6:10 " 6.76°6
c,(1—(1+c,t)e ™) G 4.58

1

Azonban itt 10"%~5.99-10".

A fenti eredményeket az aldbbi allitas foglalja 6ssze:
4.5. ALLITAS:

A 4.3. pontban bevezetett linearis rendszerben az ion tetszéleges pozitiv
fesziiltségi allapot mellett eléri a csatorna aljanak sikjat, és csak egy legalabb

10" nagysagrend(i magneses tér volna elegendd ahhoz, hogy az ion a
csatorna aljat elkeriilje. [J
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5. Egy modositott modell: nyugalombdl indulé ion

Ebben a részben a modellben annyi valtoztatassal éliink, hogy az ionnak nem adjuk
meg az 1 m/s-os kezdésebességet, hanem azt nullara allitjuk.
Tovabbra is a két dimenzios rendszert tekintjiik:

A natriumion palyaja: ¢:R,—R*: ¢(t)=(9,(t),05(t)), ¢(0)=(0,c,),
és sebessége: ¢(t)=v(t)=(v,(t),v,(t)), v(0)=(0,0).

A differencidlegyenlet koordinatankénti alakja:

@, (t):_c1'¢2(t)+c2b1'¢3(t):
@5 (t)=—c,by g, (t)—c, ¢y (t)—c,V .

Most a korabbi modellre a 3. fejezetben leirt becsléses modszert rekonstrualjuk a
megvaltozott kezdeti feltétel mellett.

Az aldbbiakban roviden osszefoglaljuk e modszer lényegét, majd kozoljik a 3.
fejezetben kimondott allitdsok analogonjait. A koordinatafiggvények becsléseinél a
bizonyitasok menete teljesen megegyezik a kordbban leirttal, ezért ezek kifejtését
mellézzik.

5.1. A becsléses vizsgalat 1épései

Arra toreksziink, hogy minél tobb megengedett V fesziiltségi allapotrol belassuk,
nincs hozza megfelel6 megengedett magneses tér, amellyel az iont a csatorna faldnak
utkoztethetnénk.

Pontosabban azt szeretnénk belatni, hogy amennyiben a paraméterek olyanok, hogy
az ion 0.5 ms alatt eléri a csatorna aljanak sikjat, akkor a részecske fiiggéleges iranyu
mozgdasa minden esetben annyival gyorsabb az oldalirdnyindl, hogy mire vizszintesen
elérné a csatorna falat jelent6 egyenest, addigra mar mindig leér az aljaig.

A megoldas menete:

Tegyiik fel, hogy a ¢,(t)=0 egyenletnek van megoldésa a [0, 5-10""] intervallumon.
Elsallitjuk a o,(t) és o,(t) figgvényeknek egy-egy @,(t) és @,(t) becslését ugy, hogy
ezekre kezdetben ugyanaz teljesilljon, mint az eredeti koordinatakra, azaz:
(52(0):0’ ¢(0)=c,, #,(0)=0, (/33(0):0-

Ezenkivill |9,(t)|<@,(t), @,(t)<@,(t) és a ¢,(t)=0 egyenletnek is van megolddsa a
[0,5-10 %] intervallumon.

Ez azt jelentené, hogy a becslésekbdl kapott rendszerben a részecske a vizszintes
irdnyban elérébb, a fiiggdleges iranyban hatrébb jar, mint az eredetiben, azaz ha a
fenti tulajdonsag a becsult rendszerben teljestl, akkor biztosan teljesul az eredetiben
is.

Ezutan a kovetkezét probaljuk megmutatni:
Ha adott paraméterértékek mellett az ion eléri a csatorna falanak sikjat, azaz a

@, (t)=1.55-10"""—r egyenletnek van nemnegativ megoldésa, akkor ha t, és t, a
legkorabbi idépontok, amikor @,(t,)=0 és @,(t,)=1.55-10"~r, akkor t,<t,.
(Ha At=0: ¢,(t)=1.55-10"""~r, akkor rogtén készen vagyunk.)
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5.2. A koordinatafiiggvények becslései

5.2.1. ALLITAS:
3¢,b,

Cy
(52(0)2902(0)20-

1 o 1
t+—e “'——

Legyen @,(t)= . .
1 1

)' Ekkor |¢2(t)|<§52(t) és (ﬁ2<0):¢2(0):0,

5.2.2. ALLITAS:
. 30¢3b,—c 05V
Legyen §,(1)=——5———
1
¢3(0):¢3(0):C4: (53(0):(%(0):0-
Tovabbéa a @,(t)=0 egyenletnek van megoldésa a [0, 5-10 *] intervallumon
minden b,€[0, 10], V€[7.38-107, 0.11] paraméter parra.

(+Lteoi- L
Cl Cl

+c,. Ekkor o,(t)<@,(t),

5.2.3. KOVETKEZMENY:

A ¢,(t)=0 egyenletnek van megoldésa a [0,5-107] intervallumon minden
b,€[0,10], V€[7.38-1077,0.11] paraméter parra.

5.3. Megengedett megoldasok kizarasa
5.3. ALLITAS:

Barmely b,€[0, 10], V€[1.25:107°, 0.11] paraméter-par esetén az ion 0.5 ms-
on beliil atjut a csatornan.

Bizonyitds. A fent leirt médszer szerint azt mutatjuk meg, hogy a @,(t) és @;(t)

figgvények altal meghatdrozott rendszerben igaz az allitds, ami azt jelenti, hogy az

eredeti rendszerre is teljesul.
Az egyszeriiség kedvéért legyen 1.55-10 °—r=1.55-10 '°—9.5-10 "'=6-10 "'=q.

1. eset. Azokra a b, értékekre, amelyekre ¢,(t)=a nem megoldhat6, azonnal készen

vagyunk, hiszen ekkor az ion sosem éri el a csatorna faldt, viszont barmely

megengedett V fesziiltségi allapot esetén legfeljebb 0.5 ms alatt eljut az aljaig.
Itt 3.2.1. 4llitds bizonyitdsaban leirt médon kapjuk, hogy a @,(t)=a egyenlet a b,=0
esettdl eltekintve mindig megoldhato.

2. eset. Vb,€0,10] és V€[6.18:10°°, 0.11] esetén, azt szeretnénk latni, hogy ha
t,,t,=0 a ¢,(t,)=0 és @,(t,)=a egyenletek egyértelmii megoldasai, akkor t,<t,.

A bizonyitashoz hasznalni fogjuk az alabbi egyszeriien ellendrizhet6 észrevételt:

LEMMA: @,(t) szigorian monoton né, és ¢,(t) szigoruan monoton csokken, minden
megengedett b, V pérra.
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Figyelembe véve a monotonitdsi tulajdonsdgokat és a kezddéértékeket: ¢,(0)=c,>0,
@,(0)—a=—a<0, a t,<t, egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha a @,(t)=¢,(t)—
egyenlet { megoldasat a fiiggvényekbe visszahelyettesitve @,(t)=@,(f)—a<0 minden
lehetséges paraméter par mellett.

Az aldbbiakban ¢ -nak egy f felsé becslését szamitjuk ki, és ezt helyettesitjiik vissza
a @,(t)—a kifejezésbe. Hiszen ¢,(t)—a monoton novekvs volta miatt ¢<f esetén
@,()—a<0 = ¢,(t)-a<0.

t+ e L, =

2
30C2b1_C1C3V
(=4 . =
Cl Cl

2
Cl
(30c§b1—clc3V—3c1c2b1)-(clt+ eiC'[—1)+ ¢ (c,+a)=0.

3¢,b; | ——
ft+—e “"'—=|-a e
¢ S}

4 t+

1

Legyen c,t=x, 30c;b,—3c¢,¢c,b,—c,¢c;V=3c,b,(10c,—c,)—c,c;V=p, igy az egyenlet
p-(x+e*—1)+c;(c,+a)=0 alakra irhaté, és itt ¢,>10¢,= p<0.

Jelolje az egyenlet bal oldalan &ll6 kifejezést f(x).
Ekkor f'(x)=p-(1—e *)<0, tehat egy szigortan monoton csokkend fiiggvény X
zérushelyét, 111etve annak egy x fels6é becslését keressiik.

Minthogy p<0 = f(x)<p-(x—1)+ci(c,+a) ¥V x=0.
Legyen p-(x—1)+ci(c,4+a)=g(x), és jeldlje g(x) zérushelyét x.
Ekkor ['(x)<0, f(x)<g(x) miatt x<Xx.

ci(c+a) tehat X_:l_cf(c4+a)
p p
3c,b .

=-21 (t+ie_c"— 1

Most azt szeretnénk, hogy ¢, (t)—a= . . —|7a<0 legyen V' b,€(0, 10/,
1 1 1

g(x)=0 & x=1— , ekkor t=x/c,>1.

VeE[1.25-107°, 0.11] paraméterre.
A nevezOkkel beszorozva kapjuk, hogy ez pontosan akkor teljesii, ha

302b1(c1f+ e_c‘f—l)—cfa< 0.

Itt a baloldal: 3c2b1()‘<+ e_i—l)—cf01<302b1

>‘<+_L—1)—cfo(<0 =
x+1

2
cf(c4+a)

p
Ez utobbi egyenlétlenséget fogjuk ellendrizni.
A nevezokkel beszorozva p-ben egy masodfoku egyenlétlenséget kapunk:

(3c,b,—2c ) p°+(cia—6¢,b,)ci(c,+a) p+3c,b, ¢ (c,+a)’<0.

_C?(c4+0()
p

3¢,b,x*—(x+1)cia=3c,b,|1- c;a<0.

Itt a:=(3¢c,b,—2cia)<0, b:=(c;a—6c,b,)c;(cs+a)>0, c:=3¢,b,c’(c,+a)’>0,
amibdl lathatd, hogy a polinomnak egy negativ és egy pozitiv gyoke van.

Minthogy p<0, az egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha p legfeljebb akkora,

—b+~/b —dac _ 6¢c,b, ca+c1\/ca+1202b1a 3
-ci(c,+a):=K.
2(3c,b,—2cta)

mint a negativ gyok: p<

40



Vegylk észre, hogy b,-ben a p és az K kifejezés is szigoritan monoton csokken,
hiszen p=3c,(10c,—c,)b,—c,c,V, ahol 3c¢,(10c,—c,)<0, mésrészt

dK
db,

1-cla—12c,b, 3¢, c,a
\/Cia2+12 c,b,a|2(Bc,b—2cia)

= —18ccha+

<0, mert 1—cf0{—1202b1<0.

Minthogy p(b,) linearis, az egyenl6tlenség igazoldsdhoz elegendd lenne még azt
megmutatni, hogy K(b,) konkdv, és hogy p(b,)<K(b,) a [0, 10] intervallum
végpontjaiban.

dK 162c;coa’ Jr9clc§a(1—()()(cfor—i-12c2bl—1)

dzbl_(Bczbl—Zcfor)3 (3c2b1—2ci(x)3\/cfa2+12c2b10(
K(b,) valéban konkav.

, ahol 3¢,b,—2c’a<0, igy

A p(0)=—c,c,V<0=K(0) egyenlbtlenség azonnal latszik.

p(10)=3-4.58(10-4.58—6.76-10")-10"°—6.76-9.16-10”°V, illetve

2 9 6 2 6 —3
K (10)= 8:4:58-6.76"610°+6.76-10 \/6.7(3 36 }90 +12-458:6-10°° ¢ sea 109546107
2(3-4.58—2-6.76%6-10°)

~7.83-10%.
Ebbdl p(10)<K(10) < 3-4.58(10-4.58—6.76:10")-10"°—6.76-9.16-10°V <—7.83-10” &

_ 3-4.58(10-4.58—6.76-10")+7.83-10"

C 60.1610" ~1.249-10°. [

\%4

5.4. Tovabbi megoldasok vizsgalata

Az el6z6 pontban azt kaptuk, hogy amennyiben V=>1.25-10"" V, akkor egy legfeljebb
10 T indukciéji magneses tér nem elegendé ahhoz, hogy az ionok csatornan valo
atjutdsat altala megakadalyozhassuk. Ha pedig V apré: Ve&|7.38:107, 1.25-10_5), akkor
a becsléssel kapott 4j rendszerhez létezik olyan legfeljebb 10 T erdésségi magneses
tér, amelynek jelenlétében az ion a csatorna falanak iitkozik, és ezaltal nem jut at
rajta.

Vajon teljesiil-e az apro fesziltség értékekre kapott tulajdonsdg az eredeti
rendszerben is? Hogy erre a kérdésre valaszt kapjunk, a Matlab segitségével

kirajzoltuk a részecske palydjat a t€[0,5-10°*] intervallumon néhany apré
fesziiltségi allapot mellett tgy, hogy kézben a magneses tér indukcidjat a maximalis
10 T-ra allitottuk.

Az els6 d&brakat ugy készitettik el, hogy a vizszintes (y) tengelybdl a
[-6-10"", 6-10 "] intervallum legyen lathaté, mig a fiiggéleges beosztds alsé

hatdrdnak a nullat, azaz a csatorna aljdnak egyenesét valasztottuk. Ez azt jelenti,
hogy az ion a csatorna falanak utkozik, ha azt latjuk, hogy a péalya ,kimegy” a téglalap
valamely fiiggdleges oldalan.

A V=7.38:10"7, 10°, 5:10°, 107" eseteket vizsgaltuk b,=10 mellett és minden
esetben az alabbi dbrat kaptuk:
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x10°% Az ion palydja 10 T indukcié és apré feszultség értékek mellett
6 T T T T T T T T T

5 phi(0) R

Ez azt jelenti, hogy egy legfeljebb 10 T indukcidji magneses tér jelenléte még az apré
fesziiltségi allapotok mellett sem akadalyozhatja meg az ion csatornan valé atjutasat!
Természetesen ez az abra nagyon torz, sz6 sincs rdla, hogy a magneses térnek
egyaltalan semmilyen hatdsa ne lenne.

A V paramétert a [7.38-107, 0.11] intervallumbdl tetszdlegesen valasztva, és a
vizszintes tengely beosztasat harom nagysagrenddel finomitva jél lathato, hogy az e, -
gyel parhuzamos magneses indukcié — a vart médon — a —e, iranyba tériti ki a
részecskét, ahol e,, a tér szokasos bazisvektorait jeloli. Tudjuk, hogy minél nagyobb
a részecskét mozgatod fesziiltség, anndl nagyobb a mdagnes eltérit6 hatdsa, azonban a
fenti intervallumon 102 m pontossiggal kiillonbség nem tapasztalhato.
Illusztracioként az alabbi 4brén a V=7.38-10", b,=10 beadllitdsnak megfelels esetet
kozoljik.

2 b1=10 T, V¥=0.000738 mV
6 T T T

50 hi(0) R

-05 0 05 1
x10™
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Eppligy mint a 3.3. pontban, megvizsgdltuk, hogy van-e eltérés egy maximalis
fesziiltség mellett induld ion atjutadsi id6i kozott, ha a magneses indukcié 0, 1, 5,
illetve 10 T. Ebben az esetben is azt kaptuk, hogy ez az idé az indukcié nagysagatol
fiiggetleniil: 3.35-109 s. Tehat egy legfeljebb 10 T indukciéji magneses tér jelenléte
ennél a modellnél sem befolydsolja szamottevoen az ionok sebességét.

Végiil teszteltiik azt is, hogy mekkora magneses indukcié volna elegendd az ion falnak
utkoztetéséhez, és az oOsszes megengedett fesziltségi allapotra azt kaptuk, hogy

(ezres pontossdggal) 1.77-10° T a minimalis ilyen indukcié. Ezt illusztrélja az aldbbi
abra.

x 107 b1=177000 T, V<=110 mV/
T T T T T

sl hi(0) 4
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6. Eredmények, kovetkeztetések

Mind az eredeti, mind pedig a modositott modell vizsgalata sordan azt kaptuk, hogy
egy legfeljebb 10 T indukcidju sztatikus magneses tér:

- elhanyagolhaté mértékben befolyasolja az ionok mozgasdnak sebességét,

. tetszéleges V=110 mV fesziiltség mellett 10"12 m pontossaggal ugyanolyan
mértékben tériti ki a részecskéket eredeti palyajukral,

- az AP-folyamat semelyik fazisdban nem hidsitja meg egy adott ion csatornan
valé atjutasat.

Ennek alapjan kizdrhatjuk, hogy a kisérletekben hasznalt, 10 T-nal nem nagyobb
indukciéju sztatikus magneses terek fajdalomcsillapité hatasanak egyik oka, a
Lorentz-er¢ altal leirt, a membran iontranszportjara kifejtett hatasuk volna.

Masrészt mindkét modellnél megkiséreltik megbecsiilni, hogy mekkora indukcio
volna elegendd a kivant hatds eléréséhez, az eredeti modellnél a mozgasegyenlet
matematikai egyszerlsitésével, a mddositott valtozatnal program-teszttel. A modell
két valtozatanal a tobbi vonatkozasban nem tapasztaltunk kiillonbséget. E tekintetben
pedig azt kaptuk, hogy egy 10° T nagysdgrend( indukcié sem lassitja le az ion
sebességét annyira, hogy az ne érne 0.5 ms-on belil a csatorna tulsé végéhez, és
kortlbelill 1.77-10° T az a minimalis indukcid, amelynek hatasara a részecske a
csatorna faldhoz sodrodhat, miel6tt végig érne azon.
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