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1. fejezet
Bevezeto

A kotelez6 gépjarmi-felelGsségbiztositasokban széles korben elterjedt modszer,
hogy a szerz6ddk kockézati besorolasat un. bonusz-, ill. maluszosztalyokkal végzik.
Nevezetesen minden tjonnan szerz6ds, azaz kezdd sof6r els6 évében egy kiindulo
osztalyban kezd, majd a kovetkezG évben atkeriil egy masik osztalyba attol fiig-
gben, hogy balesetmentes éve volt-e vagy sem. Amennyiben nem okozott kart az
adott évben, jobb besoroldsba keriil. Ha pedig az ¢ hibajabol koévetkezGen bale-
set kovetkezett be, akkor attol fiiggGen, hogy mennyi, rosszabb kategoriaba keriil.
A rosszabb osztalyokban - melyeket hagyoméanyosan maluszosztalyoknak neveziink
- tartozkodo sof6rok dija nagyobb, mint a jobb osztalyokban - boénuszosztalyok -
léevoknek. Ez természetes gondolat, hiszen a veszélyesebb soféroket célszerd maga-
sabb dijszabéssal biintetni, hiszen a biztosit6 varhatoan tobbet fog kifizetni karren-
dezésre az 6 kozlekedésiik folyomanyaként, mint a megbizhato, j6 vezetGk miatt.

Emellett persze a dij kiszamitésakor figyelembe szoktak venni tobb paramétert,
mint példaul az auté motorjanak 16kettérfogatat, hasznalatanak céljat (magan, ill.
lizleti), a biztositott tartozkodasi helyét (varosi, ill. vidéki), életkorat stb. Ezek a
jellemz6k mind kozrejatszanak a kockézati helyzet felmérésében, igy a dijkalkula-
ciéban is. Mi most ezektdl eltekintve fogjuk vizsgalni azt a kozponti kérdést, hogy
vajon egy illet§ biztositott varhatéan mennyi kart okoz egy év alatt. Ezt a A értéket
az 6 kargyakorisigédnak, mas néven kirszamparaméterének fogjuk hivni. Fontos
feltételezés lesz, hogy ezt az egyénre jellemzé szamot allandonak tekintjiik, azaz
életkordnak valtozasaval ez a paraméter nem valtozik.

El6szor ismertetjiik roviden a magyar rendszer szabdlyait, és ismertetjiik sziik-
séges feltételezéseinket, tobbek kozott az egy év alatt okozott karok eloszlasara,
valamint az osztalyok kozotti mozgas folyamatanak Markov-tulajdonsagara. A ma-
sodik fejezet a paraméter maximum likelihood, ill. Bayes-i becslésére koncentrél,

és a jelentGs hangsilyt ez utobbi kapja. Ehhez feltételeziink egy a priori eloszlast
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A-ra, melynek paramétereit az allomanyunkbol tudjuk becsiilni, majd ezzel, és az
egyénrol szerzett informécioval az a posteriori varhato értékre vagyunk kivancsiak,
amely A\ becslése lesz. Ez az informécié esetiinkben kétféle lesz, egyrészt ismer-
hetjiik a kartorténetet néhany évre visszamendleg, azaz az elmilt években okozott
karszamokat. A masik lehetséges informacié az lesz, hogy a szerz6dd ismert szamu év
alatt egy ismert osztalyba keriil. Ennek abbol a szempontbdl van nagy jelentdsége,
hogy biztositovaltaskor az 0j biztosité nem feltétleniil jut hozza a kartorténethez,
csak az eltoltott évek szamat és az aktudlis osztalyt ismeri. Latni fogjuk, hogy ez
a minimalis informéacié tébbet mond, mint amennyire el6szor gondolnank. Ez ab-
ban nyilvanul meg, hogy meglepGen j6 becslést adunk ennek ismeretében az egyén
kargyakorisdgara, azaz az a posteriori szorasnégyzet kicsi lesz.

A legérdekesebb kérdés ezen utobbi informécié alapjan vett feltételes varhato
érték kiszamitésa, hiszen ekkor a feltételes eloszlast nem tudjuk nevezetes paramé-
teres osztalyba besorolni, s6t még a kozvetlen mintavételezés sem lehetséges. Ezért
lemondunk az analitikus megoldasrol, és egy lehetséges alternativat a késébbiek-
ben ismertetett Monte-Carlo-tipust modszer formajaban ismertetiink, mely nem tul
gyorsan ugyan, de konvergal a keresett értékhez. Gyakorlati szempontbol tekintve
léma jellegét tekintve valojaban ez még elfogadhato, hiszen a mér meglévs Gsszes
szerz6dGbaol kalkuldlt a priori paramétereket nem kell 6rarol 6rara valtoztatnunk.

Utolso fejezetiinkben keressiik a lehetséges modokat a Monte-Carlo-tipust mod-
szeriink gyorsitasahoz. Egyrészt megvizsgaljuk, hogy az tn. importance sampling
(fontossagi mintavételezés) modszerét hogyan alkalmazhatnank erre az esetre a min-
tavételi eloszlas és a ra alkalmazott fiiggvény megvaltoztatésaval, melybdl kés6bb
atlagot szamitunk, kozelitve a varhato értéket. Ez a gondolat természetes modon
adodik abbol a megallapitasbol, hogy bizonyos alacsonyabb osztalyokhoz tartozo
esetekben a generalt mintanak csak elenyészé hanyadat hasznaljuk fel. Masrészt
az utolso alfejezetben egy Markov-lanc-Monte-Carlo tipusi modszerrel probalunk
mintat venni az a posteriori eloszlasbol.

A szokasos, valoszintiségszamitasban és statisztikaban elterjedt jeloléseket fogjuk

alkalmazni, ill. ahol sziikséges, ott roviden elmagyarazzuk azokat.



2. fejezet

Bonusz-malusz rendszerek

Mara a vildg nagy részén a kotelezG gépjarmi-felelGsségbiztositasban az un.
bonusz-malusz rendszereket vezették be, mint dijszamitasi elvet. Lényege abban all,
hogy a biztositottakat oly modon probaljak évatosségra birni, hogy a karokat okozok
rosszabb besorolasba keriilnek, a kirmentesen vezetSket pedig bonusszal jutalmaz-
zak, azaz kedvezményt kapnak az alapdijbol.

Altalanosan konstrualhatnank olyan (végtelen terjedelmii) tablazatot, melyben
a fiiggbleges tengely az elmult évek szamat, a vizszintes pedig az okozott karok
szamat jeloli, és ebben a t-edik sor k-adik eleme a t év alatt k kart okozo sofér
t 4+ 1-edik évi dijat jeloli. Ennek kezelése kissé - talan feleslegesen - bonyolult lenne,
ezért mindenhol véges sok osztéallyal szamolnak. Altalanosan jeldljiik a legrosszabb
osztalyt Ci-gyel, a méasodik legrosszabbat Cs-vel stb., a legjobbat pedig C),-nel, ha
n osztaly van. Mi a magyar rendszerrel fogunk foglalkozni, melyben 15 osztalyunk
van: 4 malusz- (M1,...,M4), egy kiindulé (A0) és 10 bonuszosztaly (B1,...,B10).
Megjegyezziik emellett, hogy a kés6bb ismertetett modszerek kisebb moédositassal
teljesen hasonloan alkalmazhatdak mas orszagok rendszereire. Az itthoni szabalyok
értelmében minden egyes kirmentes évvel eggyel jobb osztalyba keriil a szerz6da, de
legfeljebb B10-be. Minden kar okozésaval 2 osztéllyal soroljak vissza, de legaldbb 4

kir esetén a legrosszabb M4-be keriil.

2.1. Markov-lancok

Fontos feltételezésiink egyrészt, hogy a t-edik évben az egyén B, osztilyba kerii-
lése csak az el6z6 évi osztalyatol fligg, az el6torténettsl nem. Mas szoval feltessziik,
hogy a kiilonb6z6 dijosztalyokban valé mozgas Markov-lancként modellezhets, azaz
P(B; = C4|By—1,...,B1) = P(B; = Cy|B;_1). Masrészt feltessziik, hogy a biztosi-

tott egy biztositasi évben okozott karszama Poisson eloszlasu valészintiségi valtozo
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A paraméterrel. Ez az egyénre vonatkozo un. kargyakorisag, az egy év alatt okozott
karszam varhato értéke centralis szerepet fog jatszani a kovetkezékben. Ugyanis a
biztositonak fontos, hogy minél pontosabb becslést tudjon adni a valodi paraméterre,
hiszen ez alapjan tudja becsiilni a varhato karokat, ezzel egyiitt a kifizetéseket. Per-
sze ehhez nem elég a karok szamét tudni, hanem a karok, a kifizetend6 Osszegek
mértékét is kozeliteni kell, amivel most nem foglalkozunk. Tovabbi lényeges - a
valosdgnak nem megfelel§ - feltételezésiink, hogy a A kargyakorisdg az idében al-
lando6, azaz a korral nem lesz sem iigyesebb, sem veszélyesebb a sof6r. A valtozo A
esetét duplan sztochasztikus, an. Cox-folyamatokkal irhatnank le, azaz mikor A(%)
maga is sztochasztikus folyamat.

A fenti feltételezésekkel kapcsolatban mintegy pontositasként sziikségiink van a

kovetkezd definicidra.

2.1.1 Definici6 (Homogén Markov-lanc) Legyen {B, },>¢ diszkrét ideji szto-
chasztikus folyamat megszamlalhato allapottérrel. Ha tetszGleges nemnegativ n e-

gészre, és ig, 1, ...,%-1,1, 7 allapotokra a
P(Bn—H :] ’Bn = Z‘7Bn—1 = 7;n—la cee 7BO = ZO) = P(Bn—H = j’Bn - 7/)

egyenlGség teljesiil, akkor ezt a folyamatot Markov-lancnak nevezziik. Homogén a
Markov-lanc, ha emellett még P(B,,1 = j|B, = i) fiiggetlen n-t6l. Ez esetben
értelmes bevezetniink erre egy n-t6l fiiggetlen jelolést, példaul p;; = P(Bny1 =
Jj|Bn =1).

Igy az allapotokon valé bolyongasnak definialhatjuk az atmenetvaloszintiség-
méatrixat, melyben az i-edik sor j-edik eleme annak a valoszintiségét mondja meg,
hogy az i-edik osztalybol milyen valdszintiséggel keriiliink at kovetkezs évre a j-
edik osztalyba. Rogzitett A\-ra az M ())-val jelolt sztochasztikus matrixra! M(\) €
M;5(R), és a kovetkezs alakot 6lti:

!minden sorban a sordsszeg 1-gyel egyenld, hiszen barmelyik osztalyban is legyiink, valamelyikbe

atkeriilink a kovetkezs évben
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1—e? e 0 0 0 0

1—e? 0 e 0 0 0

1—e? 0 0 0 0 0

1—e? Ae A 0 0 0 0
L—(A+1)e? 0 Ae A 0 0 0

MO = I—(A+1e? A2 emA )2l 0 0 0 0
1—(A2/21+ A+ 1)e™? 0 M. emA)2 0 0 0
1—(A2/21+ A+ 1)e A A3 eA/3! 0 0 0 0
T—(A3/31 4+ 22/20 + A+ 1)e™? 0 A3 em /31 0 0 0
1—(A3/31 4+ 22/20 £ A 4 1)e 0 0 .0 0 e
1— (A3 2220 - X+ 1)e 0 0 oo de™ 0 e

A kezdeti eloszlas vilagos, hogy mo = (0,...,0,1,0,...,0)%, ahol az 6todik elem 1,
a tobbi 0. Hiszen mindenki az 5. osztalyban (A0) kezd, mas szoval 1 valoszintiséggel
Cs-ben lesz, 0 valoszintiséggel mashol. Tovabba moM"' azt mondja meg, hogy t év
elteltével milyen valdszintiséggel lesz az egyes osztalyokban, azaz t lépés utdn milyen
diszkrét eloszlast kapunk az osztalyokon.

Itt érdemes egy rovid kitérGt tenniink a sztochasztikus métrixokrol:

Egy n x n-es matrixot sztochasztikusnak mondunk, ha elemei [0, 1]-beli valos
szamok, és minden sorban a sorOsszeg 1-gyel egyenls. Tovabba emlékeztetiink a
spektralelméletbdl a matrixok spektralfelbontasara, mely szerint az M matrix elGal-
lithato UDVT alakban, ahol U és V' a bal, ill. jobb oldali sajatvektorokbol képezett
(unitér) matrixok, D pedig diagonélis matrix M sajatértékeivel a fgatloban. Ily mo-
don M tetsz6leges egész t-edik hatvanya felirhato M* = i Mu;vl alakban 2, ugyanis
minden ¢ # j esetén uiv]T = 0. Mivel pillanatnyi célunk, fl?)igy az Atmenetvalosziniiség-
motivalhat minket. Gondoljunk csak arra, hogy A\-kt&l elvarjuk az 1-nél kisebb
abszolut értékiiséget, maskiilonben a hatvany novekedtével A! tartana végtelenbe.

Ennek tiikrében megemlitiink egy fontos tételt, nevezetesen:

Tétel 2.1.2 (Perron-Frobenius) Legyen A rxr-es nemnegativ (elemenként nem-
negativ), irreducibilis és aperiodikus mdtriz. A-nak létezik Ay pozitiv valds sajdtértéke
1 algebrai, és szintén 1 geometriai multiplicitdssal, és minden j € {2,...,r}-re

A1 > |\, tovdbbd a A\i-hez tartozd bal és jobb oldali sajdtvektor felirhatd gy, hogy

Znagyon vigydzzunk, hiszen itt nem a kargyakorisigot, hanem M sajatértékeit jelsljiik \;-kel
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ulvy, = 1 teljesiilion. Teljestilion a sajdtértékekre i > |Xo| > ... > |\, és ha
|X2| = |Aj| walamely j > 3-ra, akkor mq > m;, ahol m; a \; algebrai multiplicitdsa.

Ekkor A™ = Xtvjul +O(n™ = Xo|™). Tovdbbd ha A még sztochasztikus is, akkor
A =1.

2.1.3 Megjegyzés 1) Az irreducibilitas azt fejezi ki, hogy barmely allapotbol el
lehet jutni barmely allapotba. A periodus az adott allapotba visszatérés lépéssza-
mainak legnagyobb ko6zos osztdja, igy egy allapot aperiodikus, ha ez a legnagyobb
kozos osztd 1. Erre igaz, hogy osztalytulajdonsag, tehat ha irreducibilis Markov-
lancot tekintiink, melynek egy allapotarol kénnyen lathaté az aperiodikussag, akkor
az egész aperiodikus.

2) O(f(n)) olyan fiiggvénye n-nek, melyhez létezik 0 < a < < 0o valos szamok,
hogy af(n) < O(f(n)) < Bf(n) teljesiil elég nagy n esetén.

Konnyen meggondolhato, hogy a bonusz-malusz rendszeriink irreducibilis Markov-
lancot hataroz meg. Ugyanis egy lehetséges okoskodas szerint barhonnan eljuthatunk
M4-be, onnan pedig egyesével a tobbi osztalyba. Az aperiodikussag osztalytulaj-
donsaga miatt elég belatni, hogy M4 aperiodikus allapot. Ez szintén egyszerti,
mert példaul 2, ill. 3 lépésben is visszaérhetiink ide. Az atmenetvaldszintiség-matrix
sztochasztikussaiga nyilvanvalé. Ezek szerint teljesiilnek ra a Perron-Frobenius-tétel
feltételei, igy létezik a tlgg} Mt = viul = 1xT hatarérték, ahol v; = 1 csupa 1
vektor. Mas szoval 1étezik stacionérius eloszlas, melyet m-vel jeldliink. A konver-
gencia sebességét pedig a masodik legnagyobb abszolut értékid sajatérték, és annak
multiplicitasa hatarozza meg. Be kell latnunk, hogy ez a konvergencia esetiinkben
nem elég gyors ahhoz, hogy figyelmen kiviil hagyhassuk a kisebb hatvinyok koézotti
eltéréseket. Tehat M (\) hatvanyait sziikségszertien kiilon kell kezelniink a valoszer(
hatvanyokra emelés mellett. Ez a valoszertiség mar szubjektiv dolog, de elég arra gon-
dolnunk, hogy a szerz&d&k nagy része 30 évnél nem régebben lépett be a rendszerbe,
és ezalatt a hatvany alatt nagyobb A-ra (pl. 0,2-re) még nem stacionarizalodik az
eloszlas. Tehat meg kell kiilonboztetniink egymastdl a késgbbi becsléseknél azokat
az eseteket, amikor valaki 15 vagy 17 éve van jelen a rendszerben, ezzel szemben

mar nem érdemes a 45 vagy 50 éve biztositottak kozott kiillonbséget tenni.

2.2. Varhato dij

Természetes kérdés, hogy a szerz6d6 mennyi dijat fog kifizetni a biztositonak az
els6 t évben. Mivel ez t valosziniiségi valtozd Osszege, ezért csak varhato értékkel

szamolhatunk, rdadéasul hallgatolagosan feltessziik, hogy nem véltoztat biztositot
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2.1. tablazat. Dijak (egységben)

M4 dy =2
M3 dy=16
M2 d3;=1.35
M1 dy=1.15
A0 ds=1
Bl ds=0.95
B2 d; =09
B3 dg=0.85
B4 dy=08
B5 dyp=0.75
B6 dy; =0.7
B7 dis =0.65
B8 di3=0.6
B9 dy4 =0.55
B10 dy5=0.5

ez alatt az id6 alatt. A kiillonb6z6 osztalyokhoz tartozo dijakat az 2.1 tablazatban
olvashatjuk, ahol A0-ban egységnyit fizetiink évente.

Jelolje P; az i-edik évben fizetendd dijat, amely egy diszkrét valosziniségi val-
tozo, és a fenti dijértékeket veszi fel az évhez tartozo valoszintiséggel. Kezdetben
Py =1 a m eloszlasbol adodoan. A kovetkezs évben az eloszlast a 7f sorvektor és
az atmenetvaldszintiség-méatrix szorzata adja, majd minden egyes év elteltével egy

ujabb jobbrol szorzassal kapjuk m-t. Ezzel az els6 t év varhato 6sszdija

t t t—1
j=1 i=1

J=0

ahol d oszlopvektor elemei a fent ismertetett dijak.

2.2.1 Példa Lassunk két példat 30 éves idGhorizonton a varhato dij értékére. Az
el6z6ek miatt a stacionérius eloszlas létezésével kapcsolatban tetszéleges A paramé-
terre ezen varhato dij értéke konvergens. Az elsé (2.1) példan egy jo (vagy szerencsés)
sof6r A = 0,04, a masikon (2.2) egy rossz (vagy peches) sofér A = 0,5 kargyako-
risiggal lathato.



2. FEJEZET. BONUSZ-MALUSZ RENDSZEREK
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2.2. abra. éves varhato dij A = 0,5 mellett



3. fejezet

Becslések

A problémat az okozza, hogy nem ismerjiik az egyén kargyakorisdgat, raadasul
arra néha rendkiviil csekély mértékben rendelkezésre allo informéciokbol kell becs-
lést adnunk. Erre egy, a gyakorlatban is jelentkez6 példa, hogy a szerzddd teljes
kartorténetéhez biztositovaltaskor az 1 biztositd nem jut hozza, tehat csak annyit
tudunk, hogy t évet t6ltott a rendszerben, és ezalatt egy bizonyos C; osztalyba jutott
el, és persze kihasznaljuk, hogy mindenki AO-ban kezdett. Egy masik példa, hogy
a teljes kartorténet helyett csak az el6z6 néhany évi all rendelkezésre, raadasul a
rendszerben eltoltott évek szama is ismeretlen lehet. Ezeket a lehetdségeket fogjuk
most részletesen vizsgélni. ElGszor az els6 informécié alapjan fogjuk A-t vizsgélni
tobb szemszogbdl. Ehhez egy fontos jelolésiink lesz B, = ¢ annak az eseménynek a

kifejezésére, hogy t év elteltével ! az illets a ¢ osztalyba keriil.

3.0.2 Megjegyzés Néha a B; = C; jelolést fogjuk hasznalni, ha szeretnénk hangsu-

lyozni, hogy melyik a szoban forgo osztaly.

3.1. Maximum likelihood becslés

Keressiik a likelihood-egyenletet A-ra, ami azzal ekvivalens, hogy a B, = C;

osztéaly valoszintiségét szeretnénk maximalizélni A\-ban, azaz a feladat
max e M) e = max M(N)s.-

Itt e; = (0,...,0,1,0,...,0)T olyan vektor, melynek i-edik eleme 1, a t&bbi 0, tehat
az 5. sor i-edik elemét kell maximalizalni. Tegyiik hozz4, hogy A-nak megengediink
tetsz6leges nemnegativ értéket. Rogton felmeriil a kérdés, hogy miként lehet jol

kezelni ilyen matrix t-edik hatvanyat, hiszen A\ fliggvényében formalisan kifejezni
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nagyobb kitevékre egészen reménytelennek tiinik. Ha jobban meggondoljuk, egy
FO) RS — [0, 1)15%15 fiiggvény esetén ff(N\)-t kell maximalizalnunk az (5,4)-edik
elemében. Ehhez vessziik a szoban forg6 elem A szerinti derivaltjat, melynek értéke a
keresett \-ra egyenl6 0-val. Emlékeztetlink, hogy matrix derivaltja az eredetivel meg-
egyezd méretd matrix, melyben az elemeket tgy kapjuk, hogy a megfelel6 elemeket
egyenként derivaljuk.

n—1

Allitas 3.1.1 Az n-edik hatviny derivdltjdra teljesil az (M™) = > MEM'M"F—1
k=0
osszefiliggés.

BI1ZONYITAS. Ismert dsszefiiggés, hogy (AB) = A'B+AB’, igy (M™) = M'M"™ '+
M (M™Y. Ugyanezt M™ '-re alkalmazva indukciéval kapjuk a fenti allitast. O
Ezzel a likelihood egyenlet a

n—1
(Z Mk . M/ . Mn—k‘—l) ()\)(5’2) =0

k=0

alakot oOlti. Egy nem tul el6nyos tulajdonsidga a modszernek, hogy a legrosszabb
osztalyra ennek nem létezik maximuma, ami szadmolas nélkiil kénnyen meggondol-
hato6. Hiszen minél nagyobb a varhato karszam, anndal nagyobb valoszintiséggel lesz
valaki a legrosszabb osztalyban. Hasonl6 a helyzet a B10 legjobb dijosztallyal, ahol
a valoszintiség maximuméat A = 0 mellett veszi fel. Gondoljuk meg, hogy nem szeren-
csés 0 kargyakorisaggal venni azokat a szerz6ddket, akik akar a biztositasi allomany
70 — 80%-4t is kitehetik.

A 3.1 tablazat a kezdettdl szamitva t év elteltével a c osztalyban talalhato biztosi-
tott kargyakorisagara vonatkozé maximum likelihood becslés értékeit tartalmazza
3 tizedesjegyre kerekitve. Ahol NA talalhato, abba az osztélyba annyi id6 alatt

lehetetlen eljutni.

3.2. Bayes-i megkozelités

Ebben a részben azzal a Bayes-i feltételezéssel éliink, hogy maga a kargyakorisag
is valoszintségi valtozo, ezt jeloljiik A-val. A gyakorlatban el6fordulé esetek nagy
tobbségében jogosan valasztjuk ezen a priori eloszlast gamma eloszlastinak - azaz
A ~ T'(a, ) -, ezért mi most erre szoritkozunk. Ezt a gamma eloszlast mas néven
kevers eloszlasnak nevezziik. Rogzitett A = A-ra a szerz6d6 X ~ Poisson(\) szamu
kart okoz, igy P(X = Ek|A = )X) = ’,\C—Te_k. Vajon mi lesz a feltétel nélkiili eloszlas?

Allitas 3.2.1 A T(«a,B) keverdjii keverék Poisson-eloszldsi valdsziniségi vdltozo

eloszldsa Negativ Binomidlis (o ) paraméterrel.

L
) 1+8
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BI1zZONYITAS. A Gamma-eloszlas strtiségfiiggvényét fx(A)-val jelolve

x k a—1Qa 7,8/\
P(X =k)= /P(X = kA=) fa(N)d\ = ; —A %CM =
0

0

T yatk—1ga,—(148)A o T yatk-1 atk ,—(148)A
:/)\ [ D — Bl (a + k) ./)\ (1+ B)~tre .

KT () kD (a)(1 + )tk I(a+k)
hasznaljuk ki, hogy az integralban a I'(a+ k, 5+ 1) eloszlas stirtiségfiiggvénye talal-
hato, igy értéke 1, tovabba a gamma fiiggvény I'(z 4+ 1) = 2I'(2) Osszefiiggését, ezzel
tovabb

AT (1) () (o)

0
3.2.2 Megjegyzés A I'(a, () eloszlasu valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye
f(x) = % alaki, ahol I'(a) = [ ¢*~'e~"dt, tovibba a varhato érteke §,
szorasnégyzete 5%
3.3. Az a priori paraméterek becslése
Ezzel els6dleges feladatunk a rendelkezésekre all6 11,79, . . ., nx éves karszamada-

tok alapjan becslést adni az «, 8 paraméterekre. Errél a mintardl feltessziik, hogy
fiiggetlen, és azonos negativ binomialis eloszlasbol szarmazik. Fontos az allomany
homogenitésa, ugyanis ha példaként emlitve rossz sof6rok karadatait a valos aranytol
nagyobb szazalékban hasznalnank, akkor az rontana a paramétereken. Két lehetsé-
get mutatunk be, egyrészt a momentum modszert, méasrészt a maximum likelihood
modszert.
Momentum Moédszer: Legyen 1, ~ NegBinom(r,p), melyre
P(m =k) = (k ji; 1) (1—p)p*= FISF—J(FTI;)G -p)'p"

(ahol k = 0,1,...). Ezzel Eny = % és D?n = W Definialjuk minden pozitiv

egész i-re az M; = + > j' - |[{mx = j}| tapasztalati momentumokat, ahol |{n, = j}|
=1

a j db kart okozo szerzédések szamat jeloli, tovabba legyen S? = My — M?. Innen

_ mp 4 2 _ _ 1 _ M C1-p _ M
M, = 1—p ©8 S a_p2’ ami a p =1 oo €8s r = M 5 T 2= becslesekhez

vezet.

Maximum likelihood-mdédszer: A likelihood-fiiggvény

K

F(T—i_nl . n;
L(r,p) = Prp(m =n1,... . = ng) = Hn-'-—l“(r))(l —p)'p",
i=1 v
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azaz a loglikelihood

K ni—1 K
l(r,p) =rKIn(l—p)+Inp- ZNZ—FZZIH r—+m) Zlnni!,
i=1 m=0 =1
majd a két valtozo szerint derivalva az
ol(r, p) 1 1g al(r, p) K ml
=-—rkK-—— i=0 = K-In(1-
ap r 1—p+p n; és or n( p+ZZT+m

egyenletrendszert kell megoldanunk. A likelihood-egyenletnek egyértelmiien létezik
megoldasa, ha S% > M;.

3.3.1 Megjegyzés Fontos, hogy végezziink mindezek utan hipotézisvizsgéalatot, ez-
zel ellendrizziik, hogy X valoéban negativ binomiéalis eloszlasii. Ugyanis elGfordulhat,
hogy rossz feltételezésekkel éltiink, és nem jo a modell. (Ehhez megfelel eszkozt a

X2-probak kozott taldlunk.)

3.4. Monte-Carlo tipusii médszer

Ezzel konkrét o, feltételezés birtokdban becsiiljiik A\-t. A rendelkezésre allo
informéaciok az ismert By = AQ0, és a t évvel késébbi B; = ¢ allapot. A Bayes-tétel

alapjan a feltételes siriségfiiggvény

faBi=e(Me) =

Ezzel A-ra a becslés A feltételes eloszlas szerinti, azaz a posteriori varhato értéke

lesz, ami
o0

Al / A+ faipi—e(Alc)dN
0
Irhattuk volna az altalanosabb, eloszlassal felirt alakot, de a gamma eloszlas ab-
szolit folytonossdga miatt nem baj, ha sirtségfiiggvényt hasznalunk. A nehézséget
az okozza, hogy a P(B; = c|A = \) feltételes valosziniiség rogzitett A-ra ugyan kony-
nyen szamolhatoé matrixhatvanyozéssal, de A\ fiiggvényében reménytelennek tiinik
meghatarozni. Hiszen ez egyenl6 M(A)i; | ,)-vel, ahol |c| a c osztédly oszlopahoz tar-
toz6 indexet jeloli, ezért a kozvetlen integralasrol le kell mondanunk. Teh4t nemhogy
a feltételes strtségtiiggvényt nem tudjuk kifejezni, még az altala meghatarozott el-
oszlasbol sem tudunk véletlen mintat generalni, amelynek atlagat véve kozelithet-

nénk a kivant varhato értéket a nagy szamok torvényének értelmében.
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Ehelyett Monte-Carlo-tipusii médszert konstrualunk a kovetkezéképpen. Készit-
stink egy (&,,n,) parokbol allo sorozatot ugy, hogy &, értékét A eloszlasabol, ne-
vezetesen I'(«, 5)-bol generéaljuk. Tovabbéa generaljunk egy Markov-lancot A = &,
szerint, amely egy ¢ 1épésbdl allo it az allapottéren. Ha ezen &, mesterkélt kargyako-
risag mellett B, = c-be jutunk, akkor 7, értékét 1-nek valasztjuk, kiilonben 0-nak. A
Markov-tulajdonsag miatt elég, ha vessziik az M (§,,) Atmenetvalosziniiség-matrix ¢-
edik hatvanyanak (5, |c|) elemét, és ekkora valoszintiséggel 1-et, kiilonben 0-t vesz fel
M- Ezek szerint 0, egy &,-t6l fliggd Binom(1, p) valtozo, ahol p = M<€n)€5,|c|)' A gon-
dolatmenetet az motivalja, hogy a véletlen generalt &, értékeket, melyeket a valodi A
értékének meghatarozasahoz valasztunk, megritkitsuk. Méghozza oly modon, hogy
a megmaradok atlaga mar jol kozelitse az a posteriori varhato értéket. Mas szo-
val, a valészintitlenebb &,,-eket jo eséllyel kidobjuk az atlagolasbol. Ne feledkezziink
meg a (&,,Mn) és (&m, Nm) parok egymastol valo fliggetlenségétdl, hiszen a &,-eket
egymastol fliggetleniil valasztottuk a gamma eloszlasbol. Ugyanez a fiiggetlenség a
parokon beliil persze mar egyaltalan nem mondhatoé el. Sziikségiink lesz a kdvetkez6

két allitasra.

Allitas 3.4.1 \, = E(A|B; = ¢) = E(&|m = 1). (Mostantdl ha nem sziikséges,
az indezet elhagyjuk &-rdl és n-rol, hiszen mint valdsziniségi vdltozok, eloszldsuk

megegyezik. )

B1ZONYITAS. A teljes varhato érték tételével
E(En)=E(Enn=1)-Pn=1)+ E(nln=0)- P(n =0) =

= E(gm =1)-P(n=1)=E(n=1)-E(n),

azaz E(&{n=1) = ( . Tovabba

E(§n) = E(& - X{B.=c}) = E(E(§ - X(B=0}|8)) = E(§ - P(B; = c[€)) =

_ / v P(B, = c¢ = 2) - fe(w)da

ahol ¢ eloszlasa megegyezik A eloszlasaval, ezért fe = f). Masrészt - £ és A eloszla-

sanak egyezségét és a teljes valosziniiség tételét felhasznalva -
E(n)=P(n=1)= P(B;, =c¢) /P BiA = x) - fa(x)dx
0

Ezzel megkaptuk a kivant egyenl@séget, hiszen a fentieket Gsszevetve E(&|n = 1) =

E@¢n) _
B = At O
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N
. > &nin
Allitas 3.4.2 F | == =E¢n=1-(1-(1-Pn=1)"), azaz a Oy =
ngl i
N
2= &ntin
n=s becslés a feltételes varhato értékre aszimptotikusan torzitatlan.
Z n
n=1

B1zoONYITAS. Az allitasban szerepld egyenlGség bal oldala

N
Zl Entin
= Z E n_N 77i1:17~--777ij:1777ij+1207--~777i1v:0
A p——— S
nijJrl:‘..:niN:O n—=1

P(T/zl :1,,77”\, :0)

Itt az Osszegzés n;-k Osszes lehetséges 0,1 értékére torténik, azaz 2V értéket adunk
Ossze. Megjegyezziik tovabba, hogy a pozitiv valosziniiséggel eléfordulo n; = ... =
ny = 0 eseményre a feltételes varhatd értékben szerepld % hanyados értékét 0-nak
tekintjiik, hiszen ekkor 0 darab & atlagat vessziik, igy az atlag is 0. Ezt a 2V —1 tagu
Osszegzési feltételt - elhagyva az 6sszes 1; = 0 esetet - a tovabbiakban az egyszeriiség
kedvéért R,-val fogjuk jelolni. Ugyanis ki fogjuk hasznalni, hogy létezik legaldbb egy

7;, ami nem 0. Az egyenlséget folytatva
_ Z E <€zl -+ §z]

Felhasznaltuk, hogy 7;-k egymastol fiiggetlen valosziniségi valtozok, igy a P(R,)

valoszintiség szorzatra bomlik. Tovabb
—Z{ (Sfm=1) 4o m (%
J

ahol a szogletes zarojelben 16vs feltételes varhato értékek nem kiilonboznek egymés-

m, = 1)} P, =1) ...  P(n;,, = 0),

tol, ezért az egész felcserélhets egy tag j-szeresére, ezzel

=> [E&lm, =] P, =1) ...« Py, =0) =

ZE(51|771:1>‘ZP(7%1:1)'--"P(77iN:0),:

=p =:1-p

B&ln = 1) Z() (A= pN T = B =1)- (1— (1-p)").

A tovabbiakban az 1 — P(n = 1) = P(n = 0) valoszintiséget g-val fogjuk jelolni. [
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o

Kovetkezmény 3.4.3 Az el6z6 két dllitdsbol azt kaptuk, hogy ®n vdrhato értéke
aszimptotikusan megegyezik A a posteriori varhato értékével, A\i-vel, amit szeretnénk

meghatdrozni.

Tehat a —2% sorozat varhato értéke minden N-re megegyezik \;,-vel. Alkalmaz-

zuk a sorozatra a Csebisev-egyenlétlenséget:

Oy Dy D,
p _ B _p _
(‘1—qN (1—qN)’>€> (’1—q M| >

tetszGleges pozitiv € esetén. A felsd korlatrol szeretnénk mondani valamit, ezért

) D* (%)

c2

szamitsuk ki a szamléloban talalhatd szordsnégyzetet. Rogton megjegyezziik, hogy

eleg @y szorasnégyzetét kiszamitani, hiszen az konstans kiemelhetd, igy a

szamlalo az m - D*(®y) alakot olti.
Lemma 3.4.4 D*(®y)=D*(&n=1)-Jn, + E*En=1)- (1 —¢"V)q".
BIZONYITAS. E?(®y) = (1 — ¢V)? - E?(€]np = 1)-et méar meghataroztuk. Most

vizsgaljuk a 2. momentumot:

[(Em)? + ..+ Ennn )] +2- 30 [k - &

k£l
E(I)2 :E =
k£l
(Em)®+ ..+ Evnn)>+2- > & - &
-y
it2-(3)
Niq ::772] :1777i]-+1 = ... ="MNin :0>
P(?’/21 ::771] :1777ij+1 ::’I’]ZN:O)
A szorzat masodik tagjaban az n;, = ... =mn;, =1,n;,,, = ... =n;, = 0 eseményt a

rovidség kedvéért csak n felt.-ként fogjuk feltiintetni. Ezzel
_ Z (] & m = 1>

nilz"‘:nij:]‘?nij+1:"':niN:O

Z gzkgll
ip#i
’Lk,lle{lly?z]}

+2- B -

P(n felt.)

Ez utobbi 1épésben kihasznaltuk, hogy &;-k fiiggetlen, azonos eloszlasuak, igy négy-

zeteik is, ezzel j darabot Gsszeadva feltételesen &7 j-szeresére cserélhetjiik. Hason-

771_772_1> =

loan a masodik feltételes varhatd érték megegyezik E (( 2) IS
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jQ;le (5152 ‘771 =1 = 1)—gyel. Vigyazzunk, ugyanis a masodik feltételes varhato érték-
ben implicite feltettiik, hogy létezik legalabb két 7;, amelynek értéke nem 0, igy erre
gondolnunk kell az 6sszegzéskor. Vegyiik észre, hogy j = 1 esetben nincs gond, hiszen
%—Vel, azaz 0-val szorzodik E(&&|n = ny = 1). Tehat

=S| EEn =1+ T Bl = m = 1] - P ) -
Ry

=3 [ = 1) - 2Bl = )+ B = 1)| - Pl felt) =

Ry

(<

J/

g

5D (&1|m=1)

- D=1 (V)5 wa-p s pen =) S (T )ra-mr

J=1 J=1

Az el6bb ismét kihasznaltuk &;-k fiiggetlenségét, egyuttal korreldlatlansagat, ugyanis
igy cov(&1, &) = 0-bol adédoan

E(&&lm =m=1) = E(&|m =1) - E(&ln, = 1) = E*(&G]m = 1).

Bevezetve a Jy, == Zjvzl (]JV) %-pj(l—p)N’j jelolést @y szorasnégyzetére a kovetkezot
kaptuk:

D*(®y) = D*(Eln=1) Jnp + E*(ln=1)- (1 —¢" = (1 = ¢")*) =

=D*(¢&n=1) Jnp+ E*(En=1)- (1 —¢")g".

Kovetkezmény 3.4.5

0N
P (‘—1 -y — M

Most vizsgaljuk meg a fenti Jy, Osszeget. Ez majdnem egy X ~ Binom(N,p)

- 8) _ DM =1) - Iny + E;(gm = 1) (1= g%)e"

eloszlasu valoszintiségi valtozd reciprokanak varhato értéke azzal a modositéssal,
hogy a 0 értéket nem engedjiik meg. Megjegyezziik, hogy ekkor (1 — p) > 0 miatt a
varhato érték nem is létezne. ElGszor anélkiil, hogy explicite meghataroznank Jy ,-t,
ezen binomidlis észrevétel alapjan azon sejtésiinket probaljuk igazolni, mely szerint
nagy N-re kozel lesz Nip—hez. A motivaci6 abban all, hogy egy (N,p) paramétert
binomidlis eloszlast valoszintiségi valtozo varhatod értéke N - p. Ezt a heurisztikus

elképzelést a kovetkez&kben pontositjuk.

1 N 2
Lemma 3.4.6 Az o555 —2¢7 < Jnp < ;i

re. Megj.: Az also becslés csak bizonyos, késdbb ldtott hatdrtdl véve igaz.

also és felsd becslés érvényes Jy -
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B1ZONYITAS. Az alsé becslés

N
o= > ()2 0z Ay (V)Y L -
j=1 j=1

TNt Ny 1

ahol - a szokasos 1 — p = ¢ jeloléssel - (N+1) +qV qN : <(’;(“]7<,t:\{f)> =gV <;i%§> <

2¢ ,ha 1+Np < 2, azaz ha N > = 2” . Ezzel Jy, > (N+1) —2¢".

A felso becslesnel felhasznaljuk az % = j(ji—l) + m azonossagot:
N N
N 1 , . N\ 1 . ,
Inp = s =)V ('>'—P]1—pNJ:
o ;(J)J(J+1) (1 -) ; j)irr o)

N N
N+1) 1 M N+1\ 5 v
NI P (1-pV T —— | 1—p)V7 =
(]+1> A o jl(]—|—1>p7( P)

e £ ()
(+)

=2
<2

2 s /N +1\ N1 2
Sp(N+1)'jZ2( j )ﬂ(l_p) ITRE)
0

Ennek felhasznaladsaval egyszertien javithatunk fels6 becslésen, mégpedig fel-

hasznalva az 3%1 < % Osszefiiggést 7 > 2 esetén.

INp = _1<j>'m'p](1—p) +;<j>j(j+l)' (1-p) <

N
1 1 N+1\1 . )
<—+§ - (" - 11 = p)NHD=G+1) —

1)<J+1)]p] S

S S .Nf:l(NJfl)_pf( S
=2

p(N+1)  p(N+1) < i Ji-1
1 = (N+1\1 N4 1
(N+1) (HB ;( J )EPJ(l ?) )SP(NH) <1+3 N_p>:
1 6
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Kovetkezmény 3.4.7 Osszefoglalva azt kaptuk, hogy tetszdleges 0 < p < 1 esetén

1 N
m—Zq <=]N,p<(

esetén). Mds széval (N + 1)p - Iy, o 1, azaz a Jy, Osszeg aszimptotikusan Nip

1 6 < . < 1
Np T N2 (az alsé hatdrra vonatkozéan N > s — 2

nagysagrendi, amit igazolni akartunk.

A fentiek ismeretében szeretnénk adott e-ra olyan lehetd legkisebb Ny-t valasz-
tani, hogy az eltérésre vonatkoz6 valdsziniiség kisebb legyen egy szintén altalunk
megadott > 0 értéknél. Tehat hany (&,,7,) part kell generdlnunk annak érdekében,
hogy a becslésnek az a posteriori eloszlastol vett eltérése abszolutértékben ne haladja
meg ezen ¢ értéket, csak legfeljebb egy kis 0 valoszintiséggel.

Miel6tt nekikezdenénk, emlitsiink meg egy lemmaét, aminek a késébbiekben hasz-
nat vessziik:

n

N
Lemma 3.4.8 Jy, =¢" - > =1

BIZONYITAS. "~
N N [N
> (N) Ly —pyvi = > [Z (n:i)] Ly — Vi =
J=1 17 j=1 Ln=j J J
N N N NN N V.
:zz(._l)—.pfu—p) =Zz(‘)—pﬂ<1—p> -
n=1 j=1 J J n=1 j=1 AL
N n N n
:Z%Z(n)p’(l—p)N_jZZ%(l—p)N‘" ( )p’(l—p)’”z
n=1 j=1 n=1 7j=1
N N
N~ Ly Y (1 _ AN 1 1-(1-—p)r
= ; ~(1=p) A= (1-p)") =0 -p) ; n T =p)
N
1-p=q¢ N . l 1 — qn
LS ; s
ami az allitast igazolja. 0

A kénnyebb atlathatosag kedvéért vezessiik be a D? := D?*(¢lnp = 1) és E? =

E?(&|n = 1) jeloléseket. A fenti fels6 becslésre a DQ'JN’:;(FIE_Q;SVI)_;]N)QN —

D2 X JNp E2qN
—= ’ :< 5
. ETF R PR TR R
egyenlGtlenséget kell megoldanunk N-re.
(1) 4D? 2F? (2) 4D? + 2F? )
() < — 'JN,p+?’qN <——= IS
2 2
< AD° +2E (1 n 6 <
o2 Np ' N2p2

Ahol kihasznaltuk a kovetkezsGket:
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(1) Igaz, ha ¢" < 5, ami pontosan akkor teljesiil, ha 2 < (%)”, azaz N > log% 2 =
log2
log%'

(2) Ehhez arra van sziikségiink, hogy Jy, > ¢" legyen, ami valamely N-re biz-
tosan bekdvetkezik, hiszen ez el6bbi %, mig utobbi exponenciilis nagysagrend-

N
ben tart 0-hoz. A lemma alapjan tudjuk, hogy elegends ¢V > 17:an > qN-et
n=1

belatnunk. Leosztva mindkét oldalt ¢’¥-nel és kicsit atrendezve kapjuk, hogy

N N
> # > 1+ > % kell. A bal oldal nyilvin nem nd, ha az dsszegzésben az
n=1 n=1

n
% tagokat végig %—re valtoztatjuk, ezzel a konnyen Osszegezhetd (é) tagok

maradnak. Ezzel a bal oldal nem kisebb, mint % . ng:l (%)n = % . q}vz—l‘lfq). Ha
ez nagyobb 1 4 log(N + 1)-nél, akkor a kivant egyenlGtlenség teljesiil, ugyanis
log(N + 1) feliilr6l becsiili a pozitiv egészek reciprokosszegét N-ig. Tehat ele-
gendd olyan N-et vilasztani, amelyre mar teljesiil az % . q]lvz—f_]l) > 1+log(N+1)
egyenlStlenség. Ez az egyenlGtlenség mar jol kezelhets, g ismeretében N alsé
korlatjat megadhatjuk ezen feltétel mellett. Megjegyezziik azonban, hogy a gya-
korlati kérdések tobbségében a ¢ = 0,9999 értéknél nagyobb valdsziniiség nem

jellemza, hogy el6forduljon, és ekkor az N = 40 000 érték kielégitének bizonyul.

(3) Jnp becslésében csak noveliink, ha N + 1 helyett mindenhol N-et irunk.

Ezt N szerint masodfoki egyenletté rendezve

AD? 4+ 2R? 6
#'N_FZO -

kell megoldanunk, annak is a nagyobb gyokét keressiik. Tehat legyen

5-N?—

4D’ 42E° | <4D2+2E2> 4 406
Ty T P AD? 4+ 2E? + \/(4D? + 2E?)? + 246¢? _

N’ =
20 2e2pd
(4D? + 2E?) + (4D* + 2E?) + ev/246  4D* +2E? /66
< g +
2e2pd e2pd epo

Most hasznaljuk a E(£2|n = 1) = D?(é|n = 1) + E*(€]n = 1) sszefiiggést, amellyel
2F? helyett a kétszeresét véve feliilr6l becsiilhetjiik:
4-EE@n=1) 6

epd ep\/g

Még nem vagyunk készen, hiszen a becslésben szerepld feltételes varhatd értékrol

<

nem mondtunk semmit. Erre a kovetkez6 fels6 becslést adhatjuk:

_ B B _

P =)= 5= S PG -1 P
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amit a & ~ I'(a, B) alapjan ismertiink. Az elbbieket osszefoglalva N’ értékére a

{404(1 +a) V6 }

£28 322 epV/o

biztosan megfelel6 hatar lesz. Egy dologgal persze adésak maradtunk, mivel a p

értékrsl valojaban nem tudjuk, hogy pontosan mennyi, azt viszont tudjuk, hogy n
N
> M

n=1

N
varhato értékhez 1 valoszintiséggel és L'-ben. Ez a konvergencia raadasul exponen-

varhato értékével egyenls. A nagy szamok erGs torvényének értelmében tart a
cialis sebességii:

A Hoeffding-egyenlGtlenséget hasznaljuk:

Tétel 3.4.9 (Hoeffding-egyenlGtlenség) Legyenek X1, Xo,..., X, figgetlen, a-
zonos eloszlasi valdszinidségi vdltozok, melyek mindegyikére X; € [a;, b;] 1 valdszini-

séggel (a; < b;-k valds korldtok). Az S, = > X; jelolés mellett tetszdleges € > 0-ra
i=1

22

(bj—a;)?
1

7

P(|S,—ES,|>¢)<2-e =

Ezt felirva X helyett 7, szereposztassal minden & > 0O-ra

N/
> M
P2 —E(mp)| > | =P

N/
N > =N E(m)
n=1

Z€/~N/> —

Igy alkalmasan véalasztott N-re p-nek jo kozelitését kapjuk, és ezt hasznaljuk az

N/2.72
<2 W =2, V="

elébbi becsléshez. Ilyen feltételek mellett megvélasztott Nyp-ra, N'-re és p-re azt

mondhatjuk, hogy

N
> &l
PlrPl|IE=E2— N> <6 >1-¢

N
0

Példaként készitsiink egy tablazatot, amelyben az i-edik sor j-edik eleme azt
mondja meg, hogy amennyiben egy - nalunk - 4j szerz6d6 9 + ¢ évet toltott el, és
ezalatt C; allapotba keriilt, mi lesz a ra vonatkozo kargyakorisag becslése. Ezzel 10-
t6l 28 évig vessziik ¢ értékét. Ehhez be kell allitanunk az allomanybdl szarmaztatott
«, B paramétereket, melyekre példankban az a = 1,7 és 8 = 18 feltételezéssel éliink.

Igy a tablazat a kovetkezd lesz: 3.2 (NA ismét a lehetetlen események helyén all).
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A modszer hatuliitéje, hogy alacsonyabb osztalyok esetén az alacsony % varhato
érték miatt nagy lesz @y szorasnégyzete, ugyanis kevés 7, veszi fel az 1 értéket.
Ez a probléma magasabb osztdlyoknal mar nem jelentkezik, hiszen pontosan ar-
rol van sz0, hogy az a priori eloszlasbol generalt kargyakorisagok tilnyomé tébb-
ségben a jo sof6rokre jellemzéek, tehat ott sok 7, lesz 1. Ennek egy lehetséges
kikiiszobolésérsl a késébbiekben ejtiink szot, most lassunk két példat a tapaszta-
lati szorasnégyzet alakuldsara N mintaelemszam fiiggvényében. A 3.1 dbran az M4
osztalyhoz és t = 15 évhez tartoz6 becslés tapasztalai szorasnégyzetét abrazoltuk,
ahol az x tengely beosztasan lathato érték 100-szorosanak megfelel6 mintaelemszam-
mal dolgoztunk. A 3.2 d4bran ugyanezen év mellett, csak a B9 osztalyhoz tartozo
tapasztalati szorasnégyzetek lathatoak N = 100 - z fiiggvényében. Ez utobbi abban
kiilénbozik az elgbbitsl, hogy a fiiggbleges tengely tartomanyét negyedére csdkken-
tettiik. Lathato, hogy a B9 esetben N = 2800-t6] mar 10~* alatti lesz minden érték,
majd N = 4500-t6] a gép szamara kezelhetetleniil kicsi szorasnégyzeteket kapunk.
(a=1,7¢és f=18)

AN
—
2 -
o
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(O] —
N
>
o
c 8
'® o
o ©
N
(7]
E _
<
N <
0w o
© o
= U
8
o
8_
o [ [ [ [ [ I

0 20 40 60 80 100

N=x*100 elemu minta
3.1. abra. ®y tapasztalati szorasnégyzete t = 15 és ¢ = M4 esetén

Ugyanezt elvégezhetjiik minden osztalyra, és azt tapasztaljuk varakozasunknak
megfelelGen, hogy minél jobb bonuszosztalyt vesziink, annal kevesebb minta gene-

ralasa elég a becslés stabilizdlasidhoz. Ne felejtsiik el, hogy ezek ®n-re vonatkozo
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N=x*100 elemu minta
3.2. dbra. ®y tapasztalati szorasnégyzete t = 15 és ¢ = B9 esetén

EN- volt, tehét

szorasnégyzetek, a torzitatlan becslésiink a paraméterekre pedig - iy

ezt mindig figyelembe kell venniink a gyakorlati szamitasoknal.

3.4.10 Megjegyzés A szordsnégyzeteket a D*(®y) = D?(Eln=1) - Jn, +
+E?(&n =1)-(1—¢")q" osszefiiggés felhasznélasaval becsiiltiik a kovetkezéképpen:

D*(®y) =
N N N 2 N 2
B P PO N I > &l . .
Nn_ ”_N - n_N 'JN7P+ n_N— (1 - (1 - ﬁ) )(1 - ﬁ) )
Zl M — 1 21 77721 Zl M Zl 77721

> M

n=1

N és JN7p = JN7P§.

ahol a jobb oldal elsG tortje korrigald tényezs, masrészt p =

3.4.11 Példa Lassunk egy példat az el6zGekben hosszan ismertetett modszer sze-
rinti becslésre. R-program segitségével generdltunk egy 5000 elem( homogén karszam-
mintat, melynek segitségével az a priori paramétereket becsiiltiik meg. Mindezt tet-
tiik oly modon, hogy legelGszor el6zetesen megadott o, B értékek altal karakterizalt
['-eloszlasbol szarmaztattunk 5000 elemi mintat, azaz a személyre szabott kargyako-

risigok paraméterét. Majd ezeket a A1, ..., As000 értékeket felhasznalva készitettiik el
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az 5000 elemt Poisson-eloszlast mintat, melyben minden egyes érték a hozza tartozo
Poisson(\;) eloszlasbol lett mintavételezve (i = 1,...,5000). Ebbdl a maximum like-
lihood modszer mellett dontve megkaptuk az ismeretlen &,B paraméterbecsléseket.
Ne felejtsiik el, hogy a Gamma-eloszlas 3 skdlaparamétere és a negativ binomialisnél
kapott valoszintiség kozti Osszefiiggés % = p, azaz a kapott p-bdl f = ﬁ. Ezzel
esetiinkben az a = 1,7 és § = 18 értékekre jutottunk, melyeket egyébként mindvégig
példaként hasznaltunk.

Ezutan az el6z6 mintadt magunk mogott hagyva vettiink Gjabb, most 100 elemii
mintat a ['(1.7, 18)-eloszlasbol. Az a feltételezésiink, hogy 100 1j szerz6dd valt a mi
biztositonkhoz, akik mind 12 éve biztositottak a magyar gépjarmii-felelsségbiztosi-
tas keretein beliil, és ezek az § paramétereik személyre szabva, melyeket természete-
sen nem ismeriink. Majd szimulaltuk 12 év elteltét mindenkinél Markov-lancokkal,
melynek kovetkeztében a 100 10 szerz6d6 a kovetkezG aranyban keriilt a kiillonb6z6

osztalyokba:

M4 M3 M2 M1 A0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 BI10
0 0 0 0 o 0 0 2 1 0 18 2 2 43 32

Ennek ismeretében minden egyes tigyfélhez elkészithet a paraméterének {B; =
c} feltétel szerinti becslése, melyet Osszesitve készitiink, hiszen kivancsiak vagyunk,
hogy erre a 100 f6s iigyfélkdrre milyen eltérés lesz a valosag és becslésiink kozott.
A t = 12 év mellett minden oszélynak kiolvashat6é a tablazatunkbol a hozzéa tar-
tozd a posteriori kargyakorisag, igy ezeket csak Gsszeszorozzuk a fenti létszamokkal,
majd Osszegziink. Ezzel a példaban a kovetkezd évre 8,7 kart josoltunk, majd min-
denki paraméterével ismét generaltunk Poisson-eloszlasti mintat, amik pontosan az
elkovetkezendd év karszamait hivatottak reprezentalni. Azt kaptuk, hogy 92 szerz6dé
nem okozott kart, és 8-an egyet, igy 1-nél tobbet nem regisztraltunk. Lathatjuk, hogy

ebben az esetben ezen kevés informacio is megfelel§ kiindulopontnak bizonyult.

3.4.12 Példa Az el6z6hoz hasonloan nézziink még egy esetet, most legyen 500 1]

szerz6dénk 16 éves hattérrel. Az osztalyok megoszlasa a kovetkezs:

M4 M3 M2 M1 A0 Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 BI10
0 1 2 2 6 4 11 4 20 12 17 71 33 24 293

A szimulalt kovetkez6 évben 457-en semmi, 38-an egy és 5-en két kart okoztak, azaz

Osszesen 48 kar keletkezett. Emellett a becslésiink erre a csoportra 51.
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3.5. Becslések ismert el6z6 évi karszam esetén

Uj irAnyban vizsgélodva tegyiik fel, hogy az el6z6ekben latottakkal ellentétben
maés informacio all a rendelkezésiinkre. Nevezetesen a biztositott el§z6 évi karszama,
melyet k-val jeldliink, és természetesen a jelenlegi osztalya. Ha kétséges lenne a
kronologia, szemléljiik gy a helyzetet, hogy éppen ebben a pillanatban valtott
biztositot az illetd személy, és a milt évi produkcidjanak torténetét felhasznalva
probalunk koévetkeztetni az ideire. Nem ismerjiik azonban, hogy hany évet toltott
el a bonusz-malusz rendszerben, azaz t ismeretlen. Megjegyezziik, hogy nyilvanvalo
kovetkeztetéseket természetesen mindig le lehet vonni. Ilyen példaul, ha B8-ba vet-
tiik at a szerz6ddét, természetesen nem lehet 2 éve biztositasa stb. Ezekrol a kizarhato
eseményekrdl a maximum likelihood becslésnél latott tablazat tantiskodik.

A teljesség kedvéért megemlitjiik a maximum likelihood moédszerrel térténé becs-

lést. Az el6z6, t. évi karszamot az n; valészintiségi valtozo jeloli, melynek értékérsl

ismert, hogy k. Ezzel a P(n, = k) = ’\k—?e_)‘ valoszintiséget kell maximalizalnunk
A-ban, azaz log \¥ — log k! + log e™ derivaltja § —1=0, azaz A =k.

Bayes-féle becsléssel ez a kovetkezGképpen néz ki. Legyen A I'(a, 8) eloszlasa
valoszintiségi valtozo, azaz stirtiségfiiggvénye f(s) = %

pozitiv félegyenes és P(X; = k|A = \) = %e”. A becslést eztittal A fogja jelolni.

, melynek tartoja a

Keressiik a A = E(Aln, = k) a posteriori varhat6 értéket. Eztttal lényegesen kény-
nyebb dolgunk van, hiszen X fiiggvényében explicit elGallitast ismeriink a feltételes

valoszintiségekre, igy a Bayes-tétel felhasznalasaval a feltételes stirtiségfiiggvény

P = kA = s) - fa(s)

k — g
fA|77t ($| ) P(nt — k)
s* _—spa a—1,—Bs o
_ He ﬁ S 16 B _ kta-1, e—(1+ﬂ)s . 6—
P(ne = k) K'P(n; = k)

Ennek alakjabol rogton kovetkeztethetiink, hogy I'(k + «, 1 + 3) eloszlashoz tartozo

a striiségfiiggvény, ugyanis egy (—1)-nél nagyobb hatvanyra emelt s, egy skala-

paraméteres exponencialis tag, valamint egy konstans szorzatabol tevédik Ossze.
a+k

Tehat megvan a konkrét eloszlas a paramétereivel, melynek varhato értéke T

3.5.1 Megjegyzés Ugyanezt igazolhattuk volna kozvetlen szamoléssal is:

o0

E ) Catk—1 _—(148)s B _
(M = £) /s ’ ‘ WP = 1)
0
B I‘(a +k 4+ 1) 00 latk+1)=1, o—(1+8)s (1 + B)k+a+1d
(1+5)a+k+1.k:!-P(7]t=k)./0 Tatktl) 5 =

N J/

~~
=1
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_a+tk B -T'(a+k) _a+k
S BH+L (4Pt kL Py =k) B+ 1
(*)

ugyanis
oo

o
P(n,=k) = /—e_sﬁaso‘_le_ﬂsds =

ds.

B ﬁ _ Ia+ k) / gotk—1 . o=(1+8)s . (14 B)otk
kD (14 Btk (a+ k)
0

71

Teljesen hasonloan lathaté be altalanosan, hogy az el6z6 néhany évi kartorténet

atni+...+ne
B+t

feltétleniil jelenti azt, hogy t éve van biztositasa a szerz6dének).

ismeretében a becslés lesz, ahol 1y, ..., az el6z6 t év karszamai (ez nem

3.6. Osszehasonlitas

Felmeriil a kérdés, hogy vajon az eltelt évek és a legutolsd allapot - ezt jeloljiik
(1)-gyel -, vagy az utolsé évi kidrszam - (2) - alapjan lehet-e jobb becslést adni
az illet6 A paraméterére. Ezen kérdés megvalaszolasdhoz gondoljunk arra, hogy az
elzGekben olyan A € R{ meghatarozasan faradoztunk, amely minimalizalja az

J (A =X)?dQ(M|feltétel)-t, ahol a feltétel helyére az el6bbi két informacio valamelyike

0
helyettesithets. Més szoval négyzetes veszteségfiiggvénnyel dolgozva vesziink varhato
értéket a feltételes eloszlas szerint. Errdl konnyen lathatjuk, hogy a Q(\|feltétel) el-
oszlas szerint vett szorasnégyzete A-nak, hiszen A\, = E(\|feltétel). A (2) esetben ez

explicite ismert, hiszen a T'(a+ k&, 5+ 1) valoszintiségi valtozok szorasnégyzete wrae 6)

3.6.1 Megjegyzés Ha szeretnénk kiszamolni, a kdvetkezGképpen jarunk el:

d\ =

a4tk \ 2 (1 + /@)aJrk L \otR-L 6*(1+5)>\
B+1 ) ' T(a+ k)

3\8

(A = N2dQNX; = k) = 7(

d\ =

7a+k 2= 2a+B)(L+BA+ L+ B2 (L4 B)mHh  Aeth-le=1+0)
J (1+p5)2 I'a+k)

00—1 « — « — —
:/F(a+k) [(a+k>2-(1+ﬁ) ThE2 L Nethe L e (A

0
—2(a+ k)(1 + B)oHh i etk Lo (HAN 4 (1 4 g)oth \ath=1=(145) ]d)\ -

_ (a+Ek)? /f (oz+/£ (a+k+1) /f
1_{_5 D(a+k,14+8) — (1+ﬁ 2FO¢+]€ Fa+k+1l+ﬁ
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Ma+k+2)
(1 I ﬁ)QF o+ k fF(a+k+2 1458)»

ahol az integralok értéke 1, hiszen striiségfiiggvényeket integralunk a teljes tarton.

Innen atrendezéssel és az al'(a) = I'(a + 1) azonossag felhasznalasaval megkapjuk

_oa+tk

arpeet-

Az (1) esetben pedig lattuk, hogy a D? := D?(\|B; = c) feltételes szordsnégy-
zetre nincs explicit formulank, ezért csak kozeliteni tudjuk. Annak eldontéséhez,
hogy melyik becslést tekinthetjiik jobbnak a masiknal, el kell donteniink, hogy az
adott esetben a D} < D2, agy a D3 < D? egyenl6tlenség teljesiil-e. Ahol kisebb
a szorasnégyzet, azt jobbnak mondjuk. A kozelitést a mar latott feltételes varhato

értékhez hasonléan végezziik, most

N N 2
Z nnn 2_31 Snnn

2 D2,

N N
oo\ Lo

Teljes tablazatok mellékelésétdl itt eltekintiink, melyek (1) és (2) Osszehason-
litasat szolgaljak. Ellenben egy példan megvizsgaljuk a kettd kozotti kiilonbséget,
és ennek mintajara tetszéleges informéacio birtokdban elvégezhet6 a szorasnégyzetek
Osszevetése. Az a = 1,7 és [ = 18 paramétereket hasznaljuk tovabbra is.

Legyen az (1) esetben ¢ = B8 rogzitett, és az évek szama t = 10, ..., 28 kozotti.

Hamar kideriil, hogy ekkor minden esetben az (1) szolgéaltatja a jobb becslést, hiszen

1,740
(1+18)2

0,0075, ami barmely (1)-ben talalhato szorasnégyzetnél nagyobb. Ugyanez torténik

~
~

(2)-ben tetsz6leges el6z6 évi kdrszam esetén a szorasnégyzet legalabb
akkor, ha a (2) esetben az egyén el6z6 2, 3, . . ., 6 évi kirszamat ismerjiik. Javulast (2)
részérdl akkor tapasztalunk, amikor 7 évre visszamendéleg ismerjiik a kartorténetet.

A példa teljességéért egy kivonat a szorasnégyzetekrdl:

(t =11) (t=15)
D?  0.0032 0.0030 0.0034 0.0036 0.0033 0.0037 0.0039 0.0035 0.0040
(t = 20) (6=25)

D?  0.0042 0.0038 0.0042 0.0044 0.0040 0.0043 0.0045 0.0041 0.0044

és a (2) esetben k el6z6 t évi Osszkar jeloléssel
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D}: k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9

t=1 0.0075 0.0102 0.0130 0.0158 0.0186 0.0213 0.0241 0.0269 0.0296 0.0324
t=2 0.0068 0.0093 0.0118 0.0142 0.0168 0.0192 0.0217 0.0242 0.0268 0.0292
t=3 0.0061 0.0084 0.0107 0.0129 0.0152 0.0175 0.0197 0.0220 0.0243 0.0265
t=4 0.0056 0.0076 0.0097 0.0118 0.0138 0.0159 0.0180 0.0200 0.0221 0.0242
t=5 0.0061 0.0070 0.0089 0.0108 0.0127 0.0146 0.0164 0.0183 0.0202 0.0221
t=6 0.0047 0.0064 0.0082 0.0099 0.0116 0.0134 0.0151 0.0168 0.0186 0.0203
t=7 0.0043 0.0059 0.0075 0.0091 0.0107 0.0123 0.0139 0.0155 0.0171 0.0187
t= 0.0040 0.0055 0.0070 0.0084 0.0099 0.0114 0.0129 0.0143 0.0158 0.0173
t=9 0.0037 0.0051 0.0064 0.0078 0.0092 0.0106 0.0119 0.0133 0.0147 0.0160
t=10 0.0034 0.0047 0.0060 0.0073 0.0085 0.0098 0.0111 0.0124 0.0136 0.0149
3.6.2 Megjegyzés Amennyiben az eltelt évek szama és még néhany el6z6 évi kér-
szam rendelkezésiinkre &all, modosithatjuk a becslésiinket a kovetkez6 modon. A
Monte-Carlo tipusi modszeriink soran az 7; értékét pontosan akkor valasztjuk 1-nek,
ha t év alatt a c osztalyba jutunk, és az ismert ji,..., j;-edik évek karszamai meg-
egyeznek az ismert kj ..., kj-ekkel. Tehadt amikor egy Markov-lancot generdlunk
véletlenszertien, akkor a megfelel§ j;-edik lépésekben kapott karok megegyeznek az
illet6 ismert kartorténetében szerepld kj, értékekkel. Ezzel jobb becslést kapunk a
kargyakorisigra, aminek az az ara, hogy joval kevesebb 7; lesz 1, azaz t6bb véletlen

mintavételezést kell szimulalnunk.

3.7. J6 sofér, rossz sofér - egy diszkrét eset

Tegyiik fel, hogy A eloszlasa, azaz a keverGeloszlas diszkrét. Kezdjik azzal az
egyszerti példaval, hogy pontosan két értéket vehet fel: P(A = X)) = p; (1 = 1,2),
azaz A\t p; valoszintséggel, ahol p;+ps = 1. Ezt felfoghatjuk ugy is, hogy a szerzdddk
p1 hdnyada jo sofér, viszonylag kicsi A; kirgyakorisaggal, mésik po résziik pedig rossz
sof6r, nagyobb Ao-vel. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt szerzédére teljesiil By = ¢, azaz t
év alatt A0-bol a c osztalyba jutott el. Ezzel a Bayes-tételbsl adodik

P M = S b B = R =) PO =) 5 Wi b
=4 =4

a jo, illetve rossz sofér voltanak valoszintisége az ismert feltétel mellett. Hiszen a
{A = A1} esemény megegyezik azzal az eseménnyel, hogy az illet§ jo sof6r. Az igy
kapott két pontra koncentralt feltételes eloszlas szerint varhato értéket véve egy

lehetséges becslést kapunk az illet kovetkez6 évi karszamara, més szdval A-ra:
Yo A MY\ s,ep) - i
i=1,2

Z Mt()\i)(5,|c|) " Pi

i=1,2

E(A|B; =c¢) =
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Példaként legyen a biztositottak 75%-a jo sof6r A\; = 0,04, a maradék 25%-uk
pedig rossz sof6r Ay = 0,2 kargyakorisaggal. Legyen ¢ = 12 év - azaz vegyiink
12 lépést a rendszerben, és errdl a szerz6d6r6l probaljuk megmondani, hogy milyen
valoszintiséggel jo sof6r. Azért szemléletesebb 12 évtdl nézniink, mert ez az els6 olyan
t, amelyre egyszerre az Osszes osztaly valosziniisége pozitiv. Az Osszes osztalyra az

alabbi tablazat szolgaltatja a valosziniiségeket (P(a 12 év alatt c-be keriil§ sof6r
j0)).

M4 M3 M2 M1 A0 B1 B2 B3

0.001 0.004 0.005 0.005 0.029 0.029 0.028 0.138

B4 B5 B6 B7 B8 B9 B10
0.138 0.128 0.449 0.449 0.804 0.804 0.953

A karszam a posteriori varhato értéke pedig ebben az esetben:

M4 M3 M2 M1 A0 B1 B2 B3
0.200 0.199 0.199 0.199 0.195 0.195 0.196 0.178
B4 B5 B6 B7 B8 B9 B10
0.178 0.179 0.128 0.128 0.071 0.071 0.047

3.7.1 Megjegyzés Ha maximum likelihood médszerrel dolgoznénk, akkor

M*(X)(5,jep-t kellene maximalizalni A-ban, azaz megnézni, hogy melyik \;-re vesz fel
nagyobb értéket. Mas szoval melyik a valoszintibb, hogy ¢ év utan a c osztalyba
rossz, vagy jo sof6r keriilt? Itt csak az szamit, hogy milyen \; értékek lehetségesek,
hozzajuk tartozo elsGdleges p; elképzelésiink nincs. Alkalmazva ezt a fenti ¢ = 12
példa folytatasaként azt kapjuk, hogy a B7 osztalytol lefelé rossz, B8-tol felfelé jo

mindsitést kapnak a sof6érok.

Végiil megjegyezziik, hogy a megoldas kiterjeszthets teljesen hasonl6 médon arra
az esetre, amikor 2 helyett g-féle sof6r 1étezését tessziik fel. Ez interpretalhato tugy,
mint a biztositottak kiilonb6z6 megbizhatosagi szintekkel valo felruhazasa. Gondol-
hatunk arra, hogy ¢ = 5 esetben az 5 csoport a rossz, atlagnal rosszabb, atlagos,

atlagnal jobb és jo sofér cimkékkel lathato el, és ez tovabb finomithato.



4. fejezet

Gyorsité modszerek

4.1. Importance Sampling

Az ismertetett @ becsléssorozattal kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy va-
jon nem tehetnénk-e hatékonyabba bizonyos modositassal. Hiszen a vizsgalt a =
1.7, 6 = 18 paraméterek mellett az alacsonyabb osztalyokat tekintve nagyon ala-
csony a P(n, = 1) valosziniiség, azaz nagyon kicsi eséllyel valasztjuk be a hozza
tartozo &,-et az atlag kiszamitasaba. Példaul a B; = M4 feltétel mellett nagyon
kis aranyban taldlunk bele a I'(a, §)-bol generalt paraméterrel ¢ év alatt ebbe az
osztalyba. Ugyanis az % varhato érték és kis szorasnégyzet miatt az esetek tilnyo-
mo6 tobbségében nem kapunk olyan nagy &, értéket, amivel ¢ év alatt a legrosszabb
osztalyba keriilhetiink. Lathato ugyanakkor, hogy az életben eléfordul6 «, 3 értékek
esetén is igy van, nem csak a mi példank mutatja ezt a rossz tulajdonsagot. Ezzel
kevés &,-bol atlagot véve konnyen elGfordulhat, hogy a széras olyan nagy marad,
amit szeretnénk elkeriilni, ill. lejjebb szoritani. A kovetkez6kben egy erre konstruélt
modszert, az importance sampling-et ismertetjiik, melyet fontossagi mintavételezés-
nek fordithatunk, de itt az angol megfelelgjét fogjuk hasznalni.

Az alapotlet atgondolasat kezdjiik azzal a feltevéssel, hogy egy valdszintiségi
valtozé bizonyos g fiiggvényének a varhatd értékét szeretnénk kiszdmitani, ahol ¢
az X értékkészletén értelmezett. Ez a varhato érték felirhato integral alakban ab-
szolut folytonos eloszlasu - és az altalunk vizsgalt esetben nemnegativ - X esetén:

fo x)dz.t Amennylben ez nem szamolhato kozvetleniil, szokasos

5 g(X;
modon adhato ra g,(X) = =L

kozehto atlag, ahol Xy, Xo, ..., X,, az X eloszla-

sabol generalt véletlen minta, amely sztochasztikusan tart F(g(X))-hez, amennyiben

! Teljesen hasonléan meggondolhaté mindez diszkrét esetben is, amit most nem részleteziink.

31
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az létezik. A becslés szorasnégyzete

Enlg(Xi)

| E | = LDYg(X) = = (B(g(X)?) ~ F(g(X)).

Ebbdl is latszik, hogy a szordsnégyzet a masodik momentum csokkentésével lenne
lehetséges, hiszen a varhato értéken nem valtoztathatunk, végtére is arra szeretnénk
kozelitést adni. Képzeljiik el, hogy - az f(z) := fx(x) jeloléssel - az [~ g(x) f(x)da-
ben az integrandust beszorozzuk 1-gyel, meghozza x) alakban, ahol h(x) integralja
(0,00)-en 1, azaz strtiségfiiggvény. Ezzel [~ g x)f(x)zgi de = [° (h)(fgx h(x)dx =
Ey (%)—et kapunk. Mostantol lényeges, hogy milyen eloszlas szerint vesziink
varhato értéket, ezért indexben fogjuk jel6lni az aktualis eloszlast. Legyen igy H a
h(z),ill. F az f(z) strtségfiiggvények altal meghatéarozott eloszlasok. Ezzel pontosan

azt kaptuk, hogy

Brlo(x) = B (250557

méas szoval a jobb oldal is egy jo, torzitatlan becslés a keresett varhato értékre.
Ha emellett a jobb oldali varhato értékben szerepld valoszintiségi valtoz6 mésodik
momentuma kisebb a bal oldaliénal, akkor abbdl kévetkezGen a szorasnégyzete is

kisebb. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az

[owrsaar> [ %h@m

egyenlGtlenség is teljesiil. Vegyiik észre, hogy a legoptimalisabb megoldast a jobb

oldal minimalizélésa jelentené h(z)-ben, a megfelels integralfeltétel mellett, azaz

L@ @) g
]

I h(x) =1, supp(f(x)) C supp(h(x)) a feladat.
A legutolsé természetes feltételrél még nem tettiink emlitést. Ez azokat az esete-
ket zarja ki, amikor az integrandus értéke végtelen lehet, és h(z) pozitivitasat fe-
jezi ki a szamunkra lényeges (0, 00) intervallumon. (Ebben mér benne foglaltatik,
hogy ¢*(z) tartojat is tartalmazza, mert most supp(f) = (0,00).) Belathato, hogy
ezt a minimumot h(z) = %

ekkor a masodik momentum a varhato érték négyzetével lesz egyenls, melynek
f_ﬁq

esetén veszi fel, tobbek kdézott abbol, hogy

kovetkeztében a szoérdsnégyzet eltiinik. Gondoljunk csak arra, hogy ekkor az
értéke konstans. A probléma abban 4ll, hogy a nevezében megjelenik a varhato érték,
aminek a kiszamitasara vallalkoztunk, igy ha ezt tudnank, nem lenne értelme az
elébbi okoskodésnak. Meg kell elégedniink egy olyan importance sampling fiiggvény-

nyel, amely - bizonyos értelemben - jol kozeliti f-g-t, igy az eredeti becsléshez képest
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javitast tudunk elsidézni. Osszefoglalva az alapesetiinket, olyan h(z) stirtiségfiige-
vényt keresiink, mely pozitiv a pozitiv félegyenesen, kozel van f - g-hez, tovabba
lényeges még az altala meghatarozott eloszlasbol torténd konnyid szimulacié. Nem
sokra mennénk ugyanis egy olyan fliggvénnyel, amelybél olyan nehéz mintat gene-

ralni, mint a targyalasunk fontos momentumat képez6 fa|p,—. striiségfiiggvénybdsl.

4.2. Gyorsitas

A fenti megfontolassal élve térjiink ra a problémank megoldasara, ahol kissé
N

> &nin

bonyolultabb a helyzet, ugyanis a = kozelitésen szeretnénk javitani szorasnégy-
> M
n=1

zetének csokkentésével. A P(B; = c|A = \) feltételes valoszintiséget rogzitett { B, =

c} mellett az atlathatosag kedvéért r(\)-val fogjuk jelolni. Ezt megtehetjiik, mert igy
A-nak RT — (0,1) fiiggvénye. Emlékeztetiink, hogy (ryc(A) =)r(A) := M*(N)s, )

egyvaltozos fliggvény rogzitett ¢ és c értékek esetén. Megjegyezziik ugyanakkor, hogy
k’ —
are

tulajdonsaga még, hogy nem oszcillal, hanem M3-t61 B9-ig van pozitiv maximuma,

még folytonos is, ami a A alaku fiiggvények szorzatdsszegébdl kovetkezik. Jo
és ezektdl balra monoton ng, jobbra pedig monoton csokken. Kivétel ez alol M4,
melynek nincs maximuma, és A novekedtével monoton 1-hez tart, valamint B10 a
0-ban 1-hez tart, onnan pedig monoton cstkken. Ezt szemléltetjiik a 4.1 abran az
osszes osztalyra kirajzolva t = 15 év mellett.

Vajon mi lesz egyaltalan az a sorozat, amellyel A a posteriori varhaté értékét
fogjuk becsiilni? Ehhez latnunk kell a

J5° I ) gy

E(A|lB; =¢) = S NI ()
0 x

modositott felirast. Ennek megfelelGen az eredeti &, valtozok helyett, melyeket I'(a, 3)-

bol generaltunk, most X, -eket vesziink a H eloszlasbol. Tovabbé segédvaltozoként

fA(Xn)
h(Xn)

ben pedig 0. Ezek teljesen hasonlok, mint 7,-ek, csak a h(z) fiiggvény bevonaséaval

definialjuk (,-eket: értékiik legyen P(B; = c|A = X,,) valoszintiséggel , kiilon-

modositottunk rajtuk. ? Tehat a Monte-Carlo tipust kozelitésiink most a
N
> Xuln
n=1

—
> Gn
n=1

2A szakirodalomban olvashatunk errsl weighted importance sampling cimszé alatt, példaul a

[2] konyvben.
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M4 M3 M2

0.00 0.06 0.0 04 08
I T | I T I |
0.00 0.06 0.00 0.15
I T | I I T T I |
. . . . 0.00 0.06 0.00 0.10
I T I | 1 1 1 1
o] os] w
? . ? @ 7 @ §

M1 A0

B2 B3

0.000 0.025
L1l
0.00 0.08
I |
0.00 0.04
|

B5 B6

0.000 0.008

I I
0.00 0.10

I I |
0.00 0.03

I T T |

B8 B9 B10

0.00 0.03

I I |
0.00 0.15

I T T |
0.0 04 038

1 11111

4.1. abra. P(B; = c¢|A = \) dbrazolasa A fiiggvényében t = 15 év esetén a kiilonb6z6
osztalyokra. (Az x tengely az abrékon a [0, 1] intervallum M4-et kivéve, ahol [0, 4].)

alakot oOlti. Ez persze még mindig nem tul jo, hiszen a mar latott jo tulajdonsa-
gokkal rendelkez6 h-t masnak érdemes definidlni a nevezd, és méasnak a szamlalo
esetén. Megtehetjiik, hogy a szamlalot és a nevez6t kiilon kezeljiik, és mindket-
t6hoz olyan h striiségfiiggvényeket rendeliink, melyek a két esetben gyors konver-
genciat eredményeznek. Tehat annyiban moédositunk az el6z6 felirason, hogy (,-ek

helyett (1, (2 n-eket generalunk teljesen hasonlban, csak elébbit a hy, utébbit a ho

N
- E chl,n
stirtiségfiiggvény alapjan. Igy a kozelitésiink “=——— lesz, melyekre teljesiil, hogy
> ¢2m
N n:lN
21 Xn(l,n 00 , Z:l C2,n i
P — Jo AP(By = oA = N fa(A)dA és *=j— — P(B; = ¢) Li-ben és 1

valoszintiséggel is.
Most pedig arra fogunk torekedni, hogy megfelels h stirtiségfiiggvényt talaljunk.

Ehhez egy részben numerikus megoldast adunk a koévetkezGképpen. ElGszor a ne-



4. FEJEZET. GYORSITO MODSZEREK 35

vezére gondolva tekintsiik az r(x)fa(x) fiiggvényt rogzitett t és ¢ esetén. Vegyiik
a [0,0] intervallum egy - az egyszeriiség kedvéért egyenletes - 0 = 1 < xy <
. < xx = b felosztéasat. Ezekben a pontokban szamitsuk ki az r(z)fa(x) figg-
vény értékeit, melyeket jel6ljon rendre yy, yo, . . ., yx. Technikai megjegyzésként, ezen
szamitas miiveletigénye nem tial nagy, szamitogéppel tobb ezerszeres felbontasra is
gyorsan szamolhat6. Ezek lesznek h-nak is az xy, ..., xx pontokban felvett értékei,
tovabba két szomszédos pont kozott linearisan interpolaljunk. Formalisan legyen

h(m):aix—l—bizux—i—yi—wxi, rp<r<mzy (1<i<K-1)
Tit1 — Li Tit1 — Li

Ezzel a [0,b] intervallumon kaptunk egy toréttvonalat, ami finomodo felosztas mel-
lett kozeliti az integrandust. Az (xg,00) intervallumon egyszeriien legyen h(z) =
e~ *. A farokeloszlasnak ez a klasszikus leegyszertisitése ugyanigy exponencidlis le-
csengést eredményez, mint P(B; = c¢|A = ) fa(\) esetén.

Legyen T; az (x;,0), (zi41), (Tit1, Yit1), (xi, y;) pontok altal meghatéarozott trapéz

teriilete, ahol t = 1,..., K — 1, tovabba Tk az e~* grafikonja alatti teriilet (zx, 00)-

K

en. Ezzel a jeloléssel [ h(z)dz = - T;, melyet jeloljiik ¥-val. Ezen normélo kons-
i=1

tans reciprokaval beszorozva a h(x) fiiggvényt maris stiriségfiiggvényt kaptunk,

legyen hg(x) = Fh(x). Szamitsuk ki a hy(x) strdségfiiggvény éaltal karakterizalt

eloszlast valoszintiségi valtozo els§ és masodik momentumat:

K—1 Tit+1

Eny(Z) = /x hy(2)dz + 7;1; e e =) / why(x)de + (v + 1)e™ ™ =

=1 z;

|

—
8
+
=

=

2 [a? b2t
= / a; 2 + bzdr + (v + 1)e ™K = { 13 + 12 ] + (v + 1)e "X,
1

=1 ) T

By, (Z2%) = /xQ-hﬁ(x)der/ wtedr = 3

=1

(2% 2w +2)e 7K,

a;xt b3
]

T
0 TK

Azzal a feltételezéssel éliink, hogy az r(z) fa(x) fiiggvény egy bizonyos paraméterii
(o, f") Gamma-eloszlas stirtiségfiiggvényének konstansszorosaval jol kozelithetd, és
hg(x)-et ilyennek valasztjuk. A paraméterek az ismert osszefiiggések alapjan jol sza-

molhatoak, hiszen a varhato érték E,,(Z) = g—;, a szorasnégyzet pedig D} (Z) =

By, (Z2%)=Ej (Z) = 4. Ezek alapjan a paramétereket vélasszuk meg a kovetkezGkép-

pen:
, E;,(2)

o = th?(Z)
En, (2?) — B, (Z)

T B, (2% - E},(2)

6/
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Gondoljuk meg, hogy P(B; = ¢|A = \)-t tgy kaptuk meg, hogy sszeadtunk
consty - Xe~m2T alaki tagokat. Ezekben persze eléfordulhat, hogy az exponen-
cialis tag kitevGje 0, de ezt még beszoroztuk fy-val, ami mar biztositja, hogy egyik
ilyen kitevé sem 0. Tehat lényegében Gamma-eloszlasok strtségfiiggvényeit adtuk
Ossze, melyek altalaban mindkét paraméteriikben kiilonbozdk. Erre az esetre nem
ismeriink altalanositast, és azt is tudjuk, hogy ily médon egy nem nevezetes eloszlas
strtségfiiggvényéhez jutunk.

Sejtésiink, hogy ezzel tulajdonképpen megfelels felosztas mellett (gyorsan) ko-
zelithet6ek az o/, f’ paraméterek, melyek hanyadosa a keresett a posteriori varhato

xalfl .5/0/ .efﬁ/z
T'(a)

xa/.ﬂla/ﬁ»l.efﬁla:

ccesar(z)fa(z) =~ T(a’+1)

értéket adja. Hiszen ekkor r(x) fo(x) ~
g—: - ¢, azaz
J° ar(x) fa(z)ds _ g—: ' a
Jor@ fa@de e B

Ha azonban egy példan keresztiil megvizsgaljuk a modszer konvergencidjat, arra

a megallapitasra jutunk, hogy rosszabb eredményt kapunk az importance sampling
nélkiili kozelitéshez képest. Azaz a varhato érték jobban ingadozik ebben az eset-
ben, ami mindenképpen gyanakvasra ad okot. Ezért tovibb megyiink, és szemiigyre
vessziik a harmadik és negyedik momentumokat. Ezzel arra a kovetkeztetésre ju-
tunk, hogy az eredeti eloszldsunk els6 harom kozelitett momentuma nagyon kozel
van az o,/ paraméteri Gamma-eloszlas els6 harom momentuméahoz, ellenben a
negyedik momentum joval kisebb nala. Tehat a hy stirtiségfiiggvénynél a kozeliteni

E(X%) 3

kivant fiiggvény sokkal lapultabb, mint vartuk, ugyanis a lapultsigot az DIX) —
formula szolgaltatja. A kiilonbség nagysagrendjét érzékelteti, hogy a I'(¢/, ) lapult-
saga %, ami a vizsgalt esetekben 1 és 3 kozotti érték, mig a kozelitett fiiggvényre 40
és 100 kozotti értékeket kaptunk.

A kérdés igy sajnos nyitva maradt, hogy vajon lehet-e az el6bbi gondolatmenet

alkalmas modositasaval gyorsitast elérni.

4.3. Metropolis-Hastings tipusa algoritmus

A dolgozat utolso részében sziikségét érezziik egy olyan modszer ismertetésének,
mely talan az Osszes eddiginél hatékonyabban - azaz gyorsabban - képes elGallitani
a feltételes eloszlasbol a varhato értéket. Ebben fel fogjuk hasznéalni a P(B; = ¢|A =
A) - fa(A)-nak, mint A fiiggvényének altalunk feltételezett karakterisztikajat. Ebbol
latni fogjuk, hogy ez a I'(«/, f') feltételezett eloszlas jo javaslat az a posteriori elosz-
lasra, melynek jelentését alabb targyaljuk.

jel
A modszer alapja a kovetkezS. Az fopost =z JajB,=c(A|c) stirtségtiiggvény altal
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definialt eloszlasbol (ez legyen F,,,s) szeretnénk mintat generalni, melynek atlaga a
nagy szamok torvényének értelmében tart a varhato értékhez, midén a mintaelem-
szam tart végtelenbe. Ezzel a méar latott problémank adodik, hogy az eloszlas komp-
lexitdsa miatt nem tudunk kézvetlen mintavételezést alkalmazni. A jelenlegi keretek
k6zott nem célunk a Metropolis-Hasting-algoritmus altalanos formaban torténd is-
mertetése, ezzel kapcsolatban tobbek kozott a [6] konyvet ajanljuk. Mi ennek egy
specidlis fajtajat hasznéljuk, melynek alapotletét Chib és Greenberg vezették be
1995-ben.

Tetsz6leges o € R, -bol kiindulva konstrualunk egy Markov-lancot, melynek sta-
cionarius eloszlasa maga az Fj,.s eloszlas, azaz megfelel6 lépésszam utidn z; ebbdl
az eloszlasbol szarmazd egyelemt minta lesz. Mi most egy egyszeriibb kiindul6 al-
goritmust készitiink, melyben X; nemhogy Xj, ..., X;_o-t6l nem fiigg, hanem még
X;_1-t6l sem, mint azt a Markov-lancokrol tudjuk. Azaz véletlen bolyongasra épitjiik
egy minta generalasat, és latni fogjuk, hogy ez megfeleld lesz.

Legyen h(z) az el6z6 fejezetben kiszamitott o/, 5/ paraméteri Gamma-eloszlas
strtségfiiggvénye. Ne feledjiik, hogy ez feltételes stirtiségfiiggvény, ahol a feltétel a
{B: = ¢}, csak most ezt az egyszertiség kedvéért rogzitettiik. Tegyiik fel, hogy eddig
megkaptuk az xo, ..., x; 1 értékeket, és most szeretnénk a kovetkezét realizalni. Az
o’ értéket szarmaztassuk ebbdl a I'(o, f') eloszlasbol, és legyen

w(z')
w(x;_1) }’

a; = min {1,

P(Bi=c|A=2)-fa(2)
h(z)

legyen z; = 2/, kiilénben pedig maradjon az el6z6 érték, azaz v; = x;_1. Ezzel az

ahol w(z) = korlatos fiiggvény. Ezt hasznalva a valoszintiséggel

egyszerd konstrukcioval elég nagy i-re x; az Fips eloszlasbol szarmazo érték lesz.

4.3.1 Megjegyzés 1. Amikor a P(B; = c|A = z) - fa(x) szerinti mintarol
beszéliink, akkor ennek normaéltjara gondolunk. Azaz ebbdl egy konstans szorzo-
val, nevezetesen [~ P(B, = c¢|A = ) - fa(x)dz-szel torténd leosztassal kapott
strtségfiiggvényrdl. A fenti o formuldjaban ennek elhagyasa nem okoz zavart,
hiszen mind a szdmlaloban, mind a nevez&ben le kell osztanunk vele. Mas szoval
a minta ezen fiiggvény grafikonja alatti (x tengely altal hatarolt) teriiletrészen
egyenletesen vett valoszintiségi valtozo realizacidojanak x koordinataja, mely

pontosan a megfelel§ a posteriori eloszlasbol szarmazik.

2. Tetszbleges javasolt h siirtiségfiiggvény esetén teljesiil a konvergencia az a pos-
teriori eloszlashoz. Mindamellett az algoritmus annél jobban miikodik, minél
jobban kozeliti h(x) a P(B; = ¢|A = x) - fa(z) fenti konstansszorosat. Mas
szoval annél kevesebb iteracios 1épésre van sziikség egy Markov-lanc konstruk-

ci6jaban.
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Végiil tekintsiink egy példat ennek mikodésére. Legyen t = 13 és az osztaly
¢ = BT7, tovibba minden egyes mintaelem generaldsakor 100 iteraciot végezziink.
Ugyan ez tobb id6t vesz igénybe, mintha kozvetleniil tudnidnk mintat venni egy
eloszlasbol, de a 4.2 4bran szemléltetjiik, hogy a jo kozelitéshez méar 1000 elemszam

esetén megfelel eredményre jutunk.

0.08 0.09 010 0.11 0.12
| | | | |

Lambda a posteriori varhat6 értéke

0.07
|

I I I I I
0 500 1000 1500 2000

minta elemszama
4.2. abra. Konvergencia Markov-lanc-Monte-Carlo modszerrel (¢t = 13, ¢ = B7)



5. fejezet
4.arszo

Osszefoglalasként a szakdolgozat teljes mértékben 6nallo eredményeit ismertetjiik
rovid attekintéssel. F6 eredményként a kargyakorisag ismert eltelt évek és elért
osztaly ismerete alapjan torténG Bayes-i becslését emelhetjiik ki. Ezen beliil a 3.4
alfejezetben ismertetett ritkitason alapuld modszert, mely az adott feltétel mellett
valoszintitlenebb mintaelemeket nagy valoszintséggel kihagyja az atlagolasbol. Err6l
a 3.4.1 és 3.4.2 allitasok 3.4.3 kovetkezményeként megkaptuk, hogy aszimptotikusan
torzitatlan modon becsiili az a posteriori varhato értéket, és ezzel egyiitt kijott a
torzitas mértéke is. Ezek utidn megvizsgaltuk, hogy a % sorozatban N értékét,
azaz a generdlt fiiggetlen minta elemszamét mekkoréra érdemes venni egy kivant ¢
pontossagu kozelités eléréséhez. Erre a Csebisev-egyenlGtlenséget hasznaltuk, mely-
hez a ritkitott atlagunk szorasnégyzetének meghatarozasara volt sziikség, errdl szol
a 3.4.4 lemma. A 3.4.5 kovetkezmény még nem adott kielégité valaszt a becslés
és az igazi varhato érték eltérésére vonatkozd valoszintiség felsé korlatjat illetGen.
Ennek kapcsan also és fels6 becslést adtunk az itt megjelens Jy, Osszegre a 3.4.6
lemman keresztiil. Ezt kévetGen igazoltuk a 3.4.8 lemmat, melyet felhasznalva az a
priori eloszlas « és 5 paraméterének, valamint a p = P(n = 1) valosziniiség és €, §
pontossagi korlatok fiiggvényében megadtuk az N-re vonatkoz6 becslést.

Ezt kovetGen konkrét példat mutattunk a = 1,7 és § = 18 értékek mellett egy
kargyakorisagot becslg tablazatra, melyben a sorok az eltelt évek szamara, az osz-
lopok pedig az elért osztalyokra vonatkoznak. Példat adtunk tovabba a kozelités
szorasara grafikusan is, és megjegyeztiik, hogy jobb osztélyok esetén stabilabb kon-
vergenciat kapunk, azaz itt kisebb N szamu generélas is elegendd. A 3.4.11 és 3.4.12
példakban az elkészitett tablazat hasznalatat szimulaltuk kiilénb6z6 allomanyokkal,
és lattuk, hogy a valosagot az el6re sejtheténél jobban kozeliti, azaz a csekélynek

tling informécié tobbet mond a vartnal. A 3.5 alfejezetben ismertetett szamitasok

nem 1j eredmények, viszont az ezt kovets konkrét, szérasnégyzetre vonatkozd Gssze-

39
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hasonlitashoz sziikségesek, amely onallo szamitason alapul.
A fontossagi mintavételezésnél a 2] és [5] irodalmak keriiltek felhasznéalasra, majd
a 4.2 Gyorsitas alfejezet 6nallo munka eredménye. A Metropolis-Hastings tipusu

algoritmushoz a |6] konyvet hivtuk segitségiil, majd mutattunk ra példat.

Utolagos megjegyzésként megemlitjiik, hogy az életben el6fordulo kareloszlasok
kozott csekély aranyban ugyan, de el6fordulhat, hogy a Poisson-eloszlas keverGjeként
nem feltétleniil tudjuk elfogadni a Gamma-eloszlast. Azaz a hipotézisvizsgélat sorén
elutasitjuk a minta negativ binomiélis eloszlasbol szarmazosaganak feltevését. Sza-
mos szakirodalom all rendelkezésre (példéaul [2]), melyek ilyen esetekben adnak alter-
nativat, tobbek kozott abban az esetben, ha a tapasztalati szordsnégyzet nagyobb,
mint a feltételezett eloszlas szorasnégyzete. Ekkor a mi esetiinkben érdemes megvizs-
galni Gamma helyett Inverz Gauss vagy Lognormalis keverGvel a rendelkezésre allo
karszamokat. Ezek a Gamma-kevert Poissonnal, azaz a Negativ Binomialisnal méar
joval bonyolultabb eloszlasokat adnak, igy megoldasuknal csak numerikus modsze-
rekre hagyatkozhatunk.

Mi négyzetes veszteségfiiggvénnyel dolgoztunk, amelynek minimalizalasat a sokat
targyalt Bayes-i a posteriori varhato érték adta. A véalasztas nem Onkényes, hiszen
esetiinkben ez a legtobbet alkalmazott fiiggvény. Azonban meg kell emliteniink, hogy
még sokat hasznalt az exponencidlis veszteségfiiggvény is.

A varhato karszamok mellett nem érdektelenebb kérdés az, hogy a karok nagysaga
hogyan fog alakulni. Hiszen a biztositonak egyaltalan nem mindegy, hogy 200 ezer,
vagy 2 milli6 forintos karokat kell rendeznie. Ennek vizsgalataval és a dolgozatban
leirt karszambecslésekkel tudunk pontosabb képet adni a bevételekrdl és kiadasokrol.
Erdemes itt megjegyezni, hogy a kart okozonak bizonyos érték alatt nem érdeke je-
lenteni a biztositasi eseményt, mert adott esetben kevesebbet fizet rd a masik féllel
val6 megegyezéssel, mint a rosszabb bonuszosztallyal jaro tobbletdijjal. Ezt az an-
gol nyelvi szakirodalom hunger for bonus-nak nevezi talaléan. Szintén egy tjabb
dolgozatot megtoltene ennek targyalasa.

Erdekes kérdés még, hogy az utolso részben ismertetett egyszeriibb Metropolis-
Hastings tipusu algoritmust milyen modositassal lehetne még ennél is hatékonyabba
tenni. Azaz olyan javasolt eloszlasra (proposal distribution) cserélni a véletlen bo-

lyongést, melyben X; értéke fiigg az 6t megel6z6 X;_; értékétol.
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