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�
�
�!��� ����	
����  ��" � �����

����� ����� ��	���	 � ������� �!	���� ������ ��	���  �����
��� ��		� �	�

��	���� ��� �� �	��� �� ����" #��
	 �$����  ��  �	���� ����	  �	%�
��&���

���� �  �����
����%	 �$ ����
��� ���� ��������% ��
�
�
����������� ��

�
����
��" #�� ��%��	��� �
���
��&������ �
 �� ���	�� ������������ ��'��

��	��  �����
��� ���� ����� ��� ����
���� ���(���" �
����� �
� �
�� �

)�	�
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��� ���  �
���	��� �
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���	��� ������ �����	*	� 
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A/B/m/n

• A � �
���
���� �������� 
	���	���

• B � �����	��	��� ���� 
	���	���

• n � �����	��	# 
������� �����

• m � ���������� �
	�
� �����

$� ��m 
�� ���
� ����� ����� ��
 %�� ����
	�

�&� 
	� ������ �
�
�
��
�

�		��� � ������� ���
m ����� �� %� �
	��� �
�		 � ������ �
 �� ���m �����

���������� ����� 
���
�� 
	�
��!
��� �� %� �
	���
� '������ ��m�
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• M 
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�)��	�� 
	���	��

• Er r�
� �
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�� ����������	 �
��
������ ��������	 �����M/M/1��
 
�	�
��
���� ������

��	� � �
�����	������ �� ��
� �����������

� ��	�����
�  �
��	 �� �!�

��	�	�����
 ���
���
� "�� �
��
"��� �
 �
���#"$ �%��"��	
��� ����� ��		�&

���� 
�����	� �
���������%
�	 �
� ���		����	 � ���
����
�� ������ �!�

��	�	�����
 ��� ����� ��� ����
 '��

�	 #��������� ���%	�� ������ 
��	��	

���
��
&�� 
�����	%	��

(�������	 � ������
 �	��	����
�� λ����� � ��
�������
 �	��	����
�� ����� μ�

��� 
����
 "����	�� ������� � "�����
����� � � "����� � #�
����� �	��	����
��

������� �� ����������� ��� ��� ��%	� ���) � = λ
μ � �� ���	�� 	������

#�
����� �	��	����
 ��� "���	���  ��� �� ���	��� ���

����	 �
���	��� ��	�

� ��� ��� ��
����������
�� �� �%�"� 
������	�� ��� �
�����	� �
���	 ��

���
�
�������

���� � ��������� ��	��%�  ���
���� ���)

min {λ, mμ}
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���� �����	
 ��
����	�

� ������� 	
��
���� � ������
��
�� ������������ ��� �����
��� �����
�

��� ��������
���� ����� ������ ��� ���
��	�� �� ��� 	��� ��� J �����

������������ �� � ������ ��!������� xi (t) ������������� ���
�	��� �
 � �

���� ������������" #��
��������� α ���������$ %������ �������� �
�����

����
��� �
 �������" � ���
���
�
�� �������� ����� μi ���������$ %������

�������� ∀i���� �	�� i = 1, ..., J "&����� ���
��
 P = (pij) ∀ i, j = 1; ...; J �

�	�� pij '��(�� ����� � �����
��$������ 	���	� ��� ������������� �����

'�
!��� i����� ����� j��� ���� 
�"

�
 ��!�� ����� ��������� ��� �
���
��
� ����������) � ����� 	
��
���� �� �



�� 	
��
����� ��'� ���������� � ������� ������ �(
�� �����������"

������ � 
��
� ��
����

� ������
! �������� � �������� α�%������� � p0j � 0 �����
��$���� �
��

��
� ����� � �����
��$����� '��(��� 	��� ������ �
 �' ����� ����� � �����

�
����� �
 � j����� ����������� ��� � ��
J∑

j=1

p0j = 1" *���� � ���������

����� ������
! �������� αp0j ���������$ %������" ������ ��� �����

���
���
�
�� ����'�
!�(�� i����� ��� ����� �(����	��) pij �����
��$������

� j ����������� ���� 
� � �������� �� pi0 = 1 −
J∑

j=1

pij �����
��$������

��	���'� � �����
���" ���(�'� λi �
 (��
�� i ����������� ������
! �����

�����
��
�
�� ���� �����	����� �
 ��
��� �����)

λi = αp0i +
J∑

j=1

λjpji, i = 1, ...J.

�
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�� 
�
���������
 �

λ = a+ P
T

λ

���
���� ��	� λ
.
= (λi),�� a

.
= (αp0i) � P ��������
 ����� �������	�������
���

����� ����� 
����
���
 �� ������ �������� 

λ = (I − P T )−1a

!����� Xi(t) � t ����	����� �� i ��	�"�	����� ����"�
	�" ������
 ������

μi(xi) ������ �� i#���
 ��	�"�	����� ��������� xi ����� ����� 
���	������� ��#

����������$ %� �������&��� 
������� ��������
 �� ����$ �

	� ��� '��
	�#

�����	� �����
 �� ������ ����������	

�� 

q(x, x+ ei) = αp0i

q(x, x− ei) = μi(xi)pi0

q(x, x− ei + ej) = μi(xi)pij

��	� ei ������ �� i#���
 ��������
�	��$ (������ π(x) = P [X = x] �� �����#

�)��� ��	������$

π(x) �� ������ ������)��� ����������� ���������&�� ��� ��������	��� 

�



π(x)
J∑
i=1

[αp0i + μi(xi)(1− pii)] =

=
J∑
i=1

[π(x− ei)αp0i + π(x+ ei)μi(xi + 1)pi0] +

+
J∑
i=1

∑
j �=i

π(x+ ei − ej)μi(xi + 1)pij

�� ∀ x ∈ Z
J
+��� ����	 
�����
� �� �� ������������	 ���� � ��
�� ����
��� �

πTQ = 0 ����
��� ������ ����� �����
� ��������	 ����π ������
{
π(x), x ∈ Z

J
+

}
�

� �� Q � ������� �
��
����� ������� �� q(x, y) �������� �� x  ������
����

y  ������
��� ������ ���
��� �
��
������
��	 ���� �� y � ��
���� ������


!��
����"

#� ������ ����� �������� ����� �� x = ( x1 . . . xJ) 
������ �� Y =

(Y1 . . . YJ) 
��������	 ����� ������ �$������
 
������
%���� 
�������"

#� Yi ��������� � ��
������&

P (Yi = n) = P (Yi = 0) · λn
i

Mi(n)
'()

���� Mi(n) = μi(1) · . . . · μi(n) n = 1, 2, . . . �� �����������$�	 ����∑
n=1

λn
i

Mi(n)
<∞	 ��� P (Yi = 0) ��� !��
����"

P (Yi = 0) =

[
1 +

∞∑
n=1

λn
i

Mi(n)

]−1

Yi � �*
��� ����� ��� ��$����������������� �������� ����
�+��� ����������


'λi ��$������ ���
�	 μi(n) ���������� ���
�)

�



��� �����	 ������ ���	 
��� ���
���� ��� ∀ i = 1 . . . J 	 ����� � �����

������� 
������ ���������� ���������

π(x) =
J∏
i=1

P (Yi = xi)

∀ x ∈ Z
J
+	 
� Yi ����������� ���
����

∞∑
n=1

λn
i

Mi(n)
<∞�

������ � ���	 
����
	

��� ���������� �� � �!���� "��������� ��� �������� ������� ����
��

����	 ������ �� ���#
!� N � $����� ��� ��%�� ������������  ���
��&#"��

�� "����� ��
���%��� '��� �� %� ��
���
� � ���#�����	 ����� �������  ��%'

��� �
�  ��%��� (��� � ���#������ ��� �� ������
�����	 
��� �� ��%��

� �����'����� �"�"��  ������ %� ��
� ��� 
���
� �� %� ��
� ��� �%'

 � �
 ��%�� %� �  �� � �������� �� ������
��
�� ��� � 
�������� )����*

���+� $ ���� 
������ �������,�������-�%� �����.� �����
������!�	 ����

� ���"����� �� $ ����� 
������ 
��"�%�%,�� � pi0 = p0j = 0 ∀ i, j = 1, . . . , J �

/���������	 
��� (rij)
J
i,j ����#!�� ����	 ���� ����� ���#�� '��� �� ���#��

'��� � �� �!#!�� 
!��� ,%��� �#&�  ���� '�����, ,�������-�%����� ���"�
�

(vi)
J
i=1 � vi =

J∑
j=1

vjpji, i = 1, . . . , J �����#����� $

��	 
��� ���%�����-

������ � �����#�� ���� �%� ��� ����%���0
J∑
i=1

vi = v	 �� �������-�%� ��#,%%��

������ v = 1� 1�� {vi : i = 1, . . . , J} �%����% �� ���������� ��������� ���

#�����%��#�
- 2����,*�������	 ����� �������,�������-�%� �����.� (rij)
J
i,j

%� �� i*�#�� �����'��� �  ��%'& ��%���� ����������� Nvi	 ����� � �����

��#��� �� � λi*��� ����� ���� $� ���������� �������� �� ������ 
������	

���� ���� α = 0 %� pi0 = p0j = 0 ∀ i, j = 1, . . . , J �

�



����� �� ��	�
��� �� �����
�

π(x)
J∑
i=1

μi(xi)(1− pii) =
J∑
i=1

∑
j �=i

π(x+ ei − ej)μi(xi + 1)pij

�������� ∀ x ∈ Z
J
+���� ����	���� | x |= N � ���� | x | .= x1 + . . . + xJ �

����
���
 ���

�������� | X |��� �� | Y |����

���� �����	 � ����  �!���
 �������
�� �� ��	�
�"�	
 ��������� N

��
������� ���� �����
 � �#$�����%� ∀ x ∈ Z
J
+ �� | x |= N �����


π(x) =
J∏
i=1

P (Yi = xi)

P (| Y |= N)

���� Yi ��������� ��	�
�� �

� � 
	&�� ������
 '()� xi ≤ N �� λi ���	���

vi�� &��
��


�����
���	 � π(x) 
�$��%�� � 
�����
�����
 *��������%� �#
�

������ �����	
��
 ������
��

+� � ������ �	�������
��� ������
��&��� �� ���
� 
���������� �����������

� ������� "�	 ���� ����,���

� �

� � 
	&�� ������� ��	 �
$�������� ���	

���*������ K 
��
	 ����� ����
 ��	������ � ��
�������
� ��� 
�$��������

��	 K �����" ��-��
��� +�� � ����

	&�� ��������� �#

	���
 ������ ����

��������� �������

� !��� *�� ���� $�


 ��	J+1� ,�
���� �� *���������� ���	

� ���������
 �

�
� K 
��
	 $�
 ����
� .��	�
 �� � ,�
� 0�
�� 

��/��$��

����� � 
	&�� �������
�� ����
��� ���#������ p0i �� pj0 ���%� � ,�
���� 

���

�� ���� ��, ��� � 0� ,�
� �
���������
 

��
�
���� μ0(i) = α ∀ i ≥ 1��� ��

μ0(0) = 0� +� �����
 ,��
� ��� ����
�
� ���	�� � K 
��	���" ��-�� ����

$�
� ����� 
�� ������� �
 "���� 
��
	�� � ����

	&�� ������� ��	�
�"�	


��������� 
��	�
 ����
�&� � ���� ��������
 ������������

���� �����	 � ����

	&��  �!���
 �������
�� �� ��	�
�"�	
 ���������

���*������ K ��
������� ���� �����
 � �#$�����%� ∀ x ∈ Z
J
+ �� | x |≤ K

��



������

π(x) =
J∏
i=1

P (Yi = xi)

P (| Y |≤ K)

���	 Yi �	��
	��� �
����
 ���� � ���	� ������� ���� xi ≤ K �� λi ��	����

vi�� ������

���� � ����	
� ���
��	�����������

�
 i����� ���� ������
���������
���
 �� ��		 �
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