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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Célkittizés, motivacio

Megfigyelték, hogy bizonyos paraméterértékeknél egy kémiai reakcioban az egyik reak-
ciotermék keletkezését jelz§ zona alakja instabil. Azaz miutan a reakciétermék kezdetben
egy egyenes mentén (pl. a reagenseket elvalaszto fal) keletkezett, az egyenes egy irdnyba
eltolodott, ugyanakkor egyre inkabb szabalytalan lett, majd idével szabalyos hullamma
alakult. Igazoltak, hogy a jelenség egy rogzitett tipusi reakcid esetén is f6képp attol fiigg,
hogy a két reagens diffizios dllandoinak mekkora a hanyadosa. Azonban az analitikus
modszerrel megfelelének talalt hanyados esetén még nem mutatkozik minden esetben a
fenti jelenség. Ezért a fenti folyamatot tobbféle modellel megvizsgaljuk, az ezek alapjan
kapott szimulaciok eredményét Gsszehasonlitjuk.

A reakcio-diffizié rendszerek folytonos determinisztikus modelljei olyan szemilinearis
parabolikus parciélis differencidlegyenlet-rendszerek, amelyekben szerepelnek az ismeretlen
fiiggvényeket tartalmazé nemlinearis tagok, ezek modellezik magat a reakciot. Az is-
meretlen fiiggvények pedig az egyes anyagfajtak koncentracidjat irjak le.

Az ilyen egyenletek vizsgalatanak fontos eszkoze specialis tipusi, utazohullam megoldé-
sok viselkedésének tanulmanyozésa, és f6ként azok stabilitdsdnak elemzése. A témakor
egy naprakeész, rovid osszefoglalasa megtalalhaté P. Grindrod kényvében [1].

A kovetkezd reakcidval fogunk foglalkozni:

A+2B % 3B, (1.1)



ahol ¢y € RT a reakci6 intenzitdsat megado sebességi egyiitthato.
A rendszert két dimenzioban tekintjiik, ahol a(t,x,y) és b(t,z,y) jeloli az A és B

anyagok koncentraciojat a t idépillanatban az (z,y) pontban. Itt
a:RT xR x[0,L] = [0,1],b: RT x R x [0, L] — [0,1]

C?*(R* x Q)-beli fiiggvények, és Q := R x [0, L]. Szemléletesen a reakcié egy végtelen
,cs6ben” zajlik.

Az ezen reakciohoz tartozo reakeid-difftizio rendszer a kovetkezd alaku:

@ = D,V?a — ab?,
o _ DpV?b b? |
a — B +a )

ahol D, és Dp rendre az A és a B anyaghoz tartozo diffuzios allandok.

Ennek az utazohullam megoldasait, illetve azok stabilitdsat fogjuk a dolgozatban rész-
letesen megvizsgalni szimulaciok segitségével. A reakciotér azon részeit, ahol a reakcio
intenzivebben zajlik, reakciofrontnak fogjuk hivni. (Ezek olyan tartomanyok, ahol a meg-
oldés t szerinti derivéltja ,lényegesen” nagyobb, mint a reakciotér tobbi részén). Szem-
léletesen a reakciofront terjedése hatarozza meg az utazohullamot. Azt mondjuk, hogy a
reakciofront stabil, ha az utazohullam megoldas stabil, és a front instabil, ha az utazéhul-
lam megoldas instabil.

Belattak, hogy az (1.1) reakcioban ha a két anyagfajta diffazios allandojanak a nagysaga
lényegesen kiilonbozik, akkor ezek reakcidjanak mentén kialakulo front instabil lesz [2].
A (1.2) egyenletrendszerben adott folytonos modell alapjan a dolgozatban olyan szimulé-
ciot hasznalunk, ahol térben a véges differencia modszert, mig id6ben az explicit Euler-
modszert alkalmazzuk. Ez a szimulacié valoban visszaadja az ismert eredményeket, azaz
létezik egy olyan ¢ € R konstans, hogy ha D = g—‘j és D < ¢, akkor a front instabil; ha vi-
szont D > ¢, akkor a front stabil [3]. A gyakorlatban is megfigyeltek hasonl6 jelenségeket,
példaul alga telepek terjedésnél azok kezdetben egyenes hatéra idével egyenetlenné valik
[4].

Erdekes kérdés, hogy igaz-e ez akkor is, ha a diffaziot valamilyen diszkrét sztochasz-
tikus modell alapjan szimulaljuk. A dolgozatban az altalanos véletlen bolyongas algo-
ritmusat (réviden GRW, a global random walk elnevezésbdl) hasznaljuk a difftaziéo mo-

dellezésére, ugyanis ismeretes, hogy hataratmenetet véve, ezzel a modszerrel modellezett



folyamat a diffazios egyenlet megoldasat adja. A reakcié modellje viszont ebben az eset-
ben is determinisztikus marad. Fennéall-e, hogy a sztochasztikus modell is ugyanarra
az eredményre vezet, mint a folytonos: reakciofront felhasadasa tovabbra is a diffuzios
egyiitthatotol fiigg? Hasonlitanak-e az eredmények legalabb kvalitativ médon a folytonos
modellbdl kapott dinamikara?

A reakcio-diffazio modellek egyértelmi megoldés fliggvényt szolgéltatnak a szimulécio
soran (megfelels kezdeti feltételek mellett), ami megmutatja, hogy hogyan viselkedik a
vizsgalt folyamat. Azonban a valésdgban a megfigyelt jelenség az analitikus megoldastol
kissé eltéré viselkedést is mutathat, hiszen a kémiai reakciok a tapasztalatok szerint
nagyon érzékenyek. Ezért (1.1) reakcié matematikai modelljében fontos figyelembe venni

a véletlen hatésokat, fluktuaciokat tobb szempontbol.

o A kezdeti feltételeket a gyakorlatban nehéz pontosan tugy roziteni, ahogy azt az

egyenletek felirasdnal a képletekben megadtuk.

e Nehéz a kezdeti koncentraciot is éppen annyinak beéllitani, mint a kezdeti feltétel-
ben. Ha még ez nagy pontossaggal sikeriil is, akkor is féleg gélben levé anyagok
esetében nehéz elérni, hogy egyenletesen mindenhol ennyi legyen a koncentracio. A

gyakorlatban taldn ez a legnagyobb probléma.

e A reakcioban szerepld k, és k;, sebességi egyiitthatok értéke ismert, azonban ezeket

nem egyszerd megmérni, igy még az altalanosan elfogadott érték is pontatlan lehet.

s stz

sordn egyre erGsebbé valhatnak: ha egy kis tartomanyon a tobbihez képest tébb
anyagfajta van jelen, akkor az autokatalitikus tulajdonsag miatt ez a kiilonbség
csak fokozodik. Fontos megvizsgalni, hogy a rendszerben jelen levs diffuzié képes-e

ezeket az egyenetlenségeket jelentGsen csokkenteni.

Olyan modelleket akarunk elfogadni és hasznalni, amelyek a véletlen hatasokra nézve is
stabilak, azaz kvalitativ viselkedésiik nem valtozik akkor sem, ha a valamilyen sztochasz-
tikus modellt hasznélunk, ahol a rendszerben levé fluktuaciokat is figyelembe vessziik.
Masrészt fontos az is, hogy a sztochasztikus modellbdl kapott szimulacié alapjan ramu-

tassunk, hogy valamilyen kémiai rendszer nagyon érzékeny a felléps fluktuaciokra; habar a



differencidlegyenletek elméletébdl ismert értelemben stabil, a megfelels kisérletek nehezen

reprodukalhatok.

1.2. A dolgozat felépitése

A reakcio-diffizio modellek altalanos leirdsa utan, a folytonos, determinisztikus modellt
ismertetjiik. Meg fogjuk mutatni, hogy a (1.2) egyenletrendszer ekvivalens a

Ja . - ~
o (oY) = V3a(t, z,y) — a(t, z, y)b*(t, z,y),

b
5 (b wy) = DV2b(t, z,y) + alt, v, y)b(t, 7,y),

(1.3)

egyenletrendszerrel, ahol D-vel jeloljiik a B anyag és az A anyag diffazios egyiitthatoinak
hanyadosat. Az, hogy a két rendszer ekvivalens, azt fogja jelenteni, hogy a rendszerek
megoldasfiiggvényei folytonos linearis transzformaciokkal egymasba vihetGek. Pontosab-

ban belatjuk, hogy ha a(t, z,y) és b(t, z,y) megoldasai (1.2)-nek, akkor az

at,z,y) == eoalt,\/Dax,/Day), b(t,z,y) = Veob(t,/ Dax,\/Day)

modon definialt koncentracio fiiggvények megoldasai (1.3)-nak. A folytonos modellt a
fejezetben az (1.3) rendszer segitségével vizsgaljuk tovabb, mert itt megjelenik a diffazios
egyiitthatok hanyadosa, melynek nagysagatol fliige a front stabilitdsa. A reakciéfront fo-
galménak bevezetése utan azt fogjuk elemezni, hogy milyen esetekben lesz a front stabil il-
letve instabil, ez lényegében egy utazohullam stabilitasvizsgélata megfelel§ peremfeltételek
mellett. A {6 6tlet a kovetkezd: az (1.1)-es reakcioban a B anyag diffuzios allandoja a
reakcidfrontra stabilizalé hatéassal van, mig az A anyag nagy diffiziés allanddja instabi-
lizalo hatassal. Ezt tovabbgondolva, ha D, értéke jelentGsen nagyobb Dpg-nal, akkor a
front instabilla valik, ezt precizen leirva: ha D = g—i és D < ¢, akkor a front instabil
megfelel§ ¢ € R konstans mellett.

A kovetkez§ fejezetben a diszkrét sztochasztikus modell elméleti megvaldsitasanak
a lehetségét igazoljuk. A diffuziot modellezziik csak sztochasztikusan, a reakcio de-
terminisztikus marad. Megmutatjuk, hogy a difftzios folyamat jol modellezhets, mind
a véletlen bolyongas algoritmussal, mind az altaldnositott véletlen bolyongas modellel.

Emellett ha jol allitjuk be a bemeneti paramétereket, akkor mindkét algoritmus ugyanazon

diffuzios egyenlet megoldasat adja. Mar itt megemlitjiik, hogy az altalanositott véletlen
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bolyongas abban tér el az egyszerti véletlen bolyongéstol, hogy ilyenkor egy idélépés soran
néhény részecske a cellaban maradhat.

Végiil a megirt szimuléciok eredményeit vizsgaljuk.

1.3. A modellek tipusai

A kémiai reakciok alabb ismertetett modelljeit a kovetkezs tertileteken alkalmazzak: reak-
ciokinetika (kémia), populaciédinamika (biolégia), biokémiai folyamatok vizsgélata.
A modellek tipusait idébeli valtozas, az allapotok leirdsa és a reakcié dinamikaja alapjan

kiilonboztetjiik meg:

e iddbeli valtozas alapjan: diszkrét idejd, folytonos ideji
e az allapot leirasara vonatkozolag: diszkrét, folytonos

e a reakcié dinamikajara vonatkozolag: determinisztikus, sztochasztikus
A modellben lefrt mennyiségek:

e anyagfajtak
Példak: O,, Fe, valamilyen fehérje, valamilyen hosszu lanci szénhidrogén, egy ra-
dioaktiv izotop, egy algafajta.
Jelsléstik: 51, 5o, ..., Sy - anyagfajtak
Xi(t), Xo(t),..., Xn(t) - (ismeretlen) fiiggvények, melyek egy adott térrészen az
anyagok mennyiségét adjak meg az id§ fiiggvényében.

A modellek tipusa szerint az alabbi fiiggvények fordulhatnak els:
— X; : Rf — R* folytonos idejt folytonos determinisztikus modellben

— X; : R{ — N folytonos idejii diszkrét determinisztikus modellben

— X;(t) egy folytonos eloszlast valoszintiségi valtozé minden ¢t € R esetén —
folytonos idejti folytonos sztochasztikus modellben

— X;(t) egy diszkrét eloszlast valoszintiségi valtozé minden ¢ € R esetén —

folytonos idejt diszkrét sztochasztikus modellben

e a reakciok sebességi egyiitthatoi

jelolésiik: ¢y, co,. .., Cpr.



2. fejezet

Folytonos, determinisztikus modellek

2.1. Reakcio-diffazié rendszerek

Egymassal reakcioba 1ép6 anyagfajtak mennyiségének idébeli valtozasat szeretnénk mo-
dellezni és leirni. A valtozast tobb hatas idézi els: az anyagfajtak kozotti reakcio és a
diffazio. A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogyan lehet e két hatast egy reakcio-diffuzio

egyenlet segitségével lejegyezni.

A modellezés soran a kévetkezd jeloléseket hasznaljuk:

S; - az i-edik anyagfajta (i € 1, N),

X;(t,x) az i-edik anyagfajta koncentracioja a ¢ idépillanatban az x € R™ helyen,

ahol X; : Rj x R® — RT (ismeretlen) fiiggvény (i € 1, N),

e D, - az i-edik anyagfajta diffuzios allanddja, ahol D; € R (i € 1, N),

¢; - a j-edik reakcio sebességi egyiitthatoja, ahol ¢; € R (j € 1, M).

A modellezés soran végig feltessziik, hogy a hémérséklet esetleges valtozasa nem be-
folyasolja sem a reakciot, sem a diffuziot.

Az ismeretlen mennyiségeknek az X;(t,x) fiiggvények (i € 1, N) felelnek meg, ame-
lyekre vonatkozoan altaldban egy parcialis differencidlegyenletet vagy parcialis differen-
cidlegyenletrendszert irnak fel, amely tartalmazza a reakciot modellezs tagokat és a dif-

fzi6t modellezdket is.



2.1.1. A kémiai reakciét modellezé egyenletek

Ebben a fejezetben azt targyaljuk, hogyan lehet egy reakciot témoren lejegyezni és a
hozzatartozo differencidlegyenletet felirni. Itt néhany példara és az alapelv ismertetésére
szoritkozunk.

A modellezés elve: csak az anyagfajtdk mennyisége és a sebességi egyiitthatok be-
folyasoljak a reakciot: tomeghatds tipusiu kinetikat feltételeziink. Tehat ebben a részben

a diffuzionak a koncentracidvaltozéasra gyakorolt hatasat nem tekintjiik.
Reakciok sémaja (jelolése):
1. Példa (Michaelis - Menten reakci6):

Sy + Sy 2 Ss,
Sy 2 Sy + S,,

Sy 25 Sy + Sy

2. Altalaban:

S Sy
S S
o B R R
Sy Sy
ahol o, B € RM*N,
A fenti példaban
1100 0010
a=1001 0], =111 0 0
0010 0101

Egyes alapvets reakcidtipusok séméja:

1. Bomlas:

Sy = 0.
2. Katalizis (ahol A a katalizator; a reakcié soran a mennyisége nem csokken):

A+ S, 229,



3. Autokatalizis (pl. lancreakcio):

S; 2528,

4. Megfordithato reakecio (példa - a Michaelis - Menten reakcio elsé két 1épésébdl allo

reakcio):
Si+ Sz = S,

Sz 2 S + Ss.

5. A Lotka-Volterra - modell a reakciokinetika fenti formalizmusaval megfogalmazva:

A+ S, 528,
Sy + Sy 25 28,,
Sy = B.
Itt S a zsakmany (préda), amelynek Ossztomege az alland6 mennyiségben jelen

levs taplalékon novekszik, Sy pedig a ragadozo, amelynek Ossztomege a préda fel-

hasznalasaval novekszik, de ugyanakkor sajat ossztomegével aranyosan csokken is.

1. Megjegyzés. - A kinetikar differencidlegyenlet felirasa kapcsdn ldtni fogjuk, hogy
a rekciosémdkat nem szabad ,eqyszerisitent”, azaz példdul a

Cc2

251 C—l> Sl és Sl =0

reakciok nem ekvivalensek eqymdssal semmilyen ¢, és co sebességi eqyiitthatok ese-

tében sem.

- A fenti reakciokban szerepld A és B (katalizdtor ill. ,,bomldstermék”) helyett a sémdk-

ban nulldt is irhatndnk.

A kinetikai differencidlegyenlet felirasa:

Az X;(t,x) figgvény id6beli valtozasanak felirasahoz az anyagfajtdk kozotti reakciot x
egy kis kornyezetében fogjuk vizsgalni, pontosabban B, (x)-ben, azaz az n dimenziés x
koézépponti r-sugarta gombben.

A kovetkezd feltételezésekkel éliink:

e B,.(x)-ben a anyagfajtak részecskéi egyenletesen oszlanak el, elég kicsi r > 0 esetén

(a ,,jol elkevert rendszer, a koncentraci6 homogén” mondat helyett),
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e a részecskék egymastol fiiggetleniil mozognak,
e a reakcio a részecskék iitkozése altal megy végbe,

e a részecskeszam valtozasat rovid ideig kovetjiik nyomon,

a rovid id6 alatt a reakcidé soran atalakult részecskék szama nem befolyasolja a

litkozések valoszintiségét.
Példékon mutatjuk be a reakcidegyenlet felirasat:

1. Példa: Az Sy + S5 2 S5 reakeio esetében.

Ha az Sy tipusu részecskék szaméat rogzitjiik, akkor az S tipustiak szaméat n-
szeresére novelve az tlitkozések szaméanak varhato értéke is n-szeresére novekszik.
Vagyis a keletkezett S5 tipusi részecskék szama linearisan fiigg mindkett6tsl, azaz
ha XZB rx) (t)-vel jeloljiik az i-edik anyagfajta mennyiségét (részecskeinek a szamat)

a t idépontban B, (x)-en, akkor
X570+ 60) = X3 (0) = k- 6 XU ()X, 1),
amibdl §; — 0 esetén azt kapjuk, hogy
XBBT(X)(t> _ leBr(x) (t)XQBr(X) (t).

Ez azonban nem irja le teljes egészében a reakcidt, mert annak sordn S; és S

mennyisége is valtozik. A fenti gondolatmenetet hasznalva az Sy anyag mennyisége:
X4 6) = X" (1) = —k -6 X (0,70 (0),

azaz

Xy Oy = —kX% ) X7 (1),

és ugyanigy
‘- B (X Br(x Br(x
X7 = kX7 () X7 (1),

Fontos megemliteni, hogy - elég kicsi r esetén - a k egyiitthato r-tdl fiigg a kovetkezd

moédon:



ahol ¢; a sebességi egyiitthato és A : B(R") — R} a Lebesgue-mérték.

Az a B (x) 1 Br(x) (1 v Br(x)
X (t> = _Clle (t)Xz (t),
X0 = —on g X0 X)), @2.1)
X?)BT(X)(t> — ¢ mX{Br(X)(QXfT(X) (t)

egyenletek teljesiilnek, hiszen ha egységnyi Legesgue-mértéki gombon adott menny-
iségii S7 és Sy anyagfajtak mellett adott S valtozasa, akkor az % Lebesgue-mértéki
gémbon az egyenletes eloszlas miatt %—szer annyi S és %L—szer annyi Sy részecske van
jelen, melyekbdl ugyancsak az egyenletes eloszlas miatt %—szer annyi S5 képzadik,
mikozben az litkozések szamanak varhato értéke #—Szeresére ng. Tehat ahhoz, hogy
az egyenlet igaz maradjon, az Osszefiiggés jobb oldalét M—Vel, vagyis n-nel meg

kell szorozni.

Megjegyezziik, hogy a felirt egyenletekben az elég kicsi r > 0, at € R és a x € R”

is tetszdleges volt.

A kittizott cél az X;(t,x) koncentracié fliggvényekre felirni a kinetikai differenci-

“, e,

XBT(X) (t)

Br(x)
Ha r elég pici, akkor )\EB—(X()) kifejezés - mint r fiiggvénye - konstans az egyenletes

eloszlas miatt, igy a ¢ szerinti derivalas ,bevihets a limesz mogé™

0X, ‘ XiBr(x) (t)
S %) = S

Ezek utan egyszertien adodik a (2.1) egyenletbdl a kinetikai differencidlegyenlet a

X;(t,x) koncentracio fiiggvényekre :

254130 =~ Xt 0Xslt )
%(t, x) = —a1 X1 (t, x) Xa(t, %), (22)
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2. Példa: A 25, 5 S, reakeio esetében. A fenti feltételezésekkel élve: ha az Sy tipusi

2_szeresére fog

részecskék szamat n-szeresére novelem, akkor az iitkozések szama n
novekedni, mert akkor az eredeti allapothoz képest n-szer annyi részecske iitkozhet,
és mindegyik varhatéan n-szer annyi részecskével iitkozik. Ezért az el6bbi gondo-
latmenet alapjan

0X5

W(t’x) = a[X1(t,x)]%,

és ugyanigy 5
X

W (t) X) = —201 [Xl (t, X>]2'

A kinetikai differencidlegyenlet alakja altalaban:

Az egyes anyagfajtak mennyiségének valtozasat a reakciolépésekre Osszegezziik. Az r-
edik reakciolépésben a j-edik anyagfajtabol S[r, j] — afr, j] keletkezik minden jitkozés”
soran, ha «afr, jl-val jeloljiik, hogy az r-edik reakcidlépésben a j-edik anyagfajtabol a
reakcioséma bal oldalan mennyi szerepelt, illetve SB[r, j] legyen az r-edik reakciolépésben

a j-edik anyagfajta mennyisége a jobb oldalon. Ezt figyelembe véve

X l N
(%) = ;(ﬁ[r, 1] - alr, 1])0,“]1;[1Xj(t’x)04[73j]7
9Xs al N
. == — . a['r, ]
gy () = 20021 —elr e [T 6,007, s
X M N
o (6:x) = Y (8lr. N = alr. N)e, [T X;(8,%)°07),
r=1 j=1
Az (2.3) differencidlegyenletre a tomorebb
X(t) = (o, )(X(1)) (2.4)

alakban hivatkozunk.

A modellben szereplé méatrixok tulajdonsagai:
1. a(r,-) # B(r,-), azaz minden reakciéban toérténik valami.
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2. 11 #£ 19 = (04(7"1, ) # alre,-) vagy B(ri,-) # ﬁ(rg,-)), azaz semmit sem irunk fel

kétszer.

3. Minden n-hez van olyan r, hogy a(r,n) # 0 vagy S(r,n) # 0, azaz minden anyag-

fajta valamelyik reakcioban résztvesz.

4. Minden r és minden n esetén igaz, hogy ha f(r,n) — a(r,n) < 0, akkor a(r,n) > 0.
Ez 8 nemnegativitasanak kovetkezménye; egy anyagfajta csak ugy fogyhat egy reak-

cidban, ha részt is vesz benne.

A modell egy fontos kvalitativ tulajdonsiga:

1. Tétel. Az (2.3) kinetikai differencidlegyenlet megolddsa mindig nemnegativ.

A tételt altalanosabb keretben (aminek speciélis esete az itt ismertetett tomeghatas

tipust kinetika) a [5] munka targyalja.

2.1.2. A diffizié modellezése

A fizikai, kémiai modellekben fontos szerepet jatszik a diffizio.

Diffuzionak nevezziik az anyagi részecskék aramlésat, melyet a részecskék helytdl fiiggs

c s

T st

las nagysaga, intenzitésa aranyos az (egységnyi id6 alatt) egységnyi hosszra esé koncentra-
ciovaltozassal. Az ardnyossagi tényezot hivjuk diffizios dllandonak. A reakcioban szerepld
anyagok mindegyikéhez tartozik egy diffuzios allando.

A fentebb ismertetett jelolésekkel az S; anyagfajta diffazios dllanddja a D; konstans,
és az X;(t,x) C%beli fiiggvény adja meg az S; anyag koncentraciojat minden ¢ id6pil-
lanatban és x € R™ pontban.

c s

teljesiil a kovetkez6 Osszefliggés:

0X;
ot

(t, X) = Dzszz(t, X).
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Itt V2-val jeloltiik a Laplace-operatort az x valtozora vonatkozoan:

vg . Ck(Rn) N Ck:—?(Rn) (k c N) és f & Ck(R2) esetén V2f Zz 1 32

Lathato, hogy amikor reakcio-diffizio rendszereknek szeretnénk felirni a differencidlegyen-
letét, akkor az S anyag id6beli koncentraciojanak a valtozésaért az anyagfajtak kozotti
reakcio és a diffuzid egyiittesen felelGs, ezért a reakcio-diffizio egyenletben ezen két té-

nyezének kell megjelennie.

A reakcio-diffazioé egyenlet felirasa:

e 1. Példa: Az Sy + Sy = Sy reakeid esetében.

Az el6z6 fejezetben a kovetkezs kinetikai differencidlegyenletet kaptuk difftzio nélkiil:

OX13) = —e1 X (1. x) Xal1, )

2% 13) = e X, (130 Xalt. ), (25
0X

- (6:%) = 1 X (8,%) Xat, ),

de tudjuk hogy mindegyik X; koncentraciéra hat a diffuzio is, igy a reakcio-diffuzio

egyenlet a kdvetkezs:

X
88t1 (t,x) = —c1 X1(t,x) Xo(t,x) + D1 VZ X, (t, %),

0X

(%) = —er it %) Xa(t %) + DaVEXa(t, %), (26)
0X

ati‘ (t,x) = 1 X1 (t, %) X (t, X) + D3 V2 X5(¢,%).

2.2. Egy példa a front terjedésének vizsgalatara

Ebben a fejezetben el6szor felirjuk a vizsgalt reakcidhoz tartozo reakcio-diffizio egyen-

letet, majd tisztazzuk a front fogalméat és vizsgaljuk annak stabilitasat a [2| cikk alapjan.
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A probléma felvazolasa, a reakcio-difftizié egyenlet felirasa:

A kovetkezd reakcidval fogunk foglalkozni:

A+2B = 3B, (2.7)

ahol ¢y € RT a reakci6 intenzitasat megado6 sebességi egyiitthato.
Tekintsiik a rendszert két dimenzioban. Jelolje a(t,z,y) és b(t,z,y) az A és B anyagok

koncentrdacigjdt a t idépillanatban az (z,y) pontban, ahol
a:RY xR x[0,L] =[0,1], b:R" xR x [0,L] — [0,1]

C?*(R* x Q)-beli fiiggvények, és Q := R x (0, L). Szemléletesen a reakcié egy ,cs6ben”
zajlik.

Az ezen reakcidhoz tartozo kinetikai differencidlegyenlet - ha feltessziik, hogy nincs
diffazio6 - a kovetkezé: 94

ot

ob

a(@ z, y) = Coa(t, xz, y)bz(t’ xz, y)

Ebben a részben az egyenletek soran végig (¢t,z,y) € RT x Q, ha nem irunk maést.

(t,x,y) = —coalt, z,y)b(t,z,y),
(2.8)

Az altalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy ¢y = 1, ehhez tekintsiik az alabbi
jeloléseket:

E(t,a:,y) = Coa'(taxay)a

b(t,x,y) := /cob(t, 7, y).

Az @ és b fiiggvényekkel felirva a (2.8) egyenletet, a kovetkezs dsszefiiggést kapjuk:

oa _ _

5 (tey) = —alt,o,y)b (t,2,y),
b _

E(t’ z,y) =a(t,x, y)bQ(t, x,y).

(2.9)

“,e .

jeloljiik az A anyag, Dpg-vel a B anyag diffuzios allanddjat, a fenti egyenlet helyett az

egyes koncentraciok valtozasat az alabbi reakcio-diffizio egyenlet adja meg:

%(t,x, y) = DAV2E(t,x, y) —a(t, x, y)l_)z(t,x, ),
b - _ —
a(t,x, y) = DpV-b(t,xz,y) +a(t,z,y)b (t,z,y).

Itt V2-val jeloltiik a Laplace-operatort az (z,y) valtozora vonatkozoéan.

(2.10)
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2. Megjegyzés. - Konnyen ldthato, hogy tetszdleges konstanssal szorozva a reakcio-
diffuzio egyenlet jobboldaldn dllo ,reakcios” tagot, a diffuzids dllandd nem wvdltozik,
azaz az a €s a = /coa figguények dltal meghatdrozott diffizios dllando megegyezik,

19y helyesen haszndltuk az eqyenletben a Dy és Dp jeldléseket tovabbra is.

- Lényeges, hogy a (2.7) reakciot vizsgdljuk, ugyanis példdul az A+ B — 2B tipusi

reakcioban nem figyelhetd meg a kivetkezdkben leirt jelenség.

Vezessiink be két 1j fliggvényt:

b(t,z,y) == b(t,\/Dax,/Day).
fov példan 228 0%a .
gy példaul %(t,x,y) =Dy %(t, Dax,\/Day), vagyis a (2.10) egyenletet a
(t,v/Dax,/Day) helyen felirva kapjuk, hogy
da 2~ ~ 72
5 (b 2,y) = Valt,z,y) —alt, 2, y)b*(t, 2, y),
b

E(t’ T,y) = DVQZ(t, z,y) +a(t,x, y)EQ(t, z,y),

ahol D = Dgp/Dy4, a B és A anyagfajtak diffuzios allandoinak a hanyadosa.
Ha a valtozokat elhagyjuk, és az egyszertibb jelolés kedvéért a és b helyett a-t és b-t irunk,

akkor a reakcio-diffuzié egyenletiink:

% = Va — ab?,
b ) ) (2.11)

A reakciéfront fogalma és stabilitasanak vizsgalata:

Reakciofrontrol specialis reakcio-diffuzié rendszerek esetén beszélhetiink.

1. Definici6. Tekintsiink eqy olyan reakcio-diffizio rendszert, amire teljesiilnek az aldb-

biak:

o ket anyagfajta lép eqymdssal reakcioba - az A és a B anyag - €s a reakcid végterméke

a B anyag,
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e a reakcio pontosan eqy reakciolépésbol dll,

e cgy t iddpillanatban létezik egy olyan M € R szam és HE, HS, H: hdarom diszjunkt,

0sszefiiggd részhalmaza a reakciotérnek, melyek unidja a reakciotér, ugy hogy:

b
X€H§<:>a—

> M.
5 (%)= M

Ekkor a b(t,x) HL halmazra vett leszikitését (t idépontbeli) reakcidfrontnak nevezziik.

Ez pontosan azt jelenti, hogy a ¢ = 0 id6pillanatban a HY halmazban a reakci6 in-
tenzivebben zajlik, mint a HY, H) halmazok pontjaiban, mert itt a legnagyobb a(t,x)

értéke, azaz a t idépontban keletkez6 anyagmennyiség.

0b
3. Megjegyzés. - A reakcidfront igy fligg az M megadott értéktdl. Rendszerint a(t, X)

tobbnagysdgrenddel nagyobb a HY halmazon, mint mdshol.

- A reakcidfront fogalmdt az a(t,x) megoldds figgvény t szerinti derivdltjaval is jelle-
mezhettik volna, hiszen a t iddpontban keletkezd B anyagmennyiség ,sok”, akkor
ebben ebben a pillanatban az eltind A anyagmennyiség is ,,sok”, a reakciotér tobbi

részén pedig mindkettd anyagmennyiség vdltozdsa jelentéktelen.

Ebben a fejezetben egy kétdimenzios ,cs6ben” lejatszodo reakcidt elemziink, azaz a
reakciotér: R x [0, L]. Tekintsiik azt az esetet, amikor A + 2B — 3B reakciohoz tartozik
reakciofront a t = 0 id6pontban, és a front egy a csé hossztengelyére meréleges h széles
S&v, azaz:

HY :={(z,y) eRx (0,L) : 2 < K},
HY :={(z,y) €eRx (0,L): K <z < K+ h},
HY = {(z,y) e Rx (0,L) : 2 < K + h},
ahol és HY, H) és HY valoban diszjunkt halmazok és uniojuk az egész csé. A b(t,z,y)

koncentracio fliggvény pedig legyen olyan, hogy

b
%(O,x,y) > M, V (x,y) € HY esetén,

ahol M rogzitett szam. Ekkor a (K, K + h) x (0, L) sav lesz a kezdeti reakciofront.
A fizikai megfigyelések alapjan azt feltételezik, hogy ezen reakci6 és ilyen kezdeti al-

lapot esetén minden t id6pont mellett megmarad a reakciofront, és az a cs6 hossztengelyére
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merdleges sav lesz. Ilyenkor szemléletesen annyi torténik, hogy a reakciéfront ,balrol-
jobbra” halad.

Matematikailag a (2.11) reakcio-difftzio egyenlet utazohullam megoldésai viselkednek
pontosan az elébb leirt médon.

A reakciofront stabilitasat a kovetkezé modon hatarozzuk meg:
Vessziik a (2.11) differencidlegyenlet egy utazohullam megoldasat: a  hullam” lesz a reak-
ciofront. Ha az utazéhullam megoldas stabil, akkor azt fogjuk mondani, hogy a reak-
ciofront stabil. Ha pedig az utazéhullam megoldas instabil, akkor azt fogjuk mondani,
hogy a reakciofront instabil.

Az utazoéhullam megoldasara vonatkozolag a kovetkezd stabilitas fogalmat hasznéljuk:

2. Definicid. Legyen f(t,x,y) egy olyan megolddsa a reakcio-diffuzio egyenletnek, mely-
hez eqy p : R x [0, L] — R szolgdltatja a kezdeti feltételeket. Jeldljink g(t,x,y)-nal egy
olyan megolddst, melyhez eqy q : R x [0, L] — R fiigguény adja a kezdeti feltételeket.

Azt mondjuk, hogy az f megoldds a p kezdeti értékkel stabil, ha ¥ € > 0-hoz létezik
d > 0, hogy tetszéleges q : R x [0, L] — R kezdeti érték mellett, amelyre
sup{|p(z,y) — q(x,y)| : (z,y) € R x [0, L]} < § fenndll, teljesiil az, hogy
lf(t,z,y) —g(t,x,y)| <e, V (z,y) € Rx[0,L], ést >0 esetén.

Az f megoldds a p kezdeti értékkel asszimptotikusan stabil, ha stabil és ha létezik & > 0,
hogy tetszdleges q : R x [0, L] — R kezdeti érték figgvény esetén, amelyre
sup{|p(x,y) — q(x,y)| : (x,y) € R x [0, L]} < § fenndll, teljesil a kivetkezd:
limysioo| f(t, 2,y) — g(t, 2,y)| = 0.

Az f megoldds a p kezdeti értékkel instabil, ha van olyan K > 0, hogy tetszdleges
d > 0-hoz van olyan q, melyre ha sup{|p(x,y) — q(z,y)| : (z,y) € R x [0, L]} < § teljesiil,
akkor | f(t,z,y) — g(t,z,y)| > K valamilyen (z,y) € R x [0, L], t > 0 esetén.

A reakciofront stabilitasat igy a kdvetkezé modon fogjuk vizsgélni:
Az utazohullam megoldashoz egy olyan fliggvényt adunk, amely fiiggéleges iranyu kis
rezgésnek felel meg. Amennyiben ¢ — 400 esetén a rezgés csillapodik, akkor a front

stabil, ha a rezgés feler6sodik, akkor a front instabil.

Vizsgéljuk a reakciofrontot az megfelels utazohullam viselkedése alapjén.
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Az utazohullam meghatarozasédhoz a (2.11) reakcio-diffuzio egyenlet megoldasat a ko-

vetkezs alakban keressik:

a(t,x,y) = aO(C)? b(thay) = b0(<)7

ahol ag, by : R — [0,1] C%beli fiiggvények és ( = x — ct , azaz ebben az esetben ag(() és
bo(C) a differencialegyenlet utazo hullam megoldésai és ¢ € RT a hullam sebessége. [6]

Ekkor a fenti reakcio-diffuzio egyenletek a kdvetkezé modon alakulnak:
ay + cay — aghy =0,  Dbfj + cby + agbfy = 0,

ahol mar a derivalas ( szerint értendd. Az egyenlethez tartozo mellékfeltételek legyenek
a kovetkezdk:

CI/()(C) — 1, bo(C) — 0, ha C — +00,

ag(¢) — 0, bp(¢) — 1, ha ( — —o0.
Ez pontosan azt jelenti, hogy barmely rogzitett (z,y) € R? pontban, ha t — +o00, azaz
( — —oo, akkor a B anyag értéke 1-hez tart, az A anyag értéke 0-hoz, vagyis az id6
elérehaladtaval az A anyag teljesen B anyaggé alakul.
Masrészt rogzitett ¢ esetén, ha x — 400, akkor lényegében mar csak az A anyag van
jelen, viszont ha x — —oo, akkor lényegében csak a B anyag volt jelen. Ez és az el6bbi

észrevétel egylitt viszont azt mutatja, hogy a fronthullam ,balrél-jobbra” halad.

s stz

a(C,y,t) = ao(C) + A(C,y, 1), b(C,y,t) = bo(C) + B(C, 9, 1),
ahol
A(Cy,t) = e cos(ky)A(C), B((.y,t) = e cos(ky) B(C)
alakt kis perturbaciok.
Ekkor a reakcio-diffizio egyenletbsl A(C)-ra és B(()-re a kovetkezd sajatérték-probléma
adodik:
A+ A — (B + K+ 0)A — 240y B = 0,
DB" + ¢B' — (Dk? + 2agby + 0) B + b2A = 0,
a kovetkezd korlatossagi feltételekkel:

A(¢) — 0, B(¢) — 0, ha (— +o0
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Az alabbi jeloléseket hasznéljuk:

k - a rezgés hullamainak szama, azaz a rezgés frekvenciaja (a rezgés fiiggsleges irany).

o - a novekedési rata; azt mutatja, hogy az id6 elérehaladtéaval a rezgés mennyire
er6sodik fel (ha negativ, akkor a rezgés lecsillapodik).

A diszkretizalt egyenletekkel folytatjuk a szamolast, kiilonb6z6 rogzitett k értékekre
megoldjuk a problémét: o a legnagyobb sajatérték lesz. Ez azért fontos, mert ha a
legnagyobb sajatérték negativ, akkor a sajatérték probléma Osszes sajatértéke negativ,
igy csak olyan a((,y,t) és b((,y,t) megoldasai vannak a (2.11) reakcio-diffuzio egyenlet-
nek, melyekre a rezgés csillapodik. Ellenkez§ esetben, azaz ha a legnagyobb sajatérték
nemnegativ, akkor van olyan megoldas is, ami tetsz6legesen ,kozel” indul a utazoéhul-
lam megoldésokhoz, mégis a rezgés feler6sodik, azaz ilyenkor az utazé hullam megoldés

instabil lesz.

4. Megjegyzés. Az eddigiekbdl lathato, hogy az a(t,x,y) és a b(t, x,y) utazéhulldém megol-

ddsok pontosan ugyanakkor leszenek stabilak, illetve instabilak.

Az [2] cikkben elvégzett numerikus szamitasok alapjan az alabbi eredményeket kaptéak:

x10° x10°
T T T T T T T T T

2.1. abra. (a)A rezgés novekedési ratajanak (o) véltozasa az egyes hullamszamok (k)
fiiggvényében a difftzios hanyados (D) egyes értékeire, ahol D € [0.1,0.5]. (b) Az el6z6
grafikon D € [0.025,0.1] esetén.

A 2.2. &bran lathato, hogy hogyan valtozik o kiilonb6z6 D-kre (D=1.0-t6l D= 0.1-ig)
k figgvényében. D=1-re, 0.5-re még minden k esetén o < 0, igy a front stabil, de pl.

D=0.4, 0.3 ... esetén mar bizonyos k-kra o pozitiv, azaz a front instabil.
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Lathato, hogy az autokatalizisben a B anyagnak, azaz a katalizatornak stabilizalo
hatasa van a frontra, mig az A anyag a front instabilitasaért felelGs. Belathato, hogyha
D egy kritikus Dy, > 0 érték alatt van, akkor a hullam instabil lesz (mert ekkor az A
anyag diffuzios egytitthatoja jelentGsen nagyobb a B anyag difftuzios egyiitthatojanal),
egyébként pedig stabil:

1. Allitas. Létezik eqy eqyértelmd Dy > 0, melyre ha D < Dy, akkor a front instabil;
ha viszont D > Dy, akkor a front stabil. Dy, értéke: 0.435.[3]

2.2. 4dbra. (a) A novekedési rata maximalis értéke (on.x) D fliggvényében. (b) Azon k

értekek (kpax-al jelolve), ahol o« felvétetik adott D esetén.

A 2.2, abra azt mutatja, hogy D-t csdkkentve Dy =2 0.15-ig, opmax 16, D-t Dy alé
csokkentve, on. elkezd csokkenni, azaz o, a legnagyobb értékét Dy = 0.15-nél éri
el, ami azt jelenti, hogy Dy = 0.15 difftziés allandonal lesz a front a leginstabilabb a
szamitasok alapjan.

A 2.3. abra a legfontosabb szédmunkra, ez mutatja meg hogy milyen intenziv a fel-
hasadéas a kiilonb6z6 D-k esetén. Illetve mikor valik stabilla a front: pontosan akkor,
amikor a fiiggvény grafikonja negativba valt. Az is megfigyelhets, hogy D = 0.14-nél lesz
a legerételjesebb a felhasadas.

Tehat a most targyalt reakcio-diffizio rendszer esetén egyértelmien latszik, hogy mik

a feltételei a front felhasadasanak. A kdvetkezs fejezetekben hasonlé megallapitasokat

igyeksziink tenni ilyen tipusi, de konkrétabb rendszerek esetén.
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0.4 T T T T T T

0.7

2.3. abra. D fliggvényében a novekedési rata maximélis értéke (opax).
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3. fejezet

Autokatalitikus reakci6 frontjanak

sztochasztikus modellezése

3.1. A diffazié modellezése

A kovetkez6 fejezetben a klasszikus véletlen bolyongést (réviden RW, a random walk
elnevezéshdl) és az altalanos véletlen bolyongést (réviden GRW, a global random walk
elnevezésbdl) fogjuk megvizsgalni. Belatjuk, hogy mindkét eljaras alkalmazhato a diffazio
modellezésére a [7] cikk alapjan.

A RW algoritmusban minden cellabél a részecskék egyenként ugranak at a szomszédos
cellakba véletlenszeriien. Pontosabban, egy részecske 1 valoszintiséggel elhagyja a cellajat,
és egyenld valoszintiséggel valaszt a szomszédos cellak koziil.

Ezzel szemben a GRW algoritumsban a részecskék egyszerre ugranak tovabb a szom-
szédos celldkba véletlenszeriien, és az egyes cellakba ugr6 részecskék szdma binomialis
eloszlasi. A kovetkezd szakaszokban kideriil, hogy ezzel a modszerrel egy cellahoz elég
egyetlen véletlen szamot generélni, igy azok szaméat lényegesen csokkentjik a RW-hez
képest, ahol minden részecskéhez kiilon véletlenszamot hasznalunk. Még annyival is al-
talanosabb a GRW, hogy a celldban is maradhatnak részecskék, nem kell mindnek a
szomszédos cellakba ugrania.

Mind a RW, mind a GRW algoritmus segitségével a diffuzios egyenlet megoldésanak

egy kozelitését szamolhatjuk ki.
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3.1.1. Az egydimenziés Random Walk algoritmus a 37 = D35

diffaziés egyenlet megoldasanak modellezésére

Tekintsiink egy egydimenzios végtelen racsot X := {x; := idx : i € Z,dz > 0}, ahol z;,
(1 € Z) az i-edik racspont vagy cella és dz két szomszédos racspont kozott a tavolsag.
Jelolje t;, = kot, k € NU {0}, ahol 6t > 0 az id6lépés.

Legyen €2 = { egy részecske az i-edik cellaban van”: i € Z} és A := o(2), az Q halmaz
altal generalt o-algebra, a mérheté események halmaza.

Egy adott részecske mozgésat egy diszkrét paraméterd sztochasztikus folyamatnak

tekinthetjiik:
{ftk tkeNU {O}}7

ahol &, : €0 — R valoszintiségi valtozo és
&, (.egy részecske az i-edik cellaban van a tj idépontban”) := z;,

azaz &, a k id6lépés alatti elmozdulast adja meg. Ekkor P(§, = z;) jeloli annak a
valoszintiségét, hogy a részecske a t; id6pontban az x; celliban van. Nyilvan kiilonbo6zé
sztochasztikus folyamatokat kapunk attol fiiggéen, hogy a 0 id6pontban a részecske melyik
cellabol indul el, vagyis &, igazabol determinisztikus, és azt mutatja meg, hogy honnan
indul a részecske. Emellett megjegyezziik, hogy a racsban 1év6 Osszes részecske mozgésa,
igy maga a diffazios folyamat is egy sztochasztikus folyamatnak tekinthets, ha minden

egyes részecskéhez hozzéarendeliink egy

{6+ k€ NU{0}, & = o4}

sztochasztikus folyamatot, ahol z; az a cella, ahonnan a részecskét inditjuk. Ha a racsban
1évE részecskék szamat M-el jololjiik, akkor az ezen sztochasztikus folyamatokbol készitett
M dimenzioés sztochasztikus vektorfolyamat megadja az egész rendszer viselkedését.
Jelolje P(&, = x| &, = w;) azt a feltételes valoszintséget, hogy a részecske a i
idépontban az z; cellaban van, feltéve, hogy a részecske a t; idépontban az z; cellaban
volt. Lathato, hogy ez a folyamat egy diszkrét paramétert Markov-lanc. Teljesiilnek ra a

Chapman-Kolmogorov-egyenletek, azaz

P&y = w0) = 3 P& = il & = 25) P& = 75), (3.1)
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ahol ty > t; és 1,7 € NU{0} tetsz6leges. A RW algoritmus tovabblépési szabalya alapjan
P(&zﬂ - JZZ| gtz = xj) =

Tehat a RW soran az egyes részecskék % valoszintiséggel ugranak a téliik jobbra 1évé
szomszédos cellaba, illetve a balra 1évé szomszédos cellaba.

Vizsgaljuk meg, hogy ha a részecskét a 0-adik cellabdl inditjuk, akkor mennyi a
valoszintisége annak, hogy a t; id6pontban a részecske az i-edik cellaba keriil. Ez az

esemény pontosan akkor kévetkezik be, ha k és ¢ paritasa azonos, és a k 1épésbdl ¢ + %

k—i

5+ -szor balra ugrik a részecske (ha i > 0, egyébként forditva), azaz

P(& =l & = 0) = (é) (%f

Tehat &, binomialis eloszlastu valoszintiségi valtozo. Ismert, hogy ha k — +oo, akkor

-szOr jobbra,

a binomiélis eloszlas normaélis eloszlashoz konvergal. Ha k — 400 és dz — 0, dt — 0 agy,

hogy
(0x)?
=DcR
oz, lzgl—)() 20t €5
és
t= lim kot, x = lim kox,
k—4o00, 6t—0 k——+o0, dz—0

akkor belathato, hogy

1 { —x? }
exp { — p.
VAar Dt P 4Dt

Vagyis hataratmenetet véve megkaptuk a & valoszintiségi valtozo striiségfiiggvényét,

P =& =0)=

hiszen lathato, hogy ekkor § - P(§ = | & = 0) megegyezik annak a valészintiségével,
hogy a részecske x és = + § kozott tartozkodik, midén & — 0. Igy & normalis eloszlast,
E(&) = 0 varhato értékkel illetve D?(&,) = 2Dt szorasnégyzettel.

Ezekbél lathato, hogy E(£2) = 2Dt, azaz az elmozdulds négyzet varhato értéke
linedrisan né t fiiggvényében, igy az egységnyi id§ alatt torténé elmozdulas négyzet
varhato értéke D-vel lesz ardnyos. Ezt a D értéket hivjuk diffuzios allandonak, és a RW
algoritmusban rogzitett dx, 0t értékek esetén az el6bbiek alapjan a kovetkezd formulaval
definialjuk:
= D. (3.2)




Mivel minden részecske 1 valoszintiséggel kiugrik a cellajabol, igy egy részecske mozgasaval
tudjuk jellemezni az egész rendszer diffuzios viselkedését, hiszen azonos eloszlasiak a
kiilonb6z6 részecskék mozgésat leird valoszintségi valtozok.

Bevezetve a p(t,z) = P(§ = x| § = 0) jelolést a p : RT x R — R fiiggvény megoldésa

o _ pop
ot 0%x
a disztribucios értelemben vett diffuzios egyenletnek, ahol D jeldli a (3.2)-ban definialt
diffazios allandot és p(t,0) = &y a kezdeti feltétel. Itt dp a 0 pontra koncentralt Dirac-
disztribuciot jeloli.
Tehat a RW algoritmus segitségével a diffuzios egyenlet megoldasa jol kozelithetd.
Annél pontosabb eredményt kapunk, minél jobban néveljiik az 6ssz részecskeszémot és

csokkentjiik ot és dx értékét.

3.1.2. Az egydimenziés Global Random Walk algoritmus

A GRW algoritmus alapelvei megegyeznek a RW algoritmuséval, csupan a részecskék
helyvéltoztatasanak a modellezése kiilonbo6zé.

Ugyanazon jelolésekkel éliink, mint a RW algoritmus leirasakor.

A RW algoritmus sorén egy id6lépés alatt minden részecske 1 valoszintiséggel elhagyja
azt a cellat, ahol az id6lépés kezdetekor volt. Ezzel szemben a GRW algoritmus alatt
szeretnénk, hogy a cellaban 1évé6 részecskék egy része a cellaiban maradjon. Pontosabban
- ha N-nel jeloljiik a cellaban 1év6 részecskék szamat - azt irjuk els, hogy r € (0, 1] esetén
rN részecske ugorjon ki egy id6lépés alatt a cellabol, azaz (1 — r)N részecske maradjon a
cellaban. A gondolatmenet soran fel foguk tenni, hogy r N egész szam.

A GRW algoritmusban egy adott részecske mozgasat jellemzd sztochasztikus folyamat

a kovetkeza:
{&, : ke NU{0}},

ahol Etk = z;, ha egy részecske a t; id6pontban az i-edik cellaban van és az el6bbi
feltételekkel éliink.

A RW algoritmusban a diffazios allandot gy hatéroztuk meg, hogy egy id6lépés alatti
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elmozdulasnégyzet varhato értékét elosztottuk az idslépés kétszeresével, pontosabban

(5$RW)2 - E(fi)

D— _ 3.3
20t pw 20t pw (3:3)
hiszen
_ 2 hai==l,
P(&, = x; = idzrw) =
0 haz# +1,
ezért
) ) ) 9 1 hai=+1,
P(§t1 = 2; = (idxrw)”) =
0 haq# +1,
és igy
E(ffl) = (537RW)2- (3-4)

Szeretnénk, ha a két algoritmussal szimulalt folyamat diffizios allandoja megegyezne,
mert akkor mindkét algoritmussal ugyanazon difftizios egyenlet megoldasat tudnank koze-
liteni. A GRW algoritmusban nem lehet ugyanezt az eljarast hasznalni a difftziés allando
meghatarozasara, hiszen nem minden részecske ugrik ki a cellabol, igy az egész rend-
szer viselkedését egy részecske viselkedése nem irja jol le. Ennek megoldasara egységnyi
id6 alatt az egyes cellakbol elmozduld részecskék Gssz elmozdulas négyzetének varhato
értékével fogjuk mérni a diffuzié erdsségét. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy ezt a
varhato értéket a részecskeszammal és az id6lépés kétszeresével leosztva, a RW esetén
tartozo - az egész rendszer viselkedését jellemz§ - diffizios allandot.

Tegyiik fel, hogy a 0-adik cellaban a kezdé idépillanatban N darab részecske talalhato.

Tekintsiik az ezen cellaban 1év6 részecskék 6ssz elmozdulas négyzetét, azaz a RW esetén

& +...+&
———
N

valoszintiségi valtozot, illetve a GRW esetén az alabbit:

& +...+&.
—— ——
N
Mivel feltettitk a GRW esetén, hogy (1—r)N részecske a helyén marad, ezért a méasodik
valoszintiségi valtozo (1 —r)N tagja 0-val egyenld, igy a GRW algoritmushoz tartozo 6ssz
elmozdulas négyzete:
§+...+&.
—_——
rN
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A (3.4)-es képlet szerint a RW algoritmusban

E(ffl) = (6$RW)2a

ezért

~—— ——
N
mert a &, valtozok azonos eloszlasuak. Valoban megkapjuk az eredeti diffuzios allandot,

ha osztunk a részecskeszammal:

_ B+ ... +&)  (bzpw)?

DRW

26tN 26t
A GRW algoritmus esetén
~ _ 5 hai==+1,
P(&, = x; = i0xgrw) =
0 hai# =£1,

azon részecskékre melyek kiugranak a O-adik cellabol, vagyis N darab részecskére. Igy

hasonléan az elézéekhez

E(&) = BE(&) = (Sxarw)™.

Vagyis
E(& +...4+ &) =rNE(E) = rN(6zcaw)?,
~—_———

rN

hiszen a Etl valtozok itt is azonos eloszldstiak. A GRW-hoz tartoz6 Dgpryw diffuzios allandot

a fentiekben lefrt modszerrel kaphatjuk meg:

E(gfl + ...+ gfl) . TN((SLIZ’Rw)2 . T((S.TRw>2
20tN - 25tN 26t

Szeretnénk r értékét tgy beéllitani, hogy Dgrw = Dgrw teljesiiljon. Azaz

Derw =

(533RW)2 _ T(éxGRW>2
25tRW 25tGRW

fennéalljon.

Igy adott Dy esetén r-et a kovetkezs formulabol kaphatjuk meg:

_ 2D pw otcrw

Gramy)? (3.5)
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5. Megjegyzés. - Fontos, hogy v nem fiigg N-t6l, igy tetszdleges cellabol kiindulva

ugyanerre a kovetkeztetésre jutottunk volna.

- Muwel ilyen r esetén a RW és a GRW eljardssal modellezett folyamat diffizios dl-
landdja meg fog egyezni, és a GRW is ugyanazon diffizios egyenlet numerikus meg-

oldasat adja meg, beldthato, hogy ha a

T‘((SxGRw)Q

m = Dgrw
szgrw, Starw—0 20tGRW

hatdrérték véges, akkor hatdrdtmenetet véve

~ ~ 1 —x?
(& =2 & =0) VA Domt P { 1Dert }

3.1.3. Szimulacié a GRW algoritmus alapjan
A szimulaciéhoz, adott D diffuziés allandé esetén megvalasztjuk a megfelels r, dxgryy és
dtarw értékeket a (3.5)-6s képlet alapjan.

Jeloljiik n(i, k)-val a részecskék szamét a t;, id6pontban az x; cellaban. Ekkor a k + 1-

edik 1épésben az z; cellaban 1évé6 részecskékkel a kovetkezdk torténnek:
e a n(i, k) részecskébdl | (1 — r)n(i, k)| részecskét a cellaban hagyunk,

1
2

e a maradék [rn(i, k)] részecske 1 valoszintséggel jobbra, i valoszintiséggel balra
ugrik; az egyes irdnyokba elmozdul6 részecskék szama egy ([rn(i, k)1, %) paramétert
binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo lesz. Annak a valoszintisége, hogy m darab

részecske ugrik jobbra:

[, kﬂ) 1

m 2[rn(i,k)] "

O ky (M) = (
Legyen m € 0, [rn(i, k)] esetén
Frngiry(m) = Z brrn(ig (1)-
1=0

Nyilvan 0 < Frnir)(m) < 1. Ekkor generdlva egy n € [0,1] véletlen szamot,
pontosan akkor ugorjon m részecske jobbra, ha Frpry1(m—1) <0 < Frp e (m),
e a maradék [rn(i, k)] — m részecske pedig ugorjon balra.

Lathato, hogy elég egyetlen véletlen szam generalas elég az egy cellabdl torténd ré-

szecske elmozdulasok végrehajtasdhoz.
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3.1.4. A kétdimenzios Random Walk és Global Random Walk

algoritmus a % = DV?p difftiziés egyenlet megoldasanak

modellezésére

Tekintsiink egy kétdimenzios végtelen racsot, azaz legyen
X = {(zs,x;) : & = idx,x; = jox, i,j € Z,0x > 0},

ahol (z;,x;), (i € Z) az i-edik sorbeli, j-edik oszlopbeli racspont vagy cella, azaz az (i, j)-
edik cella és dx két - fliggbleges vagy vizszintes - szomszédos racspont kozott a tavolsag
az R2-beli euklideszi norma szerint. Jelolje ¢, = kdt, k € NU {0}, ahol 6t > 0 az id6lépés.
Egy adott részecske mozgésat egy diszkrét paraméterd sztochasztikus folyamatnak
tekinthetjiik:
{6, : k e NU{0}},

ahol &, : Q — R? valosziniségi valtozo és
&, (,egy részecske az (i, j)-edik cellaban van a tj id6pontban”) := (x;, x;).

Ekkor P(&, = (z;,x;)) jeloli annak a valoszintiségét, hogy a részecske a t;, idépontban az
(1, 7)-edik cellaban van.

A tovabbiakban feltessziik, hogy P(& = (0,0)), azaz a (0,0) racspontbdl indul a
részecske. Emellett ugyanigy jeloljiik az atmenetvaldszintségeket, mint az egy dimenzios
esetben.

A RW algoritmus tovabblépési szabalya itt a kovetkezs:

hai=p+1 ésj=nq,

P&y, = (i, z))| & = (Tp, 7)) = haj=q+£1 ési=p,

e R L

egyébként.

Tehat a RW soran az egyes részecskék % valoszintiséggel ugranak a téliik jobbra, balra
vagy felettiik, illetve alattuk 1évé szomszédos cellakba.

A diffazioés allandot most is az egységnyi idS alatti elmozdulasnégyzet varhaté értékének
segitségével definialjuk. Egydimezios esetben az elmozdulast a &, valoszintségi valtozo

adja meg, azonban két dimenzidoban &, csak az elmozdulés helyét mutatja, az elmozdulés
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hosszat egy 4j n;, : Q — R? valoszintiségi valtozo segitségével mérhetjiik, feltéve, hogy a

(0,0) racspontbol indulunk:

Nty =4/ 51521 - (070) = |§t1|‘

Nyilvan ezt tetszbleges k € N esetén hasonléan definidlhatnank 7, -t, de nekiink csak a
k = 1 esetére van sziikségiink, mert csak az egységnyi id6 alatti elmozdulast vizsgaljuk.

A diffaziés allando definicidja igy a kovetkezs:

_ E0r)
25tRW ‘

DRW

Mivel egy részecske 1 valoszintiséggel elhagyja a cellajat, igy P(my, = dxgw) = 1, azaz

E(n},) = (0xrw)*.

Tehat
D _ E(77t21) _ (5ZURW)2
Y ostew  20tmw

A GRW algoritmus két dimenzids esetben is ugyanigy miikédik, mint az egydimenzios
esetben, azaz - ha N-nel jeloljiik a cellaban 1év6 részecskék szamat - azt irjuk eld, hogy
r € (0,1] esetén rN részecske ugorjon ki egy idslépés alatt a cellabol, azaz (1 — r)N
részecske maradjon a cellaban. Ehhez az algoritmushoz tartozé sztochasztikus folyamat
legyen a kovetkezs: Egy adott részecske mozgasat egy diszkrét paramétertd sztochasztikus

folyamatnak tekinthetjiik:
{6, 1k e NU{0}},

ahol Etk : 0 — R? valoszintiségi valtozo és
E;k (,egy részecske az (i, j)-edik cellaban van a tj id6pontban”) := (x;, x;).

Nyilvan P(gtk = (z;,z;)) jeloli annak a valoszintiségét, hogy a részecske a t;, id6pontban
az (1, j)-edik cellaban van.

A diffaziés allandot is ugyanugy szamoljuk, mint egy dimenzidéban, azaz az 6ssz el-
mozdulasnégyzetet elosztjuk a részecskeszammal és az idGlépés kétszeresével. Az el6bbi
gondolatmenetet végigvezetve, hasonléan kapjuk az egydimenzios esetnek megfelel§ Gssze-

fiiggés, miszerint, ha feltessziik, hogy a RW és a GRW algoritmusok difftzios allandoi
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megegyeznek és Dggrp-al jeloljik a GRW diffuzios allandojat, akkor r-et a kovetkezd

formulaval kaphatjuk meg:

_ 2Drwotarw (3.6)
(0rgrw)? '
Ekkor belathato, hogy mindkét algoritmus esetén, ha
5 2
11m —T( $RW) = DRW
6$RW, §tRw—>0 26tRW
és
r(dx 2
m —( GRW) = Dgrw
dragrw, Otarw —0 zatGRW
hatarértékek végesek és nyilvan
D := Drw = Dgrw, (3-7)

akkor hataratmenetet véve

P& = (z,y)| & = (0,0)) = P(& = (z,y)| & = (0,0)) exp{_(m +y )}

= 4nDt 4Dt

Tehéat megkaptuk a két dimenzios normalis eloszléas stirtségfiiggvényét.
Bevezetve a p(t, x,y) = P(& = (z,y)| & = (0,0)) jeldlést a p : RT x R? — R fiiggvény
9 o2 2
9 _p(op P
ot ?x 0%y
disztribucios értelemben vett diffuzios egyenletnek, ahol D jeldli a (3.7)-ban definialt dif-

megoldésa a

fazios allandot és p(t, 0) = d(o,0) a kezdeti feltétel. Itt ¢ o) jeldli a (0, 0) pontra koncentralt

Dirac-disztribuciot.

3.1.5. Szimulacié a GRW algoritmus alapjan két dimeziéban

A szimulaciéhoz, adott D diffuziés allandd esetén megvalasztjuk a megfelels r, dxgry és
Otarw értékeket a (3.7) képlet alapjan.
Jeloljiik n(i, j, k)-val a részecskék szaméat a ¢, idépontban az (x;, x;) cellaban. Ekkor

a k + l-edik lépésben az (x;, z;) cellaban 1év6 részecskékkel a kovetkezsk torténnek:

e A n(i,j, k) darab részecskébdl | (1 — r)n(i, j, k)| részecskét a cellaban hagyunk.

31



e A maradék [rn(i, j, k)] részecskébdl ki kell valasztani azokat, akik vizszinetesen, il-
letve akik fiiggSlegesen ugranak tovabb. Nyilvan egy részecske ugyanolyan valoszinii-
séggel ugrik tovabb vizszintesen, mint fiiggslegesen, igy a vizszinetesen tovabbugrd
részecskek szama egy ([rn(i, k)], 5) paraméterd binomiélis eloszlast valoszintségi
valtozo lesz. Annak a valoszintisége, hogy m részecske ugrik vizszintesen:

[rn(i, j, kﬂ) : 1

m I—rn(ivjvk).l ’

blrn(i gk (M) = (

Legyen m € 0, [rn(i, k)| esetén

Flrngm (m) = Z Dprn(i k)] (0).
1=0

Nyilvan 0 < Flpng k) (m) < 1. Ekkor generalva egy 1 € [0, 1] véletlen szamot, pon-
tosan akkor ugorjon m részecske vizszintesen, ha Frn e (m—1) <0 < Frongr(m),

a maradék [rn(i, k)| — m részecske pedig ugorjon fiiggdlegesen.

e A vizszintesen ugrd m részecske esetén, barmely részecske % valoszintiséggel jobbra,

1

5 valoszintiséggel balra ugrik; az egyes irdnyokba elmozdulé részecskék szama igy

szintén egy (m, %) paraméteri binomiélis eloszlast valoszintiségi valtozo lesz. Annak

a valoszintisége, hogy J részecske ugrik jobbra:

m\ 1
J ) 2am’
Egy véletlen szam segitségével dontjiik el itt is - az el6bb leirt moédon -, hogy J

értéke mennyi legyen. A maradék m — J részecske balra ugrik.

e Ugyanigy kivalasztjuk - egy véletlen szam segitségével - a fiigg6legesen ugro
[rn(i, k)] — m részecskébdl, hogy hany ugorjon felfelé, illetve lefelé, hiszen ez is

binomiélis eloszlast mutat.

A két dimenzios esetben, harom véletlen szam generalasara van sziikség az egy cellabol

torténd részeszkék elmozdulédsénak meghatarozasahoz.
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3.2. A sztochasztikus modellhez tartoz6 szimulacid

3.2.1. A jodat-arzénessav reakcid

A modellezés soran a legfontosabb torekvésiink a reakcidfront felhasadasanak bemutatasa,
amit tobb konkrét reakcio-diffuzié rendszerben megfigyeltek mar. Az egyik ilyen - mar
lejegyzett [8] - rendszer a jodat-arzénessav reakcid, amelynek szimulaciojat a tovabbiakban
targyaljuk.

A fejezetben figyelembe fogjuk venni az anyagok kiilonbozé mértékegységeit. Ennek
elénye, hogy a modellezés soran hasznalt id& és helyfiiggé mennyiségeknek fizikai jelentés
tulajdonithato, és a kapott végeredményt is interpretalni tudjuk.

A jodat-arzénessav reakcié sémaja a kovetkezs:

3H3ASO;3 + IO?T — 3H3ASO4 + I_, (38)
ahol
105 a jodation,
I a jodidion,

H3AsO3 az arzénessav,

H3AsO, az arzénsav.

6. Megjegyzés. A (3.8)-ben szerepld reakcid egy tobb lépésben kapott reakcidlinc

dsszesitése. ||

Reakciokinetikai elemzéssel a [9] cikkben arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a jodid-

és a jodation valtozéasat leiro differencialegyenlet rendszer az alabbi alaki:

M| _ 2105 — r([105], 1)),
gzi_ s (3.9)
XL b v+ (03], 10)),

ahol

r(LO3], [I7]) = (ka + ko - [I7]) - [I7] - [1O5] - [H']?

a reakciot modellezd tag, a reakcidoban szerepld paraméterek értéke pedig:
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ko =45-10- M7 .57k =45-10°-M"*-s7" ¢ [HT] =107>%M,

mol

konstans (és M = 2%
cm

). Dlog és D;- jeloli a megfelels ionokhoz tartozo diffazios al-

landokat, melyeknek értéke megegyezik:

D =2-10"cm?s .

Azonban ismeretes, hogy a front felhasadasanak feltétele az, hogy a két anyagfajta
diffuzios allandoja lényegesen kiilonbozzon egymastol. Ezt a kisérlet soran ugy érik el,
hogy a-cyclodextrin gélben hajtjak végre a reakciot. FEz a gél a jodidion aktivitésat
jelentGsen csokkenti, ugyanis az a-cyclodextrin a jodidionok nagy részét megkoti, igy azok
nem tudnak részt venni a reakcioban. A (3.9) egyenletet - amelyben a a-cyclodextrin nem
hatott a reakciora - atirjuk a szabad jodidionokra, amelyek koncetracidja az eredeti 6ssz
jodidion koncentracio %—szerese. Igy kapjuk az alabbi rendszert:

0[105] _ e
S5 = Dy - V2105 - (103, 1),
ol Dy r([105], I
U] _ D gayy, r(IO3LIC]),

ot v v
Minél nagyobb az a-cyclodextrin kezdeti koncentracidja, annal nagyobb lesz a v > 1

(3.10)

konstans az egyenletben, hiszen annal kevesebb szabad jodidiont kapunk. Igy lényegében
a (3.10) egyenlet egy olyan reakcio-diffuzio rendszert ir le, melyben nincs anyagmag-

maradas (a szabad jodidiont tekintve), és a szabad jodidionok diffuzios egyiitthatojanak

aDi- = 2'1375 értéket, mig a jodation diffuzids egyiitthatdjanak a DIOg =2-1075 értéket
tekinthetjiikk. A diffizios egyiitthatok hanyadosa tehat }/ Fontos megemliteni, hogy az
2.2. fejezetben a diffizios allandok egyiitthatojat a megfeleld cikk alapjan D-vel jeloltiik,
azonban most - mivel egy konkrét kémiai reakcot vizsgalunk konkrét egyiitthatokkal - a

diffazios allando jelolését %—ra kell valtoztatnunk, hiszen a mostani rendszerben az egyik

egyenlet reakcios tagjat is le kell osztanunk v-vel.

7. Megjegyzés. A konstansokat az egyenletbe behelyettesitve a kévetkezdt kapjuk:
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[103]

=210 %em?s 'V3[105 ]~

ot
— (4.5-10°M st +4.5- 10°M s - [I7]) - [I7] - [105] - (1072%°M)?,
OI7]  2-10"°cm?s! V()4 (3.11)
ot o
N (4.5-10°M st +4.5-108M s - [I7]) - [I7] - [IO5] - (107235M))?
o :
A joddt- és a jodidion koncentrdcicjat M = %—ben adjuk meg, azért a (3.11) rend-

szerben szerepld mértékegységekre 1gaz az alabbi:

Ms™! = ecm?s 'Mem ™2 + (M 37 M? + M s M?*)M?, (3.12)

azaz a meértékegységek valoban minden tagban azonosak, igy a kiirdsukkal a tovdbbiakban

nem foglalkozunk.

A (3.11) egyenlet reakciot modellez részében (reakcids tag) egy masodfoku és egy
harmadfoku tag is szerepel. A szimulaciok igazoljak, hogy a mésodfoku tag a front sta-
bilizalasaban jatszik szerepet [10], és a hozza tartozo k, egytitthato is nagysagrendekkel
kisebb a harmadfoku tag k, egyiitthatdjanal, igy a tovabbiakban a méasodfoku tagot el-

hagyjuk, és a kovetkezs rendszer viselkedét fogjuk vizsgalni:

8[1333] —2.107%- V2[105] — 4.5- 10%- 1077 - [I7]? - [103],
3.13
o] 2.107° L 45 10%- 10747 - [I7)2 - [104] -

Al
ot v ] v
A (3.13)-ban szerepls egyenletekben a mértékegységeket elhagytuk.

Ez az egyenletrendszer képezi a folytonos modelliink alapjat.

3.2.2. A folytonos szimulaci6 leirasa

A tovabbiakban olyan determinisztikus rendszert szeretnénk vizsgélni, melyben van anyag-
megmaradas, de a diffizios egyiitthatok hanyadosa tovabbra is % Ezt agy érjiik el, hogy

a jodation kezdeti koncentracidjat %—szeresére csokkentjiik, mig a jodidion kezdeti kon-

c stz

kovetkezd jeloléseket:
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a(t,z,y) := a jodation koncentracioja a t idé6pontban az (x,y) helyen |
b(t,z,y) := a jodidion koncentracidja a t id6pontban az (x,y) helyen .

Emellett a jodationra egyszertien A anyagként fogunk hivatkozni, mig a jodationra B
anyagként.
A (3.13) egyenletrendszer az 1j jelolésekkel a kovetkezo:

%(t,&}, y> =2 1075v2a(t71’; y) —-9. 103 . bQ(t7xa y)a(t,x, y)7 ( )
3.14
b 2 . 1 -5 . 1 3 . b2 t t
0 1,1) = 210 g, 4 L0 Pleal),
v 1%

és a kezdeti feltételek a megfeleld résztartomanyokon a(0, x,y) = 0.048 M és b(0,z,y) =
0.048 M.

Ha a b fiiggvényt valtozatlanul hagyjuk, és vessziik az a fiiggvény l%—szorosét, azaz,
a(t,z,y) = La(t,z,y) és b(t,z,y) == b(t,z,y) jelolésekkel rjuk fel a (3.14) egyenletrend-

szert, akkor a kévetkezs adodik - kihasznélva, hogy ekkor a(t, x,y) = v - a(t, z,y):

oa —
v a_?(t, ) = 2-107°V2alt,z,y) — 9-10* - b (t,a,y) - v-alt, 2, y),
b 2.1075 _ - 9103 -0°(t,2,y) - v - al(t, 2,y
E(taa%y) = U V2b<t,$,y)+ ( y) ( )
Vagyis az els6 egyenletet v-val osztva, a masodikban a tortet egyszerisitve az egyen-
letiink:
E(t’xa y) =2-107V Cl(t,l’, y) —9-10°-b (t,ZE, y)a(t,x, y)7
ob 2-107° _,- 5 -2 (3.15)
_0.048_

Tehat a jodation - vagyis az A anyag - kezdeti értékét megvaltoztatva a(0, z, y)

ra, a modositott egyenletekben mar lesz anyagmegmaradas, viszont a diffizios allandok

hényadosa + marad. A (3.14) ¢s (3.15) egyenletek megoldasai csak konstans szorzéban

térnek el ( a jodidion koncentracidja véltozatlan, a jodationé %-szoros). Ez az egyenlet-

rendszer mar olyan alaki, mint a 2.2. fejezetben targyalt, - de itt D = % jeloli a diffizios

hanyadost, - ezért a tovabbiakban a (3.15) egyenletre - az egységes jelolés kedvéért - a

%(t,x, y) =2-10"°V?a(t, z,y) — 910> - b*(t, 2, y)a(t, z,y),
%(t,l‘, y) =D-2- 10_5v2b(t7$a y) +9- 103 : bQ(t,{E, y)a(t,I, y)

(3.16)
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Dp
Dy

racio fuggvények és a kezdeti feltételek: a(0,z,y) = D - 0.048, b(0, z,y) = 0.048.

alakban fogunk hivatkozni, ahol D = = %, a(t,x,y) és b(t, z,y) a megfelels koncent-

A kisérletek soran a (3.16)-ban megadott reakciot néhany centiméteres tartoméanyokon
hajtak végre. Ennek megfelel§en a numerikus modellezésben a tartomanyt egy 43 x 45
racspontbdl allo racson diszkretizaljuk, ahol a h racshossz 0,0625 cm-nek felel meg, azaz
a racs egy 2.625 x 2.75 cm-es tartomanyhoz tartozik.

Az id&beli diszkretizéaciot az explicit Euler-modszerrel végezziik, az idélépés h = 0.1 s.
A kezdeti feltételek a kovetkezdk: a jodidion koncentracidja egy 2,5 x 0.25 cm-es résztar-
tomanyon legyen 0.048 M valamilyen kis kezdeti perturbacioval, amire azért van sziikség,
mert a szamitogép kerekitési hibai miatt a belsé zaj nem elég erés. Vagyis a szimulacioban
a racs elsé 11 oszlopaban, valamint a 6-odik oszlopban a 18-edik racsponttoél a 26-odik
racspontig szintén 0.048 M, a t6bbi racspontban 0 M. A jodation kezdeti koncentracioja
a kisérletnek megfelelGen a racs els§ 11 oszlopaban legyen 0 M, a tobbi rdcspontban 0.048

M. A racsot a kezdeti koncentraciokkal mutatja a 3.1. abra.

3.1. abra. (a) A jodidion kezdeti koncentracioja kis perturbacioval. (b) A jodation kezdeti

koncentracioja.

Emlitettiik, hogy itt is - mint a 2.2. fejezetben - a diffiziés hanyadostol, azaz a D
értékétdl fiigg, hogy felhasad-e a front. Lathato, hogy D = 0.17-nél még teljesen felhasad,
D = 0.2-nél alig lathatoan behullamzik, mig D = 0.3-nal kisumul (szinte egyenessé valik)
a front. Azaz az utazohullam megoldas D = 0.17-nal instabil, mig D = 0.3-nal méar stabil

(3.2., 3.3., 3.4. abrak).
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80 100 120

40t -
35t -
30t -
25 -
20t -
15 -
10 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

3.4. abra. A jodidion koncentracioja és a szintvonalak, D = 0.3, .., = 20000.

8. Megjegyzés. Az dbrik azt is megmutatjdk, hogy csokkend v mellett - azaz névekvd D

mellett - nd a front sebessége, ami a jodidion nagyobb koncentrdciojinak kovetkezménye.

Lathato, hogy a kisérletek eredményei egybevagnak a 2.2. fejezetben leirt eredmények-
kel, ugyanis ahogy a D diffuziéshanyados értékét csokkentjiik, a front instabilla valik.
Azonban itt a diffuzios egyiitthatot kicsit kisebbre kell véalasztanunk, ha konkrét fel-
hasadést szeretnénk elérni, ami annak koszonhetd, hogy bar anyagmegmaradas most és
a 2.2. részben targyalt esetben is van, a kezdeti feltételek kicsit masok, hiszen 2.2. fe-
jezetben analitikusan vizsgaltak egy altalanosan felirt rendszert, most viszont egy konkrét

kémiai jelenség alapjan késziilt a szimulécio.

9. Megjegyzés. Fontos megemliteni, hogy az explicit Euler modszer akkor lesz stabil, ha
((;i—‘)g < % teljestil a kiilonbozd reakcio-diffuzio egyenletek szimuldldsdndl. Erre a szimuld-

ciok sordn figyeltiink.
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3.2.3. A sztochasztikus szimulacio leirasa

A dolgozat 6 célja a 2.2. szakaszban targyalt folytonos modellhez hasonlé sztochasztikus
modell megvalositdsa. Ehhez csak a diffiziot modellezziik sztochasztikusan, a reakcid
modellezése determinisztikus marad.

Tekintsiik a folytonos modell esetén is hasznalt racsot a 2.625 x 2.75 cm-es tar-
toményon, 43 x 45 racsponttal.

A kezdeti feltételeket is hasonldéan hatarozzuk meg, azonban itt mar az egyes racspon-
tokban nem a koncentraciot adjuk meg, hanem a részecskeszamot. A kezdeti felételeket is
ugyanazon a racson diszkretizaljuk, de a diffiizi6 és a véletlen hatéasok modellezését a racs-
pontokban diszkrét részecskékkel végezziik. Az itt hasznalt részecskeszam azonban nem
egyezik meg a valodival. Ezért a kapott eredény ugyanigy interpretalhato, mint a deter-
minisztikus esetben, ha az ottani kezdeti koncentracionak a sztochasztikus modellben sze-
repld kezdeti részecskeszamot feleltetjiik meg. Ez nem okoz problémat a folytonos modell-
nél emlitett megjegyzés miatt, miszerint tetszélegesen beallithatjuk a kezdeti feltételeket
csak az aranyra kell vigyaznunk, amit a folytonos modellben is hasznaltunk a kezdeti
feltétel megadasakor.

A reakcids tag szorzojdt a megadott kezdeti feltételekhez ezek utéan beallitjuk ugy,
hogy a folytonos szimulaciénak megfelels szimuléciot kapjunk.

Példa: Legyen a kezdeti feltételiink az A anyag esetén 0 illetve D - 150000 részecske
a megfelel§ résztartomanyon. A B anyag részecskeszama 150000 a megfelel§ résztar-
toméanyokon egy kis kezdeti perturbaciéoval. Ekkor a folytonos modell kezdeti feltételeihez
képest itt 3125000-szeres mennyiséget vettiink, azaz a (3.15) egyenletrendszer megolda-
sainak 3125000-szerese kielégiti a

da Creo 9-10% ~ ~

a(t%y) =2-107°Va(t, z,y) — (B125- 109 O (t, x, y)a(t, z,y),

b gt 9.10%  ~ _ (3.17)
E(t,x,y) =D-2-107°Vb(t,z,y) + G125 107 b (t, x,y)alt, z,y).

egyenletrendszert, ahol
a(t,z,y) == 3125-10% - a(t, z,y),

b(t, z,y) = 3125 - 10° - b(t, =, ).

Tehat a (3.17) rendszerre is futatthatjuk a szimuléciot.
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10. Megjegyzés. A GRW algortimus miatt tértink dat a modellben a koncentrdciordl a

részecskeszdamra, hiszen az algoritmus az eqyes részcskék helyvdltoztatdsdat hatdarozza meg.

A sztochasztikus modellben egy fontos tjdonsag, hogy - a folytonos modellel ellentét-
ben - a reakcios és a difftzios 1épéseket nem egyszerre végezziik el, hanem egymés utan
két 1épésben. Erre azért van sziikség, mert a reakcios lépést tovabbra is az explicit Euler
modszerrel hajtjuk végre, mig a diffiziot a GRW algoritmus szerint modellezziik a 3.1.4.
fejezetben leirt modon.

A sztochasztikus algoritmus f6bb 1épései a kovetkezdk:

e a folytonos modellben hasznalt bemeneti paraméterek megadasa,

e kiszamitjuk a r4 és rp értékeket, azaz az egy cellabol kidramlo részecskék aranyéat

a folytonos modell reakcio-diffuzio egyenlete alapjan,
o ... lépésen keresztiil felvaltva futattjuk az alabbiakat:
— az adott ry, rp, 0, és 0; értékekre végrehajtjuk a szimulaciot a GRW algoritmus
alapjan mindkét anyag esetén, igy modellezve a diffaziot,

— az explicit Euler-modszerrel végrehajtunk egy reakcids lépést.

11. Megjegyzés. Az GRW algoritmus sordn, az A és a B anyag esetén is ugyanazt a
programban megadott 0, €s Oy paramétereket haszndljuk, igy a diffizios dllandok eltérésért a
ra, rB €rtékek lesznek feleldsek, hiszen D = g—i” = %/% =2, a8.1.4. fejezetben

leirtak alapjdn .

A modellezés soran hasznélt programok pontos leirasa a Filiggelékben olvashato.

3.3. Az eredmények értékelése

Ebben a fejezetben a folytonos és a sztochasztikus szimulécidval kapott eredményeket
vetjiik Gssze.
A GRW algoritmus segitségévél létrejott sztochasztikus szimulacioval kapott ered-

mények azt mutatjak, hogy a folytonos modellben tapasztalt viselkedés és a sztochasztikus
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modellel kapott viselkedés kvalitativ médon nem véaltozik. Ennek bemutataséara, a szi-
mulécioval kapott abrak tulajdonsigainak hasonlosagat vizsgéaljuk kiilonb6z6 bemeneti

paraméterek esetén.
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3.5. abra. A sztochasztikus szimuléci6 szorasa D = 0.125, t,.« = 20000.

A sztochasztikus modelliinket egy sztochasztikus folyamatnak is tekinthetjiik, hiszen
a szimulaci6 minden ¢ id6ponthoz egy véletlen matrixot rendel, melynek az (i, j)-edik
eleme, az (i, j)-edik racspontban 1év6 részecskeszam. A 3.5. abra a t = 20000 idSpontbeli
valoszintiségi valtozod - ami egy R*¥*4% dimenzios valoszintiségi valtozo - szordsnégyzetét
mutatja, amit 25 véletlen szimulacio segitségével készitettiink (a szimulaciok négyzetének
az atlagabol/varhato értékébsl kivontuk a szimulaciok atlaganak/varhatoé értékének a
négyzetét). Lathato, hogy a szorasnégyzet elenyészs azon a teriilten, ahol a front fel-
hasadéasat reméljiik, azaz ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a véletlen szimulaciok - a
véletlentdl fiiggetlentil - 1ényegében ugyantgy fognak viselkedni a kritikus teriilten. Ezt
tamasztja ala a kovetkezd két abra is, amik egy-egy véletlen szimulaci6 és 10 véletlen szi-
mulécié atlagaval kapott frontokat mutatnak, ezek kvalitativ tulajdonsagai megegyeznek,

egy enyhe felhasadés figyelheté meg. (3.6., 3.7. abrak)
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3.7. abra. A sztochasztikus szimul

tmax = 20000.

és. Csak eqy D értékre néztik meg a szordst, de feltételezziik, hogy minden
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A dolgozat lényege az volt, hogy belassuk, hogy a reakciofront felhasadasa csak a



diffaziés hanyadostol fligg, nem a modellezés modjatol, azaz ha a diffaziés hanyados elég
kicsi, akkor a front felhasad, egyébként pedig nem, illetve egyre nagyobb lépésszam esetén
a felhasadas is egyre erGsebbé valik.

A kovetkez§ vizsgéalatokban olyan difftizios allandokkal tekintjiik a megoldasokat, me-
lyekre a folytonos modellben felhasadast tapasztaltunk. Az a reményiink, hogy megegyezs
diffuzios hanyadosra a sztochasztikus és a folytonos eset hasonlé lesz, azonban ebben
nem lehetiink biztosak, mert a sztochasztikus modellben figyelembe vessziik a kiilénb6z6
fluktuaciokat.

Az aldbbi abrédk mindegyikében - kiilonb6z6 D difftiziés hanyadosok esetén - a bal
oldalon a sztochasztikus szimulacio eredményét lathatjuk t,,,, = 15000, 25000, 40000, 55000
értékek esetén, mig mellette jobb oldalon a folytonos szimulacié eredményét ugyanezen

tmax-Ta.

k=15000 k=25000 k=15000 k=25000

40
35
30
25
20
15
10

40 - 40 40
35 35 35
30 30 30

20 20 20
15 15 15
10 10 10

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 S0 60

k=40000 k=55000 k=40000 k=55000

40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 ~ 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10

A

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 S0 60

3.8. dbra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.15, . =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.15, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.

A 3.8. abran megfigyelhets, hogy amig a folytonos modell megoldéasa D = 0.15-
nél jol lathatoan felhasad, addig a véletlentdl fiiggs esetben csak enyhe egyeneltlenségek
tapasztalhatoak. FEz azért van igy, mert habar az analitikus elmélet szerint a front
ekkora diffizios hanyados esetén instabil, a valosdgban valamilyen egyenetlenség miatt
- amit a folytonos modellbe nem kalkulaltunk bele, - el¢fordulhat, hogy a felhasadas nem
kovetkezik be. Ilyen fluktuécio lehet példaul az a véletlen eset, hogy kiszarad a gél egyik

oldala, igy nem képes magaban tartani a reagenst. Ez ramutat arra is, hogy a reakcionk
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nagyon érzékeny a véletlen hatésokra. A 3.9. Aabranal is hasonlé figyelhet6 meg, bar
tmax = 25000 id6pillanatban még jelzi a rendszer az esetleges felhasadas lehet&ségét, de

végiil egy teljesen random frontvonal alakul ki.

k=15000 k=25000 k=15000 k=25000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
0 20 30 4 0 20 30 4 0 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
k=40000 k=55000 k=40000 k=55000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 2 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
0 20 30 4 0 20 30 4 0 20 30 40 50 60 0 20 30 40 50 60

3.9. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.125, ty.x =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.125, k = 15000, 25000, 40000, 55000.

k=15000 k=25000 k=15000 k=25000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 ) 10 20 30 0 10 20 3 40 50 60 10 20 30 40 50 60
K=35000 k=55000 k=40000 k=55000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 ) 10 20 30 0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

3.10. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.1, tp.c =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.1, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.

A 3.10. abran lathatjuk elGszor, hogyr a sztochasztikus és a determinisztikus szimula-
ci6 eredménye szinte teljesen ugyanazt a viselkedést produkélja. Annyi az elérés, hogy a
sztochasztikus esetben kicsit enyhébb a felhasadas mértéke, amint az a késGbbi dbrikon

is tapasztalni fogjuk. A 3.11., 3.12., 3.13. &brak is ugyanezt az Osszefiiggést mutatjik a
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két eset kozott, egyre kisebb D-t valasztva. A frontok beftizGdnek, igy teljesen instabilak
az utazd hullam megoldasok. Ebbdl arra kévetkeztethetiink, hogy ha elég ,,j6” diffizios
hényadost valasztunk, akkor a determinisztikus modell valoban szimulalja a val6sagban
végbemend reakciot, hiszen koveti a sztochasztikus modell viselkedését. Eszrevehetd, hogy

a D =0.09,0.075 esetekben a legerésebb a beftiz6dés.

k=15000 K=25000 k=15000 k=25000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Kk=40000 k=55000 k=40000 k=55000
40 20 0 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 20 10 20 30 0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

3.11. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.09, tp.x =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.09, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.

k=15000 k=25000 k=15000 k=25000
40 40 4 40
35 35 35 35
30 30 30 30
2 2 2 2
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Kk=40000 k=55000 k=40000 k=55000
40 4 4 40
35 35 35 35
30 30 30 30
2 2 2 2
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

3.12. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.075, tyax =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.075, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.
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k=15000 k=25000 k=15000 k=25000

40 2 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

k=40000 k=55000 K=40000 k=55000

40 0 0 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

3.13. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.065, tya. =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.065, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.

A 3.14. abranal D-t mar nagyon kicsire valasztottuk, ekkor a felhasadds mértéke
csokken mindkét szimulécio szerint. Lathatoan, a sztochasztikus eset itt is érzékenyebb a

fluktuaciokra, igy kevésbé hasad fel.

k=15000 k=25000 k=15000 k=25000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 20 10 20 30 ) 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
K=40000 k=55000 k=40000 k=55000
40 40 40 40
35 35 35 35
30 30 30 30
25 25 25 25
20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 5 5
10 20 30 ) 10 20 30 0 10 20 3 40 50 60 10 20 30 40 50 60

3.14. abra. (a) A sztochasztikus programmal kapott szintvonalak, D = 0.05, tya =
15000, 25000, 40000, 55000. (b) A determinisztikus programmal kapott szintvonalak, D =
0.05, tmax = 15000, 25000, 40000, 55000.

Tehéat az abrak azt mutatjak, hogy a D fiiggvényében a felhasadas mértéke a kovet-
kezSképpen valtozik: a folytonos esetben D-t novelve 0.05-t6] a front instabilitasa egyre
erGteljesebb, majd D = 0.09-nél gyengiilni kezd, végiil teljesen stabilla valik. Ezt szemlél-

teti a 3.15. abra, ami teljesen megegyezik a 2.2. fejezetben leirtakkal, és az ott talalhato
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2.3. abraval, csupan a Dy, diffuziés hanyados lesz més, ahol a maximum felvétetik a 2.2.
részbeli elméleti rendszerrel szemben, és az intervallum, ahol a felhasadas bekovetkezik.
Itt Diir = 0.9, mig a 2.2. részben Dy, = 0.14, ami amiatt van, mert ott mas egyiitt-
hatokkal, és kezdeti feltételekkel szimulaltak. Azt allapitottuk meg, hogy az analitikus
eredmény diffizios allanddjahoz képest, a mi szmulacionkban kisebb D-t kell valasztani,
hasonl6 eredmény eléréséhez. Az abrakbol egyértelmiien kovetkezik, hogy sztochasztikus
szimulaci6 1ényegében ugyanazt a viselkedést mutatja, mint a determinisztikus szimulé-
cio, csak a sztochasztikus szimulacio érzékenyebb, mert érzékeli a renszerben esetlegesen

megjelend fluktuaciokat.
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3.15. abra. A felhasadas mértéke D fiiggvényében a folytonos szimulacié alapjan.
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4.

fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban egy autokatalitikus reakcié frontjanak terjedését vizsgéaltuk tobbféle

modell segitségével.

A munka elején a targyalashoz sziikséges fogalmakat definialtuk, és irtuk le elsésor-

ban reakcidkinetika és a stabilitasvizsgalat korébdol.

A kapott folytonos modellben szerepld allandok ismertetében olyan szimuléciot haj-
tottunk végre egy MATLAB-programmal, amelyben szereplé mennyiségek inter-
pretalhatoak.

A rendszerben jelen levs véletlen hatasokat is figyelembevéve a fenti folyamat egy
diszkrét sztochasztikus modelljét irtuk le, melynek {6 eleme a részecskék mozgasanak

véletlen bolyongassal valé modellezése.

A megfelels szimulaciot ismét egy MATLAB-programmal hajtottuk végre, ahol nagy

szamu részecske mozgésat, reakciojat tudtuk modellezni.

A két modellbdl kapott eredményt Gsszehasonlitottuk, bar a kvalitativ kép, és az
észlelt jelenség (a reakciofront felhasadasa) megegyezett, a sztochasztikus szimulacio
ravilagitott, hogy az analitikus eredménynél nagyobb diffaziés hanyados esetében

lehet csak észlelni egyértelmtien a front felhasadasat.

A munkahoz a kapcsolodo irodalom aktuélis eredményeit hasznaltuk fel.
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Koszonettel tartozom témavezetémnek, Izsak Ferenc Tanar Urnak, aki figyelmembe
ajanlotta a témat, a dolgozat megirasa folyamén segitséget nyujtott, és mindig a ren-

delkezésemre Allt.
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A. Fuggelék

Program a folytonos modell

szimulaci6éjahoz

Program a

2B+ A — 3B

reakcidfrontjanak vizsgalatahoz az explicit Euler modszer segitségével a MATLAB-programnyelvben
a (3.16) egyenletrendszer megoldéasainak kozelitésére

A anyag: jodation

B anyag: jodidion

Algorithm 1 Part 1
1: procedure FOLYTMODELL(D), 0, tax)

2: tic > 1ddmérés kezdete
3: A = [zeros(43,5), D - 0.048 - ones(43,40)]; > kezdeti feltétel
4 Apew = 4
5: B =1]0.048 - ones(43, 5), zeros(43, 40)]; > kezdeti feltétel
6: Bhew = B;
7 B(18:26,6) = 0.048; > kis perturbdcid

Az 1d6lEPEs tyax l€pésen keresztiil, amely egy bemeneti paraméter:

Algorithm 2 Part 2
8: for i + 1,t,.x do
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A tartomdny minden pontjaban kiszamitjuk az egyenlet jobb oldaldn levd differencidlop-
erdtor véges differencia approximdciojdt, majd az explicit Fuler-mddszert felhaszndlva az

eredeti értékhez hozzdadjuk, igy végrehajtva az ,iddlépést”™

Algorithm 3 Part 3

9: for 1 + 2,42 do
10: for j < 2,44 do
11: Apew(t,7) = A(i,5) + 6 - (2 -107° . ( —2A(6,5)+ A(i, 7+ 1)+ A(i,j —

1))/0.003906 + 2 - 1075 - ( — 2A(, §) + A(i + 1, 5) + A(i — 1,))/0.003906 — 9 - 10 -
A(i.j) - B(i.j) - B(i.j) )

12: Buew(isj) = B(i, j) + ;- (D-2-10—5 (=2B(i,5)+ B(i,j+ 1)+ B(i,j —
1))/0.003906 + D -2- 107> - (= 2B(i, ) + B(i + 1, 4) + B(i — 1, )) /0.003906 — 9 - 10° -
Alij) - B j) - B, j) )

13: end for

14: end for

A vizszintes peremeken minden lépésben Neumann-féle peremfeltételt adunk meg mind-

két anyagfajtdra:

Algorithm 4 Part 4

15: for j «+ 2,44 do

16: Apew(L, j) = Apew(3, 7);
17: Anew (43, J) = Anew(41, 7);
18: Buew(1,7) = Buew(3,);
19: Brew(43,7) = Buew(41,7);
20: end for
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A tartomdny jobb és bal szélén pedig az eredetileg is megadott értékeket irjuk eld minden

lépésben.:

Algorithm 5 Part 5

21: for + < 1,43 do

29: Apew(1,1) = 0;

23: Biew(i, 1) = 0.048;

24: Apew(i,45) = D - 0.048;
25: Biew(i,45) =

26: end for

Az iddlépés végrehagtdsa utdn az uj értékekbdl dllo matrizot haszndljuk:

Algorithm 6 Part 6
27: A= Apew;

28: B = Bnew;

29: end for

30: toc > 1ddmérés vége

Az eredmény, azaz a B mdtriz és a szintvonalak dbrdzoldsa:

Algorithm 7 Part 20
31: subplot(2,1, 1)

32: mesh(B)
33: subplot(2, 1, 2)
34: v =[0.003,0.0085,0.11];

35: contour (B, v); > a szintvonalak

36: end procedure
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B. Fuggelék

Program a sztochasztikus modell

szimulaci6éjahoz

Program a

2B+ A — 3B

reakcidfrontjanak vizsgalatahoz a Global Random Walk algoritmus segitségével a MATLAB-

programnyelvben a (3.17) egyenletrendszer megoldasainak kozelitésére

Algorithm 8 Part 1
1: procedure SZTOC-MODELL1215(D, 0, tmax)

Az eqy cellabol 6; idd alatt kidramlo A és B fajtdju részecskék ardanydnak kiszdmitdsa

a folytonos modellbeli diffizios dllandok alapjdn.:

Algorithm 9 Part 2
2: tic > 1ddmérés kezdete

3 rg=(2-6-D-2-107°)/0.003906;

4: TAZEB;
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A kezdeti feltételek megaddsa:

Algorithm 10 Part 3
5: A = [zeros(43,5), D - 150000 - ones(43, 40)];

6: Apew = A;

7 B = [150000 - ones(43, 5), zeros(43, 40)];

8  DBpew = B;

9: B(18 : 26,6) = 150000; > kis perturbdcio

A BINO mdtrizban tdroljuk a megfeleld (i, %) paraméterd binomidlis eloszlasokhoz tar-
tozo értékeket. Azi-edik sorban i+ 1 nem nulla elem taldlhato, és a j-edik nem nulla elem

az elsd j eloszldsérték osszege:

Algorithm 11 Part 4
10: for ¢+ + 1,300 do

11: BINO(i,:) = [0, binocdf([0 : i],4,1/2), zeros(1, 301 — 7)];
12: end for

BINO = [zeros(1,303); BINOJ;

Az 1d6lEPEs tyax [€pésen keresztiil, amely eqy bemeneti paraméter:

Algorithm 12 Part 4
13: for i + 1,t,.x do
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A tovdbbiakban a diffizic modellezésével foglalkozunk a Golbal Random Walk algorit-
mus alapjdan.
A kovetkezd mdtrixokban tdroljuk az eqy idd lépés alatt jobbra, balra, fel és le ugro

részecskék szamdt:

Algorithm 13 Part 5

14: FugA = zeros(43,45);
15: VizA = zeros(43,45);
16: JobbA = zeros(43,45);
17: BalA = zeros(43,45);
18: FelA = zeros(43, 45);
19: LeA = zeros(43,45);
20: FugB = zeros(43,45);
21: VizB = zeros(43, 45);
22: JobbB = zeros(43,45);
23: BalB = zeros(43,45);
24: FelB = zeros(43,45);
25: LeB = zeros(43, 45);

Minden iddlépésben véletlen mdtrixokat generdlunk, melyek eldontik, hogy az adott
részecskék merre ugorjanak:

R1- ami eldonti, hogy hdny részecske meqy vizszintesen

R2- ami eldonti, hogy hdany részecske meqy a vizszintesen kozil jobbra

R3- amu eldonti, hogy hdany részecske meqy fiiggdlegesen felfelé

Algorithm 14 Part 6

Y

30: RB2 = rand(43, 45
31: RB3 = rand(43, 45

I

26: RA1 = rand(43,45);
27: RA2 = rand(43,45);
28: RA3 = rand(43,45);
29: RB1 = rand(43,45);
(43,45)
(43,45)

?
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A tartomdny minden pontjaban kiszamitjuk az hdny részecske ugorjon a megfeleld

wrdnyokba, mindkét mdatrix esetén:

Algorithm 15 Part 7
32: for + < 1,43 do

33: for j + 1,45 do

Az A mdtriz (i, ) cellajiban lévd részecskék helyvdltoztatdsanak meghatdrozdsa:

Algorithm 16 Part 8
34: if A(4,j) > 0 then

35: M = floor((ra) - A(i,7)); > M részecske hagyja csak el a celldt

A cellabol vizszintesen kiugro részecskék szama eqy binomidlis eloszldstu valdsziniségi
vdltozo. Kiszdmitom, hogy az M részecskébdl, hany ugorjon vizszintesen a 3.1.4.-ben leirt

maodon:

Algorithm 17 Part 9

36: for m < 2, M +2 do
37: if BINO(M + 1,m — 1) < RA1(i, j) < BINO(M + 1,m) then
38: VizA(i,j) =m —2; > az (i,7) cellibdl vizszintesen kiugro

részecskék szdma

39: FugA(i,j) =M — (m — 2); > a maradék a fiiggdlegesen
kiugro részecskék szama

40: end if

41: end for
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Ugyanezzel a modszerrel kivalasztom, hogy a vizszintesen ugro részecskékbdol hdany ugor-

jon jobbra:

Algorithm 18 Part 10

42: for m <+ 2, VizA(i,j) +2 do

43: if BINO(VizA(i,5) + 1,m — 1) < RA2(i,5) <
BINO(VizA(i,j) + 1,m) then

44: JobbA(i,j) =m — 2; > az (i,7) celldbol jobbra ugre
részecskék szdma

45: BalA(i,j) = VizA(i,j) — (m —2); > az (i,]) cellabdl balra
ugro részecskék szama

46: end if

47: end for

Szintén ezzel a mddszerrel kivdlasztom, hogy a fiiggdlegesen ugro részecskékbdl hdany

ugorjon felfelé:

Algorithm 19 Part 11

48: for m < 2, FugA(i,j) + 2 do

49: if BINO(FugA(i,j) + Lm — 1) < RA3(,j) <
BINO(FugA(i,j) +1,m) then

50: FelA(i,j7) =m —2; > az (i,]) cellabdl felfelé ugro részecskék
szama

51: LeA(i,j) = FelA(i,j) — (m —2); > az(i,7) celldbol lefelé
ugro részecskék szama

52: end if

53: end for

54: end if
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A B madtriz (i, j) celldjaban lévd részecskék helyvdltoztatdsdnak meghatdrozdsa ugyanezt

az eljarast alkalmazva:

Algorithm 20 Part 12

55: if B(i,7) > 0 then

56: M = floor((rg) - B(i,7)); > M részecske hagyja csak el a celldt
57: for m < 2, M +2 do

58: if BINO(M +1,m — 1) < RB1(i, j) < BINO(M + 1,m) then
59: VizB(i,j) =m —2; > az (i,]) cellabdl vizszintesen kiugro

részecskék szdma

60: FugB(i,j) = M — (m —2); > a maradék a figgdlegesen
kiugro részecskék szama

61: end if

62: end for
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Az (i,7) celldbol jobbra, balra, vizszintesen és fiiggdlegesen kidramlo részecskék szama:

Algorithm 21 Part 13

63: for m « 2,VizB(i,j) + 2 do

64: if BINO(VizB(i,j) + Lm — 1) < RB24,j) <
BINO(VizB(i,j) + 1,m) then

65: JobbB(i,j) = m — 2; > az (i,7) celldbol jobbra ugro
részecskék szdma

66: BalB(i,j) = VizB(i,j) — (m —2); > az (i,7) cellabdl balra
ugro részecskék szama

67: end if

68: end for

69: for m < 2, FugB(i,j) + 2 do

70: it BINO(FugB(i,j) + l1,m — 1) < RB3(i,j) <
BINO(FugB(i,j)+ 1,m) then

71: FelB(i,j) =m —2; > az (i,]) cellabdl felfelé ugro részecskék
szama

72: LeB(i,j) = FelB(i,j) — (m —2); > az (i,]) celldbol lefelé
ugro részecskék szama

73: end if

74: end for

75: end if

76: end for

77 end for
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LWEltoljuk” a JobbA, BalA, FelA, LeA, JobbB, ... stb. madtrizok értékeit, hogy azt mu-
tassdk példaul JobbA esetén, hogy mennyi részecske fog bekeriilni az adott celldba, gy hogy

jobbrol ugrott. Emellett a vizszintes peremeken a periodikus peremfeltételt is bedllitjuk:

Algorithm 22 Part 14

78: JobbA = [zeros(43, 1), JobbA]; > ennyi részecske foq keriilni (i, 7)-be dgy, hogy
jobbra ugrott (i,j — 1)-bdl

79: JobbA(:,46) = [[;

80: BalA(:, 1) = [;

81: BalA = [BalA, zeros(43, 1)];

82: FelA = [FelA; FelA(1,:)]; > periodikus peremfeltétel is: FelA elsé sora az
utolsoba kerilt

83: FelA(1,:) =]

84: LeA = [LeA(43,:); LeAl;

85: LeA(44,:) = [J;

86: JobbB = [zeros(43,1), JobbB];

87: JobbB(:,46) = [];

88: FelB = [FelB; FelB(1,:)];

89: FelB(1,:) = [];

90: LeB = [LeB(43,:); LeBJ;

91: LeB(44,:) = [];

Minden cella esetén kiszdmoltuk a jobbra, balra, lefelé és felfelé ugre részecskék szamdt.

Ezek utan elvégezhetjiik a diffizios lépést:

Algorithm 23 Part 14
92: Apew = A —VizA — FugA + JobbA + BalA + LeA + FelA,

93: Buew = B—VizB — FugB + JobbB + BalB + LeB + FelB;
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A tartomdny jobb és bal szélén pedig az eredetileg is megadott értékeket irjuk eld minden

lépésben.:

Algorithm 24 Part 16

94: for + < 1,43 do

95: Apew(i, 1) = 0;

96: Biew(i, 1) = 150000;

97: Apew(,45) = D - 150000

98: Bhew(i,45) = > (3)
99: end for

Az iddlépés végrehajtdsa a diffiziora megtortént, ezek utdn az 1j értékekbdl dallo matrizot

haszndljuk:

Algorithm 25 Part 17
100: A= Ajew:

101: B = Bpew:

A tartomany minden pontjiban az explicit Fuler-mddszert felhaszndlva elvégezziik a

reakcios lépést:

Algorithm 26 Part 18
102: Apew = A—6-((9-(10%) - B- A- B)/(3125 - 10%)?);

103: Buhew = B+6; - ((9-(10%) - B+ A- B)/(3125 - 103)?);

Az iddlépés végrehajtdsa a reakciora megtortént, ezek utdan az 1j értékekbdl dllo mdtrixzot

haszndljuk:

Algorithm 27 Part 19

104: A= Ajew;
105: B = Biew;
106: toc > 1ddmeérés vége

107: end for

62



Az eredmény, azaz a B mdtrixz €s a szintvonalak dbrdzoldsa:

Algorithm 28 Part 20
108: subplot(2,1, 1)

109: mesh(B)

110: subplot(2, 1, 2)
111: v = [9375, 26562, 343740];
112: contour(B, v); > a szintvonalak

113: end procedure
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