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1. BEVEZETES 1

1. Bevezetés

A matematika elméleti mddszerei gyakran alkalmazhaték a miiszaki tudoma-
nyokban. Ilyen teriilet példaul a XX. szdzadban gyors fejlédésnek indult graf-
és matroidelmélet, amelynek eredményeit tobbek kozott a villamos alkatrészek-
bdl osszedllitott halozatok analizisében haszndlhatjuk fel. Kétpdlusu alkatrészek
esetében az egyes elemek dramait €s fesziiltségeit a hdlozat grafjdban Kirchhoff
torvényeibdl hatdrozhatjuk meg. Amennyiben bonyolultabb alkatrészeket is meg-
engediink, a grafelméleti modell méar nem kielégitd, ekkor sziikséges a matroidok
haszndlata. Ha példaul minél tobb alkatrész dramat szeretnénk egymastol fiigget-
leniil eldirni, az ilyen tulajdonsagi maximédlis halmazok meghatarozasa bizonyos
matroidok 0sszegének vizsgélatira vezethetd vissza. Mivel a matroidelmélet tob-
bek kozott a grafok (és a grafelméleti korok) absztrakci6jabdl sziiletett, igy 1énye-

ges kérdés, hogy egy adott matroid el6allithaté-e valamilyen grafbol — igenld

valasz esetén az adott matroidot grafikusnak nevezziik.

A diplomamunka elején, a 2. fejezetben Osszefoglaljuk a fontosabb matroid-
elméleti fogalmakat, valamint a kés6bbiekben sziikséges allitdsokat. Ezt kovetGen
ratériink a matroidok 6sszegének vizsgalatdra. Idérendi sorrendben haladva a 3.
fejezetben el6szor az el6zményeket idézziik fel néhany, az 1970-es évekbdl szar-
maz6 eredmény alapjan: sziikséges és elégséges feltételeket adunk arra nézve,
hogy egy matroid 6nmagdval vett 6sszege mikor reprezentalhaté a kételemi test
felett.

A 4. fejezetben ratériink a feldllitott modell konkrét miiszaki alkalmazhatdsa-
gara. A villamos halézatok kérdéskorének rovid felvdzoldsa utdn a 4.4. részben
megfogalmazunk egy friss (2008-as) eredményt, amely dramvezérelt aramforrast
tartalmazo héalézatokra vonatkozik. A tétel egy specidlis esetben (amikor a vezér-
1ést leir6 matroidban csak két fiiggetlen elem taldlhatd) sziikséges €s elégséges
feltételt ad arra, hogy a vizsgalt 6sszegmatroid mikor grafikus. Ezt kovetden, a

4.5. részben sajat eredményeket is megfogalmazunk hirom fiiggetlen elem ese-
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tére: két sziikséges feltételt, valamint néhdny otletet, amely az elégségesség (ma is
megoldatlan) kérdése felé vezethet. Ugyanakkor azt is jelezziik, hogy az dltalanos
esetben a keresett maximdlis halmazok meghatarozasdra jelenleg nincsen ismert

modszer.

Az 5. fejezetben a grafelmélet egy némiképp matroidokhoz kapcsolhatd, kozép-
iskolaban is feldolgozhat6 témakorének, a sikbarajzolhat6sag és a dualitas teriile-
tének gimnaziumi tanitdsdra mutatunk egy lehetséges vézlatot. A kidolgozott ter-
vek utdn azok konkrét gyakorlati megval6sitdsardl, médszertani tapasztalatairdl is

beszamolunk.

Diplomamunkdm megirdsakor koszonettel tartozom elsdsorban témavezetom-
nek, Recski Andrdsnak értékes problémafelvetéseiért, javaslataiért, preciz és gon-
dos segitségéért. Koszonom tovabba Vancsé Odonnek a médszertani fejezetben
nyujtott kozremiikddést, valamint a Veres Péter Gimnazium 10.a osztdlyanak a

fejezet gyakorlati megvaldsitdsaban val6 lelkes €s aktiv részvételt.



2. MATROIDOK ALAPTULAJDONSAGAI 3

2. Matroidok alaptulajdonsagai

2.1. Bevezetés, a matroid fogalma

A grafelméletben és a linedris algebrdban szamos olyan probléma meriil fel,
amelyet ugynevezett moho algoritmus segitségével oldunk meg. Ilyen tobbek
kozott egy élstlyozott grafban a maximadlis (vagy minimalis) stlyu feszitofa (il-
letve nem 0Osszefiiggd grafban feszité erdd) megkeresése, de ilyen egy sulyozott
vektorrendszer maximalis (vagy minimdlis) sulyu lineérisan fiiggetlen részhal-

mazanak megkeresése is.

A fenti példak kozos vondsa, hogy a kivant tulajdonsdgot (az erdd éleinél a
kormentességet, a vektorrendszer elemeinél a linedris fiiggetlenséget) teljesitd
részhalmazok leszallé halmazrendszert alkotnak, azaz kormentes halmaz részhal-
maza is kormentes, fiiggetlen halmaz részhalmaza is fiiggetlen. Tovdbba a moho
algoritmus lényege nagy vonalakban azon alapul, hogy elég minden Iépésben a
lokdlisan optimdlis elemet valasztanunk (példdul a legnagyobb silyu olyan élt
vagy vektort, amelyet a pillanatnyi rendszerhez véve tovdbbra is kormentes, illetve
fiiggetlen rendszert kapunk), és ezen lokélis miiveletek eredményeképpen globdlis
optimumot kapunk. Ezek a példdk motivaljdk a matroid fogalmanak bevezetését,
amelyet H. Whitney alkotott meg 1935-ben, mintegy a linedris fiiggetlenség 4l-

talanositasaként.

2.1 Definicié. Legyen S tetszéleges (véges) alaphalmaz, F C 2° pedig az S

bizonyos részhalmazaibol dllé halmazrendszer, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:
(F1) F nemiires (ezzel ekvivalens, hogy ) € F).
(F2) F leszdllo, azazha X CY ésY € F, akkor X € F.

(F3) Tetszbleges X C S részhalmazra az F-nek X -be esd, tovdbb nem bovit-

hetd tagjai azonos elemszdmiiak.
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A fenti hdrom, tigynevezett fiiggetlenségi axiomdt kielégité M(S, F) pdrt mat-

roidnak, F elemeit fiiggetleneknek nevezziik.

A matroid fiiggetlenjei koziil a maximdlisokat (azaz a tovabb nem bévithetoket)
a matroid bazisainak nevezziik. Egy X C S halmaz dltal tartalmazott maximdlis
fiiggetlen halmaz mérete az X halmaz rangja, amelyet r( X )-szel jeloliink. A mat-
roid rangja alatt az r(S) mennyiséget értjiik. Ha X C S, de X ¢ F, akkor X -et
osszefiiggonek nevezziik. A tartalmazdsra nézve minimdlis osszefiiggd halmazok
neve kor. Specidlisan az egyelemii kort huroknak mondjuk. Ha egy elem nincsen

benne korben, akkor (a grdfelmélethez hasonloan) elvdgo elemnek nevezziik.

2.2 Definicié. Az M, (S, F1) és Ma(Sa, Fo) matroidokat izomorfnak nevezziik,
ha megadhato olyan bijekcio Sy és Sy kozott, amely fiiggetlen halmazt fiiggetlen
halmazba visz. Az izomorfia jele: M1 = M.

A matroidokat més, ekvivalens definicidval is megadhatjuk:

2.3 Allitas. Az (F3) fiiggetlenségi axioma ekvivalens a kévetkezével:

(F3’) Tetszbleges X, Y € F és
X+yelkF.

X| < |Y]|eseténvanolyany € Y — X, amelyre

A tovabbiakban legyen adottegy ¢ : S — R, nemnegativ silyfiiggvény. Keres-

siik azt az X € F elemet, amelyre ¢(X ) := > c¢(e) maximalis. Ehhez formélisan
ecX
definialjuk a moho algoritmus fogalmat.

2.4 Definicié. (mohé algoritmus) Legyen kezdetben X' := () € F. Ezt kévetden,
ha a pillanatnyi megoldds X', és létezik olyan x € S — X' elem, amelyet X'-hoz
véve az iij halmaz is F-beli, akkor legyen ' az ilyen hozzdvehetd elemek koziil
egy olyan, amelyre c(x') maximdlis, majd legyen X' := X' U{z'}. Ha nincs ilyen

x' elem, akkor az algoritmus véget ér, X' az output.
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2.5 Allitas. Az (S, F) pdr pontosan akkor matroid, ha a mohd algoritmus tet-

szoleges nemnegativ sulyfiiggvényre optimdlis megolddst ad.

2.6 Példa. Ilyen mohd algoritmus példdul Kruskal eljdrdsa minimdlis silyu fe-
szitdfa keresésére, ahol S a vizsgdlt grdf éleinek halmaza, F pedig a kormentes
részgrdfok halmazrendszere. (A fentiekben maximdlis siilyii megolddst kerestiink,
ugyanez az algoritmus egyszerii modositassal minimdlis sulyi megolddst szolgdl-

tat, ha c helyett (—c)-re alkalmazzuk.)

2.2. Példak matroidokra

2.7 Definicié. Legyen G egyszerii, irdnyitatlan grdf. Ekkor G éleinek kormentes
részhalmazai matroidot indukdlnak, amelynek fiiggetlenjei a G-beli erddk, bdzisai
a G-beli feszitd erddk lesznek. Ezen struktiirdt grafikus matroidnak, mdsnéven G

kormatroidjanak nevezziik, és M(G)-vel jeliljiik.

2.8 Megjegyzés. A GG, és G grdfok kormatroidjai pontosan akkor izomorfak, ha
a két grdf gyengén izomorf (azaz egymdsba viheték a Whitney dltal megengedett

hdrom elemi lépés segitségével - ldsd: [3]).

2.9 Definicié. Legyen S egy tetszbleges vektortér elemeinek véges halmaza, F
pedig dlljon S linedrisan fiiggetlen részhalmazaibdl. Ezt az (S, F) struktirdt
linedris matroidnak nevezziik, amelynek bdzisai megegyeznek a linedris algeb-

rdban haszndlt bdzisfogalommal.

Amennyiben egy matroid linedris, akkor eléallithaté (reprezentdlhat) mint egy
alkalmas test feletti matrix oszlopvektorainak matroidja. Fontos vizsgalati szem-
pont, hogy milyen test felett értelmezziik a vektorteret. Amennyiben a matroid
példaul a kételemd test felett reprezentalhatd, akkor binaris matroidnak nevez-
ziik. Ha tetszbleges test felett reprezentdlhatd, akkor regularis matroidnak hiv-

juk. Beldthatd, hogy minden grafikus matroid regularis.
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2.10 Definicid. Legyen S tetszbleges n elemii halmaz, F pedig dlljon S osszes
legfeljebb k elemii részhalmazdabol (0 < k < n). A kapott struktiira teljesiti a
fiiggetlenségi axiomdkat, az igy kapott matroidot uniform matroidnak nevezziik,
és Uy, i-val jeloljiik. Az uniform matroidok két specidlis esete U, ,,, amelyben S
minden részhalmaza fiiggetlen (ennek neve teljes vagy szabad matroid), valamint

Un 0, amelyben csak az iires halmaz fiiggetlen (ennek neve trividalis matroid).

2.11 Allitas. Beldthatd, hogy az Uy s uniform matroid linedris, de nem bindris.

Ez egyben azt is igazolja, hogy van olyan linedris matroid, amely nem grafikus.

2.3. Matroidmiiveletek

A kovetkezdkben olyan miiveleteket tekintiink 4t, amelyek segitségével meglévo

matroidokbol 4j matroidokat allithatunk eld.

2.12 Definicié. Legyen M(S,F) a kiinduldsi matroid. Tekintsiik azt az M*
struktirdt, amelynek alaphalmaza szintén S, tovdbbd egy tetszoleges X C S
halmaz pontosan akkor legyen fiiggetlen M*-ban, ha S — X tartalmaz M-beli
bazist. (Azaz az uj bdzisok éppen az eredeti bdzisok komplementerei.) Az igy

definidlt M*(S, F*) struktiira szintén matroid, amelyet M dudlisdnak neveziink.

2.13 Allitas. Ha az M matroid rangfiiggvénye r, akkor az M* dudlis matroid r*
rangfiiggvénye r*(X) = | X| — r(S) +r(S — X).

A most definidlt dualitdsfogalom 6sszhangban van a sikgrafok dualitdsardl ta-

nultakkal, tovabba a korok és vagdsok kozotti kapesolattal:

2.14 Tétel. Ha G sikbarajzolhato grdf, akkor [M(G)|* = M(G"), azaz a sik-

grdf kormatroidjanak dudlisa izomorf a dudlis grdf kormatroidjdval.

2.15 Definicié. Az M(S, F) matroidban egy X C S halmaz vdgds, ha X kir
M*-ban. Egy x € S elem hid, ha egyelemii vdgds (vagyis a kordbbi definicio
szerint elvdgo elem) M-ben, azaz hurok M*-ban.
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A kovetkezd miiveletek egy graf éleinek torlését, illetve Osszehizdsat, tovabba

két graf diszjunkt egyesitését terjesztik ki a matroidokra.

2.16 Definicio. Legyen X C S rogzitett halmaz. Szoritsuk meg F-et az S — X
alaphalmazra, vagyis egy részhalmaz pontosan akkor legyen fiiggetlen, ha F-beli,
és része S — X-nek. Az igy kapott M\X = (S — X, F') struktiira matroid, a

miivelet neve az X halmaz torlése vagy elhagydsa.

2.17 Definicio. Legyen M matroid az S alaphalmazon az r rangfiiggvénnyel, és
X C S egy rogzitett halmaz. Definidljuk az S — X alaphalmazon a kovetkezd
rangfiiggvényt: R(Y) := r(X UY) — r(X). Igy az M /X matroidot kapjuk, a

miivelet neve az X halmaz dsszehiizdsa.

2.18 Definicio. Az M matroidbdl torlések és dsszehiizdsok tetszdleges sorozatd-

val elédllo matroidot az M minorjanak nevezziik.

2.19 Definicié. Legyen My (S, Fi) és My(Ss, Fo) két matroid, ahol az Sy és Ss
alaphalmazok diszjunktak. Tekintsiik azt az M = My & M, struktirdt, amelynek
alaphalmaza S, U Ss, tovdbbd egy X C S1U Sy halmaz pontosan akkor fiiggetlen
benne, ha X N S, fiiggetlen My-ben, X N Sy pedig fiiggetlen My-ben. Az igy

definidlt struktiira matroid lesz, amelyet M és M direkt dsszegének neveziink.

Ha példdul M egy olyan 0sszefiiggd G graf kormatroidja, amely nem kétsze-
resen (pont)osszefiiggs, és vy egy elvagd pontja, akkor M el6all azon kérmatro-
idok direkt 0sszegeként, amelyek a G — vy komponenseibdl keletkeznek v, és a
megfeleld élek hozzavételével. Amennyiben G kétszeresen Osszefliggd, ugy vi-

szont M(G) nem allithaté el§ direkt osszegként.

2.20 Definicio. Egy matroidot osszefiiggonek neveziink, ha nem dll elé matroidok

direkt Osszegeként.

2.21 Allitas. Az M matroid pontosan akkor dsszefiiggd, ha bdrmely X C S
nemiires, valodi részhalmazra r(X) + r(S — X) > r(S) teljesiil. Specidlisan
M(QG) pontosan akkor dsszefiiggd, ha G kétszeresen pontisszefiiggd.
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2.4. Matroidok Osszege

A kovetkez6kben néhany, ugyanazon alaphalmazon definidlt matroidbdl kiin-
dulva egy 4j matroidot, az 6sszegiiket értelmezziik. Szdmos grafelméleti probléma
(példaul egy adott graf éleinek lefedése &k darab erddvel, illetve k éldiszjunkt fe-
szit6fa keresése egy grafban) visszavezethetd matroidok 0sszegének vizsgélatéra.
Nash-Williams és Edmonds tétele garantdlja, hogy az 6sszegként definidlt struk-

tara valoban matroidot alkot:

2.22 Definicié. Legyenek My (S, Fi), My(S, Fs), ..., My(S, Fi) matroidok a
kozos S alaphalmazon. E matroidok osszege az S alaphalmazii M = \/f:1 M,

rendszer, amelyben egy halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha elédll kiilonbozd

M ;-kben 1évd fiiggetlen halmazok (diszjunkt) unidjaként.

2.23 Tétel. Legyen M a fenti modon definidlt osszegmatroid, tovdbbd az M,
matroid rangfiiggvénye r; (1 = 1,...,k). Ekkor az osszegmatroid r rangfiigg-

k
vényére r(X) = min{>_ r;(Y)+ | X = Y| : Y C X} reljesiil.
i=1

Fontos kérdés az ugynevezett matroidparticiés probléma: ha adottak az M;
matroidok és egy X C S részhalmaz, hogyan donthetd el, hogy X fiiggetlen-e az
0sszegben. Ehhez X-et particiondlnunk kell a diszjunkt X3, ..., X} részhalma-
zokra ugy, hogy X; fiiggetlen legyen M;-ben. A matroidparticiés probléma min-
den k-ra |S|-ben polinomidlis id6ben megoldhaté (feltéve, hogy egy tetszSleges
részhalmaz fiiggetlensége polinomiddben eldonthetd), példaul Edmonds algorit-

musaval (az algoritmus leirasat lasd: [2] 249. o.).
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3. Matroidok onmagukkal vett osszege

A kovetkez6kben matroidok 0sszegének azt a specidlis esetét tekintjiik, amikor
ugyanazt a matroidot adjuk Ossze k-szor sajat magaval. Lovasz és Recski [8] cikke
alapjan megvizsgaljuk, mikor 4ll el egy bindris matroid ilyen formdban, illetve

megforditva, mikor lesz egy ilyen tipusu 0sszegmatroid binéris.

3.1 Definicié. Legyen M rogzitett matroid és k € Z+. Az M matroid M*-val
jelolt k-szorosdt az M* := M, M¥*1 .= MF v M rekurziéval értelmezziik.

A matroid koreinek vizsgélatakor fontos szempont lesz, hogy vannak-e egymast
metszd korok, vagy minden kor diszjunkt. (Elemi matroidelméletbdl ismert, hogy
ha C és Cy két metsz6 kor, valamint e € Cy N Cy, akkor 1étezik olyan C' kor
is, amely C; U Cy — e-ben halad.) Az egymadst metsz6 korok egy specidlis esete

motivélja a kovetkezd fogalom bevezetését:

3.2 Definicié. Az M matroid fészek, ha alaphalmaza S = S1 U ... U S, mdédon

particinondlhato (3 < r), ahol a matroid korei az S — S; halmazok.

A legegyszerlibb (grafikus) példa fészekre egy graf hdrom parhuzamos éle (vagy
két pont kozott vezetd harom belsSleg pontdiszjunkt tt) dltal indukélt kérmatroid.
Mindkét példaban r = 3, és a grafikus matroidok kérében r nem is lehet nagyobb.

Az alébbi tétel segitségével ugyanis a bindris matroidok karakterizaciéjat kapjuk:

3.3 Tétel. (Tutte) Egy matroid akkor és csak akkor bindris, ha benne minden

fészek pontosan hdarom korbdl dll.

El6szor megvizsgéljuk, mely bindris matroidok 4llnak el6 M* formdban. Be
fogjuk latni, hogy az ilyen alakd matroidok csak diszjunkt korokbdl és elvagé ele-
mekbdl dllhatnak. Azt fogjuk igazolni, hogy a bonyolultabb struktirdji matroidok
csak k-ndl nagyobb elemszdmu testek felett reprezentdlhatok. Végiil megvizs-
géljuk, hogy M* milyen M-ekre és k értékekre lehet bindris.
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3.1. Osszegként el64ll6 binaris matroidok

3.4 Lemma. Tegyiik fel, hogy M = M1V...V My, és M nem tartalmaz elvigo
k
elemet. Ekkor r(S) = >_ r;(S).

i=1

BIZONYITAS. Az Osszegmatroid rangfiiggvényének definicidja alapjan r(S) =
k
dori(X) 4+ |S — X| valamely X C S részhalmazra. Megmutatjuk, hogy X = S.

i=1

k

Ellenkezd esetben lenne egy « € S — X elem, amelyre r(S — {z}) = > ri(X) +
=1

S — X — {z}| = 7(S) — 1 teljesiilne. Igy z elvdg elem lenne (hiszen minden

bazisban benne lenne, azaz nem mehetne 4t rajta kor), ami ellentmondas. m

Az el6z6 lemmabdl, illetve a rangfiiggvény szubmodularitdsibol elemi sza-

molasokkal adédnak a kovetkez6 Osszefiiggések:

3.5 Lemma. Legyen M egy fészek az S = S1U...US, alaphalmazon, és tegyiik
fel, hogy M eléall M = My V ...V My, dsszeg alakban, ahol M, rangfiiggvénye
r;. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:

7

k
Tz‘(S) - |S| -2
=1

k
D ri(S =8, =15— S, —1

=1
k
D ri(S =8y —8,) =15 = Su— 5,
=1
3.6 Allitas. Az M* ésszegmatroid minden fészke legaldbb k + 2 korbél dll.

BIZONYITAS. Feltehets, hogy M* maga is egy fészek az S alaphalmazon. Mivel

most 7;(X) = r(X) minden 1 < i < k-ra, igy az el6z8 lemmabdl kovetkezGen

|S| = 2 (mod k), tovabbd |S — S,| = 1 (mod k). Ekkor |S,| = 1 (mod k) és

]S]:zrj]Su\Er(modk).Vagyisk]7“—2,1’gyk+2§r. n
u=1
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3.7 Kovetkezmény. Az MP* dsszegmatroid korei vagy diszjunktak, vagy MF csak

k-ndl nagyobb elemszdamii testek felett reprezentdlhato.

BI1ZONYITAS. Ha MP*-nak vannak metsz8 korei, akkor a matroid Tutte egyik
tétele alapjan tartalmaz fészket, amelynek legaldbb £ + 2 < r kore van. A
megfeleld S; részhalmazokat dsszehizva U, » dudlisat kapjuk minorként, ez utéb-
birdl pedig beldthatd, hogy csak legaldbb r — 1 > k + 1 elem testek felett

reprezentdlhato. m
3.8 Allitas. Az M” gsszegmatroid minden kére = 1 (mod k) elemii.

BIZONYITAS. Feltehets, hogy M* egyetlen korbdl 4ll az S alaphalmazon. Ekkor
a 3.4 Lemma alapjan |S| — 1 =k - r(S). n

3.9 Tétel. Az S alaphalmazon értelmezett N bindris matroid akkor és csak akkor
dll el6 MF alakban (2 < k), ha N egy fa és néhdny = 1 (mod k) hosszii kor direkt

osszege.

BI1ZONYITAS. A sziikségesség az el6z6 két lemmabol adodik. Az elégségesség
bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy N a C},..., O, korok és a T fa direkt Osszege,
ahol a megfeleld alaphalmazok S, ..., S, és Sy, tovabbd S; elemszdma a; - k + 1
(1 <4 < 5). Legyen M, az az uniform matroid, amelynek alaphalmaza S;, és
benne minden legfeljebb a; elem részhalmaz fiiggetlen. (Igy M¥ éppen a C; kor
lesz.) Mivel a T fa S, alaphalmaza kormentes, igy 7' és T* egyardnt a szabad
matroid. Ekkor az M = M; @ ... ® M, @ T jeloléssel N' = MF. n

3.2. Matroidok, amelyek k-szorosa binaris

A tovabbiakban a forditott irdnyt vizsgaljuk, vagyis keressiik mindazokat az M
matroidokat, amelyekre M" bindris valamely 2 < k-ra. Ehhez sziikségiink lesz a

kovetkez6 definiciora:
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3.10 Definicio. Legyen 2 < k egész. Az S alaphalmazon értelmezett M matroi-
dot k-kérnek hivjuk, ha |S| = k-r(S)+ 1, valamint |T| < k-r(T) minden T'C S

részhalmazra.

A grafikus matroidok kozott k-kort alkot péld4ul az a matroid, amelyet egy fa
éleinek k-szorozdsabdl kapunk, tovabbi egy tetszSleges (a fa éleitdl kiilonbozd) élt
hozzavéve. (Hiszen e graf feszit6fajanak elemszdma éppen a fa élszama, tovabba
az élek barmely részhalmazanak rangja pontosan annyi, ahdny kiilonb6z6 faélt

tartalmaznak.)

3.11 Allitas. Legyen G egyszerii, dsszefiiggd n ponti grdf. Ekkor ahhoz, hogy G
kormatroidja egy k-kor legyen, sziikséges és elégséges feltétel, hogy az élek szdma
k- (n — 1)+ 1 legyen, tovdbbd a csiicsok bdrmely Vy részhalmaza legfeljebb
k- (|Vo| — 1) élt feszitsen.

BI1ZONYITAS. A feltétel sziikségessége a k-kor definicidjabol rogton adddik. Az
elégségességhez elég annyit meggondolnunk, hogy ha lenne a |T'| < k- r(T)
feltételt megsértd élhalmaz, akkor ennek valamely Osszefliggd komponense is
megsértené a feltételt, igy a komponens éleinek V; végpontjai & - (|Vy| — 1)-nél

tobb élt feszitenének. m

Nem grafikus esetekben a k-korok fogalma kevésbé szemléletes, viszont segit-

ségiikkel pontosan jellemezhetd, mikor lesz M* bindris:

3.12 Tétel. Adott M matroid és 2 < k egész esetén MF pontosan akkor bindris,
ha M-ben bdarmely két k-kor diszjunkt.

BIZONYITAS. A 3.4 Lemma alapjin megfigyelhetS, hogy az M* matroid korei
kolcsondsen egyértelmiien megfelelnek az M matroid k-koreinek. gy a 3.9 Tétel

bizonyitja a tétel allitdsat. m

3.13 Megjegyzés. Minden olyan esetben, amikor MF bindris, az 6sszegmatroid
egyben grafikus is. (Hiszen a 3.9 Tétel alapjdan megkonstrudlhato a megfeleld, egy
fdbol és néhany diszjunkt korbdl dllo grdf.)
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3.3. Irreducibilis grafikus matroidok

A tovdbbiakban azt vizsgaljuk, hogy grafikus matroidok mikor allhatnak eld
két matroid 6sszegeként. Ehhez bevezetjiik a kovetkez6 definiciot:

3.14 Definicié. Az M (grafikus) matroidot irreducibilisnek nevezziik, ha nem
dll el két matroid dsszegeként, azaz M = M1V My esetén My vagy My sziik-

ségképpen a trividlis (iires) matroid.

3.15 Tétel. A G grdf kormatroidja akkor és csak akkor irreducibilis, ha a grdf

bdarmelyik élét torolve a fennmarado grdf kétszeresen (pont)dsszefiiggd marad.

BI1ZONYITAS. A sziikségesség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy valamely e élt
torolve G — e nem kétszeresen Osszefiiggd. (Ha mar GG sem kétszeresen Ossze-
fiiggd, akkor a kordbban latott médon M (G) elGéll direkt dsszegként.) Tegyiik
fel, hogy G — e az Osszefiiggd G és G, grafok unidja, amelyek egyetlen k6zos
csucsa x. Haladjon az e él a GG1-beli u és a (Go-beli v pontok kozott. Definidljuk
az E(G) élhalmazon az M; = M(G; + (x,u)) matroidot a kovetkezSkép-
pen: vegyiik GG; kormatroidjdt, feleltessilk meg az (z,u) elemnek az e élt, a
G>-beli élek megfeleldi pedig legyenek hurkok. Hasonlé médon kaphatjuk az
My = M(G5 + (z,v)) matroidot. Ekkor M(G) = M; V Ma, hiszen minden
G-beli kornek megfelel egy M; V Moy-beli kor és viszont. Tehat M(G) nem

irreducibilis, ezzel ellentmonddsra jutottunk.

Az elégségesség bizonyitasdhoz legyen e a graf egy éle, és tegyiik fel, hogy
M(G) = My vV M, alakd. Mivel G — e kétszeresen Osszefiiggs, ezért e két vég-
pontja k6zott G — e-ben halad két pontdiszjunkt dt, P; és P». Ekkor Py U P, U {e}
egy fészek, igy a 3.5 Lemma utolso éllitdsa alapjan r1({e}) + ro({e}) = 1, vagyis
e elvago él M; és M valamelyikében. Mivel ez minden élre igaz, igy a graf
élhalmaza felirhat6 E(G) = S; U S, alakban, ahol S; élei elvdagé élek M3_;-ben
(i = 1,2). Ekkor M(G) = M1V My = (M V 51) ® (M3 V S,), tehat M(G)

nem Osszefiiggs, ami ellentmond annak, hogy G kétszeresen Osszefiiggd volt. n
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3.16 Megjegyzés. A bizonyitdsbol az is kovetkezik, hogy ha egy grdf kormat-
roidja elddll két matroid Osszegeként, akkor két grafikus matroid osszegeként is

eloall.

E fejezet elején matroidok 0sszegének azon specidlis esetét vizsgaltuk, amikor
minden O6sszeadand6 ugyanazon matroid volt. Az altalanos eset vizsgélata jo-
val nehezebb. Ezzel kapcsolatos részeredmény Tutte algoritmusa ([9]) annak
eldontésére, hogy egy bindris matroid grafikus-e. Tovabba kozos élhalmazon
értelmezett grafikus matroidok esetében is létezik algoritmus ([10]), amely el-

donti, hogy az 0sszeg grafikus-e.
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4. Miszaki alkalmazasok

4.1. Villamos haldozatok

A grafelmélet els6 miszaki alkalmazdsa Kirchhoff nevéhez fiz6dik, aki 1847-
ben a villamos hdal6zatok analiziséhez hasznalt csomdponti és hurokegyenletek
megfogalmazdsaban, illetve a megoldhatdsag bizonyitasdban grafelméleti model-
leket hasznalt (1asd: [4]).

A tovabbiakban a fesziiltséget u-val, az aramerdsséget i-vel, az ellendllast R-rel
jeloljik. A 4.1. és a 4.2. szakaszokban feltételezziik, hogy egy villamos hdlézat

kizarélag a kovetkez6 harom tipusu alkatrészt tartalmazza:
a) ellenalldsokat, amelyeket u = R: tipust egyenletek irnak le;

b) idealizélt fesziiltségforrasokat, amelyeket { u adott, 7 tetszdleges } tipusu egyen-

letek irnak le;

c¢) idealizélt &ramforrdsokat, amelyeket {7 adott, u tetsz6leges} tipust egyenletek

irnak le.

Tegyiik fel, hogy a hédlézat elemeinek kapcsolodésat egy olyan graffal szem-
1éltetjiik, amelynek élei az egyes (kétpolusu) alkatrészeknek felelnek meg, csu-
csaiban pedig a szomszédos alkatrészeknek megfelel6 élek taldlkoznak. Példaul
az 1. dabrdn az U, és Us fesziiltségforrasok, valamint az Ry, R3 és R4 ellendllasok

villamos hélézatét és a hozza tartozo6 grafot lathatjuk:

Dus [Jrs (DUs

1. dbra
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Altalaban feltessziik, hogy ismerjiik az ellenalldsok nagysagit, a fesziiltségfor-
rasok fesziiltségét és az dramforrdsok dramét. Ezekbdl szeretnénk meghatdrozni
a hidnyz6 mennyiségeket, vagyis az ellenélldsokon és a fesziiltségforrdsokon &t-
foly6 dramok nagysagat, valamint az ellenélldsok és az aramforrdsok fesziiltségét.

Ezt nevezziik a halézatanalizis alapfeladatanak.

A feladat megoldasédban felhasznaljuk Ohm térvényét az ellendllasok fesziilt-
sége és arama kozotti kapcsolatrdl (v = Ri), valamint Kirchhoff huroktérvényét
(a halozat grafjanak barmely kore mentén a fesziiltségek el§jeles dsszege nulla),
illetve csomoponti torvényét (a halozat grafjdnak barmely vdgdsa mentén az ara-
mok el§jeles 0sszege nulla). Az el6jelek meghatarozdsakor feltételezziik, hogy
minden alkatrészhez adott egy Kkitiintetett mérdirdny, tovdbba a kornek, illetve a
vagasnak is tekintjiik egy adott irdnyitdsat. Ha egy €len a két irdnyitds mege-
gyezik, akkor pozitiv, ellenkezd esetben negativ eldjellel vessziik figyelembe az

alkatrészt.

4.1 Allitas. Egy fesziiltségforrdsokat, dramforrdsokat és pozitiv ellendlldsokat
tartalmazo hdlozat akkor és csak akkor oldhato meg egyértelmiien, ha a hdlozat
grdfjdban a fesziiltségforrdsok élhalmaza kormentes, valamint az dramforrdsok

élhalmaza vagdsmentes részgrdfot alkot.

4.2 Megjegyzés. Amennyiben tovdabbi kétpolusi alkatrészeket (tekercseket, kon-
denzdtorokat) is megengediink, nigy a hdlozat leirdsdban az eddigi linedris egyen-
letek mellett differencidlegyenletek is megjelennek. Ha a hdlozatban tobbpolusti
alkatrészek (példdul transzformdtorok) is szerepelnek, akkor a grdfelméleti modell

mdr nem alkalmazhato, ilyenkor lehet sziikség a matroidok felhaszndldsdra.

4.2. Dualitas a halozatokban

Amennyiben egy villamos hal6zat csak kétpdlusu alkatrészekbdl 4ll, és az Ossze-

kapcsolast leird graf sikbarajzolhatd, akkor a Kirchhoff-féle egyenletek a duélis
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grifra is megfogalmazhatdk. Ismeretes, hogy egy graf korei megfelelnek a dualis
graf vagasainak (és forditva), igy ha a dudlis graf altal meghatdrozott hdlézatban
felcseréljiik a fesziiltség és az dram jelolését, az eredetiekkel ekvivalens egyen-
leteket kapunk. Hasonl6képpen egy fesziiltségforrasnak a dudlis graf hidldézatdban
egy aramforrds felel meg €s viszont. Egy © = R: formdban megadott ellenalls-
nak pedig a dudlis pérja is ellendllas lesz, amely u = }%i alakban frhat6. Altaldban

is igaz a kovetkezo:

4.3 Tétel. Legyen H egy csupa kétpolusii alkatrészbdl dllo hdlozat, amelyet a
G sikgrdf ir le. Tekintsiik a G* dudlis grdfot, valamint helyettesitsiik az eredeti
hdlozat minden alkatrészét a megfeleld dudlis pdrjdval. Az igy kapott H* hdloza-
tot leiro egyenletrendszer formailag megegyezik a H-t leiro egyenletekkel, csupdn

a fesziiltségeket és az dramokat jelolo u és 1 betiiket kell megcserélni.

4.3. Vezérlés és visszacsatolas

Ha a hélézatban vezérelt forrasokat is megengediink, a graifmodell mar nem
alkalmazhatd, ehelyett matroidok segitségével tudjuk leirni az alkatrészek tulaj-
donségait, viszont az igy keletkezd matroidok nem mindig grafikusak. Tekintsiik
példaul a 2. dbra alabbi két hilézatat:

R R
4 4
[ R I R | R 1 R
1 32 5 1 32 5
N7
2. dbra

Az els6 halozatban I, hagyomdnyos fesziiltségforras, amelyet az {i5 adott, us
tetsz6leges } egyenletek {rnak le. Viszont a mdsodik hdlézatban I»-t az R3 ellendl-
l4s drama vezérli, igy a leir6 egyenletek {io = kig, us tetszbleges} alakdak. Ilyen

esetben az { R3, I} pdr neve dramvezérelt dramforras.
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Az els6 hélézatban (és minden vezérlésmentes hilézatban) alkatrészek egy hal-
mazdnak dramai pontosan akkor irhatok el egymastdl fiiggetleniil — mint azt az
elozdekben lattuk —, ha a megfeleld élek halmaza nem tartalmaz végast (azaz a
komplementer élhalmaz 6sszefiiggs). Altaldban pedig a maximalis olyan élhal-
mazok, amelyekben az alkatrészek dramai fiiggetleniil el6irhatok, éppen a graf
feszit6fainak komplementerei — vagyis a graf kormatroidjanak dudlisdban ezek
alkotjdk a bazisokat. Ha a fenti els6 példdban az R, ellendllast lecseréljiik egy /4
fesziiltségforrasra, akkor példdul az {1, 2,4} alkatrészek maximadlis vagdsmentes

élhalmazt alkotnak, igy e harom dramer8sség egymastdl fiiggetleniil eldirhato.

Ha viszont vezérelt forrdst is megengediink, ugy a fiiggetleniil el6irhaté dramok
maximdlis élhalmazdnak mérete csokkenhet. A fenti mdsodik hal6zatban legfel-
jebb két aramerdsség adhatd meg fiiggetleniil, példaul ¢; és io, illetve barmely par,
kivéve i, és i3. A maximadlis fiiggetlen halmazok tovdbbra is egy matroid dudlisa-
nak bazisait alkotjak, viszont a vizsgalt matroid most nem a hdl6zat grafjanak

kormatroidja lesz.

1 2
G, 1 5 4T — A
5 3
3. dbra

Jelolje M(G) a vizsgaélt hdlézat 3. dbrdn lathaté GG, grafjanak kormatroidjat,
és legyen A; ugyanezen az 5 elemii alaphalmazon az a matroid, amelyben csak
a {2} és a {3} egyelemd halmazok (és az iires halmaz) fiiggetlenek (A4, grafikus,
mégpedig a 3. dbra jobboldali grifjadnak kormatroidja). Ekkor azon maximalis
élhalmazok, amelyeknek megfelel$ alkatrészek dramai egymastdl fiiggetleniil el6-
irhatok, az M(G,) V A; matroid dudlisanak bazisait alkotjak.
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4.4 Allitas. Az igy megadott M := M(G4) V A, dsszegmatroid nem grafikus.

BIZONYITAS. Megmutatjuk, hogy M tartalmazza minorként U, 5-t. Az M mat-
roid rangja 3, maximdlis fiiggetlenjei az Osszes haromelemi részhalmaz, kivéve
az {1,4,5} halmazt. (Minden mds haromelemi fiiggetlen — az 9sszegmatroid
definicidja alapjan — el6dll ugy, hogy egy Gi-beli kdrmentes részgrafhoz hoz-
zdvessziik a 2-es, illetve a 3-as élek koziil pontosan az egyiket.) Igy specidlisan az
{1,2,3},{1,4,3},{1,5,3}, {2,4,3},{2,5, 3}, {4, 5, 3} halmazok is fiiggetlenek.
Vegyiik észre, hogy a 3-as €l sszehdzédsdval ezek éppen az {1,2,4,5} halmaz
kételem részhalmazait adjak, vagyis M /{3} tartalmazza U, ,-t, amely valoban

nem grafikus. |

4.4. Egy specialis eset

7

Mint azt az el6z6 fejezetben is lattuk, dltaldban til nehéz probléma eldonteni,
hogy két grafikus matroid 6sszege grafikus-e. A tovdbbiakban fontos kérdés lesz
annak vizsgalata, hogy ha az egyik matroid a fenti .4;-hez hasonl6an viszonylag
egyszer(, specidlis szerkezet(, mit mondhatunk ilyenkor tetszdleges G gréaf esetén
az M(G) V A; 6sszegmatroid grafikus voltdr6l. ElGszor beldtjuk a kovetkezo,

,,Kuratowski-tipusd” tételt ([11]), amely a fenti konkrét A, esetében sziikséges és

elégséges feltételt ad G-re:

4.5 Tétel. Legyen A, az el6zd példdban szerepld vezérlést leiré matroid, vagyis
azon grdf kormatroidja, amelyben e és e3 pdrhuzamos élek, minden tovdbbi
€1, €4, €5, . . . él pedig hurok. Ekkor bdarmely G grdfot véve az M(G) V A, dsszeg-
matroid akkor és csak akkor grafikus, ha a grdf nem tartalmazza részgrdfként a
fentebb emlitett G| grdfot vagy annak soros bévitését (ahol A, két nem-hurok

eleme a 3. dbra szerinti 2 és 3 élnek felel meg).

B1ZONYITAS. Amennyiben G tartalmazza részgrafként G -et, akkor az el6z6 al-

litas alapjan M(G) V A, tartalmazza minorként az U, » matroidot, igy nem lehet
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grafikus. (Ha G; soros bovitését tartalmazza a graf, akkor a megfelel élek dssze-

hizasaval — amelyek .A;-ben hurok elemek — kaphatjuk meg G1-et.)

A megforditashoz tegyiik fel, hogy M(G) V A; nem grafikus valamely adott G
graf esetén, amelyben az e;-vel és ez-mal jelolt élek felelnek meg .A; nem-hurok
elemeinek. Célunk megmutatni, hogy G tartalmazza a (G; részgrafot vagy annak

soros bovitését.

Feltehetjiik, hogy e5 és e3 a G ugyanazon Osszefiigg6ségi komponensében van-
nak, hiszen ellenkezd esetben a 4. dbrdn lithat6 médon M(G) V A; elGdllna a
jobb oldali graf kormatroidjaként. (Ugyanis a két komponens egy-egy kormentes
részgrafjdhoz az e, és eg élek legfeljebb egyikét hozzavéve a jobb oldali grafban

is kormentes élhalmazt kapunk.)

Hasonl6an meggondolhatd, hogy e, €s e3 nem lehetnek parhuzamos élek. Ugya-
nis a parhuzamos éleket egy 2 hosszu uttal helyettesitve (lasd az 5. dbrdt) is-
mét olyan grafot kapnank, amelynek kormatroidja M(G) V A; lenne. Hasonléan
kapjuk, hogy e, €s e3 hurokélek sem lehetnek. Hiszen ha példaul e, hurokél lenne,
akkor helyettesithetnénk e3 parhuzamos megduplazasaval (és viszont), ha pedig
mindkét €1 hurokél lenne, helyettesithetnénk oket egy kiilonallo parhuzamos éllel.

b eZ
()
_
o} 3

5. dbra



4. MUSZAKI ALKALMAZASOK 21

Ha e; €s e3 kételemii vagast alkotndnak, akkor az Osszeg ismét eldéllna kor-
matroidként abbdl a grafbdl, amelyet G\ {es, e3}-bol kapunk, e két élt hidakként
hozzéavéve.

Az eddigiek alapjan megallapithatjuk, hogy G-ben kell lennie olyan kornek,
amely tartalmazza e,-t és es-at, valamint olyan koroknek is, amelyek e két él
koziil pontosan az egyiket tartalmazzdk. gy a graf tartalmazza részgrafként a 6.
dbrdn lathat6 grafot. (V7 és V5 két kiilonbozo cstcs, amelyet a P; tt kot 6ssze. A

Py, Py, P, és Ps5 utak kozott 0 hossziséaguak is szerepelhetnek)

Tekintsiink most olyan pontparokat, amelyek P, ..., P; koziil két diszjunkt
uton, belsé pontként helyezkednek el. Vegyiik most az ezeket a pontparokat
0sszekotd utakat. Ha a V;-gyel €s V5-vel jelolt pontok az sszes ilyen utat lefogjak,
akkor a graf (gyengén) izomorf a 7. dbra bal oldali grafjaval, és igy az Osszeg-
matroid a jobb oldali dtalakitds alapjan grafikus:

7. dbra

Ha pedig van olyan ut, példaul P, valamely belsd pontjat egy mésik P; valamely

belsd pontjaval 0sszekotd tt, amely nem megy at sem Vi-en, sem V5-n, akkor a
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keresett (G; részgrafot a 8. dbra atalakitdsaival taldlhatjuk meg (a négy oszlop az

1 = 2,3,4,5 eseteket mutatja).

Vl
& & €
X
v,
Vl
€ & & & €
V=V, V,=X

8. dbra

Ezzel megmutattuk, hogy minden olyan esetben, amikor az M(G) V A; 0sszeg
nem grafikus, a graf tartalmazza részgrafként a ,tiltott” G, gréfot, vagy annak

soros bovitését. n

4.5. Tovabbi specialis esetek

A tovabbiakban azt vizsgédljuk, hogy amennyiben a vezérlést leiré matroid az
el6z6 A;-nél valamivel bonyolultabb, mit mondhatunk az dsszegmatroid grafikus
voltar6l. A;-nek két nem-hurok eleme volt, amelyek egyiittesen egy 2 €ld kort
alkottak. E16szor megemlitjiik azt a két trividlis esetet, amikor a vezérlést leir6 A
matroid csupdn egy fiiggetlen €lt tartalmaz, vagy két olyan fiiggetlen élt, amelyek
egyiittesen is fiiggetlenek. Ezekben az esetekben az M(G) V A 6sszegmatroid
mindig grafikus, a reprezentdl6 grafot gy kaphatjuk meg a legegyszeriibben, ha

7 7z

G-bdl elvessziik az A-beli fuggetlen(ek)nek megfelels él(eke)t, majd ezt az 1,
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illetve 2 élt a graf egy j komponensében, a tobbi €1t izoldltan felvessziik. A
kapott graf kormatroidjanak maximalis fiiggetlenjei éppen az eredeti graf fiigget-

lenjei lesznek, a kitiintetett egy vagy két éllel kiegészitve.

Az el6bbi két trivalis eset gondolatmenetébdl rogton kovetkezik az alabbi, 4l-
talanosabb allitas is. Legyen az A matroid élhalmaza ;U F», ahol az E';-beli élek
szabad matroidot alkotnak (vagyis az dsszes 2”* részhalmaz fiiggetlen), F; pedig
csak hurok elemeket tartalmaz (vagyis csak () fiiggetlen). (Az eldzd példdkban
E egy, illetve két fiiggetlen €1bdl allt.) Ekkor az 0sszegmatroidrdl a kovetkezot

mondhatjuk:

4.6 Allitas. Ha A = (Ey,25) @ (E,, {0}) alakii, akkor tetszéleges G grdf esetén
az dsszegmatroid M(G)V A = (Ey,2") & (Ey, M(G)\E,) alaki.

A kovetkezd tovabblépési lehet6ség, ha a vezérlést leir6 matroidban hirom
nem-hurok elem szerepel. Nyilvan most is feltehetd, hogy e harom elem egyiitte-
sen nem fiiggetlen (ekkor az el6z6 allitds egy Gjabb trividlis esetét kapnank), igy

lényegileg két esetet kell megkiilonboztetniink.

Az els6 esetben a harom kitiintetett elem koziil barmely kettd fiiggetlen, vagyis
graffal reprezentdlva egy 3 hosszu kort alkotnak. Legyen A, egy 6 elemi alaphal-
mazon értelmezett matroid, amelyben a 2, 4, 6 sorszdmu é€lek a Kkitiintetettek,
azaz a maximalis fuggetlenek a {2,4}, {2,6}, {4, 6} kételem{ halmazok (a masik
harom él egy-egy hurkot alkot). Az el6z0 fejezet mintdjara most is el8szor olyan
G grifot keresiink, amelyre az M(G) V A3 dsszegmatroid nem lesz grafikus. A
9. dbrdn lathaté G4 graf példaul ilyen:

9. dbra
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4.7 Allitas. Az M := M(Gs) V A, dsszegmatroid nem grafikus.

BIZONYITAS. Megmutatjuk, hogy M tartalmazza minorként Uy o-t. M rangja 4,
és M-ben maximadlis fiiggetlen minden olyan négyelemi halmaz, amely el64ll
egy Go-beli kormentes részgrafbol, hozzavéve a 2, 4, 6 sorszdmu élek koziil
(legfeljebb) kettét. Igy az {1,2,3,5}, {1,3,4,5} és {1,3, 5, 6} kivételével minden
négyelemi halmaz fiiggetlen lesz. Specialisan fiiggetlen minden olyan négyelemi
halmaz, amely tartalmazza a 2-t és a 4-et, igy M /{2,4}-ben a maradék 4 elem
tetszOleges kételemi részhalmaza fiiggetlen lesz, azaz tartalmazza U, »-t. Tehat

M valéban nem grafikus. n

A madsik esetben a hdrom kitiintetett elem koziil barmely ketté Osszefiiggd,
vagyis graffal reprezentdlva 3 parhuzamos élt alkotnak. Legyen A3 egy 7 elemi
alaphalmazon értelmezett matroid, amelyben ismét a 2, 4, 6 sorszamu élek a kitiin-
tetettek, azaz a maximalis fiiggetlenek a {2}, {4}, {6} egyelem( halmazok, min-
den mds elem hurkot alkot. Ekkor a /0. dbrdn lathat6é G5 graf esetében példaul az

M(G) V Aj 6sszegmatroid nem lesz grafikus:

1 2 3

5 6 7
10. dbra

4.8 Allitas. Az M := M(G3) V As; dsszegmatroid nem grafikus.

BIZONYITAS. Megmutatjuk, hogy M tartalmazza minorként Uy »-t. M rangja
4, és az M-beli maximadlis fiiggetlen halmazok elddllnak egy G3-beli kdrmentes
részgrafbol, hozzavéve a 2, 4, 6 sorszamu élek koziil (legfeljebb) egyet. Igy az
{1,2,3,4}, {1,2,5,6}, {3,4,5,6} és {1,3,5, 7} kivételével minden négyelem

halmaz fiiggetlen lesz. Specidlisan fiiggetlen minden olyan négyelem( halmaz,



4. MUSZAKI ALKALMAZASOK 25

amely tartalmazza a 2-t és a 7-et, igy M /{2, 7}-ben a maradék 5 elem tetszSleges
kételemii részhalmaza fiiggetlen lesz, azaz tartalmazza Us >-t. Mivel pedig Us o

tartalmazza minorként U, »-t, igy M valéban nem grafikus. m

7 7z

Az el6z6 két allitas sziikséges feltételt adott arra, hogy ha a vezérlést az As,
illetve A3 matroid irja le, milyen G graf esetén lehet grafikus az M(G) V A,
illetve M(G) V Az 6sszegmatroid. A G graf nyilvdn nem tartalmazhatja a G,

illetve G5 részgrafokat (és ezek soros bovitését). Nyitott kérdés, hogy vajon ez a

feltétel onmagdban elégséges-e.

A forditott irdny vizsgalatdndl (a 4.5 Tétel gondolatmenetét kbvetve) egy rész-

eredményt emlitiink meg:

4.9 Allitas. Ha M(G) \V Ay nem grafikus, akkor az Ay-beli hdrom nem-hurok
elemnek megfeleld élek nem lehetnek G hdrom kiilonbozd osszefiiggdségi kompo-

nensében.

B1zONYITAS. Tegyiik fel indirekten, hogy a hdrom vizsgalt €l (e, e4 és eg)
kiilonboz6 komponensekben vannak. Ekkor a 4. dbra étalakitasi médszerét kbvet-
ve M(G) V A, elédllna a 11. dbra jobboldali grafjanak kérmatroidjaként, ami

ellentmond a kiindulési feltételnek. n

11. dbra

A tovébbi felmeriil6 kérdések (példaul lehet-e a harom €1 két komponensben,

illetve egy komponensen beliil hogyan helyezkedhetnek el ezek az élek), valamint
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ugyanezen gondolatmenet M (G) V Aj-ra torténd kiterjesztése még nyitott prob-

1éma.

Hasonléan megoldatlan (€s valdszintileg joval nehezebb) kérdés, hogy amennyi-
ben a vezérlést leiré .4 matroid az itt vizsgaltakndl bonyolultabb szerkezett, mit
mondhatunk az dsszegmatroid grafikus voltardl, egyaltalan adhat6-e sziikséges és
elégséges feltétel, azaz 1étezik-e (egy vagy tobb) tiltott részgraf. E nyitott kérdések

tovabbi vizsgélata egy esetleges késdbbi kutatds alapjat is képezheti.
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5. Grafelméleti dualitas a kozépiskolaban

Integralt tandri szakdolgozatomban egy az eddigiekhez kapcsolddo, kozépisko-
lai matematikadrén is tanithat6 témakort dolgoztam fel. Mivel a matroid fogalma
értelemszertien tdl absztrakt egy gimnazistdnak (bar a moh¢ algoritmus gondo-
lata példdul egy programozasi szakkor keretében feldolgozhatd lenne), igy a mat-
roidelmélettel rokon grafelmélet egy teriiletét, a sikbarajzolhatdsag és a dualitds
témajat valasztottam. (A kordbbi fejezetekben mar érintettiik a matroidok ese-

tében a dualitas szerepét.)

A grafelmélet azért is kivalo teriilet tehetséges kozépiskoldsoknak, mert a fel-
meriil6 problémdk 4ltaldban egyszerlien megfogalmazhatok (a graf fogalma is
elég szemléletes ehhez), ugyanakkor gyorsan el lehet jutni hires eredményekhez
(mint példaul a négyszintétel), vagy éppen megoldatlan kérdésekhez (NP-teljes
problémak, mint példdul Hamilton-kor keresése vagy pontszinezés), amelyek mo-
tivaljak az érdekl6d6 didkokat.

A dualitas témakorének kozépiskolai feldolgozasdban f6 célom az volt, hogy a
didkok elsajatitsanak néhdny szemléletmddot, gondolkoddsi modszert a grafelmé-
letben (sikgraf, dudlis graf fogalma), megismerjenek par alapvetd eredményt a
témaban (Kuratowski-tétel, Euler-formula), és 1dssdk ezek alkalmazhatdsiagat a
matematikan beliil (szabélyos testek) és kiviil (pl. villamos hal6zatok) is. Az
Uj fogalmak felépitésekor a tdlzott (esetleg a megértés rovasdara mend) precizits
helyett inkdbb a szemléletességre, a rajzos megjelenitésre torekedtem. Mddsze-
reimben igyekeztem kovetni a Pésa Lajos tdboraiban megismert — és tehetség-
gondoz6 programokon dltalam is sokszor alkalmazott — tgynevezett felfedezteté
matematikaoktatds elveit, amelynek egyik alapvetd célja, hogy minél tobb ered-
ményre (beleértve a 1étezd tételeket is) a didkok 6ndlldan, esetleg némi segitséggel
jojjenek ra. Felismeréseik, kis kutatdsaik eredményei ilyen médon sokkal jobban

rogziilnek benniik, mintha mindent készen kapnanak a tanartdl.
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5.1. A diadkcsoport bemutatasa

Terveim megvaldsitdsara egy budapesti nyolcosztalyos gimnédzium 10. évfolya-
man volt lehet6ség. Az osztdly heti 3 6rdban, bontott csoportban tanulja a mate-
matikat, a 14 {6s jobbik csoportot a tanév eleje 6ta tanitom. A csoport homogén
olyan szempontbdl, hogy mindenki szereti és szorgalommal miveli a tantargyat,
az év végi jeles osztdlyzat senkinél nem kérdéses. Ezen beliil azért elkiiloniilnek a
JOk és a még jobbak: 5 didk csupdn az 6rdkon szereti a halad6 tempot, 9-en pedig
rendszeres versenyzok (a tobbségiik visszatérd résztvevdje az orszagos dontdknek
is, szép eredményekkel). Osszességében tehdt kiemelkeds képességii tanulokrol
van sz6, orom veliilk a munka a hagyoményos tananyagban is, de ideélis csoport
egy-egy kiegészitd témakor (mint példaul a grafelmélet) kiprobalasara is. Az osz-
talybol 5-en rendszeresen jarnak matematika szakkorre is, amelyet idén negyedik

éve tartok nekik.

Az elmilt tanévben egy hétig tanitottam mar ezt a csoportot, ekkor bevezetd
grafelmélettel foglalkoztunk, igy az alapfogalmak, illetve alapvetd Osszefiiggések
(példaul fokszamosszeg és €lszam kapcsolata, fak tulajdonsagai) mar ismerdsek
voltak, idén csak fel kellett eleveniteni ezeket. A grifok bevezetésekor Ossze-
gyljtottiilk azokat a mindennapi helyzeteket is, ahol ez a fogalom megjelenik
(példaul ismeretségek, térképek, szamitogépes haldézatok, munka részfeladatainak
itemezése), ezekre idén csak roviden utaltunk vissza. Szintén a tavalyi 6rdk soran
eldkeriilt még néhany olyan grafelméleti érdekesség (példaul Euler-korok), ame-

lyet most nem folytattunk, taldn majd a kovetkez6 tanévben.

A sikbarajzolhatésag €s a dualitas témakorére 3 déleldtti tanitdsi ora és egy
délutani szakkori foglalkozas allt rendelkezésemre, ennyi id6re tervezhettem a
kovetkezdkben felsoroltakat. Az anyag Osszedllitdsakor eldzetesen Ugy éreztem,
hogy valészintileg nem fog minden beleférni az id6keretbe, de végiil meglepben
j6 tempoban haladtunk. Igaz, némi kompromisszumot kellett kotni a felfedeztetés

elve és a 45 perces tanitasi 6ra kozott, és igy bizonyos helyzetekben az id6re valé
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tekintettel akkor is megbeszéltiink egy megoldast, ha az még csak kevés embernek
jott ki. Idedlis helyzetben (példaul tabori keretek kozott) azt tartom jonak, ha a
didkok kisebb (2-4 f6s) csoportokban, egymdstdl elkiiloniilve dolgozhatnak (akar

kiilon helyszinen is), mindenki a sajit tempdjaban.

5.2. A tervezett témakorok

1. Grafelméleti alapfogalmak ismétlése

A tavaly megismert legfontosabb fogalmak (egyszeri graf, fa, kor, izomorfia)
felelevenitése. (A tovdbbiakban csak egyszeri grafokat vizsgdlunk.) Az izomor-
fiat (természetesen csak szemléletesen, azaz a két graf pontjainak megfeleld besza-
mozasdval) az alabbi példan terveztem, ugyanis a K3 3-ra nemsokdra még sziik-

ségiink lesz:

1 3 S 6 5

12. dbra

Szintén sziikségiink lesz (az Euler-tétel bizonyitdsakor) arra a tételre, hogy egy
n pontd fanak n — 1 éle van. Ennek rovid bizonyitasat is megnézziik, de nem a
,,$zokdsos” indukcidsat, hanem a [18]-belit. Az alapgondolat, hogy feleltessiink
meg a graf pontjainak varosokat, éleinek utakat, és legyen egy kijelolt f6varos. Az
0sszes tobbi vdrosba helyezziink egy-egy embert, aki egy meghatdrozott idépont-
ban elindul a févaros felé. Ekkor belathatd, hogy kozvetleniil az indulds pillanata
utdn minden ember kiillonboz6 dtszakaszon fog tartézkodni, €s minden tton lesz

ember. Igy az n — 1 ember éppen n — 1 élt hatdroz meg.
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2. A sikbarajzolhatésag fogalma

Miutén tisztaztuk, hogy egy grafnak sokféle (izomorf) lerajzolasa lehet, felme-
riilhet az igény, hogy minél ,,egyszertibben”, attekinthet6bben dbrazoljuk a gréifot.
Ez motivélja azt a célt, hogy amennyiben lehetséges, az élek csak csticsokban
taldlkozzanak. Néhany kisméretti példa (példaul egy négy pontu teljes graf) vizs-
gdlata utdn tegyiik fel a kérdést: van-e olyan graf, amit nem lehet igy lerajzolni?

Ha igen, keressiink minél kisebb példakat.

Ha megtaldltuk a /{5-0t és a K3 3-at, érdekességként (€s természetesen bizonyi-
tas nélkiil) megemlitjiik Kuratowski tételét: egy graf akkor és csak akkor nem
sikbarajzolhato, ha tartalmazza K5-0t, Kjs-at, vagy ezek ,(felosztott” valtoza-
tat (egy €l pontokkal torténd felosztisat egy dbran szemléltetjiik). A bizonyitds
nehéz, viszont egy részét kozosen beldtjuk: megmutatjuk, hogy a ,hdrom haz
- hdrom kut” gréfja nem sikbarajzolhat6. Ehhez azt kell csak meggondolnunk,
hogy amennyiben 1étezne a kivant lerajzolas, ugy két haz és két kut egy olyan
zart gorbét hatdrozna meg, hogy a harmadik hdz és a harmadik kit egyikét e
gorbe belsejébe, masikat kiilsejébe helyezhetnénk csak el, igy ezeket nem tudnénk
osszekotni. (Erdekességként megemlithetS, hogy azon ,nyilvanvals” 4llitds bi-
zonyitdsa, miszerint egy zart gorbe belsejében és kiilsejében 1év6 egy-egy pont
csak ugy kothetd 0ssze, hogy a két gbrbe metszi egymast, mély matematikai is-
mereteket igényel.) Végiil azt is jelezziik, hogy K5-r6l késébb deriil majd ki, miért

nem tudjuk lerajzolni.
3. Az Euler-tétel és egy alkalmazasa

Az elozbekben sok sikgrafot rajzoltunk. Ezeknél a csucsok és az élek szdma
mellett értelmes kérdés a keletkezd sikrészek (tartomanyok, lapok) szdmanak vizs-
gdlata is. Szdmoljuk meg minden dbrdn e hdrom mennyiséget, majd keressiink
kozottiik Osszefiiggést! (Egyeldre megallapodunk abban, hogy a kiilsd tartomany
is szamit, ennek jelent6sége késdbb fog kideriilni.) Esetleg ravezetésként: raj-

zoljunk megadott csucs- és élszam mellett sikgrifot, és figyeljiikk meg, kinek hany
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tartomdny keletkezett az abrdjan.

A példak sordn megsejthet6 az Euler-tétel allitdsa, amelyet ¢ — é + [ = 2 for-
maban mondunk ki (ahol ¢ a csticsok, ¢ az élek, [ a lapok szdmat jeloli), hiszen igy
a cél szordl konnyen megjegyezhetd a sorrend, illetve a kozépen szerepld negativ
elgjel. A tételt be is bizonyitjuk, az egyik kozismert tton: a graf tartomdnyai
jeloljék egy sziget orszagait, amelyeket gatak valasztanak el egymastol. Szarazsag
1évén a kiils6 tartomanybdl be szeretnénk engedni a vizet, ehhez minél kevesebb
gatat elbontunk ugy, hogy végiil minden tartomany viz ala keriiljon. Mivel min-
den egyes gt megnyitdsakor egy dj tartomdnyt ont el a viz, igy dsszesen [ — 1
gatat kell megsziintetniink. Végiil a megmarad6 gatak fat alkotnak (hiszen kor
esetén lenne még szdraz tartomdny, a nem Osszefiiggdség pedig a megnyitott ga-
tak minimalitdsdnak mondana ellent), igy tovabbi ¢ — 1 €liink van. Ez Osszesen

é=(l—1)+ (c—1) él, amely 6sszefiiggés bizonyitja a tételt.

Sikbarajzolhat6 grafok konstrukcidja kdzben jogos érzés, hogy minél tobb éle
van egy adott csucsszamu grafnak, anndl ,,nehezebb” azokat lerajzolni metszés
nélkiil. Ez motivdlja azt az igényt, hogy felsd korlatot adjunk egy sikgraf él-
szamara. Az Euler-tételb6l megkaphatjuk ezt a becslést. Ehhez el6szor figyeljiik
meg, hogy ha egy sikgraf minden tartomdnyéba beirjuk azt a szdmot, ahdny él az
adott lapot hatdrolja, majd e szdmokat Osszeadjuk, éppen az élszdm kétszeresét
kapjuk. Mivel minden lapot legaldbb 3 éI hatdrol, igy ebbdl a 2¢ > 3I becsléshez
jutunk, amelyet az Euler-tételbe helyettesitve dtrendezéssel megkapjuk az élek
szamdra vonatkoz6 é < 3c — 6 becslést. Most mar konnyen igazolhatjuk, hogy
K5 nem sikgraf, hiszen ¢ = 5 csucsa és é = 10 éle van. Ugyanakkor azt is meg-
figyelhetjiik, hogy a feltétel csak sziikséges, de nem elégséges, ugyanis a szintén

nem sikbarajzolhaté K3 3 esetében ¢ = 6 €s é = 9.
4. Sikgrafok dualisa

Motivacioként képzeljiik el, hogy adott néhdny orszag, és a szomszédos orsza-

gok févarosait vastitvonallal kotjiikk 6ssze. Graffal dbrdzolva ez azt jelenti, hogy
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egy sikgraf tartomdnyainak pontokat feleltetiink meg, majd az élszomszédos tar-
tomédnyoknak megfelel6 pontokat éllel kotjiik 6ssze. Ilyen médon egy uj grifot
kapunk, amelyet az eredeti graf dudlisdnak neveziink. Néhany konkrét példa (a
K, illetve a kocka élhal6zata) dudlisat megrajzoljuk, majd megfigyeljiik, hogy
az Euler-tétel a dudlisra is igaz, hiszen a lapok és a csucsok cserélddtek fel, az
élek szama nem valtozott. Végiil azt is észrevehetjiik, hogy ha a dudlis dudlisat
rajzolndnk meg, visszakapndnk az eredeti grafot. (Erdekességként megemlitjiik,

hogy bizonyos specidlis esetekben ez nem igy van.)
5. Szabalyos testek

Egy latszélag nem ide tartozé téma: gy(jtsiik 0ssze, hany szabdlyos testet is-
meriink. Ha megtalaltuk az 5 testet, gy(jtsiikk 6ssze, melyiknek hdny csucsa, éle,
lapja van. Megfigyelhetjiik, hogy ezekre is miikodik az Euler-tétel, tehat kézen-
fekvd lenne valamilyen grafot megfeleltetni a testeknek. Az €1hél6 alkalmas lenne
erre (a csucs, €l, lap fogalmak megfelelnek a grafelméleti megfeleldjiiknek), de
ehhez sikba kéne teriteni a hal6t. Tetraédernél €s kockdnal mér lattuk, hogy ez
megvalosithatd, de vajon mi a helyzet altalidban egy (konvex) test esetében? A
sikbarajzolds mindig miikodik, ez precizen is bebizonyithaté (roviden utalunk
a sztereografikus projekciora, amely a gombot — egy pont kivételével — a sikra
vetiti), mi most szemléletesen ([15] szerint) gondoljuk meg: furjunk a test egyik
lapjara egy kis lyukat, majd ezen keresztiil ,,fujjuk fel” gombbé. Ezt kovetSen,
mint ahogyan egy csokigolyd csomagolasat kibontja az ember, a gomb feliiletét e
pontndl ,,szétvdlasztva” a sikba terithetjiik. Igy tehét sikgrafot kapunk, amelynek
kiils6 tartomdnya a test azon lapja, ahol a felfujast elkezdtiik (ezért fontos tehat,

hogy ezt a tartomdnyt is figyelembe vegyiik).

Az eddigi témak 6sszekapcsoldsaként rajzoljuk meg a szabalyos testek élhélgjat,
majd készitsiik el az igy kapott grafok dudlisat. Megfigyelhetjiik, hogy a tetraéder
dudlisa onmaga, mig a kocka és az oktaéder, illetve a dodekaéder és az ikozaéder

egymads dudlisai.
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6. Tovabbi érdekességek, szakkori témak

A sikbarajzolhat6sag kapcsdn megemlithetjiik még a négyszintételt: tetszbleges
sikgraf tartomanyai — vagyis a dudlis sikgraf pontjai — 4 szinnel kiszinezhetdk ugy,
hogy élszomszédos tartoményok ne legyenek azonos szintiek. Erdemes hangsi-
lyozni, hogy ez egy viszonylag 4j eredmény (1976-bdl), igy a régebbi konyvekben
még csak ,,négyszinsejtésként” szerepel (s6t, [14] arra is utal, hogy egyesek két-
ségbe vontik a sejtés igaz voltat). Erdekes a tétel bizonyitdsanak sajdtos formdja:
a 800 oldalas leirds mellett 1200 6ra szadmitégépes programiddt is igényelt a sza-

mos eset vizsgalata.

Szakkoron megvizsgalhatjuk, hogy miért nem 1étezik tobb szabalyos test. Ezt
a [16]-beli bizonyitdssal l4thatjuk be a legkonnyebben: ha egy szabdlyos test
minden lapja n-szdg, és minden csicsdban m €l taldlkozik, akkor érvényesek a
2¢ = n -1l = m - c Osszefiiggések, ebbdl az Euler-formuldba helyettesitve az
¢ = T€ és | = ™€ alakot, a ¢(2n — mn + 2m) = 4n Osszefiiggést kapjuk, ahol a
zéardjelben 4ll6 kifejezés pozitiv, igy szorzattd alakitva (m — 2)(n — 2) < 4-nek is
teljesiilnie kell. E diofantikus egyenl6tlenségbdl esetszétvilasztassal megkapjuk
az 5 ismert test adatait (a tovdbbi megolddsok nem adnak testet, hiszen 3 < n-nek

teljestilnie kell).

Szintén szakkorre alkalmas a sikbarajzolhatdsdg kiterjesztése mas feliiletekre,
példaul Mobius-szalagra vagy téruszra (lasd: [17]). Tovabba arra is lehet példat
mutatni, hogy két izomorf sikgraf dudlisa mikor nem lesz izomorf. A sikbarajzol-
hat6sdg irant érdekldd6knek otthonra javasolhatunk még egy internetes jatékot
a http://nonoba.com/chris/untangle cimen, amelyben ,,0sszebo-

gozott” grafokat kell a pontok mozgatdsaval sikgraffa alakitani.

Id6sebb (11-12. osztdlyos) didkok korében a matematikai dualitdsfogalom to-
vabbi alkalmazasaként emlithetjiik a koordinédta-geometridban az irdny- és a nor-
malvektorok kapcsolatét, illetve a logikdban az és-vagy miiveletek kapcsolatat
(lasd: [13]).
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5.3. A tervek gyakorlati megvaldsitasa

El6zetes varakozdsaimhoz képest meglepden gyors tempdban sikeriilt halad-
nunk az érdkon. A didkok nyitottak és egyiittmiikoddek voltak, szemlatomast
élvezték az 4j témakat. A nem versenyzdk koziil is tobbeknek felcsillant a szeme
egy-egy gondolatndl, és szdmos jo Otletet, valaszt kaptam téliik, amelyek el6revit-

ték az Ora menetét.

Els6 o6ra. Elbzetes kérésem volt, hogy a tavalyi grafos emlékeket frissitsék
fel. Ennek koszonhetGen néhdny perc alatt sikeriilt minden sziikséges fogalmat
felidézniink. Az izomorfidnal el6keriild K5 3 dbrajarol valakinek rogton eszébe
jutott a mese a hdrom hdzrdl és a harom kutrél. A fék élszamdéra vonatkozo tétel
frappans bizonyitasakor az egyik fid hangosan megjegyezte, milyen érdekes, hogy

ezt ilyen egyszerlien be tudjuk latni.

A sikbarajzolhat6sag bevezetése utan tobben rogton rajottek, hogy a tdblan 1€vo
K3 3 nem rajzolhato le ilyen médon (ezt be is lattuk), és gyorsan megtalaltak a /-
ot is. Ezt kovetéen, mivel senki nem taldlt ezektdl 1ényegileg kiilonbozd példat,
megbeszéltiik, hogy nincs is més. Erdekességként megemlitettem még Féry és
Wagner tételét, miszerint ha egy graf sikbarajzolhatd, akkor csupa egyenes sza-
kasszal is lerajzolhaté. Ennek kapcsan megbeszéEltiik, hogy a 4 pontu teljes grafot
hogy lehet ligyesen, egyenes szakaszokkal dbrdzolni. (Az aldbbi, /3. dbrdn a
K, lathato el6szor élkeresztezéssel, majd keresztezés nélkiili vonalakkal, végiil

egyenes szakaszokkal lerajzolva.)

13. dbra
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Végezetiil néhdny korédbbi rajzon megszdmoltuk a csticsok, élek, lapok szdmat
(ekkor az utébbit még tartomdnynak neveztiik). Hézi feladatnak feladtam, hogy
rajzoljanak olyan sikgrafot, amelynek 6 csucsa, 8 éle €és 4 tartomanya, illetve 7
csucsa, 8 éle és 5 tartomanya van. Valdszintileg ismernek mar a didkjaim, ugya-
nis az egyikiik rogton megkérdezte: ,,Ugye nincs kozottiik olyan, amit nem lehet

megrajzolni?” Abban maradtunk, hogy ezt majd masnap meglétjuk...

Masodik éra. El6szor felrajzoltuk az elsd hazi feladat megoldésat, és megbe-
sz€Itiik, hogy a mdsodik nem lehetséges (ehhez még nem volt sziikség az Euler-
tételre, elemi tuton is kijon). Utdna feladtam, hogy mindenki rajzoljon 8 csucsu, 14
éll sikgrafot, és szdmolja meg, hany tartomany keletkezik. Mivel mindenki 8-at
kapott eredményiil, megsejtettiik, hogy ez bizonyédra nem véletlen. Ezt kovetden

tobben egybdl jol kimondtdk az Euler-tételt.

A tétel bizonyitasdhoz késziilddve felrajzoltam egy konkrét grafot, amelyen a
,»Zatas” folyamatot szemléltetni tudjuk. Meglepetésemre ekkor az egyik fiu jelent-
kezett, hogy megvan a bizonyitds. Lényegében j6 is volt a megolddsa, a tervezett
modszerhez képest forditva haladt (el6szor fava kototte Ossze a csicsokat, majd a
tovéabbi élek behtizasakor mindig egy-egy Uj tartomany keletkezett). Ezt kovetéen

még roviden szemléltettem a gatas indoklast is.

Ezutan belattuk a sikgrafok élszdmara vonatkoz6 é < 3c— 6 becslést (amelybdl
kijott, hogy K5 sem sikbarajzolhatd), és roviden utaltam rd, hogy a K3 5 esetében
(amelynek minden lapjat legaldbb 4 €l hatarolja) ez még élesithetd. Az egyik
lany megkérdezte, hogy mindig elérhet6-e ténylegesen az é = 3c — 6 érték, a
bizonyitds végiggondoldsdval megbeszéltiik, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha
minden lap hdromszog. Azt is meggondoltuk, hogy tetszdleges c-re van ilyen graf
(ha kiindulunk egy haromszogbdl, minden 1épésben hozzavehetiink egy 1j csu-
csot valamelyik haromszoglap kozepén, amely kettdvel ndveli a haromszoglapok

szamat).

Végiil egy konkrét 8 pontd graf dudlisat készitettiik el, amelyr6l gyorsan észre-
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vették, hogy a csicsok és a lapok szerepe felcserélédik. Amikor javasoltam,
hogy az 4j graf dudlisat is rajzoljdk be az dbrara, tobben megijedtek, hogy kissé
atlathatatlan lesz a rajz, de aztdn kozosen rdjottiink, hogy ez ismét az eredeti graf
lesz. Megrajzoltuk még a tetraéder és a kocka €lhal6janak dualisat (de kiilon nem
emlitettem, hogy ezen testek élhal6jardl van szd, hatha a kovetkez6 alkalommal

enélkiil is felismeri valaki).

Hazi feladatként, a sikbarajzolhat6sag gyakorldsaként a kovetkezd harom grafrdl

kellett eldonteni (lehetdleg indoklassal), hogy sikgrafok-e:

(G 3)

14. dbra

Harmadik éra. A hazi feladatok megoldésat csak roviden vazoltuk: a masodik
graf sikbarajzolhat6 (a harom bels6é pont koziil a jobb szElsét kell vizszintesen
jobbra hizni, amig kiviilre nem keriil), az elsd és a harmadik viszont nem (ennek
indoklasat melldztiik, a szakkoron tértiink ra vissza). Utdna egy meglepd kérésem
volt: felidéztiik az Euler-tételt, majd — kiilonosebb magyarazat nélkiil — olyan sik-
grafot kértem, amelynek 6 csucsa, 6 éle és 3 lapja van. Tobben csodélkoztak,
de végiil néhanyan rajottek, hogy van ilyen graf (példdul két éldiszjunkt harom-
sz0g). Ezt kovetden rogzitettiik, hogy az Euler-tétel (a ¢ — é + [ = 2 formdban)
csak Osszefiiggd grafokra igaz. (Megemlitettem, hogy nem 0Osszefiiggé grafokra

is kimondhat6 egy tjabb paraméter bevezetésével, de erre nem lesz sziikségiink.)

Ezutan megbeszéltiik, hogy a sikban tetszSleges n-re tudunk szabalyos n-szoget
rajzolni, de a térben ez nem ilyen egyszeri. Megallapodtunk, hogy egy testet
akkor neveziink szabalyosnak, ha egybevdg6 szabalyos sokszoglapok hatéroljak,

€s minden csicsban ugyanannyi lap (ekvivalens formdban: ugyanannyi €l) taldl-
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kozik, majd Osszeszedtiik az ismert testek paramétereit — részben emlékezetbdl,

részben kitalalva:

test lapjai c | é |1
tetraéder haromszogek | 4 | 6 | 4
hexaéder (kocka) || négyszogek | 8 | 12| 6
oktaéder hdromszogek | 6 | 12 | 8
dodekaéder Otszogek 20 | 30 | 12
ikozaéder haromszogek | 12 | 30 | 20

Megbeszéltiik, hogy a bonyolultabb testeknél (dodekaéder, ikozaéder) elég a
lapok szamét (és a hatarol6 sokszog oldalszdmat) tudnunk, ebbdl megkaphat6 az
élszam. A csucsok szamdt pedig onnan taldlhatjuk ki, ha észrevessziik, hogy az
Euler-tétel itt is igaz. A testek gombbé felfijasit, majd sikba kiteritését szem-
latomast tobben élvezték. (Alternativ bizonyitdsként azt is megemlitettiik, hogy
a test egyik lapjat kinagyithatjuk, majd a tobbi €It levetithetjiik a lap sikjaba, igy
kapjuk példaul a kocka mar ismert testhdl6jat.) Kovetkezményként megbeszéltiik,
hogy pontosan akkor rajzolhat6 egy graf élkeresztezés nélkiil a gobmbre, amikor a

sikba.

Folytatasként megprobaltuk megrajzolni a szabdlyos testek élhélgjat sikgraf-
ként. Eszrevettiik, hogy tetraédert és kockdt mdr rajzoltunk el6z6 nap, majd az
oktaéderrel probédlkoztunk. A kocka élhdlgjanak dudlisardl paran megkérdezték,
hogy ez miért oktaéder, megprobaltuk elképzelni, majd szemléletesen is megbe-
sz€Itiik a dualitds jelentését (a kocka minden lapkozéppontjanak megfeleltetiink
egy pontot, igy egy oktaédert tudunk a kockdba irni). Végiil a dodekaéder és az
ikozaéder testhaléjat (14sd: 5. dbra) lapon kiosztottam (az el6bbit tobbeknek

sikeriilt 6ndll6an is megrajzolniuk).
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15. dbra

Befejezésiil roviden utaltam ré, hogy a dualités a villamos hal6zatokban is meg-
jelenik (fizikdbol mér tanultdk a soros €s a parhuzamos kapcsolast, megbeszéltiik,
hogy itt a fesziiltség €és az dramer6sség a dudlis fogalmak, illetve felrajzoltam
egy kort és dudlisaként egy vigast). Torténeti érdekességként emlitettem, hogy
Piithagorasz még csak harom szabdlyos testet ismert (tetraéder, kocka, dodeka-
éder), Platon viszont mar mind az 6tot. Kérdésemre volt, aki kitaldlta, hogy
a kozépkorban a szabdlyos testek egyik felhasznaldsa a szerencsejaték volt (a
dobdkockan kiviil ma is haszndlnak példaul dobdikozaédert). Végiil meséltem a
négyszintételrsl. Erdekes, hogy amikor meg kellett tippelniiik, hany szin elég egy
sikgraf tartomdnyainak szinezéséhez, tobben 10 koriilire tippeltek. (Valdszintileg
azért, mert a példaként felhozott foldrajzi atlasz tényleg kozel ennyi szint haszndl,

de csak a jobb attekinthetGség érdekében.)

Szakkor. A csoportbdl 4-en jottek el a masnapi szakkorre. Itt el6szor belattuk,
hogy csak ez az 5 szabdlyos test 1étezik, majd a sikbarajzolhatdsdg més feliileteken
val6 viselkedését vizsgdltuk. MegbeszE€ltiik, hogy a sikbarajzolhatésdg €s a négy-
szintétel kozott egyirdnyd kapcsolat van: ha egy n pontu teljes graf (pl. Ky) le-
rajzolhat6 a sikba, akkor legaldbb n szin kell a sik tartomdnyainak szinezéséhez,
viszont K5 sikba nem rajzolhatdsdgabdl még nem kovetkezik feltétleniil, hogy
nincs olyan dbra, amelyhez 5 szinre is sziikség lenne. Ezt kdvetéen Mobius-
szalagot készitettiink, majd téruszt (ezt egy téglalappal szemléltettiik, a szemkozti

éleket egymasnak megfeleltetve). Réajottiink, hogy a téruszra a K5 lerajzolhat6
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élkeresztezés nélkiil, s6t, még a K és a K, is — ez utdbbi egy kicsit nehéznek

bizonyult, annyit segitettem, hogy érdemes a pontokat a téglalap sz€lén felvenni

(igy minden pont két példanyban szerepel), ekkor a kivant 6sszekotés a kovetkezd

\

modon érhetd el:

16. dbra

Végezetiil elmondtam, hogy a téruszon a K7 a legnagyobb lerajzolhaté teljes
graf, és 7 szin valoban elegend® is tetszdleges téruszra rajzolt térkép kiszinezésé-
hez, valamint Mobius-szalagon ugyanez az érték 7 helyett 6. Erdekességként
kiprobéltuk még, hogy mit kapunk, ha egy Mobius-szalagot (majd egy kétszeresen
megcsavart szalagot) kozépen kettéviagunk. Befejezésiil a 2. 6ra hdzi feladatanak

nem sikbarajzolhat6 dbrdin megkerestiik a felosztott /3 3-at, illetve K5-06t.

5.4. A didkok munkajanak értékelése

Osszességében a didkok varakozasomon feliil teljesitettek, mind sebességben,
mind hozz4illdsban. A kordbbi évek sordn tapasztaltam mar, hogy egy atlagos
csoporthoz képest messze szdrnyalnak, de nem gondoltam volna, hogy ez a sza-
mukra viszonylag idegen grafelmélet teriiletén is igy fog torténni. Tobb didkkal
beszélgettem Ora utdn, illetve sziinetekben, mindannyian azt mondtak, hogy ért-
het8 volt a téma, és tetszett nekik. Oriilok, hogy sikeriilt végigérni a tervezett

témakon, €s bizom benne, hogy hasznos volt szamukra ez az egy hét. Noha
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kozvetleniil grafokkal a kozépiskoldban viszonylag ritkdn taldlkoznak, az itt el-
sajatitott szemlélet €s oOtletek tobb élethelyzetben, illetve versenyfeladatoknal is
segitségiikre lehetnek. Amennyiben idonk engedi, az eldirt tananyag mellett a
jovo évben is foglalkozunk grafokkal, a pont- és élszinezési alapotleteket ter-

vezem folytatasként.
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