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1. Bevezetés

A grafok Gsszefliggbsége, vagy a minimalis vagas mérete és egyéb tulajdonsagaik
régota kutatott téma. A grafok sok tulajdonsaga kifejezhets a graf fokszamfiigg-
vényének segitségével. A fokszamfiiggvényre mint egy d : 2" — R halmazfiigg-
vényre gondolva felvetédik a kérdés, hogy grafok némely ismert tulajdonsaga,
illetve az azokkal kapcsolatos hasznosnak bizonyult tételek és eljardsok, nem
altalanosithatoak-e bizonyos halmazfiiggvényekre, amelyek valamilyen értelem-
ben hasonloak a grafok fokszamfiliggvényéhez. Mint késébb latni fogjuk, egy
irAnyftatlan élstlyozott graf fokszamfiiggvénye (nemnegativ élsilyok esetén)
szimmetrikus és szubmoduldris halmazfiiggvény. Ez az a két tulajdonsag, ami
mentén megkisérelték az altalanositast, és kideriilt, hogy mivel sok grafelméleti
megfigyelés és tétel valojaban nem hasznal ki tobbet a fokszamfiiggvény tulaj-
donsagaibol, mint a szimmetrikussédgot és szubmodularitast, szamos fogalom,
allités és modszer atvihets erre fiiggvény osztalyra.

Ugyanakkor a szimmetrikus szubmodularis fiiggvények osztalya valojaban
egy bdvebb fliggvény osztaly, mint az iranyitatlan élsilyozott grafok fokszam-
fliggvényei, azaz van olyan f szimmetrikus szubmoduléaris fiiggvény, melyekhez
nem létezik olyan graf, melynek f a fokszamfiiggvénye. S&t, kideriil, hogy
a vizsgalt allitdsok egy része nem is csak a szimmetrikus szubmodularis
fiiggvények osztalydban, hanem még egy ennél bévebb fiiggvény osztalyban
(a szubmodularis és pozimodularis fliggvények osztalyaban) is teljestil. Ennek
az altalanositasnak az egyik jelent&ségét pedig az adja, hogy sok grafelméleti
tétel bizonyitasa visszavezethets szubmodularis és pozimodularis fiiggvényekkel
kapcsolatos kérdések megoldasara. Kideriil, hogy bizonyos a grafelméletben
hasznalt kifejezésre, mennyiségre, melyeknek egy-egy grafelméleti probléma
megoldasa soran példdul a minimalis értékére vagyunk kivancsiak, valojaban
gondolhatunk tgy, mint egy f : 2¥ — R szubmodularis és pozimoduléris
halmazfiiggvényre. Igy a dolgozatban ismertetett eredmények &ltalanos
modszereket adnak az ilyen esetekben példaul a minimum megtalalasara.

Szakdolgozatomban tehat azzal kapcsolatban szeretnék egy Osszefoglalast
nydjtani, hogy melyek azok a grafelméleti fogalmak amelyeknek konstrualhato
megfelelGje szimmetrikus szubmodularis vagy szubmodularis és pozimodularis
fliggvények esetében is, illetve hogy milyen tételek és algoritmusok ismertek
az ezekbe a fiiggvény osztalyokba tartozo fiiggvényekkel kapcsolatos kiilonb6z6
problémak megoldésara.



2. Jelolések és alapfogalmak

2.1. Grafelméleti alapfogalmak

Legyen (G = (V, E), w) iranyitatlan, hurokmentes élsilyozott graf (parhuzamos
élek lehetnek a grafban), melynek V' a csticshalmaza (jeldlje n = |V| a csticsok
szamat), E C {{u, v} |u, v€V, u# v} az élhalmaza, és w : E — Ry a
nemnegativ salyfiiggvény az élhalmazon.

Jelolje d(X, Y; G) az X — Y és az Y — X halmazok kozott vezets élek
Ossz-sulyat. Amennyiben egyértelmi, hogy mely G grafrol van szo, a révidebb
d(X,Y) jelolést fogjuk hasznalni.

Legyen d(X; G) = d(X) := d(X, V —X), vagyis az X halmaz foka. Az el6bb
definialt d : 2V — R halmazfiiggvényt nevezziik a graf fokszamfiiggvényének.

Konnyt szamolassal belathato, hogy

d(X)+d(Y)=d(XNY)+d(XUY)+2d(X, Y), (1)

illetve
AX)+dY)=dX -Y)+dY -Y)+ QJ(X7 Y) (2)

teljesiil minden X, Y C V halmaz parra, ahol d(X,Y) =d(X,V -Y),az XNY
ésaV — (X UY) kozott vezets élek ssz-sulyat jeloli.

A G grafban az X és a V — X halmazok kozott vezets élek halmazara az
E(X,V — X; G) jelolést fogjuk hasznalni.

I'(X) jeloli a grafban azon V — X-béli pontok halmazat, amelyek az X halmaz
valamely elemével 6ssze vannak kotve.

Egy G = (V, E) graf egy feszit6 faja alatt egy olyan T'= (V; F) fa, ami az
eredeti graf Osszes csucsat tartalmazza, és élei az eredeti graf élei koziil valok.

2.2. Halmazfiiggvények

Legyen V egy véges halmaz, jelolje n = |V| a halmaz elemszaméat. Legyen V
egy véges halmaz (akar egy graf csicshalmaza). Egy X C V részhalmaz és egy
v € V elem (vagy csucs) esetén az X U {v} halmazra az X + v jelolést fogjuk
hasznélni ott, ahol ez nem okozhat félreértést.

Legyen X, Y C V két részhalmaz. Azt mondjuk, hogy X és Y metszd
halmazok, (vagyis nem diszjunktak,) ha X N'Y nem iires. X és Y dtmetszd
halmazok, (az angol nyelvi szakirodalomban intersecting,) haaz X —Y, Y — X
és az X NY halmazok egyike sem tires. Végiil X és Y keresztezd halmazok, (az
angol nyelvi szakirodalomban crossing,) ha atmetszéek, és V — (X UY) sem
iires.

BEgy f: 2V — R fiiggvényt a V-n értelmezett halmazfiigguénynek mondunk,
a (V, f) part pedig, ahol V a véges alaphalmaz, f pedig a V-n értelmezett
halmazfiiggvény, rendszernek nevezzik.

2.1. Definici6. Egy f halmazfiiggvény szimmetrikus, ha
f(X)=f(V-X)



teljesiil minden X C V halmazra.

Egy z : V — R fiiggvény (vagy egy z € R™ vektor), kiterjeszthetd egy
7 : 2¥ — R halmazfiiggvénnyé a kovetkezé modon: legyen X C V tetszéleges
részhalmaza az alaphalmaznak, ekkor Z(X) a kovetkez$ mennyiséget jeloli:

Z2(X) = Z z(x).

zeX

Az elsbbi z € R™ vagy z : V — R altal definialt Z : 2V — R halmazfiiggvény
moduldris abban az értelemben, hogy

X))+ EY) =X NY)+ X UY)

fennéll minden X, Y C V halmaz parra.
Ellenérizhets, hogy minden modularis hallmazfiiggvény, amelynek az értéke
az tres halmazon 0, elgall mint egy m : V — R fiiggvény m kiterjesztése.

2.2. Definici6. Egy f halmazfliggvény teljesen (illetve atmetsz8, keresztezd)
szubmoduldris, ha

fX)+fY) 2 f(XNY)+ f(XUY)

teljesiil minden X, Y C V halmaz parra (illetve minden 4tmetsz6, minden
keresztez6 halmaz parra).

A teljesen szubmodularis fliggvényt réviden szubmodularisnak mondjuk.

Legyen f és g két teljesen (illetve atmetsz8, keresztezd) szubmodularis hal-
mazfiiggvény, konnyd megmutatni, hogy ekkor h = f+¢g (h(X) = f(X) + g(X)
VX C V) is teljesen (illetve atmetszs, keresztezs) szubmodularis.

Egy f halmazfiiggvény teljesen  (illetve atmetsz6,  keresztezs)
szupermoduldris, ha a — f halmazfiiggvény teljesen (illetve dtmetszs, keresztezd)
szubmodularis.

2.3. Definici6. Egy f halmazfliggvény teljesen (illetve atmetsz8, keresztezd)
pozimoduldris, ha

fXO+FY) 2 f(X=Y)+ fY - X)

teljesiil minden X, Y C V halmaz parra (illetve minden atmetsz6, minden
keresztez6 halmaz parra).

A teljesen pozimodularis fiiggvényt roviden pozimoduléarisnak mondjuk.

Egy nemnegativ z € R} vektorra vagy z: V — R, fliggvényre a Z : 2V —
R, halmazfiiggvény teljesen pozimoduléris.

Legyen f egy teljesen (illetve atmetszs, keresztezd) pozimodularis és Z egy
nemnegativ modularis hallmazfiiggvény, konnyd megmutatni, hogy ekkor h =
f+Z2(h(X)=f(X)+2(X) VX CV) is teljesen (illetve atmetsz6, keresztezd)
pozimodularis.



Egy f halmazfiiggvény teljesen (illetve atmetsz6, keresztezs) negamoduldris,
ha a —f halmazfiiggvény teljesen (illetve atmetszd, keresztezs) pozimodularis.

Egy iranyitatlan hurokmentes élsilyozott graf d fokszamfiiggvénye termé-
szetesen szimmetrikus, és nemnegativ élstulyok esetén szubmodularis és pozimo-
dularis, amint az a (1) és a (2) azonossaghol kiolvashato. Tovabba egy H =
(V, €) hipergrafra, melynek a hiperélein adott egy w : £ — R sulyfliggvény, a

d(X)=> {wE)|E€€E, ENX #0, E— X # 0}

képlettel definialt halmazfliggvény is szimmetrikus és szubmodularis.

Egy szimmetrikus teljesen (illetve keresztezd) szubmodularis fliggvény telje-
sen (illetve keresztezs) pozimodularis, hiszen az f szimmetrikussagat és szub-
modularitasat hasznalva kapjuk, hogy f(X) + f(Y) = f(V — X) + f(Y) >
fJ—-X)+ fV-(X-Y)) = fY - X) 4+ f(X = Y). A megforditas
azonban nem igaz, egy teljesen (illetve keresztezs) szubmodularis és teljesen
(illetve keresztezs) pozimodularis halmazfiiggvény nem feltétleniil szimmetrikus.
Mutatunk egy példat egy ilyen fiiggvényre. Legyen G = (V, E) élsulyozott
graf, és legyen adott egy b : V — R, egy fliggvény a pontokon. Ekkor a
ha(X) = d(X) + b(X) hallmazfiiggvény szubmodularis és pozimoduléris, mivel
mind d, mind b azok. Azonban h¢ nem feltétleniil szimmetrikus, illetve b
megvalaszthatd ugy, hogy ne legyen az. Példaul b = 1 valasztés esetén egy
b(X) = |X], és igy ha(X) # ha(V — X) amennyiben |X| # [V — X].



3. Minimalizalas

A fejezet gy épiill fel, hogy minden a szubmodularis fiiggvényekkel
kapcsolatos fogalomhoz attekintjiik elGszor a grafelméleti megfelelGjét
és az ahhoz kapcsolodo Allitasokat és tételeket, kiilonos figyelemmel
arra, hogy a grafokrol elmondottakban hol hasznalunk tébbet mint a
fokszamfiiggvény szimmetrikussagat vagy szubmodularitasat. Ezek utan
pedig bemutatjuk a szimmetrikus szubmoduléris és az ezeknél altalanosabb,
pozimodularis és szubmodularis fiiggvényekkel kapcsolatos eredményeket és
konkrét algoritmusokat.

A szubmodularis halmazfiiggvények minimalizalasi probléméja a kovetkezo-
képpen adhaté meg: Legyen adott (V, f) rendszer, ahol f egy szubmodularis
halmazfiiggvény V-n. Keresiink egy X nem-iires valodi részhalmazt, amely
minimalizalja f-et abban az értelemben, hogy f(X) =min{f(Y) |0 #£Y C V}.

3.1. Definici6. A (V, f) szubmodularis rendszerre nézve optimdlis megolddsnak
neveziink egy X halmazt, ha ) # X C V és X minimalizalja az f fliggvényt.
Az X minimdlis (illetve maximdlis) optimdlis megoldds, ha optiméalis megoldas,
és nem létezik X’ nem iires valodi részhalmaz, melyre X’ C X és X’ optimalis
megoldas (illetve nem lépetik X" nem-iires valodi részhalmaz, melyre X C X"
és X" optimalis megoldas).

A szubmoduléris fliggvények minimalizalasi problémaja régota kutatott kér-
dés. Grotschel, Lovéasz és Schrijver [5] mutattak egy algoritmust, melynek
segitségével polinomialis id6ben talalhato megoldéas. Iwata [6] és Schrijver [14]
pedig egymaéstol fiiggetleniil talaltak erésen polinomialis futés-idejd kombinato-
rikus algoritmust szubmodularis fliggvények minimalizalaséra.

Arra a specialis esetre, ha az f szubmoduléris fliggvényrsl megkoveteljiik,
hogy szimmetrikus is legyen, Queyranne [13] mutatott egy egyszeri kombinato-
rikus algoritmus, amely minimalizalja f-et. Ez az algoritmus a Nagamochi
és Ibaraki [10] nevéhez fiiz6d6, egy graf minimalis vagasanak megkeresésére
szolgalo algoritmus altaldnositdasa. Queyranne algoritmusanak leirasa elstt
attekintjik a graf minimalis vagasanak megkeresésével kapcsolatos fogalmakat,
észrevételeket és eredményeket is, mivel ezek adtak az altalanos esetben hasznal-
haté megoldas otletét.

3.1. Minimalis vagas mint optimalis megoldas

Jelolje (G = (V, E), w) azt az iranyitatlan, hurokmentes élsilyozott grafot
(melyben péarhuzamos élek azonban lehetnek), melynek V' a csicshalmaza
(jelolje n = |V| a cstucsok szamat), E C {{u, v} | u, v € V, u # v} az élhalmaza,
és w: E — Ry egy nemnegativ silyfiiggvény az élhalmazon.

3.2. Definicié. Ha X egy nem-iires, valodi részhalmaza V-nek, akkor az X és
V — X komplementere kozott futo E(X, V — X) élhalmazt a graf egy vdgdsdnak
nevezziikk. Egy vigas méretén az az X és V — X kozott futd élek Ossz-silyét,



vagyis a 3 cpx, v_x)w(e) = d(X; G) = d(V — X; G) Osszeget értjiik. Azt
mondjuk, hogy az X és a V' — X halmazok a vagas két partja.

Legyenek S, T C V részhalmazok. Azt mondjuk, hogy az X halmazhoz
tartozo vagas (azaz az X és V — X kozott futo élek halmaza) szepardlja S-et
és T-t, ha az X halmaz szeparalja S-t és T-t, azaz S C X C V — T vagy
TCX CV-S8, ésekkor az E(X, V — X) élhalmazt (S, T)-vdgdsnak nevezziik.
Amennyiben mind S, mind T egy-elemi halmaz, azaz az {s} és a {t} csucsok,
akkor az Gket szeparald vagasokat (s, t)-vdgdsnak nevezzik.

3.3. Definicié. Minimdlis (s,t)-vdgdson egy olyan E(X, V — X) vagast értiink,
amely szeparalja az {s} és a {t} cstcsokat, és amelynek a mérete az (s, t)-
vagasok kozott minimalis. A minimélis (s, ¢)-vagas méretét, amely egyenld
d(X)-szel (amennyiben F(X, V — X) a minimalis (s, t)-vagas,) az s és a t
pontok (silyozott) lokdlis €l-0sszefiiggdségének nevezzik, és A(s, t; G)-vel, vagy
amennyiben egyértelmi, hogy mely G grafrol van szo, A(s, t)-vel jeloljiik.

Két pont (stlyozott) lokalis élosszefiiggésége ekkor a kovetkezGképpen fejez-
heté ki:
As, t) :==min{d(S)|s€ S, teV —S}.

Konvenci6 szerint tetszéleges v € V csticsra A(v, v; G) = 400.

Egy G iranyitatlan, (hurokmentes) élsalyozott grafban

Mu, w; G) > min{A(u, v; G), A(v, w; G)} Yu, v, w e V. (3)

A fenti egyenlétlenség azért teljesiil, mert minden E(X, V — X) (u, w)-vagas
egyben vagy (u, v)-vagas, vagy (v, w)-vagas is, attol fiiggden, hogy v pont X-hez
vagy V — X-hez tartozik-e.

3.4. Definici6é. A G graf egy minimadlis vdgdsdn egy olyan E(X, V — X) vagast
értiink, melynek mérete minimaélis a G-ben talalhato Gsszes vagéas mérete kozott.
A minimalis vagasnak a méretét a G (sulyozott) éldsszefiiggdségének nevezzik,
és AN(G) -vel jeloljiik. Azaz M\(G) := mins tev (s, t; G). Masrészt a A(s, ¢; G)
meghatarozasara adott fenti képletet behelyettesitve kapjuk, hogy:

AG) :=min{d(S)|0c ScCV}.

A konvencio6 szerint az egyetlen pontbol allo graf élosszefiiggdsége +o0.

3.5. Megjegyzés. Bar a grafok esetében mashogyan vezettiik be a vagas fogal-
mét, egy (V, f) rendszer esetében, ahol f szimmetrikus halmazfiiggvény, vagés-
nak nevezhetiink egy ) # X C V halmazt, ahol a vigds méretén pedig az
f(X) = f(V — X) mennyiséget értjiikk. Amennyiben az X szeparélja az s és a ¢
elemeket, akkor azt mondjuk hogy X egy (s, t)-vagas. Egy f-minimalis (s, ¢)-
vagas ekkor egy olyan X nemiires valodi részhalmazt jelent, amely minimalizalja
f-et az (s, t)-vagasok kozott, azaz amelyre teljesiil, hogy

f(X)=min{f(S)|seS,teV —-S}.



f-minimalis vagason, (vagy a 3.1 definici6 szerint a (V| f) rendszer egy optimalis
megoldasan) pedig egy olyan X nemiires valodi részhalmazt értiink, melyre
f(X)=min{f(S) |0 # S C V}. Amennyiben egyértelmi, hogy melyik f fiigg-
vényrdl van szo, roviden minimaélis (s, ¢)-vagast, illetve minimélis vagast fogunk
irni.

Ez a jelolés 6sszhangban van a fent leirtakkal, amennyiben a G = (V, E)
grafot a 2.1 részben definial d : 2V — RT szimmetrikus halmazfiiggvénnyel
egy (V, d) rendszernek tekintiink. Ekkor a G miniméalis vagasainak partjai
megfelelnek a (V) d) rendszer minimalis d-vagasainak, vagyis az optimalis megol-
déasoknak.

Megjegyeznénk tovabba, hogy igy egy (V, f) szimmetrikus rendszer esetében
is definialhato két s,t € V elemre A (s,t) = min{f(S)|s€ S, t eV —S}. A4.
fejezetben még kitériink arra, hogy az igy altalanosabban, (V| f) szubmodularis
szimmetrikus rendszerekben definialt A milyen tulajdonsagait 6rzi meg a lokalis
élosszefiiggGségnek.

A kovetkezs részekben arrol lesz szo, hogy miképp talalhaté meg egy
optimalis megoldas (illetve minimalis vagas) egy f szimmetrikus szubmodularis
fiiggvényre (specialis esetben pedig a d fokszamfiiggvényre) nézve.

3.2. A max-vissza sorrend és kapcsolt parok

Jeloljon G = (V, E) egy iranyitatlan, hurokmentes, élsilyozott grafot. A G graf

pontjainak egy o = (v, va,..., v,) sorrendjére jelolje V; az els6 i elembdl allo
ponthalmazt.
3.6. Definicié. A o = (v1, va,..., v,) sorrend maz-vissza vagy mas néven

legdlis, ha
d(vi, Vi—1; G) > d(vj, Vie1; G)

fennall minden ¢, j-re, melyekre 2 < i < j < n teljesiil.

Egy ilyen sorrend kezd&pontjanak, azaz vi-nek tetszéleges grafbeli pontot
valaszthatunk. Miutdn vy, wve,..., v;_1-et mar meghataroztuk, azt az
u € V—V,_1-et valasszuk az i-edik pontnak, azaz v;-nek, amelybdl a legnagyobb
Ossz-sulyu élhalmaz vezet V;_i-be.

Példaul a kovetkezd abran lathato G grafban a o = (s, usg, ug us, us, ug, u1)
sorrend egy max-vissza sorrend (a csticsok sorrendjét a mellgjiik irt szamok is
jelzik).
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A max-vissza sorrend fogalméat grafokban Tarjan és Yannakakis [16] vezetéke
be, de a grafelméleti fogalom legjelent&sebb alkalmazéasa Nagamochi és Ibaraki
nevéhez kothets. Megmutattak, hogy a max-vissza sorrend egy hasznos tulaj-
donségéara épitve, hogyan taldlhatjuk meg egy graf egy minimalis vagasat [11].
Az eljarast a 3.3 fejezetben mutatjuk be. A hasznos tulajdonsag, amelyre
algoritmusuk épiil, a sorrend utolsé két pontjanak ,Osszekapcsoltsagara” vonat-
kozik.

TetszGleges s, t € V pont-parra természetesen teljesiil, a kdvetkezs egyenlst-
lenség:

A(s, t) < min{d(s), d(t)},

és altalaban konnyt példat taldlni olyan pontpérra, melyre az egyenlStlenség
szigori. Azokat a pontparokat, melyekre az egyenlGtlenség egyenlGséggel
teljesiil, (tehat amelyek kozott sulyozatlan esetben annyi éldiszjunkt ut megy,
"amennyi csak mehet”, sulyozott esetben pedig akkora maximalis folyam
talalhato, amekkora csak elképzelhetd,) ezen tulajdonsaguk alapjan kapcsolt
paroknak (az angol nyelvi szakirodalomban pedig pendent pair-nek) nevezik.

3.7. Definicié. Egy (s, t) rendezett csicspart kapcsolt pdrnak neveziink, ha
A(s, t) =d(¢t).

Mader 1972-ben belatta [7], hogy tetszdleges (legalabb két ponttt) hurokmen-
tes irdnyitatlan graf tartalmaz két olyan s, ¢ pontot, amelyekre A(s, t) = d(t)
teljesiil. Ilyen pont-péarok taldlhatoak a graf dgynevezett Gomory-Hu fajanak
megkonstrudlasaval. (A Gomory-Hu fakrol a 4. fejezetben lesz sz6 b&vebben).
A kovetkezd tétel jelentGsége az, hogy egy ilyen pont-part a Gomory-Hu
fa megkonstrualasa nélkiil, a max-vissza sorrend segitségével is taldlhatunk.
Ibaraki és Nagamochi pedig megmutattak [11], hogy a max-vissza sorrend utolsd
két pontja ilyen kapcsolt pont-part alkot tetszéleges valos él sulyok esetén
is. Azonban Nagamochi és Ibaraki technikai jellegiibb bizonyitasa helyett itt
elssként Frank [2] egy egyszerti bizonyitasat kozoljik.



3.8. Tétel. Ha G = (V, E) élsilyozott grifban a o = (v, va,..., v,) egy maz-
vissza sorrend, akkor az utolsé két pont kapcsolt pdr, azaz AN(vn—1, vy) = d(vy,).

Bizonyitds. Természetesen A\(vy,—1, v,) < d(vy,) teljesiil, igy elegendd a forditott
iranyu egyenlGtlenség, azaz A(v,—1, v,) > d(v,) igazolasa.

A graf pontjainak szama szerinti indukcioval bizonyitjuk a tételt. A tétel
automatikusan teljesiil, ha |V| = 2. Legyen most G = (V, E) egy graf, melyre
|V | = n és tegyiik fel, hogy a tétel teljesiil minden n’(< n) ponti grafra. Legyen
o = (v1, va,..., v,) egy max-vissza sorrend a G grafban. Az altalanossig
megsértése nélkiil feltehetjik, hogy v,—1 és v, kozott nem vezet él (hiszen egy
e = {vp—_1, vy }él mind A(v,_1, v,)-hez, mind pedig d(v,)-hez w(e)-vel jarul
hozzd). Jelolje G — v azt a grafot, amelyet a G-bdl kapunk a v cstcs, és a vele
szomszédos élek torlésével.

Vegyiik észre, hogy a o/ = (v, va,..., v,—1) egy max-vissza sorrend a
G — v, grafban. Igy az indukcios feltevés miatt A(vn_o, vn_1; G — vp,) >
d(vp—1; G —v,) = d(v,—1; G), ahol az utolsé egyenlGség azért teljesiil, mert
G-ben nem vezet él v,,_1 és v,, k6zott.

Hasonloan A(vp—2, Up; G — vp—1) > d(vn; G — v,p—1) = d(vy; G) is teljesiil,
hiszen o’ = (v1, va,..., Un_2, U,) Uugyancsak max-vissza sorrend a G — v,
grafban.

A fentiekbdl kovetkezSen kapjuk, hogy

AVn—1, Vn; G) = min{\Nvp_1, Vn—2; G), Mvp_2, vn; G)} ((3) alapjan)
Z min {)\(’Unfh Un—2; G- Un)> )\(’Unf% Uns G- Unfl)}
> min{d(v,_1; G), d(vy; G)} = d(vn; G)

Ezzel a tételt belattuk. O

Most adunk egy masik bizonyitast is a tételre, amely ugyan hosszabb mint a
fent k6zolt bizonyitas, de érdekességét az adja, hogy megmutatja a max-vissza
sorrend egy érdekes tulajdonsigat, amit a 3.9 lemmaban mondunk ki. Masrészt
pedig a bizonyitas soran egyaltalan nem hasznaljuk az élosszefiiggGség fogalmat.

A tétel bizonyitasdhoz el6bb belatjuk el6bb a kivetkezs lemmét.

3.9. Lemma. Legyen tehit G = (V, E) egy élsilyozott grdf, és o =
(v1, V2, ..., 0,) egy max-vissza sorrend a G grdfban, és jelolje V; az elsd i elembsl
dllé ponthalmazt. Minden i-re (1 <i<mn-—1)

teljestil minden X C V;_1 halmazra és y € V — V; pontra.

A fenti lemma azt mondja ki, hogy a max-vissza sorrendnek megvan az
a tulajdonsaga, hogy minden i-re (1 < i < n — 1) tetszblegesen valasztott
y € V —V; pontra, barhogy osztjuk a V; + y halmazt két, a v; és az y pontokat
elvalasztd részhalmazra, (a lemma jelolését haszndlva v; € V; — X és y €



X + y részhalmazokra), a két részhalmaz kozott futo élek ssz-sulya akkor lesz
minimalis, ha az egyik részhalmazt V;-nek, a masikat pedig {y}-nak valasztjuk
(azaz X = ). A lemmanak egy &ltalanosabb szubmodularis fiiggvényekre
vonatkoz6 valtozata Queyranne-tol szarmazik, 6 mondta ki és latta be, illetve
hasznalta fel [13]a szimmetrikus szubmodularis fiiggvények minimalizélaséra
szolgald algoritmus helyességének bizonyitasara, melyet a 3.4 fejezetben ismer-
tetiink. Az itt kozolt bizonyitashoz is Queyranne bizonyitasa adta az Otletet,
azonban mint késGbb latni fogjuk, nem csupan a Queyranne féle bizonyitas egy
specialis esetérsl van szod. Az itt kovetkezd gondolatmenet kihasznalja a graf
fokszamfiiggvényének olyan speciélis tulajdonsagait is, melyek az altalanosabb
szimmetrikus szubmoduléaris fliggvényekre nem feltétleniil teljesiilnek.

Bizonyitds. A lemmat ¢ szerinti indukcioval fogjuk bizonyitani, és a bizo
nyitas soran a kovetkez$ trivialis azonossagot fogjuk kihasznalni. Legyenek
A, B, C C V paronként diszjunkt halmazok. Ekkor

d(AUB, C) = d(A, C) +d(B, O). (4)

Az i = 1 esetben a lemma allitasa trivialisan teljesiil. Tegyiik most fel, hogy
1=1,..., k—1-re teljesiil az allitas, és megfogjuk mutatni, hogy ekkor i = k-ra
is teljesiil. Legyenek S C Vi1 és u € V — V}, tetszélegesen valasztott pont és
halmaz.

1. eset: wvp_1 ¢ S, azaz S C Vi_o. Ekkor az indukcios feltételbsl i = k—1,
X=5CV, 5ésy=uecV —V,_; valasztassal kdvetkezik, hogy

Ad(Vi—1, u) <d(Vi—1 — S, S+ u) (5)

Igy kapjuk, hogy
d(Vk -5, 5+ 'LL) — d(Vk, U) = d(Vk,1 - S + v, S+ U) — d(Vk, u)
=d(Vk—1— S, S+ u) +d(vg, S +u)
—d(Vk—1, u) — d(vg, u)
>0+ d(vg, S+u) —d(vg, u)
=0+d(vg, S)>0+0=0,
ahol az els6 egyenlGtlenség (5) miatt teljesil.
2. eset: wv,_1 € S. Ekkor az indukcios feltételbsl i = k—1, X = V,_1—S5 C
Vi_o és y = v € V — Vi1 valasztassal kovetkezik, hogy

Ad(Vie—1, vk) <d(Ve—1 — X, X +vg) =d(S, Vg1 — S+ vg) (6)
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Kapjuk, hogy

dVi, =S, S+u) —d(Vi, u) =d(Vig—1 — S+ v, S+ u) — d(Vi, u)
= d(Vk_1 — S+ v, S) + d(Vk_1 — S+ v, u)
—d(Vi—1, u) — d(vg, u)
> d(Vi—1, vg) — d(Vi-1, u)
+d(Vie—1 — S+ vk, u) — d(vg, w)
>0+ d(Vi—1 — S + v, u) — d(vg, u)
=04+d(Vk-1—S5,u)>0+0=0,

ahol az els6 egyenl6tlenség (6) miatt teljesiil, a masodik pedig a max-vissza

Ezzel a lemmat belattuk. O
A lemmabol mar trivialisan adodik a 3.8 tétel bizonyitasa.

Bizonyitds. A fenti lemma szerint a o = (v1, vg,..., v,) max-vissza sorrend
utolso két elemére a kovetkezs teljesiil:

d(Vn—h 'Un) < d(Y7 V- Y) (7)

minden Y halmazra, amire v, 1 € Y CV —wv,, hiszeni =n —1, y = v,
valasztassal a lemma kimondja, hogy d(V;,—1, vs) < d(Vp—o — X +vn—1, X +v,)
tetszoleges X C V,,_o halmazra. Az Y =V, 5 — X + v,_1 jelolést hasznélva
pedig kapjuk (7)-at.

Maésrészt (7) pontosan azt jelenti, hogy

d(vn) = d(Vo—1, vn) = min{d(Y) | va—1 €Y CV — v} = AMop—1, vp).
Ezzel a 3.8 tételt bebizonyitottuk. O

Egy G = (V, E) élsilyozott grafban a kovetkezd algoritmus [12] kiszamit egy
max-vissza sorrendet.

Algoritmus MAO

Input: Egy G = (V, E) élsulyozott graf és egy s € V pont.

Output: A G graf egy 0 = (v1 = s, va,..., v,) max-vissza sorrendje.
1 r(u):=0 minden v € V pontra

2 ciklus i = 1-t6l n-ig

3 valasszunk egy ux € V' — V;_; cstcsot, amelyre r(ux) maximélis
/* az i = 1 esetben valasszuk s-et ux-nak */

4 Vi L= Uk

5 r(u) := r(u) + d(v;, u; G) minden I'¢(v;) — V; pontra

6 ciklus vége

7 Output: o = (v1, vay..., V)
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3.10. Lemma. Adott G = (V, E) élsulyozott grafhoz, és adott s € V ponthoz a
MA O algoritmus haszndlatdval taldlhato egy olyan mazx-vissza sorrend a G graf
pontjain, melynek kezddpontja s.

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy r(u) = d(u, Vi; G) teljesiil minden
u € V —V; pontra a v;41 kivalasztasakor, igy a MAO altal megkonstruélt
o = (v1, va,..., v,) sorrend tényleg egy max-vissza sorrend a G grafban. O

Az algoritmus futasi ideje O(m + nlogn), ahol n (= |V|)a pontok szamat
jeloli a grafban, m (= |E|) pedig az élekét [11].

3.3. A MinCut algoritmus

Egy graf minimalis vagasanak kiszamitasara kézenfekvé mod a maximalis folya-
mok keresése, hisz Menger tétele alapjan tudjuk hogy a minimalis vagas mérete
megegyezik a maximalis folyam méretével. Igy (72’) maximalis folyam probléma
megoldasaval meghatarozhatd A(G). (S6t Gomory és Hu [4] megmutattak,
hogy a minimalis vagis méretének meghatarozasahoz elegendé n — 1 lokalis-
élosszefiiggdségi érték meghatarozasa.) Ez a modszer egy O(n?mlog(n?/m))
futasi ideji algoritmust ad a maximalis vagas kiszamolaséra.

Nagamochi és Ibaraki a 3.8 tétel eredményét és felhasznilva megmutattak
[10], hogy a graf élosszefliggdsége folyamok hasznélata nélkiil is szamolhato.
R4adasul algoritmusuk futasi ideje O(mn + n?logn).

A minimélis vagas megkeresésére szolgalo algoritmusuk a kévetkez6 gondo-
latmeneten alapul. Legyen o = (v1, va,..., v,) a G = (V, E) élstlyozott graf
egy max-vissza sorrendje. A graf vagasai két részre oszthatoak aszerint hogy
szeparaljak-e az utols6 két pontot, azaz v, _1-et ésv,-t. Mivel utolsé két pontot
szeparalo vagasok mérete nem lehet kisebb, mint A(v,—1, v,) = d(v,), ezért,
ha létezik d(v,)-nél kisebb meértetd vagas, akkor az nem szeparalhatja v,,_1-et
és v,-t, és az ilyen vagasok mérte megérzédik, ha v,_1-et és a v,-et egyetlen
pontté Osszehtzzuk. Tehat G minimalis vagasanak mérete,

MG) = min {\NG/ {vn—-1, va}, d(vn)},

ahol G/{vn,_1, v,} azt a grafot jeloli, ami a G-bdl keletkezik a v,_; és a
v, pontok Osszehtizasaval. (Keét pont Osszehtizasakor a keletkezs hurokéleket
elhagyjuk.)

Latjuk tehat, hogy egy grafban egy kapcsolt par két pontjat Ssszehizva a
minimélis vagas mérete nem csokken, s6t, csak akkor néhet, ha a graf minden
minimalis vagasa elvalasztja az Osszehtzott két pontot. Ezért megfelels (y;, x;)
pont-parok osszehtzasaval, és a A(y;, ;) értékek eltarolasaval (az eljarast n— 1-
szer megismételve) kiszamithato a graf élosszefiigg&sége, s6t egy minimalis vagas
is megadhato.

Nagamochi és Ibaraki [10] algoritmusa a kovetkezd:
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Algoritmus MinCut

Input: Egy G = (V, E) élstlyozott graf .

Output: Egy X C V részhalmaz, melyre {X, V — X }egy minimélis vagas
két partja, és A = A(G) érték.

1 G1 = G,
2 ciklus ¢ = 1-t6l n — 1-ig,
3 hatarozzuk meg a G; graf egy max-vissza sorrendjét, jeldlje ennek

utols6 két pontjat rendre y; és z; € G,
4 /\z = d([EZ, Gi),

5 Git1 = Gi/{yi, z;}, a Gi-bol az y; és a x; pontok Osszehtuzasaval
nyert graf

6 ciklus vége

7 valasszunk i* € argmin{\; |i=1,2,..., n—1},

8 A:i= i, X :=V [x;], ahol egy z € G; pontraV [z] C V azokbdl a V-beli
pontokbdl allé halmazt jeloli, amelyek a G; graf x pontjaba lettek hizva, azaz
az x Gsképét.

9  Output: A\, X.

Mivel egy graf max-vissza sorrendje O(m + nlogn) idében szamolhato, a
teljes MinCut algoritmus futasi ideje O(mn + n?logn).

3.4. Szimmetrikus szubmodularis vagy szubmodularis
és pozimodularis fiiggvények minimalizalasa

Most térjiink vissza az altalanos esetre, azaz a szimmetrikus szubmoduléris
fiiggvények minimalizalasi problémajara. Queyranne észrevette a [13] a kovet-
kezét:

3.11. Tétel. Legyen adott eqy f szimmetrikus keresztezé szubmoduldris
fiiggvény a V' alaphalmazon, melyre teljesiil, hogy |V| = n > 2. Ekkor O(n3T})
futdsi idében taldlhato X € 2V —{0, V }optimdlis megoldds, amely minimalizdlja
f-et, ahol Ty azt a futdsi iddt jeloli, amennyibe egy adott X C V halmazra az
f(X) értékének megaddsa telik.

A tétel bizonyitasahoz Queyranne bevezeti a két fent targyalt fogalom, a
kapcsolt par és a max-vissza sorrend egy altalanositdsat. Mivel a kovetkezd
definicié nem csak szimmetrikus halmazfiiggvényekre vonatkozik, és igy abban
az X és a V — X halmaz szerepe nem felcserélhets, megjegyezziik, hogy u, v €
V két tetszéleges az elemre az u-t és a v-t szeparadlé halmazokon azokat az
X C V részhalmazokat értjiik, melyekre teljesiil, hogy |{u, v} N X| = 1. (A
fenti megjegyzést az indokolja, hogy az eddig targyalt esetben elegendé volt
az {X | u € X, v € V — X} halmazokat megvizsgalni ahhoz, hogy az u-t és v-t
szeparalé halmazokrol ellendrizziink egy allitast.)

3.12. Definicié. Egy (V, f) szubmoduléris rendszerben egy (u, v) elempart
kapcsolt pdrnak neveziink, ha minden X C V részhalmazra, amely szeparalja az
u és v elemeket

fv) < f(X)
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teljestil.

(Vegyiik észre, hogy a szubmodularis rendszerekben definialt kapcsolt par
fogalma valoéban a grafokban definidlt kapcsolt par egy altalanositasa. A d
fokszamfiiggvényre mint szubmodularis fiiggvényre nézve a 3.12 definiciobol az
adodik, hogy u és v pontosan akkor kapcsolt par, ha d(v) < d(X) minden
X C V halmazra, amely szeparalja u-t és v-t, ami pont azt jelenti, hogy
d(v) = min{d(X) | X Nn{u, v} =1} = A(u, v), ahogy azt a 3.7 definici6ban
megkoveteltiik.)

Jelolje o = (v1, va,..., v,) a V alaphalmaz pontjainak egy sorbarendezését.
Legyen f egy a V-n értelmezett halmazfiiggvény.

3.13. Definicié. A o = (v1, ve, ..., v,) sorrendet maz-vissza sorrendnek nevez-
ziik, ha
fVier +vi) = f(ui) < f(Vier +v5) = f(v))

fennall minden 4, j-re, melyekre 2 <i < j < n-re .

A V elemeinek egy ilyen sorrendje a kovetkezSképpen adhato meg. Az els6
vielem tetszblegesen megvalaszthatdé. Amennyiben az els§ i elem méar adott, a
még kivalasztatlan n — ¢ db elem koziil azt valasztjuk v;yi-nek, melyre az

r(u) = f(Vi+u) = f(u)

mennyiség minimalis, ahol V; = {v1, va,..., v;} minden i =1,..., n-re.

(Figyeljiikk meg, hogy a 3.13 definici6 is a 3.6 definicié egy altalanositasa.
f = d valasztassal a fenti definici6 azt kéveteli meg v;41-t6l, minimalizalja a
d(Vi+u)—d(u) = d(V;) —2xd(V;, u) mennyiséget, azaz maximalizalja d(V;, u)-t,
vagyis a visszafelé mend élek silyat. Ekkor a (V, d) rendszer o = (vy, va, ..., vp)
max-vissza sorrendje a 3.6 definicioban leirt értelemben is max-vissza sorrend
abban a G = (V, E) grafban, melynek d a fokszamfiiggvénye .)

A (V) f) egy max-vissza sorrendje és igy egy kapcsolt par egy a Mao-
hoz nagyon hasonlé algoritmus segitségével konstrualhaté meg O(n?T}) futasi
id6ben [13], ezért azt itt most nem kozoljiik. (7 annak a lépésnek a futési idejét
jelzi, hogy egy adott X halmazra kiszamitjuk az f(X) értéket.)

A kapcsolt paroknak és max vissza sorrendnek a 3.8 tételben leirt kapcsolata
a szubmodularis fiiggvényekre altalanositott kapcsolt par és max-vissza sorrend
fogalmakra is teljesiil. Ennek igazoldsa hasonlé médon torténik, mint a grafos
esetben. Az ott megfogalmazott 3.9 lemma ugyanis ugyancsak altalanosithato.
Gondoljuk végig elszor hogy hogyan lehet a lemméban megfogalmazott Gssze-
fiiggést szubmodularis fiiggvényekre felirni. (Tehat még d szimmetrikussagat is
Jelejtsiik el”.) Két X, Y C V halmazra d(X, Y) a kovetkez6 formaban irhato.

d(X,Y) = d(X) +dY) —dV —2(XUY)) —d(xnY)

Azonban V;N{y} = 0 és ugyanigy (V;— X)N(X +y) = 0 igy az egyenlétlenség
jobb oldalan all6 6sszeg utolso tagja jelen esetben elhagyhato. A fenti atalakitast
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hasznalva és d helyett egy &altalanos f szubmodularis fliggvényre felirva a 3.9
lemma allitasat a kévetkezdt kapjuk.

fVi) + fy) = fV = (Vit+y)) _

5 <
Vi X)+ f(X +y) —dV = (Vi = X)U(X +))
= 2

Kideriil, hogy a fenti allitas a grafok fokszamfiiggvényénél egy sokkal b&vebb
fliggvényosztalyban is teljesiil. Queyranne belatta az allitast teljesen szubmodu-
laris fiiggvényekre [13], Nagamochi és Ibaraki pedig észrevették, hogy a bizonyi-
tast egy kicsit dtalakitva tetszéleges keresztezd szubmodularis fliggvényre is igaz
a lemma [12]. Nézziik tehat a 3.9 lemma és a 3.8 altalanos formajat.

3.14. Tétel. Egy V véges halmazon értelmezett f szimmetrikus keresztezd szub-
moduldris fiigguényre a V' egqy maz-vissza sorrendjének utolsd két pontja kapcsolt
pdrt alkot.

3.15. Lemma. Legyen [ egy (nem feltétleniil szimmetrikus) keresztezd szubmo-
duldris figgvény a V' alaphalmazon, és legyen o = (v1, va, ..., v,) a V egy maz-
vissza sorrendje. Jelolje V; az elsd v elembdl dll ponthalmazt. Ekkor minden
i-re (1<i<n-—1)

fVi)+fly) < fF(Vi—X)+ f(X +y)
teljestil minden X C V;_1 halmazra és y € V — V; pontra.

Bizonyitds. A lemma bizonyitasat vazlatosan k6zoljik. A bizonyitas i szerinti
indukcioval torténik. Az i = 1 esetben a lemma &llitasa trividlisan teljesiil.
Tegyiik most fel, hogy ¢ = 1,..., k — 1-re teljesiil az allitas, és megmutatjuk,
hogy ekkor i = k-ra is teljesiil. Legyenek S C Vi_q és u € V — V}, tetsz6legesen
valasztott elem és halmaz. A max-vissza sorrend definici6jabol vg-ra adodik a
kovetkezs:

FWVi—1 + o) = flor) < f(Ve1 +u) — f(u) (8)

Legyen j a legkisebb olyan egész, melyre S C V_.

Elscként tekintsiik azt az esetet, amikor j = k. Ha S = Vj_;, akkor (8)-
at hasznalva kapjuk, hogy f(Vi) + f(u) < f(Vi — S) + f(S + v). Amennyiben
S C Vi_1, akkor kdnnyen ellenérizhetd, hogy a Vi _1és az S +w halmazok keresz-
tezik egymést. Az indukcios feltevést azi = k—1, X = Vj_1—5 ésy = vy, esetre,
a szubmodularitas egyenlGséget pedig a Vi _1és az S + u Kkeresztez6 halmazokra
felirva, tovabb4 a max-vissza sorrend definicitjabol adodo (8) azonossagot hasz-
néalva kénnyt szdmoléassal adodik, hogy f(Vi) + f(u) < f(Vi —5) + f(S + u).

A j < k—1lesetben meggondolhato, hogy a Vi, — S és V; halmazok keresztezik
egymést. Ekkor az indukcids feltevést az ¢ = j, X = S és y = u esetre, a
szubmodularités egyenléséget pedig a Vi — S és a V; keresztezé halmazokra
felirva adodik a kivant egyenlGtlenség.

A fenti lemmabol adodoan a o = (vy, va, ..., v,) max-vissza sorrend utolsd
két elemére a kovetkezs teljesiil:
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V1) + flon) < FY) + (V=) (9)

minden Y halmazra, amire v,_1 € Y CV —w,, hiszeni =n—-1, y = v,
valasztéassal a lemma kimondja, hogy f(Vi,—1) + f(vn) < f(Va—2o — X +vp-1) +
f(X + vy,) tetszSleges X C V,,_o halmazra. Az Y = V,,_o — X + v,,_1 jelolést
hasznalva pedig kapjuk (9)-ot.

Masrészt [ szimmetrikussidga miatt (9) pontosan azt jelenti, hogy f(v,) <
f(Y) minden Y C V részhalmazra, amely szeparalja a v,_1 és a v, elemeket,
azaz v,_1 és v, kapcsolt par. Ezzel a 3.14 tétel bizonyitasat befejeztiik. O

3.16. Megjegyzés. Erdekes végiggondolni, hogy az éltalanos 3.15 lemma itt
leirt bizonyitasi vazlata nem adédik-e a 3.9 lemma fentebb kozolt bizonyitasabol,
ha az egész bizonyitast atalakitjuk ugyanazzal a modszerrel, amelyet az altala-
nositott lemma ,kitalalasanal” hasznaltunk. Azonban a valasz az, hogy nem.
Emlékezziink vissza, hogy ott az indukciés feltevés és a max-vissza sorrend
definiciojabol adodo egyenlStlenségen kiviil a d fliggvénynek a kovetkezd tulaj-
donsagat hasznaltuk ki a bizonyitas soran: tetszéleges A, B, C' C V paronként
diszjunkt halmazokra d(AU B, C) = d(A, C)+d(BC) teljesiil. S6t, valojaban a
3.9 lemma bizonyitasanal csak a >iranyt hasznaltuk. Az azonossag a kovetkezd-
képpen irhato, ha d-re mint d : 2¥ — R, szubmodularis halmazfiiggvényre
tekintiink:

d(AUB)+d(C) —d(V — (AuBUC)) >
>d(A)+d(C)—d(V - (AUC))+d(B)+d(C)—d(V - (BUQ)).

Azonban ez az egyenlétlenség (d helyébe egy szubmodularis fiiggvényt irva) nem
teljesiil még minden teljesen szubmodularis fliggvényre sem. Megmutatjuk, hogy
sem a > sem a < irany nem sziikségszertien igaz egy szubmoduléris fiiggvényre.
Legyen f az elemszamfiiggvény, azaz f(X) = |X|, (ami természetesen szubmo-
duléaris, hiszen modularis) és legyenek A, B, C' C paronként diszjunkt halmazok,
és jelolje |A| = a, |B] = b, |C| = ¢ a halmazok elemszamat, n = |V| pedig az
alaphalmaz elemszamat. Ekkor a jobb oldalbél kivonva a bal oldalt, kénnyti
szamolassal adodik, hogy a kiilonbség n — 2¢ amely a C' halmazt alkalmasan
megvalasztva akar pozitiv, akiar negativ lehet.

A 3.14 tételre alapozva a MinCut algoritmus Otletéhez hasonld moédon
talalhatunk optimalis megoldast. Legyen tehat (V, f) egy szimmetrikus keresz-
tez6 szubmoduléris rendszer. Elkészitjiik a V egy o = (v1,v9,. .., v,) max-vissza
sorrendjét. Ekkor v, ;1 és v, kapcsolt part alkotnak. Az X € 2V — {0, V}
halmazok két csoportba sorolhatdak aszerint, hogy szeparaljik-e v, _1-et és v,-
et. Tudjuk, hogy az {X €2V — {0, V} | |X N{vn_1, vy}| =1} csoportban a
{vn} halmaz minimalizalja f-et, ezért, ha létezik olyan nemiires X’ C V, melyre
f(X') < f(v,) , akkor X’ nem szeparalhatja v,_i-et és v,-t. Az utolsd két
csticsot nem szeparald halmazokon viszont megérzédik az f értéke, ha a az utolsd
két cstucsot Osszehuzzuk egy 0j w csuccsé, és az 0j alaphalmazon megfelelGen
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adjuk mag az j f’ fliggvényt. A v,,_1és a v,csiicsok Osszehiizasaval egy egyel
kevesebb elemid V' = V — {v,_1, v,} + w alaphalmazt kapunk, és ezen az
f'halmazfiiggvényt, mely minden X C V’'halmazon azt az értéket veszi fel,
amit az f fliggvény felvett az X halmaz V-beli 6sképén. Az [’ : 2V R4
halmazfiiggvény a kovetkezGképpen adhaté meg:
7(X) = {f(X) wEXCV (10)
F(X —w)U{vp—1, vp}) weXCV

Ekkor [/ is szimmetrikus keresztez6 szubmodularis halmazfiiggvény
lesz a V' halmazon. A szimmetrikussag egyértelmi a definiciobol. A
keresztez6 szubmodularitas pedig abbdél adédik, hogy valéban minden
Up_1-et és v,-t nem szepardlé X' részhalmazon meg6rzédik az eredeti
f fluggveény értéke. Vagyis ha A’, B’ C V' Kkeresztez6 halmazok,
akkor mivel A, B C V &sképeik is keresztez6 halmazok voltak,
teljesiilt rdajuk a szubmodularitdsi egyenlGtlenség. Maésrészt  pedig
(X)) = f(X) teljesiil tetsz6leges X’ C V' esetén, ahol X C V az X'
Gsképe. Ezért ha X' C V' egy optiméalis megoldasa a (V’, f’) rendszernek,
akkor az eredeti (V, f) rendszer egy X optimaélis megoldasa a kovetkezGképpen
kaphato:

X = argmin {f(8) | S € {va}, X"}}.

ahol X*az X' &6sképe, azaz X* = X' haw ¢ X és X* = X —wU{v,_1, v,}
egyébként. A fenti megfontolasok igazoljak a kovetkezo eljaras helyességét.

Keressiink a V' halmazban egy kapcsolt part a max-vissza sorrend
segitségével, majd huzzuk Ossze a sorrend két utolsé6 pontjat. Ekkor
eggyel kisebb elemszamtu V' halmazt kapunk, és rajta a fenti modon
definialt f’ szimmetrikus szubmodularis halmazfiiggvényt. Ezt a modszert
és a fenti gondolatmenetet n — 1-szer alkalmazva megkaphatjuk a
(VO Oy (v@ @y 0 (V) f())) rendszerek sorozatat, ahol
(VO D)y =(V, f), VO] = n—i+1 és minden (V+D, fi+D) ¢ o (VO f@)
rendszerbdl az ott megkeresett kapcsolt par Osszehizasaval kapunk. Jelolje
(x5, y;) a V@ beli kapcsolt part. Ekkor az eredeti (V, f) rendszer egy X
optimalis megoldasara

F(X) = min { fOy) |i=1,2...,n}
az optimum értéke, és X optimalis megoldas pedig az
Yin = argmin{f(“(yi) li=1,2,..., n}

elem Gsképeként kaphato, vagyis V' halmaz azon elemeit tartalmazza, amelyek
a minimalizalé y;.-ba lettek Osszehiizva az algoritmus (V(i*), f(i*)) rendszert
megkonstruéléd 1épésig bezéarolag.

A pontos algoritmus [13] a MinCut algoritmussal teljesen analég modon
adhato meg, igy azt itt nem ko6zoljlik. Mivel egy szubmoduléris halmazfiiggvény
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max-vissza sorrendje O(nsz) idében szamolhato, a teljes algoritmus futasi ideje
O(n3Tf).

Queyranne tehat megmutatta, hogyan lehet szimmetrikus szubmoduléris
rendszerekben optimélis megoldast talalni, Nagamochi és Ibaraki pedig észre-
vették hogy az allitas szimmetrikus és keresztezd szubmodularis rendszerekben is
igaz. Raadasul egy egyszeri észrevétel segitségével altalanositottak a modszert
a keresztezs szubmoduléris pozimodularis fiiggvények esetére [12].

3.17. Lemma. FEgy adott a V alaphalmazon egy keresztezd szubmoduldris és
pozimoduldris f fiigguény. Legyen f'a kovetkezd fiigguény a V' alaphalmazon,

F1(X) = min {f(X), (V- X)} VX e2".
Ekkor f' szimmetrikus és keresztezd szubmoduldris.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ekkor f’ szimmetrikus. A keresztezd szubmodularitas
pedig a harom adodo esetet szétvalasztva (vagyis X, Y C V keresztezd halma-
zokra f(X) = f(X) & f'(Y) = F(Y), f'(X) = f(X) & f(¥) = f(V —Y),
illetve f/(X) = f(V —X) és f/(Y) = f(V —=Y)) konnyt szamoléassal adodik a
keresztezd pozimodularitasbol. O

Igy adodik a kovetkezs tétel

3.18. Tétel. Legyen adott eqy f keresztezd szubmoduldris és pozimoduldris
fiigguény a V' alaphalmazon, melyre teljesiil, hogy |V| =n > 2. Ekkor O(n3TYy)
futdsi idében taldlhats X € 2V —{0, V' }optimdlis megoldds, amely minimalizdlja
f-et, aholl’y azt a futdsi iddt jeldli, amennyibe egy adott X C V' halmazra az
f(X) értékének megaddsa telik.

Bizonyitds. Az adott f fiiggvényhez konstrualjuk meg az f’/ szimmetrikus
keresztez$ szubmodularis fliggvényt a 3.17 lemméban leirt moédon. Ekkor
a 3.11 tétel értelmében O(n3T}) id6ben talalhaté X optimalis megoldasa a
(V, f) rendszernek. Ekkor X és V — X koziil legalabb az egyik optimaélis
megoldasa az eredeti (V, f) rendszernek is, és ez a f(X) és f(V — X) értékek
osszehasonlitasaval O(Ty) id6ben eldénthetd. O

3.5. Minimalis optimalis megoldas

Ebben a fejezetben Nagamochi és Ibaraki miniméalis optimélis megoldésokkal
kapcsolatos eredmeényit [12] foglaljuk 6ssze. Megmutatjuk, hogy hogyan tudunk
egy atmetsz6 szubmodularis és pozimodularis (V, f) rendszerben minimalis
optimalis megoldast talalni, majd leirjuk, hogy hogyan taldlhat6é meg az Gsszes
minimalis optimalis megoldas. Vegyilk észre, hogy két minimalis optimalis
megoldas nem is tartalmazhatja (a definiciobol adoédoan,) és nem is metszheti
egymast, hiszen akkor f pozimodularitasa miatt ekkor f(X) + f(Y) > f(X —
Y)+ f(Y — X) és igy adodik, hogy X —Y és Y — X koziil legalabb az egyik
ugyancsak optimalis megoldas, ellentétben X és Y minimalitasaval.
Megjegyezziik, hogy amennyiben szimmetrikus keresztez6 szubmoduléris
rendszerekre mar tudnank, hogy hogyan talalhatunk egy minimélis optimaélis
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megoldast, akkor a 3.17 lemmaéban leirt modszer nem nyujt segitséget abban,
hogy ezt az eredményt keresztezs szubmoduléris és pozimodularis rendszerekre
is altalanositsuk. Hiszen legyen f egy keresztezd szubmodularis és pozimodularis
fiiggvény a V alaphalmazon, és legyen f’ a 3.17 lemmaban definialt szimmetrikus
keresztez6 szubmodularis fliggvény. Legyen ennek X egy minimélis optimaélis
megoldasa. Amennyiben az f(V — X) < f(X) eset &ll fenn, akkor egyaltalan
nem biztos, hogy X a (V| f) rendszerben is minimalis optimalis megoldas.

A fejezet gondolatmenete a kovetkezd lesz. Egy adott (V, f) atmetszd
szubmodularis és pozimodularis rendszerhez konstrualunk egy (V + S, g) szim-
metrikus és keresztez szubmodularis rendszert (ahol s ¢ V egy kijelolt 4j elem),
majd erre megmutatjuk, hogy hogyan talalhaté meg a (V' + s, g) rendszerben a
min {g(X) | 0 # X C V} érték, és ennek ismeretével pedig az Osszes tartalma-
zasra nézve minimalis, g(X)-et az X € 2V — {0, V} halmazrendszeren minimali-
zal6 részhalmaza V-nek. Ezen halmazok csaladjat jeloljiik A'-vel. Végiil pedig
belatjuk, hogy X pontosan a (V, f) rendszer minimalis optimélis megoldasait
tartalmazza.

3.19. Lemma. Legyen f egy dtmetszd szubmoduldris és pozimoduldris fiigguény
a'V alaphalmazon, és legyen s ¢ V egy tj elem. Ekkor

g(X):{f(X) s¢ XCV+s
fV—=—(X—-35) s€eXCV+s

V + s alaphalmazon értelmezett g fiigguény szimmetrikus é€s keresztezd szubmo-
duldris.

Bizonyitds. A definiciobol adodik, hogy ¢ szimmetrikus. A keresztez6 szubmo-
dularitéas pedig a harom adodo esetet szétvalasztva (vagyis X, Y C V keresztezd
halmazokra (s ¢ X NY, s) konnyt szamolassal adodik az dtmetsz6 pozimodula-
ritasbol. O

Tekintsiik a kovetkez6 minimalizalasi probléméat. Legyen adott egy (V +s, g)
szimmetrikus és keresztez6 szubmodularis rendszer ahol s ¢ V egy kijelolt 1j
elem. Keressiik azokat a ) 2 X C V halmazokat (vagyis s ¢ V és ) £ X # V),
amelyek minimalizaljak g(X)-et az el6bb megadott halmazok korében. Most
nevezziik ezeket optimdlis halmazoknak. A tartalmazéasra nézve minimaélis
optimalis halmazokat pedig minimdlis optimdlis halmazoknak. Jel6ljik a mini-
mum értékét A*-gal. Egy optimalis halmaz megtalalasahoz nem feltétleniil
megoldas (V + s, ¢g) egy X* optimélis megoldasanak megkeresése, mivel el6for-
dulhat hogy X* = {s} vagy X* = V amely halmazok itt ki vannak zarva
a keresett halmazok koziil. Azonban az el6z8 fejezetben leirt, az optimélis
megoldas keresésénél alkalmazott gondolatmenet itt is helytallo.

Mivel(V + s, g) egy szimmetrikus és keresztezd szubmodularis rendszer,
tudjuk hogy egy max-vissza sorrend utolsoé két (z, y) eleme kapcsolt part alkot.
Mivel a max-vissza sorrend elsé eleme tetsz6legesen megvalaszthato, valasszuk
azt s-nek, igy biztos, hogy s ¢ {x, y}. Mivel az {y}minimalizalja g-t az z-
et és y-t elvalasztd halmazok kozott, igy ha létezik olyan nemiires X C V,
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melyre g(X) < g(y) , akkor X nem szepardlhatja x-et és y-t. Huzzuk Gssze
most z-et és y-t egyetlen z ponttéd, igy kapjuk az s + V' halmazt, és legyen
ezen a ¢’ fiiggvény olyan, ami megérzi g értékét az z-et és y-t nem szeparalo
halmazokon. A g fiiggvénybdl a ¢’ a (10) mint4djara adhatdo meg. Ekkor ¢’
megdrzi g szimmetrikussagat és keresztezd szubmodularitasat. Es amennyiben
X’ C V' egy optimalis halmaz a (V' 4 s, ¢’) rendszerben, akkor az eredeti
(V + s, g) rendszer egy X optimélis halmaza a kovetkezSképpen kaphato:

X =argmin{g(Y)|Y € {{y}, X"}},

ahol X* = X’ ha z ¢ X és X* = X — zU {z, y} egyébként. Az elébb leirt
mobdszert addig ismételve, amig legalabb harom eleme van az s+ V' halmaznak,
(és a max-vissza sorrendet mindig s elembdl inditva,) az optimalis megoldas
keresésénél lefrtakkal analég modon kapunk egy optimalis halmazt. Jelolje
(x5, y;) az i-edik lépesben dsszehtizott kapcsolt part, (V) 4 s ¢()) pedig az
i-edik Gsszehuizas el6tt vizsgalt rendszert, és jeloljiik g (y;)-t Ai-vel. Ekkor
tetszoleges
i* €argmin{\;|i=1,2,..., n}

valasztassal \;x = \*, és X* = V [y;.] pedig egy optimalis halmaz, ahol V [x] C
V azokbol a V' beli elemekbdl allo halmazt jeloli, amelyek az algoritmus soréan
x elembe lettek htizva, azaz x Gsképét. Mivel az itt vazolt algoritmus O(n)-szer
keres kapcsolt parokat, a teljes futasi id6 O(n®Ty). A pontos algoritmus itt
nem ko6zoljik, mert a fent leirtak alapjan az a MinCut algoritmus atalakitott
valtozataként kaphato.

Raadasul, ha az argmin {\; | i =1, 2,..., n} halmazbdl a lehetd legkisebb-
nek vélasztjuk i*-ot, akkor X *minimalis optimélis halmaz lesz. Tegyiik fel
ugyanis indirekt, hogy 30 # Y C X*, hogy g(Y) = g(X*). Jeloljik az
osszes olyan Y/ CV(®) 4+ s halmazt Y'-vel, melynek az Gsképe Y, hiszen ezekre
gD (Y") = g(Y), mivel g értéke megdrzadik, attol fiiggetleniil, hogy Y-on beliil
Osszehtztunk-e mar néhany elemet vagy sem. Biztos hogy Y vagy valamely Y’
szeparal néhany (x;, y;) kapcsolt part, jelolje (x;,., yi, ) ezek koziil az algoritmus
soran legelGszor kivalasztottat, iy pedig azt, hogy hanyadik 6sszehtzés el6tt tart
ekkor az algoritmus. Vegyiik észre, hogy ekkor V{[x;,.], Vyi, ] C X* és iy <i*
maskiilonben X*, és igy a teljes Y C X* nem huzédhatott volna egyetlen y;.
pontra az algoritmus futdsa kézben. Igy M. < i, maskiilonben i* helyett
iy-t kellett volna valasztanunk, amibSl \j, < X\, = ¢ (y;,.) < g@)(Y') =
g(Y) = g(X*) = \i. kbvetkezne, ami ellentmondas. (g (y;,) < g™ (Y”)
azért teljesiil mert a V) 4+ s halmazon (z;,, 3, ) egy kapcsolt par, Y’ pedig
egy ezeket szeparalé halmaz.

Most megmutatjuk, hogy hogyan lehet az 6sszes minimaélis optimalis halmazt
megtaldlni, ha mar tudjuk a A\* optimaélis értéket. A fent leirt algoritmust ugy
modositjuk, hogy amint megtaldltunk egy z elemet, melyre V|[z] miniméalis
optimalis halmaz, akkor {z, s} halmazt belehtzzuk az s pontba, és igy
elkeriiljiik, hogy késébb egy X’ D X optimalis halmazt talaljunk. A g fliggvény
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egy ilyen belehiizasnal a kovetkezSképpen modosul.
g(Y s¢Y CV’/
g =9 RV eV 1)
gY+z) seXCV

ahol V' jeloli az x 4+ s Osszehtzas utan kapott alaphalmazt. Akarcsak a (10)
konstrukcio, ez is megérzi g szimmetrikussagat és keresztez8 szubmodularitasat.
A teljes algoritmus a kdvetkezs.

Algoritmus Minimal

Input: Egy (V + s, g) szimmetrikus és keresztez6 szubmodularis rendszer
(ahol |V| > 2) egy kijelolt s ¢ V elemmel, és a A* = min{g(X) |0 #X C V}
érték.

Output: A minimalis optimalis halmazokX csalddja, azaz az Osszes olyan
() # X C V halmazok, melyekre g(X) = \*.

1 Vi:i=V+s,¢g:=9 X =10,

2 ciklus minden v € V elemre, amire ¢’(v) = \* teljesiil

3 X =X U {{v}},

4 Jelolje (V' ¢') azt a rendszert, amelyet a jelenlegi (V' ¢’) rendszerbsl
kapunk (11) szerint a {v, sthalmaz s-be valo belehtizasaval

5 ciklus vége

6 amig |V'| >4

7 hatarozzuk meg a (V’, ¢') egy max-vissza sorrendjét s kezdd elemmel,
jelolje ennek utolso két elemét (z, y), /*ekkor s ¢ {z, y}*/

8 Jelolje (V' ¢') azt a rendszert, amelyet a jelenlegi (V' ¢’) rendszerbdl
kapunk (10) szerint az {z, y}elemeknek egy 1j z elembe valo 6sszehuzasaval

9 ha ¢'(z) = Ax akkor

10 X = X U{V]z]}, aholV [2] C V azokbdl a V beli elemekbél 4llo
halmazt jeloli, amelyek az algoritmus soran eddig z elembe lettek huzva,

11 Jelolje (V', ¢') azt a rendszert, amelyet a jelenlegi (V' ¢’) rendszerbdl
kapunk (11) szerint a {z s}halmaz s-be valoé belehuzaséval

12 ha vége

13 amig vége

14 Jeldljiik a jelenlegi (V', ¢') rendszer alaphalmazanak elemeit a kovetkezs-
képpen V' = {s, a, b}, /*nyilvan ¢'(a) > Ax és ¢'(b) > A«*/

15 ha ¢'({a, b}) = A\* és az algoritmus 4. vagy 11. sorat legalabb egyszer
végrehajtottuk (vagyis V[{a, b}] # V) akkor

16 X = X U{V[{a, b}]}, aholV[{a, b}] C V azokat a V beli elemeket
jeloli, amelyek az algoritmus soran eddig a vagy b elemek valamelyikébe lettek
htzva

17 ha vége.

18 Output: X.

(Elsszor is megjegyezziik, hogy azért nem okozhat zavart egységesen g'-vel
jelolni az algoritmus minden rendszerében az adott fliggvényt, mert minden
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olyan X C V' halmazra, amely ,megmarad” a két pont Osszehizédsa utan kelet-
kez6 V'-ben is, (azaz nem hiztuk bele s-be, és nem huztuk Gssze valamely x
elemét egy y ¢ X masik elemmel,) ¢'(X) értéke azonos a két rendszerben.)

Vilagos, hogy minden X € X halmazra teljesiil, hogy ¢(X) = \*, azaz
optimalis halmaz. Az is vildgos, hogy minden {v} € X minimalis optimalis
halmaz, és ekkor indukcioval adédik, hogy X t&bbi eleme is minimalis optimalis.
Hiszen tetszéleges X € X halmazra a halmazok elemszamaira valé6 meggondo-
lassal adodik, hogy ha létezne Y C X, g(Y) = A* halmaz, akkor az mar az el6tt
s-be lett volna htizva, miel6tt X egy elemmé huzoédhatna, és megvizsgalnank
rajta g értékét. Ekkor viszont X halmazt nem tudtuk volna X-hez adni, hisz
nem létezne olyan z # s eleme a halmaznak, melyre V[{z}] = X hisz az X
elemeinek egy része mar s-ben lenne huzva.

Most megmutatjuk, hogy X minden minimalis optimélis halmazt tartalmaz.
Tegyiik fel indirekt, hogy nem, legyen Z ¢ X miniméalis optiméalis halmaz.
Jelolje a (V' = {s, a, b}, ¢') a legvégiil kapott rendszert az algoritmusban.
Kit minimélis optimalis halmaz nem tartalmazhatja és nem metszheti egymast,
ugyan amiatt az érvelés miatt, amit két minimalis optimalis megoldasra a fejezet
elején leirtunk. Igy Z diszjunkt a X minden elemétsl, ezért,

zcv-  |J  X=Vi{a )
XeX—{V[{a, b}]}

ahol az egyenlség azért all, mert UXEXf{V[{a, b}} X minden eleme bele lett
hizva s-be mire a legvégiil kapott (V' = {s, a, b}, ¢’) rendszerhez ériink.
Mivel az algoritmus 15. sordban megvizsgaltuk, hogy ¢'({a, b}) = g(V[{a, b}])
egyenls-e Ax-gal, ezért Z # V[{a, b}] , mert kiilonben Z-nek be kellett volna
keriilni X -be a 16. sorban. Jeloljiik az 6sszes olyan Z' CV’ halmazt Z’-
vel, melynek az Gsképe Z, hiszen ezekre ¢'(Z') = g(Z) . Mivel ¢'(a) > \* és
g'(b) > \*, biztos hogy Z # V[{a}] és Z # V[{b}]. Ekkor biztos, hogy Z vagy
valamely Z' szeparal legalabb egy, az algoritmus 7. soraban kivalasztott kapcsolt
part. Jeloljiik (z, y)-nal a legelss ilyen part. Ekkor ¢'(y) < g(Z) = A+ adoédik
a kapcsolt par definicidjaval, ellentmondasban azzal, hogy ¢’'(u) > A* minden
u € V' — s elemre a 7. sorban. (Az utébbi allitas azért teljesiil, mert nyilvan
a az 5. sorban szerepl6 V' rendszer minden u € V' — s elemére ¢'(u) > \* |
ellenkezG esetben u elemet a 4. sorban belehuztuk volna s-be. A 6.sortol pedig
ahanyszor létrejon egy 0j z € V' elem, mindig megvizsgaljuk ¢'(z) értékét, és
amennyiben ¢’(z) = A*, akkor z elemet belehtuzzuk az s elembe, igy nem marad
V’'-ben.)

Mivel a Minimal algoritmus O(n)-szer keres kapcsolt parokat, a teljes futési
ids O(n3T,). Az itt lefrtak alapjan kapjuk a kovetkezd tétel.

3.20. Tétel. Adott (V+s, g) szimmetrikus keresztezd szubmoduldris rendszerre,
ahol |V]| = n > 2, jelolje \* = min{g(X) |0 # X CV}. Ekkor a (V + s, g)
rendszer minimdlis optimdlis halmazainak X csalddja O(n3Tg) futdsi iddben
megtaldlhato.

Legyen most (V, f) egy dtmetsz6 szubmodularis és pozimodularis rendszer,
és legyen (V + s, g) az szimmetrikus keresztez6 szubmoduléris rendszer, amit a
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3.19 lemmaban leirt moédon kapunk (V, f)-bsl. Figyeljik meg, hogy (V + s, g)
rendszer miniméalis optimalis halmazainak X csaladja pont a (V, f) rendszer
minimélis optimalis megoldasainak felelnek meg. ElGszor is a két optimum
értéke megegyezik, azaz

min{g(X) |0 X CV}=X=min{f(X)|0#X CV},

hiszen az X C V halmazok nem tartalmazzak s-et, igy azokra g(X) = f(X)ag
fiiggvény definicioja alapjan, tehat X elemei mind optiméalis megoldasok (V, f)-
ben. Maésrészt pedig tartalmazésra nézve minimalisak is, hiszen ha valamelyik
X € X halmazhoz létezne ) # Y C V halmaz, melyre g(Y) = \*, akkor s ¢ YV
miatt g(Y) = f(Y) = \* is teljesiilne, ellentétben X minimalitdsaval. Végiil
gondoljuk meg, hogy a (V, f) rendszer minden minimalis optiméalis megoldéasa
fel van sorolva X-ben. Ez nyilvan teljesiil, hiszen a (V| f) rendszer minden
minimaélis optiméalis megoldasa definicio szerint minimalis optimalis halmaz (V +
s, g)-ben. Az itt leirt érvelés folytan kapjuk a kovetkezs tételt.

3.21. Tétel. Adott (V, f) dtmetszé szubmoduldris és pozimoduldris rendszerre,
ahol |V| = n > 2, a rendszer minimdlis optimdlis megolddsainak X csalddja
O(n3T,) futdsi idében megtaldlhatd.
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4. A Gomory-Hu fa

Ebben a fejezetben egyrészt egy graf minimalis (s, t)-vagasainak strukttrajarol
lesz sz0, masrészt arrdl, hogy a lokalis élosszefiiggsség fogalmanak szimmetrikus
szubmodularis fliggvényekre valé altalanositdsaval milyen a grafokra ismeretes
eredmények vihetSek at szimmetrikus szubmodularis rendszerekre.

Bizonyos problémak megoldésakor nem csak a graf egy minimaélis vagasara
vagyunk kivancsiak, hanem az 6sszes u, v € G pontparra szeretnénk megadni egy
minimalis (u, v)-vagast, vagyis egy X, C V halmazt kapni, melyre d(X,,) =
min{d(X) |ue X,veV — X} = A(u, v). A graf Gomory-Hu faja a graf ket
pontot elvalaszté minimalis vagasok strukturajat adja meg. A pontos definiciot
alabb ko6zoljiik.

Felvet6dik a kérdés, hogy hanyféle értéket vehet fel A(u, v) egy G = (V, E)
grafban. A véalasz az, hogy legfeljebb n — 1 kiilonb6z6 lokalis élosszefliggbség
érték fordulhat el§ egy grafban.

Ennek igazolasahoz tekintsik a K = (V, E') teljes grafot a V felett, ahol
egy {u, v} € E’ él stly legyen wi ({u, v}) = A(u, v; G), éslegyen T = (V, F) a
K egy maximalis stlyu feszit faja. Legyen most {u, v} € E', {u, v} ¢ F egy
tetsz6leges nem fa-él. Mivel T-nek n — 1 éle van, elég lenne latnunk, hogy
talalhato egy olyan {u', v'} € F fa-él, melyre A\(v/, v'; G) = A(u, v; G).
Jelolje P, az u-t és v-t a T-ben 0Osszekotd ut, és legyen {u', v'} € Py,
egy minimalis sulya éle az utnak. Ekkor A(v/, v'; G) = wg({v, v'}) <
wg ({u, v}) = A(u, v; G), hiszen killénben TV = (V, (F — {u/, v'}) U {u, v}
egy nagyobb Ossz-silyu feszité fa lenne, ellentmondasban T maximalitasaval.
Masrészt (3) ismételt alkalmazaséval kapjuk, hogy A(v',v'; G) = wi ({v/, v'}) >
wg ({u, v}) = Mu, v; G). Vagyis A(v/, v'; G) = Mu, v; G) teljestil.

4.1. Definicié. Legyen adott egy G = (V, E) élsulyozott graf. Egy H =
(V, F) élsilyozott grafot folyam-ekvivalensnek neveziink G-vel, ha A(u, v; G) =
Au, v; H) teljesiil barmely u, v € V parra, ahol nem koveteljiik meg, hogy H
a G egy részgrafja legyen.

A fenti definiciobol adédoan egy T' fa pontosan akkor folyam ekvivalens G-
vel, ha barmely két u, v € V pontra a T-ben u-t és v-t 6sszekots ut legkisebb
sulyt élének a silya megegyezik a A(u, v; G) értékkel. (Latszik, hogy a T fa
élsilyként tartalmazza mind a legfeljebb n — 1 lokalis élosszefiiggdségi értéket
G-bol.)

Példaul az elgbbi G-hez konstrualt K teljes graf T maximalis feszit6 faja
folyam-ekvivalens G-vel, hisz barmely két u, v € V pontra

AMu, v; G) =min{wg(e) | e € Pyy}

teljestil. Ford és Fulkerson [1] megmutattdk, hogy minden grathoz létezik
folyam-ekvivalens 1t is.

4.2. Definicio. A G = (V, E) graf egy T = (V, F) folyam-ekvivalens fajat a G
Gomory-Hu fdjanak nevezziik, ha barmely e = {u, v} € F fa-élre d(X¢; G) =
d(V — X.; G) = w(e) = AMu, v; G), ahol X.és V — X, a T — e két komponensét
jeloli, (azaz {X., V — X.} egy minimélis (u, v)-vagas).
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Valojaban a Gomory-Hu fa definiciojaban elég lenne megkévetelni, hogy
barmely e = {u, v} € F fa-élre az {X., V — X.} egy miniméalis (u, v)-vagas
legyen a G graftban. Ekkor az e él silyét a

d(Xe; G) =d(V — X; G) = Mu, v; G) = w(e)

modon definialva T' = (V, F) fa a w : F — R, élstlyokkal folyam-ekvivalens
lesz a G graffal. A bizonyitast késébb kozoljik.

4.3. Tétel. Minden grifnak létezik Gomory-Hu fdja.

Miel6tt a tétel egy altalanosabb valtozatat bizonyitanank, teszlink néhany
észrevételt.

Legyen most u, v € V két tetsz6leges pontja a G-nek, T pedig a graf Gomory-
Hu faja. Ha e = {u, v} fa-él, akkor {X,, V — X .} egy minimalis (u, v)-vagast
hataroz meg a G-ben. Ha pedig nincsen {u, v} él a T-ben, akkor legyen ¢’ =
{u', v'} egy minimalis stlyt él P,,-ben (vagyis a faban az u-t és a v-t 6sszekots
atban) . Ekkor {X., V — X} egy minimalis (u, v)-vagas G-ben. S&t, azt
is megfigyelhetjiik, hogy 7" minden v levele és a faban vele szomszédos u pont
kapcsolt par G-ben, hiszen a fent leirtakbol adodik, hogy ekkor {v, V' — v} egy
minimaélis (u, v)-vagas két partja, ami pont azt jelenti, hogy d(v; G) = A(u, v; G)
teljesiil.

4.4. Megjegyzés. Az el6bbi megfigyelés nyomén természetesen vet&dik fel az
otlet, hogy nem lehet-e kapcsolt parok ismételt megkeresésével és 6sszehtizéséval
Gomory-Hu fat konstrudlni. Nem igaz-e, hogy, ha (u, v) egy kapcsolt par, azaz
Mu, v; G) = d(v; G) és T' = (V —{u, v}Uwy,, F') a G/ {u, v} graf Gomory-Hu
faja (ahol G/ {u, v} jeloli az u és a v pontok Gsszehtizasaval keletkezs grafot,
wyy pedig az Gj pontot), akkor a T = (V, F' — {x, wy} U {z, u} U {u, v})
Gomory-Hu faja G-nek.

Az allitas sajnos nem igaz, az alabbiakban mutatunk egy ellenpéldat.
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G G/{a,b}

Az abran lathato G grafban (a, b) egy kapcsolt par, d(b; G) = A(a, b; G) = 3.
A G/A{a, b} grafnak nyilvan 77 = ({d, ¢, wap}, {{d, ¢}, {¢, wap}} egy Gomory-
Hu faja. Azonban az {a, b} él visszaragasztasaval kapott T' = ({a, b, ¢, d} , F'—
{¢, wap} U {c, a} U {a, b}) fa nyilvan nem Gomory-Hu faja G-nek, mivel 4 =
d(d; G) # Ne, d; G) = 3.

Most nézziik mi 6rckithets &t az altalanosabb szimmetrikus szubmodularis
fiiggvényekre a Gomory-Hu farol és a lokdlis élosszefiigg@ségrsl az elSbb
leirtakbol.

Mint azt a 3.5 megjegyzésben lefrtuk, a lokalis Osszefiiggdség fogalma
értelmezhetd egy tetszbleges (V, f) szimmetrikus rendszer esetében is. Két
tetszéleges s, t € V elemre jeldlje A¢(s, t) a kovetkezd mennyiséget.

Ar(s, t) :=min{f(S)|se S, teV -5}

A 3.5 megjegyzésben leirtak szerint az s és a t elemek egy vagésan egy olyan X C
V halmazt értiink, amely szeparalja az s és a t elemeket, egy f—minimalis (s, t)-
vagason pedig egy olyan X* nem-iires valodi részhalmazt, amely minimalizalja
f et az (s, t)-vagasok kozott, azaz amelyre teljestil, hogy
F(X*) =min{f(S)|s €S, teV — S} Ezeknek a fogalmaknak a segitségével
a 4.2 definicioval teljesen analog modon definialhatjuk a (V, f) szimmetrikus
rendszerhez tartozo folyam ekvivalens, illetve Gomory-Hu fakat.

4.5. Definicio. Legyen adott egy (V, f) szimmetrikus rendszer. Egy H =
(V, F) a V alaphalmazon mint pontokon adott élsilyozott grafot folyam-ekviva-
lensnek neveziink (V, f)-fel, ha M(u, v; H) = A¢(u, v) teljesiil barmely u, v € V
elemparra.
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A fenti definicioban szerepls H = (V, F) folyam-ekvivalens graf nem
feltétleniil egy fa.

4.6. Definicié. A (V, f) szimmetrikus rendszer egy T = (V, F') folyam-ekviva-
lens fajat a (V, f) Gomory-Hu fdjinak nevezziik, ha barmely e = {u, v} € F
fa-élre f(X.) = f(V — X.) = w(e) = Af(u, v), ahol Xés V — X, a T — e két
komponensének ponthalmazat, mint V-beli halmazt jeloli. (Azaz X, és V — X,
f-minimalis (u, v)-vagasok).

Mint azt a 4.2 definici6 utan is megjegyeztiik, ha csak a Gomory-Hu fa

a folyam ekvivalencia. Ez ugyanigy teljesiil az altalanos esetben is.

4.7. Lemma. Legyen f szimmetrikus halmazfiggvény a V halmazon és T =
(V, F) egy fa'Velemein mint pontokon. Tegyiik fel, hogy barmely e = {u, v} € F
fa élre az X, egy f-minimdlis (u, v)-vdgds, (ahol X, ésV — X, a T — e két
komponensének ponthalmazdt, mint V-beli halmazt jeloli). Ekkor a w(e) :=
f(Xe) = f(V = X¢) = Ap(u, v) mddon definidlt élsilyozdssal a T Gomory-Hu
faja a (V, f) rendszernek (azaz a folyam ekvivalencia automatikusan teljesiil).

Bizonyitds. Legyen u, v € V tetszbleges, és e = {s, t} egy minimalis salyu él a
T-beli (egyértelmt) u, v uton. Mivel X, egy (u, v)-vagas, As(u, v) < f(Xe) =
w(e), és w(e) = A(u, v; T), hiszen e egy minimalis silya él volt az u, v Gton. Az
egyenl6tlenség masik irAnyadnak belatasahoz tekintsiikk az Y C V' f-minimaélis
(u, v)-vagast. Az T-beli u, v ut valamely e/ = {s', t'} élének végpontjait ¥V
szeparalja. Tehat A¢(u,v) = f(Y) > A\f(s',t') = w(e’) > w(e), hiszen e = {s, t}
minimalis salya volt az u, v Gton. Kapjuk tehat, hogy A;(u, v) = w(e) =
Mu, v; T), azaz T = (V, F) folyam-ekvivalens (V, f) rendszerrel. O

Valojaban egy a 4.3 tételnél egy sokkal altalanosabb allitast fogunk belatni.

4.8. Tétel. Ha f szimmetrikus és keresztezd szubmoduldris halmazfiigguény V-n
akkor létezik a (V, f) rendszernek Gomory-Hu fdja.

S6t minden R C V részhalmaznak is eltudjuk késziteni az R (V, f)-hez
tartoz6 Gomory-Hu fajat. (Hogy ez alatt pontosan mit értiink, azt alabb
definialjuk.) Az itt leirt bizonyitas a [18]-ban leirt gondolatmenetet koveti kisebb
atfogalmazasokkal. Masrészt a [18]-ban leirt érvelésnek is a [15]-ban talalhato
véazlatos bizonyitas képezi a vazat. A bizonyitis ereje, hogy algoritmust is ad a
fa megkonstrualasara.

4.9. Definici6. Legyen f egy szimmetrikus, keresztezd szubmodularis fiiggvény
a V alaphalmazon, és legyen () # R C V egy részhalmaza az alaphalmaznak.
Az R (V, f)-hez tartozé Gomory-Hu fajin egy T = (R, Er) fabol és V egy
{C, | r € R} particiojabol allo part értiink, melyekre teljesiil, hogy

reC,.Vr €R,
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illetve, hogy minden e = {s, t} € Er élre az

v=J ¢

reXe

modon definialt U C V halmaz egy f-minimaélis (s, t)-vagas, ahol X, C R a
T — e két komponense koziil az egyiknek a csiicshalmazat jeloli.

Ekkor az R =V esetben a 4.7 lemma miatt a T = (V, Er) a (V, f) Gomory-
Hu faja.

Ahogy azt méar a fenti definici6 is sejteti, ugy fogjuk megkonstrualni a 7" fa
egy r pontjihoz tartozé C,. C V halmazt, hogy minden olyan alaphalmazbeli
v € V elem C,-hez tartozzon, amely minden az R egy tetsz6leges q elemét és
az r elemet elvilaszto f-minimalis (g, r)-vagasokban az r-el egy komponensbe
keriil.

Az eljaras sordn rekurzivan épitjik fel a R-hez tartoz6 Gomory-Hu fat.
Minden 1épésben az adott Gomory-Hu fa készitési feladatot visszavezetjiik két,
kisebb elemszamt Ry, R, halmazhoz tartoz6 feladatra. Mindig kivalasztunk
két tetszbleges r1, o € R elemet, és tekintiink egy W C V' f-minimalis (r1, 72)
vagéast, majd egyszer a W elemeit, egyszer pedig a V —W elemeit Osszeragasztva
egyetlen pontta kapjuk a Vi = W 4wy és a Vo =V — W + vy alaphalmazokon és
Ry = RNW és Ry = R — W részhalmazokon definidlt Gomory-Hu fa készitési
feladatot. (Mint azt lejjebb részletezni fogjuk, az f fliggvény természetesen
definidlhat6 az eredeti alaphalmaz néhany elemének Osszeragasztasaval kapott
kisebb alaphalmazokon.) A két redukalt T; = (R;, E7,) Gomory-Hu fakbol és
a hozzajuk tartozo {Cﬁ |r e Ri} particiokbol (i = 1, 2) pedig tgy kapjuk meg
az R-hez tartozo T = (R, Er) fat, hogy a Tiés a Ty fa egy-egy alkalmas r’/
és r” pontjat Osszekotjiik egy éllel. A definiciobdl addéddan egyrészt gy kell
megkonstrualnunk a C® halmazokat, masrészt pedig tigy kell megvalasztanunk
az r', r'"" elemeket, hogy a W =, cp, C} egy f-minimalis (r', 7"")-vagés legyen.
Mint ki fog dertilni, erre a v;-et tartalmazo Crl, és a vo-t tartalmazo C’f,,partici(’)—
elemeknek megfelels 7’ és r” pont alkalmasak.

A pontos algoritmus a kévetkezs.
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Algoritmus Gomory-Hu

Input: Egy (V, f) szimmetrikus és keresztezs szubmodularis rendszer és egy
R C V halmaz.

Output: Egy T = (R, Er) fa és V egy {C, | r € R} particidja, melyekre
teljesiilnek a 4.9 definicioban leirtak.

1 ha |R| =1 akkor

2 T:=({r}, 0) ahol {r} =Reées C, :=V

3 kiilénben

4 Legyen 1, ro € R két tetszéleges eleme R-nek, és legyen W C V
egy f-minimalis (r1, ro)-vagas, /*visszavezetjiik két kisebb elemszama R;, Ro
halmazokhoz tartozo alfeladatra*/

5 Legyen Vi = W + vy, illetve p; : V — V; ragaszto leképezés, melyre

u haueW
p1(u) =
vi haueV —-W

és filegyen az a Vi-en értelmezett halmazfiiggveény, melyre f1(X) = f(p; *(X)).
Legyen Ry = RN'W,
6 Legyen Vo =V —W 49, illetve ps : V. — V5 ragaszto leképezés, melyre

u haueV —-—W
p2(u) =
vy hauéeW

és folegyen az a Vo-n értelmezett halmazfiiggvény, melyre fo(X) = f(psy *(X)).
Legyen R, = R— W,

7 Jeldlje T; = (R;, Ex,), {C! | r € R; }a Gomory-Hu algoritmus Output-
jat az (V;, fi), R; Input esetén i = (1, 2)-re,

8 Legyen r’ € Ryaz az elem, amelyre v, € C},,
9 Legyen r” € Roaz az elem, amelyre vy € CZ,,
10 T:=(R1URy, Epy, UE, Ue={r", r"}),{C,. | r € R}
C} har € Ry, r# 1’
ahol C, = 071'/ —v har =1’
C? har € Ra, r # 1"

C% —vy har=r"
11 ha vége
12 Output:T, {C. | r € R}.

Konnyen ellendrizhets, hogy ha f szimmetrikus, keresztezd szubmodularis
fiiggvény volt az eredeti V' alaphalmazon, akkor a f; és fy is szimmetrikus,
keresztez$ szubmodularis fiiggvények. A ragasztéssal keletkezett V; alaphalma-
zokban 1év§ keresztez6 halmazok Gsképei keresztezé halmazokat alkotnak a V-
ben is, tovabba f;(X) = f(pi_l(X)), igy az f-re teljestlé szubmodularitési
egyenldtlenség f;-re is 6roklsdik. Vilagos az is, hogy szimmetrikus halmazfiigg-
vény alaphalmazat ragasztva szimmetrikus halmazfiiggvényt kapunk. Igy a 7.
sor valoban értelmes, valoban szimmetrikusak és keresztezd szubmodularisak az
alfeladat Input-janak részeként megadott (V;, f;) rendszerek.
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Miel6tt igazolnank az algoritmus helyességét, belatjuk a kovetkezd lemmat,
amelynek kulcs szerepe lesz az algoritmus helyességének igazolasaban.

4.10. Lemma. Legyen [  szimmetrikus keresztezd — szubmoduldris
halmazfiggvény a V' halmazon, és W C V walamely (s, t) elemekre egy
f-minimdlis vdgds. Ekkor bdrmely u, v € W elemekhez létezik olyan X
f-minimdlis (u, v)-vdgds, hogy X C W.

Bizonyitds. Legyen Y tetsz6leges egy olyan f-minimalis (u, v)-vagas, amely
atmetszi W-t. (Ellenkezd esetben készen vagyunk, hiszen ekkor X =Y C W
vagy X = V —Y C W automatikusan teljesiil.) Az altalanossag megsértése
neélkiil feltehetjiik, hogy pl. s € W és u € Y, illetve s € Y. (Amennyiben ezek
koziil barmelyik nem teljesiil, cseréljiik fel s és ¢, u és v vagy pedig Y és V —Y
szerepét a bizonyitasban.)

Sy

ol

Sy
ol \_“‘

( ou / o ) (A ol / oV

tey tey

Két eset lehetséges aszerint, hogy a t elem is Y-ban van-e vagy sem. Legyen
elészor t ¢ Y. Ekkor Y és W keresztezi is egymast, hisz t € V — (W UY), igy
f keresztez6 szubmodularitasa miatt

f)+fW) =2 fY nW) + f(YuW)

teljesiil. Mivel Y N W egy (u, v)-vagas, Y pedig f-miniméalis (u, v)-vagas
volt, f(Y NW) > f(Y) teljesiil. Tovabba Y U W pedig egy (s, t)-vagas, W
pedig f-minimalis (s, t)-vagas volt, igy f(Y U W) > f(W), vagyis a fenti
szubmodularitasi egyenlStlenség egyenlséggel teljesiil, és X = (Y NW) C W is
egy f-minimaélis (u, v)-vagas.

Most legyen ¢t € Y. Ha V—(WUY) iires, akkor V—-Y C W és W—Y pedig f-
minimalis (u, v)-vagas, igy készen vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy V — (W UY')
nem ires, ekkor Y és W keresztezi is egymast. Méasrészt [ szimmetrikussagabol
és keresztez6 szubmodularitasabol adodik, hogy f keresztezs pozimodularis, igy

fY)+ W) =2 f(W =Y) + f(Y = W)

teljesiil. Az el6z6 esethez hasonloan kapjuk, hogy mivel W —Y egy (u, v)-vagas,
Y pedig f-minimalis (u, v)-vagas volt, f(W —Y) > f(Y) teljesiil. Tovabba
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Y — W pedig egy (s, t)-vagas, W pedig f-minimalis (s, t)-vagas volt, igy
fY —=W) > f(W), vagyis a fenti pozimodularitéasi egyenlGtlenség egyenlGséggel
teljesiil, és X = (W —Y) C W is egy f-minimélis (u, v)-vagas. O

4.11. Tétel. A Gomory-Hu algoritmus az R (V, f)-hez tartozé Gomory-Hu
fajat adja eredményiil.

Bizonyitds. Természetesen r € C,. Vr € R teljesiil. Megmutatjuk, hogy tetszéle-
ges e = {u, v} € Ep élre a T — e indukal egy f-miniméalis (u, v)-vagast. Az
|R| = 1 alapesetben az allitas trividlis. Az R elemszama szerinti indukci6val
bizonyitunk. Legyen most 2 < |R| = k, és tegyiik fel, hogy minden k' < k
elemi halmazra méar belattuk, hogy igaz a tétel.

Tekintsiik elGszor az e € T; esetet, azaz amikor a vizsgalt él valamelyik
alfeladatbol szarmazo T; fa egy éle. Legyen példaul e € Er,. Ekkor az indukcios
feltevésbol kovetkezik, hogy a T1 — e egy fi-minimalis (u, v)-vagast hataroz meg
a (V4, f1) rendszerre nézve. Legyen most X, a T} — e azon komponensének
cstucshalmaza mint V-beli halmaz, amely nem tartalmazza vi-et. Ekkor X,
egy f-minimalis (u, v)-vagas a (V, f) rendszerre nézve is. Tegyiik fel ugyanis,
hogy Y C V egy f-minimalis (u, v)-vagés, és f(Y) < f(X.). Ekkor a 4.10
lemma szerint létezik olyan X f-minimalis (u, v)-vagas, hogy X C W C Vi,
és W részhalmazain pedig f1(X) = f(X). Igy viszont kapjuk, hogy f;(X) =
F(X) = fY) < f(Xe) = f1(Xe), ellentétben azzal, hogy X, egy fi-minimalis
(u, v)-vagas.

Tehat az egyetlen él, amelyet még ellenérizniink kell, az aj ex = {r’/, r"'} él.
Ekkor az algoritmus menetébdl adédéan vilagos, hogy

U c=w

reXex

amennyiben X., C R a T — ex két komponense koziil annak a csacshalmazat
jeloli, amely ri-et és r’-t tartalmazza. Azt kell tehat megmutatnunk, hogy
W C V, melyet ugy valasztottunk, hogy egy f-minimalis (ry, r9)-vagas legyen,
egyben f-minimalis (1, r”)-vagas is. A lenti 4bra mutatja a Ty, T» fak, illetve
az r1, ', ro, v’ pontok helyzetét a fakban.
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Tegyiik fel indirekt, hogy a W C V (r/, r"")-vagas nem f-minimaélis. Legyen
X CV egy f-minimalis (v, r”)-vagas, ekkor f(X) < f(W). Amennyiben X
tartalmazza az rq, ro pontok valamelyikét, iigy a masikat is tartalmaznia kell,
kiilonben X egy (r1, r2)-vagas lenne, melyre f(X) < f(W), ellentétben W
valasztasaval. Feltehetjiik, hogy r1, o ¢ X, kiilonben cseréljiik fel X és V — X,
szerepét a bizonyitasban. Feltehetjiik tovibba, hogy r’ € X, hiszen az v’ € X
eset teljesen analdég mdédon bizonyithatoé.

El6szor is a 4.10 lemmaban alkalmazott érveléshez hasonlé moédon
megmutatjuk, hogy létezik egy X’ C W f-minimalis (r/, r”)-vagas is. Ha
X C W, akkor X = X’ ilyen, tegyiik fel tehat, hogy X — W nem {ires.
Ekkor X és W keresztez6 halmazok (hiszen r1 € W — X, v/ € W N X, és
ro, 1’ €V — (WUX)), igy f keresztezd szubmodularitasa miatt

fX)+ W) = f(XOW) + fF(XUW).

Masrészt X N W egy (v, r")-vagas, X pedig f-minimalis (r/, r”)-vagas volt,
igy f(XNW) > f(X) teljesiil. Tovabba X UW egy (r1, r2)-vagas, W pedig f-
minimaélis (71, r2)-vagas volt, igy f(XUW) > f(W), vagyis a fenti szubmodula-
ritasi egyenlGtlenség egyenldséggel teljesiil, és X' = (X NW) C W is egy f-
minimalis (r/, r")-vagas, és f(X') = f(X) < f(W).

Tekintsiik a Ty = (Ry, Er,) fat, és abban az 1/, r1 egyértelmi utat. X' C
W tartalmazza az Ry = R N W néhany elemét (példaul ' € X'), de nem
tartalmazza az egész Ri-et (példaul vy ¢ X'), igy az r/, r; utnak van olyan
e = {s, t} éle, melyre X’ szeparalja az s és a t elemeket. Mivel T7az indukcids
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feltevesiink szerint az Ry (V1, f1)-hez tartozé6 Gomory-Hu faja, igy az

v=Jc

rey

egy fi-minimalis (s, ¢)-vagas Vi-ben, ahol Y C R; a T; — e két komponense
koziil annak a cstucshalmazat jeloli, amelyre 7, € Y. Tovabba X' C W C V4 is
egy nem feltétleniil f-miniméalis (s, t)-vagas Vi-ben. Es igy (f(X') =) f1(X') >
f1(U) (= f(U)), ahol a két egyenlsség f1 definiciojabol adodoan teljesiil, hiszen
X' C W, ésr' ¢ Y kovetkeztében vy ¢ U, tehat U C W. Ekkor viszont U
a (V, f) rendszerben egy olyan (ri, r)-vagas lenne, melyre f(U) < f(X') =
F(X) < f(W) ellentétben azzal, hogy W egy f-minimalis (r1, r2)-vigas. Ezzel
egyrészt a 4.11 tételt bebizonyitottuk. O

Tetsz6leges szimmetrikus keresztezs szubmodularis (V) f) rendszerre az R =
V esetben a Gomory-Hu algoritmus soran konstrualt T = (V, Er) fa a 4.7
lemma miatt a (V) f) rendszernek egy az eredeti értelemben vett (vagyis a 4.6
definicionak eleget tevs) Gomory-Hu faja . Ezzel a 4.8 tételt is belattuk.

A Gomory-Hu algoritmus futési ideje O(n- f(n)), ahol f(n) egy f-minimalis
(s, t)-vagas kiszamitasanak az idejét jeloli egy m pontu alaphalmazon adott
(V, f) szimmetrikus rendszer esetében. (Megjegyezziik, hogy egy graf Gomory-
Hu fajanak megkonstruéalasara sem ismert O(n- F(n, m)) futasi idénél gyorsabb
algoritmus [12], ahol F'(n, m) egy minimalis (s, t)-vagas kiszamitasanak az idejét
jeloli egy n ponta és m éli gratban.)
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5. Extrém halmazok

5.1. Definicio. Egy G = (V, E) élsulyozott graftban extrém csicshalmaznak
neveziink egy ) # X C V részhalmazt, ha

d(X) < d(Y)
teljesiil V0 # Y C X halmazra.

AV egyetlen cstucsbdl 4llo {v} részhalmazai extrém csticshalmazok, ezeket
trivialis extrém csicshalmazoknak nevezziik, a G graf extrém csicshalmazainak
rendszerét pedig X' (G)-vel jeloljiik. Az extrém halmazok elméletét Watanabe és
Nakamura vezették be a graf élosszefiiggéség novelési problémajahoz kétédsen
[17]. Egy graf extrém halmazai segitséget nytdjtanak tobb grafelméleti probléma
megoldasaban is, mint példaul az élosszefliggdség ndvelési probléma vagy a forras
telepitési probléma. Nagamochi mutatott [8] egy O(nm + n?logn) futasi idejt
algoritmust élsulyozott iranyitatlan grafok dsszes extrém halmazanak megtalala-
séara. Az eljards menete hasonlé ahhoz, amit a graf egy minimalis vagasanak
megkeresésénél bemutattunk. Nagamochi bevezetett egy mésik sorbarendezést
a graf pontjain, melynek utolsé két pontjardl belathato, hogy azokat extrém
cstcshalmaz nem szeparalja. A sorbarendezést és az allitds két bizonyitasat a
5.1 fejezetben ismertetjiik.

Nagamochi megmutatta tovabba azt is, hogy az egész eljaras altalanosithato
szimmetrikus szubmodularis illetve szubmodularis és pozimodularis halmazfiigg-
vények extrém halmazainak megkeresésére is.

5.1. A min-degree sorrend és lapos parok

5.2. Definici6. A graf pontjainak egy o = (v1,va,. .., v,) sorrendjét min-degree
sorrendnek nevezziik , ha

d(vi; G — Vi) < d(vj; G— Vi)

fennall minden 4, j-re, melyekre 1 < i < j < n teljesiil, ahol V;_; jel6li a

{v1, va,..., v;_1 }elemekbdl 4ll6 ponthalmazt, G —V;_; pedig azt a grafot, amit
G-bdl kapunk, ha toroljik a grafbol a {vy, vg, ..., v;—1 }pontokat, és azokat az

éleket, amelyek az els§ ¢ — 1 pont koziil legalabb eggyel szomszédosak. G — V}
maga a G graf.

Figyeljiikk meg, hogy egy ilyen sorrend kezd&pontjanak nem valaszthato tet-
sz6leges grafbeli pont, hanem csak minimélis foku, hiszen ¢ = 1 re a sorrendet
definialo egyenlétlenség pont azt mondja ki, hogy d(vi; G) < d(v; G) Vv e V
pontra.

Miutan vy, wve,..., v;_1-et mar meghataroztuk, azt az u € V — V;_;1-et
valasszuk az i-edik pontnak, azaz v;-nek, amelynek az els§ ¢ — 1 pont és a
rajuk illeszkedd élek torlése utan megmaradt G —V;_q grafban a legalacsonyabb
a foka. Adott grafra, O(m + nlogn) idében tudjuk a grafnak egy min-degree
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sorrendjét kiszamitani [12], (akarcsak egy max-vissza sorrendet,) ahol n(= |V])a
pontok szamét jeloli a grafban, m (= |E|) pedig az élekét.

Példaul a kovetkezd abran lathato G graf (ug, we, ..., uie) sorrendje egy
min-degree sorrend. (A szaggatott vonallal jelolt halmazok pedig a graf extrém
cstcshalmazai.)

5.3. Definicié. Két s, t € V csicsot akkor neveziink lapos pdrnak [12] (angolul
flat pair-nek), ha nem-trividlis (azaz legalabb két-elemii) extrém cstacshalmaz
nem szeparélja 6ket.

Masképpen, amennyiben egy X C V extrém csucshalmazra | X N {s, t}| =1
teljesiil, akkor X = {s} vagy X = {¢}. Példaul a fenti 4bran lathato grafban
a kovetkez6 csicsparok a lapos parok: {wui, us}, {us, usal}, {us, ug}, {ug, uio},
{u11, u12}. (Megjegyezziik, hogy akar szigorubban is definialhatnank a lapos
pat fogalméat, a tovabbiakban leirt allitasok teljesiilnének, és az itt kovetkezd
bizonyitasok is miikddnének a sziikebb értelemben vett fogalomra is. Azonban
mivel Nagamochi egy graf esetében igy definidlta a lapos par fogalmét, most
még mi is maradunk ennél a definicional. A bizonyitas soran ki fog deriilni,
hogy hogyan lehet szigoritani ezt a fogalmat.)

A kovetkezd tétel, amely oriési szerepet jatszik az extrém halmazok hatékony
keresésének problémajanak megoldasdban, Nagamochitél szarmazik.

5.4. Tétel. Legyen G = (V, E) élsulyozott grifban a o = (v1, va,..., v,) egy
min-degree sorrend. FEkkor a sorrend utolsé két pontja, v,_1 €s vy, lapos pdrt
alkot, tehdt nem szepardlja dket nem-trividlis extrém halmaz.

Nagamochi ezt a tételt a minimalis vagasok keresésénél megismert max-
vissza sorrend és a kapcsolt par fogalmanak felhasznélasaval bizonyitotta. Ennek
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a bizonyitasnak a vézlatat, a bizonyitas soran kimondott allitasok érdekessége
miatt réviden vazoljuk, majd mutatunk egy masik bizonyitast, amelyhez Naga-
mochi egy szimmetrikus szubmodularis fiiggvényekre kimondott, a fentihez na-
gyon hasonl6 tételének a bizonyitasa adta az Otletet.

Az elsgként emlitett Nagamochi féle bizonyitds menete a kovetkezs. A
G grafhoz mutatunk egy méasik H grafot, és annak tekintjiilk egy megfeleld
kezdSpontbol inditott max-vissza sorrendjét. A H graf max-vissza sorrendjének
utols6 két pontjara be lehet latni, a H graf specialis szerkezetének és a max-
vissza sorrend ismert tulajdonsigainak segitségével, hogy azokat nem-trivialis
extrém halmaz nem szeparalja. Masrészt pedig be fogjuk latni, hogy a H-nak
ez a max-vissza sorrendje a G grafnak pont egy min-degree sorrendjét adja.

El6szor bevezetiink egy definiciot.

5.5. Definici6. Legyen G = (V, E) iranyitatlan, hurokmentes, élstulyozott graf,
jelolje w : E — R4 a nemnegativ sulyfiiggvény az élhalmazon. Legyen s ¢ V
egy 4j pont. A G csillag névelésén (vagy csillag néveltjén) egy olyan H grafot
értiink, melynek csticshalmaza V + s, élhalmaza pedig a F U F, ahol F' csupa
olyan éleket tartalmaz, melyek az Gj s pontot koti 6ssze valamely v € V' ponttal.

Azt, hogy a lehetséges ilyen élek koziil melyeket tartalmazza az adott H
csillag novelés, és hogy mi lesz az 4j éleken az j graf sulyfiiggvényének értéke,
egy b € RY vektor segitségével adjuk meg, mégpedig gy, hogy b(v) = w({s, v}).
Azokra a v € V pontokra, melyekbdl nem vezet él s-be az 4j grafban b(v) = 0.
A G grafnak a b € RK vektor altal meghatarozott csillagnovelését H = G+ b-vel
jeloljiik.

Legyen k > 0 adott valos szam.

5.6. Definici6. Adott G grafraésb € szektorra a G+b grafot akkor nevezziik

a G k-reguldris csillag névelésének, ha d(v; G +b) = max {k, d(v; G)} teljesiil
minden v € V pontra.

Masképpen, b(v) = max {0, k —d(v; G)} Yv € V, vagyis pontosan
azokhoz a v pontokhoz hizunk élet az 4j s pontbdl, amelyekre d(v; G) < k,
és az 4j {v, s} él sulya pont akkora lesz, hogy "kiegészitse” a v csucs fokat k-ra
az uj grafban.

5.7. Lemma. Legyen X € X(G) egy nem-trividlis extrém halmaza a G grifnak,
és legyen k olyan valds szam, amelyre teljesiil, hogy

d(X; G) <k <min{d(u; G) |ue X}.

(Ilyen k létezik, hiszen X extremitdsa miatt d(X; G) < min{d(u; G) |u € X}.)
Legyen v, w € V két tetszdleges pontja a G grdfnak. Amennyiben a G k-reguldris
csillag néveltjében, amelyet G + by-val jelolink, A(v, w; G + b)) > k teljesiil,
akkor az X halmaz nem szepardlja v-t és w-t.

(A lemma allitasa gy is igaz, ha enyhitjiik a feltételeket, és X-rdl az extre-
mitas helyett csak azt koveteljiik meg, hogy d(X; G) < min{d(u; G) | u € X},
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vagyis hogy minden részhalamaza helyett csupan az egypontu részhalamazinak
a foka legyen szigortian nagyobb mint az X halmaz foka. Nagamochi a lemma
bizonyitasa sordn X-rél csak ezt a tulajdonsagot hasznalta ki.)

5.8. Lemma. Legyen adott eqy G = (V, E) grdf és egqy K > 0 wvalds szdm,
és jelolje G + b a G K-reguldris csillag noveltjét. Legyen o = (vy =
S, V1, Va,..., Un) a G+ bx grdf egy maz-vissza sorrendje, melynek s (azaz az
i csics) a kezddpontja. (Ilyen max-vissza sorrend létezik, hiszen emlékezziink
vissza, hogy a maz-vissza sorrendnek a kezddpontja szabadon megudlaszthatd.)
Ekkor minden 0 < k < K-ra

AMVn—1, Un; G+ b)) > k
teljestil az utolsd két csiucsra, ahol G+ by, a G k-reguldris csillag néveltjét jeldls.

Legyen G egy tetszSleges élsulyozott iranyitatlan graf, és legyen X € X (G)
a G egy tetszbleges nem-trividlis extrém halmaza. Legyen

K > maz{d(v; G) |v eV}

egész szam. Jelolje tovabbra is G + bx a G K-regularis csillag noveltjét, és
legyen o = (vg = s, v1, V2,..., Uy) & G + bg graf egy max-vissza sorrendje,
melynek s (azaz az 1j csucs) a kezdSpontja. Mivel X extrém halmaz, létezik
egy olyan kx valds szam, amelyre teljesiil, hogy

d(X; G) <kx <min{d(u; G) |u e X}.

Ekkor K > max{d(v; G)|v eV} miatt K > kx, igy a 5.8 lemmabol
kovetkezik, hogy A(vn—1, vn; G + bi, ) > kx teljesiil az utolsé két csticsra, ahol
G + b, a G kx-regularis csillag néveltjét jeloli. Ekkor viszont a 5.7 lemmabol
kovetkezik, hogy az X halmaz nem szeparalja v, _1-t és v,-t. Mivel X egy
tetszoleges nem-trividlis extrém halmaza volt G-nek, igy kapjuk a kovetkezd
allitast.

5.9. Lemma. Legyen adott egy G = (V, E) grdf és egy K > 0 valds szdm,
amelyre teljesil, hogy K > max{d(v; G) |v €V}, jelolje G + bx a G K-
requldris csillag noveltjét. Legyen o = (vg = s, v1, V2,..., V) a G + bi grdf
egy maz-vissza sorrendje, s kezddéponttal. Ekkor a G grdf egyetlen nem-trividlis
extrém halmaza sem szepardlja v,_1-t és v,-t.

(Mivel az 5.7 lemma teljesiil az 6sszes olyan X C V halmazra, melyre
d(X; G) < min{d(u; G) |u € X}, egy a 5.9 lemmaban kimondottaknal egy
altalanosabb allitas is igaz. Meégpedig az, hogy egyetlen olyan legalabb két
elemti X C V halmaz sem szeparalja v,_1-t és v,-t, amelyre d(X; G) <
min {d(u; G) | u € X} teljesiil. Raadasul Nagamochi most vazolt bizonyitésa
valojaban ezt az allitast is bizonyitja. Bar 6 végig extrém halmazokkal dolgozik,
nem hasznél ki tobbet egy extrém halmazrol, mint hogy a halmaz foka kisebb,
mint a halmaz pontjainak foka.)
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A tétel bizonyitasahoz, mar csak annyi hianyzik, hogy megmutassuk, hogy
o= (vg =8, v1, Va,..., v,) akkor és csak akkor a G + bx graf egy max-vissza
sorrendje, ha o’ = (vy, ve, ..., v,) pedig az eredeti G egy min-degree sorrendje.

d(v; G + bg) = K teljestil minden v € V pontra a G K-regularis csillag
noveltjében, amennyiben K > max {dg(v)|v € V}. Igy minden i, j-re,
melyekre 1 <1¢ < 7 < n teljestil

d(Vica U{s}, vj; G+ bk) =d(vj; G+bk) —d(vj, (V—=Vi_1) —v;; G+ bg)
=K — Cl(’l)j; G — V;,l)

A G + bg grafhoz tartozd max-vissza sorrend els§ pontjat s-nek vélasztjuk.
viegy olyan pont lesz, amire d(s, v; G + bx) maximaélis, vagyis amire a fenti
egyenldség alapjan d(v; G) minimalis. Masrészt miutan vg = s, v1, Vo, ..., Vj—1-
et mar meghataroztuk, a max-vissza sorrend definici6jabol kovetkezGen azt a
u € V — V;_1-et valasszuk az v;-nek, amelybdl a G + b grafban a legnagyobb
Osszsilyt élhalmaz vezet {s} U V;_;-be, azaz amelyre d(V;—1 U{s}, u; G+ bk)
maximalis. A fenti azt mutatja, hogy ekkor v; € V—V,_; az a pont lesz, amelyre

d(u; G —V;_1) minimalis. Igy o/ = (v1, va,..., v,) pontosan akkor min-degree
sorrend G-ben, ha ¢ = (vg = s, v1, va,..., v,) max-vissza sorrend a G + bg
grafban.

Ezzel a tételt belattuk.

A Kkovetkezd abran egy G graf 9-reguléris csillag noveltje lathato, a
graf pontjai mellett lathatoé szamok pedig a csillag novelt egy max-vissza
sorrendjének és egyben az eredeti G graf egy min-degree sorrendjének felelnek
meg.

Mint arra mar tobbszor utaltunk, egy kicsit tobb is igaz egy min-degree
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sorrend utols6 két pontjara, mint hogy nem-trividlis extrém halmaz nem
szeparalja 6ket. Most kimondjuk és belatjuk a 5.4 tétel egy erGsebb valtozatat.

5.10. Definici6. A G = (V, E) élsalyozott grafban nevezziink gyengén
extrémnek egy X C V, |X| > 2 csucshalmazt, ha teljesiil ra, hogy

d(X) <min{d(z) |z € X},

azaz hogy minden X-beli csticsnak a foka szigortian nagyobb, mint az X halmaz
foka. A V egypontu részhalmazai is legyenek gyengén extrémek.

Természetesen minden extrém halmaz gyengén extrém is. (A kovetkezd tétel
igazolja, hogy mint ahogy arra mar tbbszor utaltunk, a lapos par definiciojaban
frhatnank extrém halmaz helyett gyengén extrém halmazt.)

5.11. Tétel. Legyen G = (V, E) élsilyozott grifban a o = (v1, va,..., vp)
egy min-degree sorrend. Fkkor a sorrend utolsé két pontjdt, v,_1-et és v,-et
nem szepardlja nem-trividlis gyengén extrém halmaz. (Igy v,—1 €s v, lapos pdrt

alkot.)
A tétel bizonyitasadhoz el6bb belatjuk elbb a kovetkezd lemmaét.

5.12. Lemma. Minden i-re (0 <i <n —2)
dX; G=V) >min{d(z; G-V;) |z € X}
teljesil minden X CV —V; halmazra amelyre | X N {vp_1, vp} = 1.

A fenti lemma azt mondja ki, hogy a mind-degree sorrendnek kiszamitésa
kdzben megkonstrualt G —V; grafok mindegyikében teljesiil, hogy egyetlen nem-
trivialis (azaz legalabb két elemd) a G — V; grafban gyengén extrém halmaz
sem szeparalja v, _i1-et és v,-et. Vegyiik észre, hogy mivel ekkor természetesen
nem-trivialis extrém halmaz sem szeparalja Gket, igy a lemma allitasabol az is
kovetkezik, hogy v, _1 és v, lapos part alkotnak a G — V; grafok mindegyikében.
(S6t 0, = (Vig1, Vit2,.--, Uy) pedig a G — V; min-degree sorrendje.)

Bizonyitds. A lemmét i szerinti indukciéval bizonyitjuk, ahol i = n — 2, n —

3,..., 0. Az i = 0 eset pont a tétel allitasaval ekvivalens. Az i = n — 3-ra, a
G — V,—3 két pontbol all6 grafban természetesen igaz az allitdas. Tegyiik most
fel, hogy i =n—2,..., k-ra teljesiil a lemma, és megfogjuk mutatni, hogy ekkor

1 = k — 1-re is teljesiil. Legyen X C V — Vi_1 egy tetszbleges halmaz, melyre
|X N{vn_1, v }| = 1. A bizonyitast két esetre fogjuk bontani aszerint, hogy X
tartalmazza-e a wvycsucsot.

1. eset: v, ¢ X, vagyis X CV — V.

Legyen z* = argmin{d(z; G — V}) | x € X}, ekkor az indukcios feltevésbol
1 = k valasztassal kovetkezik, hogy

d(X; G—=Vi) >2min{d(z; G—V) |z € X} =d(z™; G— V). (12)
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Megmutatjuk, hogy d(X; G — Vi_1) > d(z*; G — V1) is igaz, amib6l nyilvan
kovetkezik, hogy d(X; G — Vi—1) > min{d(x; G — Vi—1) |z € X} .

d(X; G—=Vi_1) —d(z*; G—Vi_1) = (d(X; G — Vi) +d(X, vg; Q))
— (d(z*; G = Vi) +d(z*, v G))
= (d(X; G—-Vg) —d(z*; G- V)
+ (d(X, vg; G) —d(z*, vg; G))
>d(X; G—Vi)—d(z*; G=V;) >0,

ahol el@szor is hasznaljuk a trivialis (5) azonossagot. Az els§ egyenlStlenség
azért teljesiil, mert nyilvan az X halmazbol legalabb annyi él megy a vy, ¢ X
pontba, mint az z* € X pontbol. Majd az masodik egyenlStlenség (12) miatt
teljesiil. A vy, ¢ X esetet ezzel belattuk.

2. eset: v € X.

A v, pont valasztasa miatt teljesiil, hogy

d(vg; G=Vi—1) =min{d(v; G —Vi_1) v €V = Vi_1}, (13)

igy elég lenne belatnunk, hogy d(X; G — Vi—1) > d(vk; G — V1)
Legyen Y =V — V1 — X. Ekkor Y CV =V, és |Y N{v,_1, va}| =1, igy
az elsé esetben belatott eredményt az Y halmazra alkalmazva kapjuk, hogy

d(Y, G — Vk,1) > min {d(y, G — kal) | Yy e Y} . (14)
Maésrészt a G — Vi1 grafban szimmetria miatt

d(X; G — Vk—l) = d(Y; G — Vk—l)
>min{d(y; G —Vi-1) |y € Y}
>min{d(v; G —=Vi_1) |v eV —Vi_1}
= d(Uk, G — Vk‘,—l)v
ahol az els6 egyenlGtlenség (14) miatt teljesiil.

Ezzel a lemmat belattuk, és az i = 0 eset pedig pont a 5.11 tétel allitasat
adja. Igy egyben a tétel bizonyitasaval is készen vagyunk. O

5.2. Az extrém  halmazok laminaris csaladjanak
megtalalasa

A 5.11 tételben kimondott eredményre alapozva O(nm + n?logn) idében meg
tudjuk hatarozni egy graf osszes extrém csucshalmazat. Miel6tt bemutatnank
az eljarast, kimondunk néhany ismert allitast extrém halmazokkal kapcsolatban.

5.13. Lemma. Minden nem-iires X C V halmaz tartalmaz egy X' (C X) extrém
halmazt, melyre d(X') < d(X).
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Bizonyitds. Legyen X' egy tartalmazasra nézve minimaélis olyan részhalmaza X -
nek melyre teljesiil, hogy d(X’) < d(X). (Elképzelhets, hogy X’ = X.) Ekkor
X’'minden valodik Y részhalmazara d(Y) > d(X) > d(X’), ami pontosan azt
jelenti, hogy X’ extrém halmaz. O

5.14. Lemma. FEgy grdf extrém halmazai lamindris rendszert alkotnak, azaz
X(G) semelyik két eleme nem metszheti dt egymdst. Igy az is adédik, hogy
|X(G)| < 2n—1.

Bizonyitds. Legyen X, Y C V két atmetsz6 halmaz. Ekkor d(X) 4+ d(Y) >
dX —Y)+dY — X). Ha X extrém halmaz, akkor d(X) < d(X —Y),
amibdl adodik, hogy d(Y) > d(Y — X), tehat Y nem lehet extrém halmaz.
Meggondolhato, hogy egy n elemd V alaphalmaz részhalmazaibol 4116 X lamina-
ris rendszernek legfeljebb 2n — 1 eleme lehet. (Mutatja ezt példaul, ha
felrajzoljuk a halmazrendszer elemeinek fa reprezentacidjat, ahol legfeljebb n
levél lehet, amelyek a halmazrendszer egyelemii tagjainak felelnek meg, a gyokér
pedig maga a V halmaz, és pontosan akkor vezet él két X, Y € X halmaznak
megfelel6 pont koézott a faban, ha X C Y vagy Y C X, és nem létezik Z € X,
hogy X CZCYvagyY CZCX. O

Az extrém cstucshalmazok megkeresésére szolgalo algoritmusuk a kovetkezd
gondolatmeneten alapul. Legyen o = (v, va,..., v,) a G = (V, E) élstlyozott
graf egy min-degree sorrendje. A V részhalmazai két részre oszthatéak aszerint
hogy szeparaljak-e az utols6 két pontot, azaz v, _;-et ésv,-t. Mivel utolsé két
pontot szeparaldé nem-trivialis részhalmazok nem lehetnek extrém halmazok a
5.11 tétel miatt, ezért a graf nem-trivialis extrém halmazai (és azoknak fokszama
is) mind meg6rzédnek, ha v,_1-et és a v,-et egyetlen z pontta Osszehizzuk.
X(G) a kovetkezoképpen irhato.

X(G) = {vn-1} U{on} UX(G/{vn-1, vn}),

ahol G/{vn_1, vy} azt a grafot jeloli, ami a G-bol keletkezik a v,_1 és a
v, pontok osszehizasaval, (két pont Osszehuzasakor a keletkezd hurokéleket
elhagyjuk), X'(G/ {vn-1, v,} pedig a G/ {v,—1, v,} graf extrém cstcshalmaza-
inak Gsképét. Az algoritmus elGszoOr is ez Osszes egyetlen cstcsbol 4llo halmazt
elteszi az extrém csticshalmaz jeloltek kozé (az egypontt halmazok mind extrém
halmazok), majd kiszamitja a grafnak egy min-degree sorrendjét. Az utolsod
két z, y pontot Osszehtizza egyetlen z ponttd, és a V [z] halmazt elteszi az
extrém csucshalmaz jeloltek kozé, ahol V' [z] C V azokbdl a V' beli pontokbol
all6 halmazt jeloli, amelyek az eljaras adott lépésében vizsgalt graf z pontjaba
lettek hizva, azaz a z Gsképét. Ezt a metdédust addig ismételve, amig az
Osszehiizas utan kapott grafnak tobb mint két pontja van, megkapjuk az extrém
cstcshalmaz jeloltek egy X' laminaris csaladjat. (Az eljaras soran két atmetszo
halmaz nem keriilhetett az extrém csticshalmaz jeloltek kozé.) Az extrém csics-
halmazok csaladja a kovetkezd ellenérzé 1épés végrehajtasaval kaphaté meg:

XG@)=X-—{XeX|IYeX: Y CX, dY)<dX)}.
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Egyrészt a leirt eljaras futasi ideje O(nm + n?logn), hiszen egy min-degree
sorrendet O(m 4+ nlogn) idében tudunk szamolni, az eljaras folyaman pedig ezt
n — 2-sz0r tessziikk meg. Mésrészt mivel X' laminaris, legfeljebb 2n — 1 eleme
lehet, igy az ellenérzé lépés is végrehajthatd ennyi idében.

Maésrészt gondoljuk meg, hogy az eljaras helyes. Az viladgos, hogy az Gsszes
extrém cstiicshalmaz az eljaras végére bekeriil X-be, és az is vilagos, hogy az
ellenérzé 1épés soran kikeriil6 halmazok nem lehetnek extrém csicshalmazok.
Azt kell még meggondolnunk, hogy valéban elegendé-e X elemein ellenérizni
csupan egy X € X halmaz extrémségét, azaz hogy nem maradhatott-e az
ellenérzé 1épés végrehajtésa utan olyan Z halmaz a

X—{XeX|IYeX:YCX, dY)<dX)}

csaladban, amely nem extrém. Tegyik fel, hogy Z ilyen. A 5.13 lemma miatt
létezik X' C Z extrém csicshalmaz, melyre d(X’) < d(Z). Azonban mivel X
mar az ellenérzé lépést megel6zGen is minden extrém csicshalmazt tartalmazott,
Z-t ki kellett hogy zarjuk az ellen6rzé 1épésben, azaz ilyen Z halmaz nem lehet
X —{XeX|WeX:YCX, dY)<d(X)}-ben, tehat valoban a G Gsszes
extrém csicshalmazanak csaladjat kaptuk vissza az eljaras végén. Adodik a
kovetkezs tétel.

5.15. Tétel. Egy adott G = (V, E) élsulyozott grdf extrém csicshalmazainak
X (G) lamindris csalddja O(mn + n?logn) idében megtaldlhato.

5.3. Szimmetrikus szubmodularis vagy szubmodularis és
pozimodularis fiiggvények extrém halmazai

5.16. Definicié. Egy (V, f) rendszerben extrém halmaznak neveziink egy
() # X C V részhalmazt, ha

F(X) < f(Y)
teljesiil V() # Y C X halmazra.

AV alaphalmaz egyelemt {v} részhalmazai a trividlis extrém halmazok, a
(V, f) rendszer extrém halmazainak csaladjat pedig X'(f)-fel jeloljiik. (Termé-
szetesen adott G = (V, E) élsilyozott graf, és a hozza tartozo f(X) = d(X; G)
szimmetrikus szubmoduléris fiiggvény esetén X (f) = X(G).) A kovetkezd
lemma koénnyt szamoléssal igazolhato.

5.17. Lemma. Minden nem-iires X C V részhalmaz tartalmaz eqy X'(C X)
extrém halmazt, melyre f(X') < f(X).

Bizonyitds. Pontosan ugyantgy bizonyithat6, mint a 5.13 lemma. O

5.18. Lemma. Legyen f egy halmazfiggvény a 'V alaphalmazon. Ha f dtmetszd
pozimoduldris vagy szimmetrikus €s keresztezd szubmoduldris, akkor [ extrém
halmazainak X (f) csalddja lamindris.
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A bizonyitas egyszerd szamolasbol adodik, a szimmetrikus és keresztezs
szubmodularis, illetve az atmetsz6 pozimodularis esetet kiilon-kiilon végiggon-
dolva [12]. S&6t Nagamochi azt is megmutatta [9], hogy b&vebb halmazcsalad
esetén mar nem feltétleniil alkotnak laminaris rendszert az extrém halmazok.
Mutatott egy keresztezd pozimodularis g és egy nem szimmetrikus de teljesen
szubmodularis h fiiggvényt, melyekre X (g) és X' (h) nem laminaris rendszerek.

Egy (V, f) rendszer extrém halmazainak megtalalasa a graf extrém csicshal-
mazaink megtalalasidhoz hasonldéan folyik. Definidljuk az altalanositott lapos
par és min-degree sorrend fogalmakat.

5.19. Definicié. Egy (V, f) szubmodularis rendszerben egy {u, v} rendezetlen
elempért lapos pdrnak neveziink, ha minden X C V részhalmazra, amely szepa-
ralja az u és v elemeket

min {f(z) | = € X} < f(X)
teljesiil. (Az ilyen tulajdonsagt halmazokat nevezziik gyengén extrémnek.)

(Vegyiik észre, hogy a szubmoduléris rendszerekben a lapos par definicioja
szigorubb a grafokban definialt lapos par egy altaldnositasanal. A d fokszam-
fiiggvényre mint szubmoduléris fliggvényre nézve a 5.19 definiciobol az adodik,
hogy w és v pontosan akkor lapos par, ha d(X) < min{d(z) | z € X} minden
X C V halmazra, amely szepardlja u-t és v-t, vagyis mésképp gyengén extrém
halmaz nem szeparalja 6ket. Az ilyen pontparok halmaza természetesen sziikebb
lehet, mint azoké, amelyekrdl csak annyit koveteliink meg, hogy extrém halmaz
nem szeparalja 6ket. Azonban az eltérés azért nem igazan fontos, mert a lapos
paroknak minddssze azt a tulajdonsagat hasznéljuk ki, hogy extrém halmaz nem
szeparalja 6ket, megtalalasukra pedig mind a grafokban, mind a szubmodularis
rendszerekben olyan eljarast hasznalunk, ami csupa, a szigorubb definiciénak is
megfelel§ pont- illetve elempart talal.)

Jelolje 0 = (vy, va, ..., v,) a V alaphalmaz pontjainak egy sorbarendezését.
Legyen f egy a V-n értelmezett halmazfiiggvény.

5.20. Definici6. A o = (v, v, ..., v,) sorrendet min-degree sorrendnek nevez-
ziik, ha
JVier +vi) + fvi) < f(Vier +05) + f(v))
fennall minden 7, j-re, melyekre 1 < i < j < n-re , ahol Vy = 0, és V; =
{Ul, V2yen.y ’Ui}.
A V elemeinek egy ilyen sorrendje a kovetkezGképpen adhatéo meg. Ameny-

nyiben az els6 i — 1 elem méar adott (1 <14¢ < n—1), a még kivalasztatlan n—i+1
db elem koziil azt valasztjuk v;-nek, melyre az

r(u) = f(Vier +u) + f(u)

mennyiség miniméalis az ossze u € V — V;_; elem kozott. Egy (V, f) rendszer
min-degree sorrendje O(n?T}) futési id6ben szamithato ki [12].
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(Figyeljiikk meg, hogy az elgbbi definicié a 5.2 definici6 egy altalanositasa.
f = d valasztassal a fenti definicié azt kéveteli meg v;-t6l, hogy minimalizalja a

d(Vi-1 +u; G) +d(u; G) =d(Vier; G) +2-d(u; G — Vi)

mennyiséget, azaz minimalizalja d(u; G — V;_1)-t, vagyis az els6 i — 1 pont és a
rajuk illeszkedd élek torlése utan megmaradt G —V;_; grafban az u fokat. Ekkor
a (V, d) rendszer o = (v1, va,..., v,) min-degree sorrendje a 5.2 definicioban
leirt értelemben is min-degree sorrend abban a G = (V, E) grafban, melynek d
a fokszamfiiggvénye.)

Természetesen az el6bb bevezettet lapos par és min-degree fogalmakra is
igaz a mar a grafok esetébdl ismert Osszefiiggés.

5.21. Tétel. Legyen f eqy szimmetrikus keresztezd szubmoduldris fligguény a
V alaphalmazon. Es legyen o = (vy, va,..., v,) az alaphalmaz pontjainak egy
min-degree sorrendje. Ekkor v,_1 €s v, lapos part alkotnak.

Az 5.11 tétel bizonyitasat segitd 5.12 lemmanak itt is megvan a megfelelGje.
Azonban még az 5.12 lemmaéanél egyértelmd volt, hogy azokat a grafokat kell
megvizsgalnunk, amelyeket a min-degree sorrend megkonstrudlasa kdzben kap-
tunk, a mostani esetben definialni kell a (V' — V;, f;) rendszereket, és be kell
latni, hogy azok is szimmetrikusak keresztezd szubmodularisak. Ehhez el6szor
is kozllink egy technikai lemmat.

5.22. Lemma. Legyen f egy szimmetrikus keresztezd szubmoduldris fligguény a
V alaphalmazon. Legyen adott egy Z C V halmaz. A g(X) = f(X)+ f(ZUX)
VX CV — Z halmazfiigguény a V — Z alaphalmazon szimmetrikus és keresztezd
szubmoduldris.

Az 5.22 lemma egyszerii szamolassal adodik.

5.23. Lemma. Legyent=0,1,..., n—2 esetben a V —V; alaphalmazon adott
fi fiigguény a kovetkezd.

filX) = f(X)+ f(Viu X).
Ekkor minden i-re (0 <i <n —2)
fi(X) = min{fi(x) | x € X}
teljesil minden X CV —V; halmazra amelyre | X N {vy_1, vp}| = 1.

A fenti lemma tehat azt mondja ki, hogy (V —V;, f;) rendszerek mindegyiké-
ben teljesiil, hogy egyetlen nem-trividlis (azaz legalabb két elemi) gyengén
extrém halmaz sem szeparalja v,_i-et és v,-et, azaz lapos part alkotnak a
(V =V, f;) rendszerek mindegyikében. (Figyeljiik meg, hogy a fent definialt f;
fiiggvényekkel a (V — V;, f;) rendszerek azonosithatéak a G — V; grafokkal és
az azokon természetesen adodo fokszamfiiggvényekkel, hiszen d;(X) = d(X) +
dV; UX) =d(V;) +2-d(X; G-1V;).) A lemma bizonyitasa a 5.12 lemma
bizonyitdsahoz hasonlbéan zajlik, igy itt csak nagyon vézlatosan k6zoljiik.
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Bizonyitds. i =n—2,n—3,..., 1,0 szerinti indukciot alkalmazunk. Azi=n—2
esetben természetesen igaz az allitas, hiszen V—V,,_o = {v,_1, vp_2}. S6t mivel
|[V| = n = 2 esetben ezzel a tételt is bebizonyitottuk, tegyiik fel, hogy n > 3.
Megmutatjuk, hogy amennyiben ¢ = k-ra teljesiil az allitas, akkor ¢ = k — 1-re
is teljesiil. Legyen X C V — Vj_; tetszéleges részhalmaz, amely szeparalja a
Un_16s a v, elemeket. Két eset van, aszerint hogy X tartalmazza-e a vy elemet.

Elsgként tekintsiik azt az esetet, amikor v, ¢ X, vagyis X C V —Vj. Legyen
x* = argmin{fi(z) | x € X}. Az indukciés hipotézisbdl adodoéan fi(X) >
fr(z*) teljesiil. Meg fogjuk mutatni, hogy fr—1(X) > fr—1(z*), amibsl nyilvan
adodik a lemma allitdsa a vy ¢ X esetben. Az fi szimmetrikussdga miatt
feltehets, hogy |X| > 2, (amennyiben X = {z*}, akkor legyen X := (V —
Vi—1) — X, és legyen a* az az elem, amely az tj X halmazon minimalizalja
fr(X)-et). Ekkor Viy_1 U X és Vj + a* keresztez6 halmazok, ezért rajuk a
szubmodularitasi egyenl&tlenséget felirva kapjuk, hogy

FVia UX) = f(Vier +2%) > f(Ve UX) — f(Vi +27). (15)

Az fi fiiggvény definiciojat és (15)-at felhasznalva adodik, hogy fr—1(X) —
fru—1(x*) > 0. Ezzel az els6 esetben belattuk a lemma allitasat.

A v € X esetben a v, elem (min-degree sorrendbeli) valasztasa miatt
teljesiil, hogy

Tr—1(or) = flor) + f(Vieer +or) = min {f(u) + f(Veer +u) [u €V = Vi1 }
=min{fr_1(u) |[ueV —-V;_1}

igy elég lenne belatnunk, hogy fr—1(X) > fr—1(vg). Legyen YV = (V —
Vic1) = X. Ekkor Y C V = Vi_q, v € Y és |[Y N {v,_1, vn}| = 1, igy
az els6 esetben belatott eredményt az Y halmazra alkalmazva kapjuk, hogy
Je—1(Y) = min{fr_1(y) | y € Y}. Az eddig kapott két egyenlStlenséget és f_1
szimmetriajat felhasznalva pedig adodik, hogy

fro1(X) = fomr (V) > min{fr—1(y) |y € Y}
>min{fr_1(uv) |ueV —Vi_1}

= fr—1(vk).
Ezzel a méasodik esetben is belattuk a lemmat. O

Mivel az n = 0 eset pont a 5.21 tétel allitasat adja, a tétel bizonyitaséaval is
készen vagyunk.

A fenti tétel szimmetrikus és keresztez6 szubmodularis fiiggvény esetében
nyujt segitséget egy lapos par megtalalasaban. A (V) f) egy min-degree sorrend-
jének utolsé két pontja lapos par, és egy min-degree sorrend pedig O(nsz)
id6ben talalhato meg a (V, f) rendszerben. Egy tigyes atalakitassal, amelyet mar
minimalis optimalis megoldas keresésénél is hasznaltunk, egy (V, f) atmetsz6
szubmodularis és pozimodularis rendszerben is ugyanekkora futési idével talal-
haté lapos par. Legyen tehat most f egy tetszSleges dtmetszd szubmodularis és
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pozimodularis halmazfiiggvény a V alaphalmazon, és legyen s ¢ V egy 1j elem.
Legyen f(0) = f(V) = —oo. Ez az atalakitas természetesen nem rontja el az
f atmetsz6 szubmodularitdsat és pozimodularitdsat. Ekkor, ahogy azt a 3.19
lemmaban mar kimondtuk,

g(X):{f(X) sEXCVts

fWV—(X-5) seXCV+s

V + s alaphalmazon értelmezett g fliggvény szimmetrikus és keresztezd szubmo-
dularis. Ennek az 1j g fiiggvénynek a segitségével pedig tudunk lapos part talalni
a (V, f) atmetszd szubmodularis és pozimodularis rendszerben is. Legyen 7y =
(vo, v1,..., vy) a (V + s, g) rendszer egy min-degree sorrendje. g(s) = f(V) =
—oo miatt vg = s. Ekkor s ¢ {v,—1, v}, €S v,—1 és v, lapos part alkotnak a
a (V + s, g) rendszerben. Figyeljiik meg, hogy ekkor és {v,_1, v,} lapos par
a (V, f) rendszerben is. Hiszen legyen X C V egy tetszleges v,,_1-et és v,-et
szeparald halmaz. Ekkor min {f(z) |z € X} = min{g(z) |z € X} < g(X) =
f(X), vagyis {v,_1, v,} lapos par (V, f)-ben. Igy megkaptuk a kovetkezs
lemmat.

5.24. Lemma. Legyen [ halmazfiggvény a V alaphalmazon, (ahol V]| > 2).
Amennyiben f szimmetrikus és keresztezd szubmoduldris, vagy dtmetszd szubmo-
duldris és pozimoduldris, akkor O(nQTf) idében megtaldlhato egy lapos pdr a
(V, f) rendszerben.

Ez a lemma teszi majd lehetévé, hogy a (V, f) atmetszd szubmodularis és
pozimodularis rendszer extrém halmazait is megtalalhassuk ugyanigy, ahogyan
egy szimmetrikus keresztez§ szubmodularis rendszer Osszes extrém halmazat
meg tudjuk talalni. A modszert a kovetkezGkben ismertetjiik.

Tudjuk, hogy minden nem-iires Y C V halmaz tartalmaz egy Z(C Y') extrém
halmazt, melyre d(Z) < d(Y). Igy pontosan akkor teljesiil egy X C V halmazra,
hogy f(X) < f(Y) minden Y C X nem-iires valodi részhalmazara (tehat hogy
X extrém), amikor hogy f(X) < f(Z) minden Z C X extrém halmazra. A
kovetkezd algoritmus helyességét ez a meggondolas adja, illetve az az eredmény,
hogy nem-trivialis extrém halmaz nem szeparal lapos part. Az algoritmus
nagyban hasonlit az el6z6 fejezetben leirt, extrém csicshalmazok megtalaléasara
hasznélhato eljarashoz, azonban a fenti meggondolas segitségével rogton a X(f)
extrém halmazok csaladjat keressiik csak meg, és nem az Gsszes extrém halmaz
jeloltet. Akarcsak az el6bb emlitett algoritmusban, n — 2-szor fogunk az eljaras
soran az aktualis rendszer egy lapos part alkoto elempéarjat megkeresni, és a két
elemet pedig Gsszehtzni egyetlen elemmé. Kezdetben a V(Y =V ésa f(1) = f
alaphalmazbol és fiiggvénybdl indulunk ki, és mindig V* jeloli az i — 1 darab
lapos par sszehiizasa utan kapott n — i + 1 elemid alaphalmazt, és f(* a V(©®
alaphalmazon adott fiiggvenyt, () és y(® pedig a (V®, f(®)) rendszerben talalt
lapos par elemeit. A (V(i), f (i)) rendszerbdl a kovetkezSképpen kapjuk meg a
(V@D fEHD) rendszert. VD 1= VO — L2 4@y 20 (ahol 2 jelsli
az " és y(¥) elemek Gsszehtizasa soran kapott 1j elemet), és ezen az f(+1)
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halmazfiiggvény a kévetkezo:

f(i“)(X) _ f® (X) () ¢ X C Vv (E+1) (16)
FOUX - z0)u {x(i), y(z‘)}) 2 e X C i+l

Mint azt (10) utan belattuk, amennyiben f() szimmetrikus keresztezs szubmo-
dularis fiiggvény, akkor fUT1D is az. Az ott kozdlt gondolatmenettel
igazolhat6 az is, hogy amennyiben f(¥ d&tmetsz6 szubmoduléris és pozimodularis
fiiggvény, akkor f(+1) is az. Tehat mindkét esetben a (V) f(¥)) rendszerek
mindegyikében teljesiil, hogy O(n?T}) idében taldlhato {x(i), y(i)} lapos pér,
melyet nem-trivialis extrém halmaz nem valaszt el.

Legyen el6szor is X := {{v} | v € V} (C X(f)), hiszen az egyelemi halmazok
mind extrém halmazok. Tovabba minden 1épésben megvizsgaljuk, hogy V' [z(i)]
extrém halmaz-e, és ha igen, akkor X-hez adjuk. (Itt természetesen V [z(i)]
azokbol a V-beli elemekbdl allo halmazt jeloli, amelyek az eljaras elss ¢ 1épése
soran a z(¥) elembe lettek hiizva, azaz 2() Gsképét.) Azt mar lattuk, hogy ahhoz
hogy eldontsiik egy X = V [z(i)] C V halmazrél, hogy extrém-e, elegendd
ellendrizni, hogy f(X) < f(Z) minden Z C X, Z € X(f) halmazra. Azonban
mivel X-re minden lépésben teljesiil, hogy pontosan azokbol a Z € X'(f) halma-
zokbol all, melyekre Z C V [u] valamely u € V) elemre, V [z(i)] extremitasanak
eldontéséhez elegendd megvizsgalni, hogy

v [9)) <min{p(2) 2 € ¥, < v [:0]}

teljestil-e. A teljes algoritmus a kovetkezd.

Algoritmus ExtremSubsets

Input: Egy (V, f) szimmetrikus és keresztez$ szubmodularis rendszer (ahol
V] >2).

Output: Az f extrém halmazainak X C 2V — {(), V'} laminéris csaladja.
X o= {{v} | v eV}
2 Legyen p(v) := f(v) minden v € V elemre,
3 Legyen VIV .=V és f(1) .= f,
4
)

—_

ciklus i = 1-t6l n — 2-ig
Keressiik meg a (V®) | f()) egy lapos parjat, jelolje ezeket {x(i), y(i)},
6 Jelolje (V0D fE+D)Y azt a rendszert, amelyet a jelenlegi (V®, f(®))
rendszerbdl kapunk az {,’E(i), y(i)} elemek Osszehtzasaval a z(V) elembe,
7 Jelslie V [2()] azokbol a V-beli elemekbdl all6 halmazt, amelyek az
eljaras eddigi lépései soran a z(Y) elembe lettek htzva, /* ekkor fO+1)(2()) =

FV [29)*)
8 ha fOD(0) < min {u(x®), u(y™)} akkor
9 X = XU {V[z(i)]}és p(z®) = fEFD ()

10  kiilonben

1 (=) = min {u(a®), pu(y®))
12 ha vége
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13 ciklus vége.
14 Output: X.

Az 5.2 fejezetben és az algoritmus el6tt leirtak alapjan egyértelmi az algorit-
mus helyessége. Mivel az algoritmusban n — 2-szor kerestiink lapos part, és
a 5.24 lemmaéaban leirtak szerint mind szimmetrikus keresztez6 szubmodularis,
mind atmetszd szubmoduléris és pozimodularis rendszerekben O(n?Ty) idében
tudunk lapos part keresni, a kovetkezd tétel adodik.

5.25. Tétel. Legyen f halmazfiigguény a V alaphalmazon, (ahol |V| > 2).
Amennyiben [ szimmetrikus és keresztezd szubmoduldris, vagy dtmetszd szubm-
oduldris és pozimoduldris, akkor a (V, f) rendszer extrém halmazainak X lami-
ndris csalddja O(n3Ty) futdsi idében megtaldlhato.

5.4. Lambda-komponensek

Az itt kovetkez6 gondolatmenet sok ponton az iranyitatlan grafokban definialt
A-komponensekrdl [3]-ben leirtakat koveti. Azonban megmutatjuk, lépésrdl
lépésre, hogy hogyan altalanosithaté ez a téma-kor iréanyitatlan grafokrol
szimmetrikus és keresztezd szubmodularis fliggvényekre. Az alabbiakban legyen
f egy szimmetrikus és keresztez$ szubmodularis fiiggvény a V' alaphalmazon.
Emlékeztetiink arra, hogy ekkor f keresztezd pozimodularis is, azaz tetszdleges
keresztez6 X, Y halmaz parra f(X)+ f(Y) > f(X -Y) + f(Y — X).

5.26. Definici6. A K C V halmazt az f szimmetrikus halmazfiiggvényhez
tartozo6 A-komponensnek nevezziik amennyiben

min{A(u, v) | u, v € K} > max{Af(u, v) |lue K, veV — K}.

Minden egy-elemt {v} C V halmazt is A-komponensnek tekintiink. A (V, f)
rendszer A-komponenseinek csaladjat £ y-el jeloljiik.

5.27. Lemma. Legyen f szimmetrikus halmazfiiggvény a V alaphalmazon.
Ekkor Ly lamindris halmazrendszer.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy X, Y € L; atmetsz6 halmazok. Legyen
reX-Y, yeY —-Xé ze XNY. Ekkor A\¢(z, z) > A¢(z, y), mivel X egy
A-komponens, masrészt Ar(z, z) < Af(z, y), mivel ¥ is A\-komponens, vagyis
ellentmondésra jutottunk. O

Réaadasul, mint lentebb bebizonyitjuk, az is igaz, hogy a (V, f) rendszer
extrém halmazaink laminaris csaladja része a (V, f) A-komponenseinek csalad-
janak, vagyis minden extrém halmaz egyben A-komponens is. Felvetédik a
gondolat, hogy nem lehet-e a min-degree sorrend segitségével A-komponenseket
keresni. Azaz, hogy vajon nem igaz-e, hogy egy min-degree sorrend utolso két
pontjat még nem-trivialis Ad-komponens sem szeparélja. Azonban ez nem igaz,
még a grafok altal adott speciélis esetben sem. A kovetkezd abran lathato
grafban a 0 = (u, v, w, ) egy min-degree sorrendet alkot, a sziirke vonallal
koriilhatéarolt cstcs-halmazok pedig a A-komponensek. Vagyis a {v, w} A-kom-
ponens szeparalja a o utols6é két pontjat.

48



A (V, f) parhoz tartozé6 A-komponensek megtalalhatoak (V, f) egy T
Gomory-Hu fajanak segitségével, melyet az 4. fejezetben definialtunk, és
belattuk, hogy minden szimmetrikus és keresztezs szubmoduléris fiiggvénynek
létezik Gomory-Hu faja. Legyenek A1 < Ay < ... < Ay a T élein felvétetett
kiilonbo6z6 él-silyok. 1 < i < t-re, legyen P; a V-nek az a particidja mely T
komponenseinek a cstcshalmazanak felel meg miutan toroltiik belle a A;-nél
szigortian kisebb sulyu éleket. Ekkor P; = {V'}. vilagos, hogy i # j esetén P;
és P; diszjunktak. Legyen £ = |J!_, P;.

5.28. Tétel. (V, f) A-komponensei pontosan azok a halmazok, melyek elemei
a fent definidlt P; particiok valamelyikének, azaz Ly = L.

Bizonyitds. Legyen K € P; valamely 1 < ¢ < t-re. Mivel a Gomory-Hu fa
folyam ekvivalens a (V, f) rendszerrel, A¢(u, v) > A; minden u, v € K-ra és
Af(u, v) < \; minden v € K és v € V — K elempéarra. Tehat K A-komponens.
Forditva, legyen K A-komponens és min{A¢(u, v) : u, v € K} = X\;. Ekkor
K € P; megint csak a Gomory-Hu fa szerkezetére tett el6bbi megfontolasok
miatt. O

5.29. Tétel. X(f) C Ly, vagyis minden extrém halmaz A-komponens. Egy K
A-komponens pedig pontosan akkor extrém halmaz, ha f(K') > f(K) minden
K' ¢ K \-komponensre.

Bizonyitds. Legyen Z € X(f) extrém halmaz. Legyen
li=min{Ar(u, v) |u, ve Z}.

Ha ! > f(Z) akkor minden v € Z , v € V — Z-re Af(u, v) < f(Z) < I, tehat
Z egy A-komponens. Tegyiik fel, hogy | < f(Z) és legyen uy € V — Z egy
tetszoleges elem. Legyen X egy Z-t elvagd halmaz, melyre f(X) =[. X helyett
esetleg a komplementerét valasztva, feltehetjiik, hogy u; € X. Ekkor Z — X
X — 7 és XNZ nem iires, azaz Z és X atmetsz6 halmazok. Masrészt nem lehet,
hogy ZU X =V, mert ekkor V — X € Z és f(V — X) = f(X) =1 < f(2)
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ellentétben Z extremitésaval. Tehat Z és X keresztez6 halmazok, igy teljesiil
rajuk a pozimodularitasi egyenlStlenség. Masrészt Z — X a Z extrém halmaz
egy valodi részhalmaza, tehat f(Z — X) > f(Z). Az elébbi két megallapitast
felhasznalva kapjuk, hogy

fX)+1(2) 2 f(X =2)+ [(Z = X) > [(X = Z) + [(2),

tehat | = f(X) > f(X — Z). Azaz minden u; € V — Z-hez lehet talalni egy
up € (X —Z=)Y CV — Z halmazt melyre f(Y) <, igy Z egy A\-komponens.

A masik irdnyhoz bizonyitdsdhoz tegyiik fel elGszor, hogy K egy A-
komponens, ami extrém halmaz. Ekkor minden K’ C K halmazra f(K') >
f(K) tehat ez specidlisan a A-komponensekre is teljesiil. Masrészrsl ha K
egy A-komponens ami nem extrém halmaz akkor létezik nem-iires X valodi
részhalmaza melyre f(X) < f(K). Ekkor 5.17 szerint van egy K’ C X extrém
halmaz melyre f(K') < f(X), tehat f(K') < f(K) és a tétel elsd fele szerint
K’ A-komponens. O

Az itt leirtak djabb algoritmust szolgaltatnak tetszéleges szimmetrikus és
keresztez$ szubmoduléris (V, f) rendszer extrém halmazainak megtalalasara.
Bar az itt kozoltek alapjan adhato, a rendszer Gomory-Hu fajanak megkonstru-
alasat is magéaba foglalo algoritmus lassabb futéasi idejd, mint Nagamochinak a
5.3 fejezetben ismertetett algoritmusa.
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6. A max-vissza és a min-degree sorrend
kapcsolata

Dolgozatom befejezésképp bemutatom, hogy milyen kapcsolatban van egyméssal
a dolgozat soran hasznalt max-vissza és min-degree sorrend. Nézziik elGszor
a grafok esetét. Mint az a 5.4 tétel bizonyitasdnak a végén belattuk, egy
tetszéleges G = (V, E) iranyitatlan élstlyozott graf esetén a G + by graf egy
s kezd6ponta o = (vg = s, vy, Va,..., U,) max-vissza sorrendje megadja az
eredeti G graf egy o/ = (v1, vo,..., v,) min-degree sorrendjét, ahol K >
mazx {d(v; G) | v € V} tetszbleges egész szam, G + bx a G K-regularis csillag
degree sorrend segitségével megadni egy tetszélegesG = (V, E) iranyitatlan
élsilyozott graf max-vissza sorrendjét.

6.1. Lemma. Legyen tehat G = (V, E) egy tetszdleges iranyitatlan élsilyozott
grdf (amire n = |V| > 2) és legyen K = mazx{d(v; G) |[veV} és M > 2 - K
tetszdleges egész szam. Jelolje H = G + by a G M -requldris csillag néveltjét.

Ekkor a H egym = (v1,va, ..., Upn, Unt1) min-degree sorrendjében sziikségszerien
t € {vn, Uny1} lesz, ahol t jeloli a csillag noveltben a V -hez hozzdvett 1ij pontot,
és ' = (v1, vay..., Uy =V — {1, vo,..., Vy_1}) pedig az eredeti G egy maz-

vissza sorrendjét adja.

Bizonyitds. El6szor is belatjuk, hogy t € {v,, vpy1}. Jeloljei =1,..., n—1
esetén a V;_1 a {vy, va,..., v;_1 }elemekbdl 4ll6 ponthalmazt, H—V;_; pedig azt
a grafot, amit H-bol kapunk, ha toroljiik a grafbol a {vy, ve, ..., v;—1 }pontokat,
és azokat az éleket, amelyek az els6 ¢ — 1 pont koziil legalabb eggyel
szomszédosak. i = 1 esetén a H — V) maga a H graf. H grafban minden
v € V pontra d(v; H) = M, tovabba d(t; H) = ) ., (M —d(v; G)), ahol K
és M definiciojabol adédéan M — d(v; G) > M — K minden v € V pontra,
tehat n = |[V| > 2 esetén d(t; H) > 2(M — K) > M = d(v; H), igy biztos,
hogy vy # t. Most tegyiik fel, hogy az els§ i — 1 pontot mar kivalasztottuk, és
t ¢ {vi, vo,..., v;_1}. Az els6 i — 1 pont kivalasztasa utan kapott H — V;_
grafban a v € V pontok foka biztos hogy nem nétt (esetleg csokkenhetett,
ez most minket nem érdekel), igy d(v; H — V;_1) < M, és d(t; H — V;_1) =
Yvev, (M —=d(v; G)) > (n—i+1)-(M — K), ugyanis az 4 t cstics ésa H —V;_1
pontjai kozott huzodo élekbsl eddig egyetlen egyet sem toroltiink. Igy i <n—1
esetén ugyancsak fennall a d(t; H —V;_1) > 2(M — K) > M > d(v; H—V;_1)
azonossag, v; # t, minden ¢ < n — l-re, vagyis t € {v,, Vpi1}-

Most belatjuk, hogy a H = G + bys grathoz tartozé min-degree sorrend
valdjaban a G egy max-vissza sorrendjét adja. A H-ban minden v € V foka
minimélis, igy tetsz6leges v; € V valaszthat6é a min-degree sorrend kezdGpontja-
nak. Masrészt ¢« < n—1 esetén miutan a vy, va, ..., v;_1-et mar meghataroztuk, a
az v;-nek (azért elegends a V — V;-beli pontok kézott keresni, mert azt mar
belattuk, hogy t € {v,, vny1}), amelynek a legkisebb a foka a H — V;_;grafban,
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azaz amelyre
d(u; H—= V1) =d(u; H) —d(u,Vi—1; H) = M —d(u,Vi—1; G) (17)

minimaélis. Az utolsé egyenlGség azért teljestil, mert u € V és igy E(u, Vi_1; H),
vagyis az eddig torolt élek mind G-beliek voltak. Masrészt (17) azt mutatja,
hogy ekkor v; az az w € V — V;_; pont lesz, amelyre d(u, V;_1; G) maximalis.
Igy @' = (v1, vo,..., vy = V — {v1, v2,..., Up_1}) egy max-vissza sorrend
G-ben. O

Most megvizsgaljuk a (V, f) rendszerekben értelmezett max-vissza és min-
degree sorrend kapcsolatat. Természetesen az itt bemutatott példakhoz az
Otletet a grafos esetek adték.

6.2. Lemma. Legyen [ egy szimmetrikus teljesen  szubmoduldris
halmazfigguény a V alaphalmazon (amire n = |V| > 2), s ¢ V pedig egy
uj elem. Legyen K = maz{f(v)|v e V}. Legyen tetszéleges X C V + s
halmazra

g(X): f(X_S)""_Zverx(K_f(U)) haseX.
f(X)+ZveX(K_f(U)) has ¢ X

Legyen a (V + s, g) rendszer egy s kezddelemd mazx-vissza sorrendje o = (vg =
S, V1, V2,..., Upn). Ekkor a ¢’ = (v1, va,..., v,) az eredeti (V, f) rendszer
egy min-degree sorrendje. Rdaddsul amennyiben az f szimmetrikus és teljesen
szubmoduldris, akkor a g is az.

Bizonyitds. ElSszor is figyeljiik meg, hogy minden v € V elemre g(v) = K.
Egy max-vissza sorrendben a kezd§ elem tetszélegesen kivalaszthato, igy legyen
s = vg. Masrészt 1 <7 <n — 1 esetén miutan a vy, vs,..., v;_1 elemeket mar
kivalasztottuk, azt az u € V—V;_; elemet valasztjuk v;-nek a max-vissza sorrend
definicidja szerint, amelyre g(s + V;—1 + u) — g(u) minimalis. A g definiciojaba
behelyettesitve kapjuk, hogy

gls+ Vi +u) —gw) = fVia+u)+ Y,  (K—-f(v)-K
veV —(Vi—1+4u)

=fVia+uw)+fw+ Y. (K-f(v)-2K

veV-V;_1

ahola 37 v (K — f(y)) — 2K értéke nem fiigg u valasztasatol, igy g(s +
Vi—1 4+ u) — g(u) pontosan akkor miniméalis amikor a f(V;_1 + u) + f(u) Osszeg
minimalis, tehat a o’ = (v1, va,. .., v,) valoban a (V) f) rendszer egy min-degree
sorrendje.

Tegyiik fel, hogy f szimmetrikus és teljesen szubmodularis. Megmutatjuk,
hogy g is az. Természetesen g szimmetrikus, hiszen tetszéleges s € X CV + s,
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Y = (V 4+ s) — X halmazokra

9(X) = f(X =s)+ Y (K- f(v))

veV—-X

=fV)+ ) (K - f(v)

veY
g(Y)

ahol f szimmetrikussagat hasznaltuk csak ki. Legyen most X, Y C V + s két
tetszbleges részhalmaz. A szubmodularitas belatasahoz kiilon megvizsgaljuk az
seXNY, azse€ X —Y ésazs ¢ X UY eseteket. (Szimmetria miatt a
s € Y — X eset kihagyhato.)

Legyen s € X NY. Ekkor

9 X)+g¥)=Ff(X =)+ > (K—f)+fY -s)+> (K- f(v))

veV—-X veY
> f(XUY —s)+ f(XNY —s)+
+ Y (E—-fe)+ Y (K—f(v)
veV —(XUY) veEV—(XNY)
=g(XUY)+g(XNY).

Legyen most X, Y C V + s olyan, hogy s € X —Y . Ekkor

9X) +g(YV) = f(X =s)+ > (K= f)+ )+ D (K~ f(v)

veV-X veY
> f(XUY —s)+ f(XNY)+

+ > (K= f)+ D (K= f(v)

veV —(XUY) veXNY
=g9(XUY)+g(XNY).

Végiil legyen X, Y CV C V + s olyan, hogy s ¢ X UY . Ekkor
9(X) +g(Y) = f(X)+ D (K~ f(0) + F(YV) + (K — f(v))

veX veY
> f(XUY)+ f(XNY)+

+ Y (K= f)+ Y (K~ fv)

vEXUY veEXNY
=g(XUY)+g(XNY).

Végiil nézziik meg a (V, f) rendszerekben értelmezett max-vissza és min-degree
sorrend masik iranya kapcsolatat. O

6.3. Lemma. Legyen f egy memnegativ szimmetrikus teljesen szubmoduldris
rendszer a V alaphalmazon (amire n = |V| > 2), t ¢ V pedig egy ij elem.
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Legyen K = max {f(v) |[v eV} és M > 2- K . Legyen tetszbleges X CV + 1t
halmazra

(x) = {f<X ) Yy (M~ () hateX
FOX) + 2 pex (M — f(x)) hat ¢ X

Ekkor a (V 4+ t, g) rendszer eqy m1 = (v1, Va,..., Up, Unt1) min-degree
sorrendjében sziikségszerien t € {vy, vny1} lesz, és a @ = (v1, vo,..., v, =
V —{v1, va,..., vy_1}) pedig az eredeti (V, f) egy maz-vissza sorrendjét adja.
Rdaddsul amennyiben az f szimmetrikus és teljesen szubmoduldris, akkor a g is
az.

Bizonyitds. Elscként belatjuk, hogy t € {vn, vn41}. Figyeljiik meg, hogy
minden v € V elemre g(v) = M, é g(t) = f(0) + X ,cv (M — f(v)) >
n-(M—-K) >2-(M-K) > M, ahol az els6 egyenlStlenségnél az f
nemnegativitdsat hasznaltuk ki. Tehat g # v;. Legyen i < n — 1 és tegyiik
fel, hogy ez els§ i — 1 elemet mar kivalasztottuk, és t ¢ {v1, ve,..., v;_1}.
Legyen u € V — V;_jtetsz6leges. f szubmodularitasibodl és nemnegativitasabol
adodik, hogy

fVier) + f(u) > f(Vier +u) + f(0) > f(Viey + u). (18)

A min-degree sorrendben a még kivalasztatlan n — i + 2 db elem koziil azt
valasztjuk v;-nek, melyre az

ri(x) = g(Vier + ) + g(2)

mennyiség minimalis az Osszes © € (V +t) — V;_1 elem kozott. Megmutatjuk,
hogy g(Vi—1 +u) + g(u) < g(Vi—1 +t) + g(t) minden v € V — V;_; elemre.

gV + ) +9(0) = f(Vie) + Y (M= f(@)+ f(0)+ D (M - f(v))

veEV -V, veV

> f(Vicr+u) = fu)+ Y (M= f(v)+

veEVi_1
+ > 2-(M - f(v)
veV -V,

> fViertu) = fw)+ Y (M= f(v) +2M
veEVi_1

CfWiatw it Y (M- @)+ M

veV;_1+u

=g(Vic1 +u) + g(u)

ahol a szigora egyenlGtlenség azért teljesiil, mert ¢ < n — 1 miatt Zvev—vi,l 2
(M —f(v)) >4-(M—-K) > 2M. Azt kaptuk tehat, hogy v; # ¢, minden
i <mn —1l-re, vagyis t € {vn, Upt1}-
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Most pedig belatjuk, hogy a (V +t, g) rendszer egy m = (v1, v2, ..., Un, Unt1)
min-degree sorrendjére a ' = (v1, va,..., vy, =V — {v1, va,..., vp_1}) egy
max-vissza sorrendje. Mint mar belattuk minden v € V-re g(v) = M < ¢g(t)
tehat tetszGleges v € V' valaszthatd vi-nek. Mésrészt ¢ < n — 1 esetén miutan
a vy, vo,..., v;_1-et mar meghataroztuk, a min-degree sorrend definiciojabol
kovetkezGen azt az u € V —V,;_ elemet valasztjuk az v;-nek, amely minimalizalja
az 7i(u) = g(Vi_1 + u) + g(u) kifejezést. (Azért elegends a V — V-beli elemek
kozott vizsgalni r;(u) értékét, mert azt mar belattuk, hogy i < n — 1 esetén
r;(t) < r(u) minden u € V — V;_; elemre.)

gVici +u) + g(u) = f(Vicr +u)+ Y (M~ f(v)) + M
veVi_i1+u

=f(Vicr+u) = flu)+ > (M- f(v)+2M

veV;_1

ahola D . (M — f(v)) +2M értéke nem fiigg u vilasztasatol, igy g(Vi—1 +
u)—+g(u) pontosan akkor minimalis, amikor a f(V;_1+4u)— f(u) 6sszeg minimalis,

tehat a (v1, va, ..., v,—1) valoban a (V| f) rendszer egy max-vissza sorrendjének
els6 n — 1 eleme, igy " = (v1, v2,..., v, =V —{v1, va,..., v,_1}) pedig a

(V, f) egy max-vissza sorrendje.

Végiil tegyiik fel, hogy f szimmetrikus és teljesen szubmodularis. Ekkor g
is szimmetrikus és teljesen szubmodularis, aminek a bizonyitasa (s helyett ¢-t
irva) pontosan ugyanigy meg, mint az el6z8 tételben, igy azt itt nem irjuk le
még egyszer.
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