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El6sz6

Dolgozatom céljaul a két legszebb tudoményag, nevezetesen a matematika és a fizika egyiittes
targyalasat és a fizika problémak matematikailag korrekt kezelését tdztem ki.
A cimhez hiien be fogom mutatni a matematika egy rendkiviil elegans dganak, a csoportelmélet-
nek konkrét fizikai alkalmazasait, mely a kvantummechanika nyelvén fog torténni. Az eszkoztar
és a matematikai, fizikai kornyezet jobb megértése végett az els6 néhany fejezetet a kvantum-
mechanika, a csoportok reprezentacio-elméletének és a Lie-csoportok, Lie-algebrak elméletébdl
sziikséges eredmények bemutatasarol fog szolni.
A dolgozat masodik felében pedig alkalmazasokat fogok bemutatni, melyek atomszinképekrsl és
a Hamilton-operator sajatfiiggvényeinek transzformacios tulajdonsdgaik alapjan vald részleges

meghatarozasardl fognak szdlni.



1. fejezet

A kvantummechanika alapjai

A kvantummechanika a modern tudomény vivmanya, mely teljesen 1j szemszoghdl irja le az
atomi szinti fizikai folyamatokat. A klasszikus fizikaval ellentétben az itt szerepls részecskéket
nem kiilénallé pontoknak tekintjiik, hanem a rendszert egy W, un. hullaimfiiggvénnyel irjiik le,
melynek valosziniiségelméleti jelentése van. A |¥|? fogja azt valészintiséget jelenteni, hogy pl.
a Hidrogén atom 1 protonos és 1 elektronos rendszerében az elektron az adott kicsi térrészben
milyen valoszintiséggel talalhaté meg, vagyis |¥|? nem més, mint stirtiségfiiggvény egy meg-
adott fazistéren (A Hidrogén atom esetében ez R3). A kvantummechanika alapvet$ egyenlete, a
Schrédinger-egyenlet az, amely lefrja egy részecskékbdl allé rendszer &llapotanak idéfejlédését,
a rendszerhez tartozé, in. Hamilton-operédtor segitségével. A tudoméanyag fontos, egyik leg-
alapvetsbb feladata a Hamilton-operator vizsgalata, melynek segitségével a megoldasok bizonyos
tulajdonsagaira tudunk kévetkeztetni anélkiil, hogy ismernénk a Schrodinger-egyenlet megolda-
sanak explicit alakjat. Bar a klasszikus mechanika és kvantummechanika mashogy kozelitenek
meg egy adott problémat, nem teljesen idegen egymastol ez a két szemszog, van kapcsolat a ketts

kézott. Most pedig essék néhany szé errél a kapcsolatrol.

1.1. A kvantummechanika és a klasszikus mechanika kapcsolata

Az energia-megmaradas torvénye: Egy zdrt, killsd hatdsoktol mentes rendszer teljes

energidja 1dében dllandd. Energia nem vész el, legfeljebb dtalakul.

A klasszikus mechanikdban egy f szabadsagi fokkal rendelkezd rendszer pillanatnyi helyzete
és mozgasallapota a qi,...,qy dltaldnos koordindtdkkal és az ezekhez "kanonikusan konjugalt"
D1,...,pf dltaldnos impulzusokkal jellemezhets. Ha a rendszer konzervativ és szkleronom, akkor
potencialis és kinetikus energidjanak Osszegét, mint az altalanositott koordinatak és impulzusok

fliggvényét meadd H Hamilton fiiggvény egyenld az allandé E teljes energiaval:

H(qlu"'aqfuph'"vpf):E' (]‘1)

Pl. egy tomegpont esetében (f = 3) a1 = x,q2 = y, g3 = 2z Descartes-koordinatédkhoz tartozo



pi = mov;, © = x,y,z (M1 a részecske tomege, v; a sebessége) impulzusokkal kifejezett kinetikus

energia (p2 + pg + p?)/2mg.A potencidlis energiat U(z,y, z)-vel jelélve

1
%(xvyuz>px>py7pz) = TTTIQ (pi +p§ +pz) + U(‘/E’y7 Z) =FE. (12>

1.1.1. A kvantummechanika posztulatumai

Els6 posztulatum: A rendszer dllapotait egy # Hilbert-tér iranyai képviselik (az 1 normaju
vektorok). A gyakorlatban 7 = L3(R") és L € L(#). A rendszer allapotat egy egy normaji,
azaz egy olyan ¥(qi,...,qn,t) : R" x (—00,00) — C fiiggvény irja le, melyre

Vte(—oo,oo)/ U, ) (@, 1) ddgn () = 1. (13)

n

Masodik posztulatum: Minden megfigyelhets fizikai mennyiséget egy 57 Hilbert-téren
hato L linearis szimmetrikus (hermetikus) operator reprezental, melynek valos sajatértékei fe-
lelnek meg a kérdéses mérések lehetséges eredményeivel. A rendszert az operator*-algebraja
reprezentalja. Egy tobbrészecskés rendszert az egyes részecskékhez tartoz6 Hilbert-terek direkt
szorzata, a rendszer megfigyelhets fizikai mennyiségeit pedig az egyes rendszerek megfigyelhets
mennyiségeihez tartozé lineéris operatorok direkt szorzata reprezentéal.

PlL. egy kétrészecskés rendszerhez tartozo fizikai mennyiség mindig felirhaté a kovetkezd alakban:
H = x5 A=) Al x A

Specidlisan a g koordindtanak a q;, a ¢ id6 a t, a pg impulzusnak a p; és az F energianak a
E operatort feleltetjiik meg a kovetkezd moédon: Legyen My az f fiiggvénnyel val6 szorzas ope-

ratora. Az alabbi tablazatban Osszefoglaljuk a fontosabb mennyiségeket és nekik megfeleltetett

operatorokat:
- klasszikus fiz. menny. megfel. operator
koordinata qr qr = My,
impulzus D Py = _Z'ha%k
id6 t t =M,
teljes eneriga E E= ih%
. . . h2 2 2 2
kinetikus energia T T=>)—5m (%k + 8872 + 6%2>
potencialis energia V V =My

A posztulatumok alapjan egy részecske esetén a rendszer H Hamilton-operator a kovetkezé alakot
olti:

2 2

h
H=——+V=—-A4+V. 1.4
2m + 2m + (1.4)



Harmadik posztulatum: Ha a H a fent ismertetett H Hamilton-fiiggvénynek megfelels
H = H(qy,-.-,9,,P1,---,4,,t) Hamilton-operdtort jelenti, akkor a ¥ allapotfiiggvény eleget

tesz a

0
i ¥ =HY (1.5)

un. ddtdl fiiggd Schrodinger-egyenletnek.

Negyedik posztulatum: A mérési eredmények a méréshez tartozé A operator \; sajatér-
tékei koziil keriilnek ki. Ez nem hatarozhaté meg pontosan, csak valoszintiségi eloszlas erejéig.
Ha a rendszer allapotfiiggvénye ¥, akkor egy mérés atlagos eredménye, azaz az A "varhato
értéke":

)

(A) = / T* AL, (1.6)

—00

Annak a valoszintisége, hogy a W allapotban a mérés eredménye A;:
P(|®) = | <ej, ¥ > | (1.7)

ahol az e; a Aj-hez tartozé egységhosszi sajatvektor.

1.1.1. Megjegyzés. 1. A mérhetd mennyiségeket a klasszikus fizikdban egy fiigguény repre-
zentdl, mely egy adott objektumhoz rendel egy szdmot (pl. sebesség, impulzus). Ezek a
mérések a makroszkopikus vildgban nem vdltoztatnak az objektum dllapotdn, vagyis ha meg-
mérem a helyzetét és mondjuk a sebességét (tetszdleges pontossdggal egyidejileg), attol &
még ugyanott lesz, és ugyanolyan sebességgel fog haladni. A kvantummechanika azért dol-
gozik operdtorokkal, mert eqyrészt a részecskék vildgdban ezek az alapmennyiségek (impulzus,
helyzet,...) nem mérhetdek (egyszerre, tetszélegesen) pontosan, mdsrészt a méréssel megudl-
tozik a rendszer dllapota. Példdul, ha kivdncsi vagyok eqy elektron helyzetére, legaldbb egy
foton sziikséges a mérés végzéséhez, mely az elektronnal kapcsolatba lép. Ezzel viszont meg-
vdltozik az elektron impulzusa, ugyanis az elektron és a foton taldlkozdsakor impulzuscsere

15 torténik.

2. Régzitett t-re U(-,t)*U(-,t) = |U(-,t)]? tulajdonképpen eqy siriségfigguényként is felfog-
hato.
Jelélés: Wy = V(- t), d\gn = d"z, H = L3(R?)

3. Az el6z6 megjegyzés alapjin mondhatjuk, hogy gyakorlatilag minden t € (—o0,00) esetén
(-, t) € L3(R™), |[¥(-,t)||g2 = 1 meghatdroz egy valdsziniségi mezét, ahol B € B Borel-

halmaz esetén

Py,(B) = /B | W 2d . (1.8)



Ennek fizikai magyardzata eqy eqyrészecskés rendszerben az, hogy a részecske ilyen valdszi-
niséggel tartdzkodik a B halmazban.

Egy mérhetd f: R™ — R fiiggvény esetén pedig

Ba(f) = [ fwfda, (1.9
€s

DY, (f) = Ev,(f — Ew, f)*. (1.10)

Ismét visszatérve az eqyrészecskés rendszerre, az f = id fligguény a részecske vdrhaté helyét
adja meg. Ldthatd, hogy Dy, (id) sosem lesz nulla. Ez egy fontos eredmény a kvantumme-
chanikdban, ami lényegében azt mondja ki, hogy a bizonytalansdg bele van épitve a rend-
szerbe és nem azért nem ismerjik o részecske pontos helyét, mert nem tudunk elég pontosan

mernt.

4. Az eldzd pontbeli definiciok kiterjeszthetdk operdtorokra is. Legyen ugyanis A a J€ linedris

operdtora. Ekkor

E\yt(A) = <\I/t, A\I/t>(;f = / \II?A\IftdnJ) (111)

n

€s

Dy, (A) = Ey,(A%) — By, (4) = (¥, A%T,) , — (U, AV, = [[(A — By, A)T4|.
(1.12)

Korldtos linedris operdtorok esetén ezek o mennyiségek mindig léleznek és végesek. A 4.
posztuldtum alapjin az By, (A) vdrhato érték eqy mérésnek a vdrhaté eredményét jelképezi,
a szordsa pedig annak bizonytalansdgdt. Erdemes meggondolni, hogy ]D)?I,t(A) = 0 pontosan
akkor teljestil,

ha AV, = Ey,(A)Vr, azaz ha Ey,(A) € Eig(A), vagyis az A operdtor vdrhato értéke

egyben az operdtor sajdatértéke is.

5. Az operdtorokra vonatkozd definicié kiterjesztése tulajdonképpen magdba foglalja a fliggué-
nyek esetét is, ugyanis:
legyen f :R™ — R mérhetd fiiggvény és jelolje My az f-fel valo szorzds operdtordt!
Ekkor

Ey,(My) = (Uy, MpVy) = / Ui fodx = f¥:2d"z = By, (f). (1.13)
n RTL

Sajnos altalanosabb esetben el6fordulhat, hogy Eg,(A) nem véges. Ez annak is betudhato,

hogy az A operator nem korlatos. Viszont a zart graf tétel miatt az ilyen operatorok nem

definialhatok az egész 7 Hilbert-téren, csak annak egy stird alterén. A strtség ahhoz kell, hogy



a legtobb allapot esetén az A mérést definidlni tudjuk. A W allapotfiiggvény idébeli fejldése

tulajdonképpen egy (végtelen dimenziés) dinamikai rendszernek tekinthetd.
U, =U(t)¥o (1.14)

Fizikai kisérletek alapjan feltehets, hogy az U(t) linearis operator. Mivel ¥, és ¥y egyarant a

rendszer allapotfiiggvényei, igy az 1. posztuldtum miatt
L= [[W]| = [[U(#)Wol| = [|Woll, (1.15)
azaz
U(t):S5(0,1) — S(0,1), S(0,1) ={y € 2] ||h|| = 1}. (1.16)

Tudjuk, hogy minden 7-beli vektor felirhat6 a1 alakban, ahol ¢» € S(0,1), igy U(t) egyben
unitér operator is.

A megoldas egyértelmiségét feltéve kapjuk, hogy
U)=1I Ut)U(s) =U(t+ s). (1.17)
1.1.1. Definicio. Az U(t) operdtorcsaldd neve: egyparaméteres unitér operdtorcsoport.

1.1.2. Definicié. Egy operdtorcsoport erdsen folytonos, ha

Vi€ lm(U(t)) = Ulto). (1.18)

tlto

1.1.3. Definicié. Minden ilyen csoporthoz tartozik egy dgynevezett infinitezimdlis generdtor:

Himilm(U(w—v)  Dom(H)={ve s | 3m UMw-v)}  (119)

A fenti H operdtor nem mas, mint a rendszer Hamilton operatora. Ha ¥y € Dom(H), akkor U,

a

d
h—W, = HW 1.20
? dt t t ( )

Schrédinger-egyenlet megoldésa.
Ha H € GL(n,C) és H* = H, akkor a Schrodinger egyenlet megoldasa

U, = exp(ihtH) V. (1.21)

Ez alapjan jogosnak érezziik feltenni azt a kérdést, hogy vajon ha H egy Hilbert-tér linearis

operétora, érvényes lehet-e ugyanez a formula. Abban az esetben, hogy ha H korlatos, akkor a

exp(H) =) L (1.22)



formulaval definialt operator értelmes. Viszont ha H nem korlatos, akkor a fenti definicié nem

értelmes.

1.2. A kvantummechanika matematikaja

1.2.1. A Hamilton-operator értelmezési tartomanya

A kovetkezdkben egy adott p = ;U’flzcgz ...zF» monom esetén, p(9) jelentse a kovetkez6t
ok kn
d) := e ——. 1.23
PO = (1.23)
1.2.1. Definici6. Az
SR"):=={ ¢ e C®R") [ Vp,q € P(R") FKp 4 >0 |[|lgp(0)¢|sup < Kp,q} (1.24)

fiigguényosztdlyt Schwartz-fiigguényeknek nevezziik.

A tovabbiakban kényelmi szempontokbdl az operatorokra vonatkozd allitasaink egy részét a
Schwartz-féle fiiggvényekre bizonyitjuk. Habar kvantummechanika alapjainak lefektetésekor a W
allapotfiiggvényre csak annyit kéveteltiink meg, hogy L?(R™)-beli legyen, a Hamilton-operator
alakja miatt kétszerszeres differencialhatosagot is meg kell kovetelniink (ha nem is hagyomanyos,
de legalabb disztribtciés értelemben). Viszont C?(R™) nem invaridns a A Laplace-operétorra
nézve és ennek koévetkeztében az egymés utan alkalmazas nem lehetséges, igy kényelmesebb

feltenni, hogy ¥ € S(R™). Mellesleg, ha ellatjuk a S(R™) fiiggvényteret a kovetkezd topologiaval

n—oo

U S = Vg e P [1g(0)dn — q(0)1]|o0 2225 0, (1.25)

akkor a Hamilton-operator folytonos is lesz!
1.2.1. Allitas. A Schwartz fiiggvényekre igazak:
i im0 (z) =0
i. S(R™) C Li(R™) stird

A fenti allitdas masodik pontja azért lényeges, mert hogy ha Dom(H) := S(R"), akkor kénnyen
ellenérizhets, hogy HS(R™) C S(R™) (hallgatolagosan feltéve, hogy V' potencialfiiggvény is vég-
telenszer diffhatd), azaz a Schwartz-fiiggvények tere invarians a Hamilton-operédtor hatasa alatt

és rdadasul stird L?(R™)-ben, ami elegendhetetlen a Hamilton-operator mélyebb vizsgalatahoz.



1.2.2. A Schriédinger-egyenlet idéfejlédése

1.2.2. Definicio. Legyen L eqy S Hilbert-tér linedris operdtora. Ekkor azt mondjuk, hogy L

szimmetrikus, ha

(¥, Lp) = (L, ) Y, p € D(L). (1.26)

1.2.3. Definicié. Legyen L a J€ egy sirin értelmezett linedris operdtora. Az operdtor adjun-

gdltjan a kovetkezd operdtort értjik:
D(L) = {p € A | 3 (1, 0) = (), Ly) Yoo € H}. (1.27)
Ekkor L sirin definidltsdga miatlt ez a ¢ egyértelmd, igy értelmes a kovetkezd definicio
LY =1 (1.28)

Egy operator adjungaltjanak értelemezési tartoménya lehet b&vebb, mint az eredeti operatoré.

1.2.4. Definicié. Egy L linedris operdtor onadjungdlt, ha L = L*, ami a kovetkezdt jelenti

D(L)=D(L):=9 (1.29)
Lop=L"¢ Voed (1.30)

1.2.5. Definicié. FEgy A és B linedris operdtor felcserélhetd, ha

ABo=BAy Vo D(AB)ND(BA). (1.31)

1.2.1. Tétel (Spektraltétel). Minden A énadjungdlt operdtorhoz létezik pontosan egy
Py : B(R) — A operdtor-mérték, hogy

A= / AdPa(N). (1.32)
R
A tétel segitségével mar bizonyos mérhetd fliggvények esetére is definialhatjuk az
7(8) = [ FaPa) (1.3

operdtort. Formalisan most mar értelmes a H 6nadjungalt Hamilton-operator esetén az exp H

kifejezés, vagyis a Schrodinger-egyenlet idéfejlédése :
U, = My, (1.34)

ami az

10



1.2.2. Allitas.

aatexp(tA) = Aexp(tA) (1.35)

alapjan igazolhaté.

1.2.2. Tétel. Legyen A dnadjungdlt operdtor és legyen U(t) = exp(ihtA).
Ekkor

i. U(t) egy erdsen folytonos egyparaméteres unitér csoport.

. 3 limuo%(U(t)l/J — ) & ¢ € Dom(A). Ha ¢ € Dom(A), akkor limy %(U(t)i/) —) =
ihAY

iti. U(t)Dom(A) = Dom(A) és [U(t),A] =0

A tételt H-ra alkalmazva kapunk némi informaciét a Schrédinger-egyenlet idéfejlédésének ope-

ratorarol.

1.2.3. Tétel (Noether). Tegyiik fel, hogy A és H énadjungdlt operdtorok kommutdlnak ([A, H] =
0). Ekkor exp(ithH)Dom(A) = Dom(A) és A egy megmaradd mennyiség a kivetkezd értelemben:

Ey, (A) = (U4, AV,) = (Po, AVy) = Ey,(A) (1.36)
U, = exp(ithH)¥, € Dom(A). (1.37)

Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy az A mennyiség virhato értéke idében nem véltozik.

1.2.3. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié

1.2.4. Tétel (Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio). Legyen A és B két szimmetrikus
operdtor. Ekkor 1 € Dom(AB) N Dom(BA) esetén

D7,(A)D3(B) > Ey4(AB). (1.38)
Egyenldség csak abban az esetben dll fent, ha ¥ valamelyik operdtornak o sajdtfiigguénye.

1.2.3. Allitas (Weyl-relaciok:).

(P> @] = Pray — qPr = — Ik (1.39)
Bizonyitas:
L 0 .0
[Py, Y = pra — qipp¥ == —th—(q¥) + qrih—1¢ = (1.40)
Oqx Oqr
0 0
— iR — ihql—w + qﬂhi = —ihSb 1 € S(R™) (1.41)
Oqr Oqx,

11



Tehét az impulzus és helyoperatorok nem cserélheték fel, aminek tulajdonképpen az a fizikai
jelentése, hogy nem mindegy, hogy elészér mérem meg az impulzust és aztdn a helyzetet vagy

forditva, mert a sorrend végallapota mas.

1.2.4. Allitas. Ha A és B operdtor kommutdl az [A, B] operdtorral, akkor

exp(A + B) = exp(A) exp(B) exp(%[A, B)) (1.42)

Heisenberg tétele alapjan mondhaté, hogy

Okl
D?p(pk)Di(Qk) > h7> (1.43)

ami azt jelenti, hogy egy adott részecske helye és impulzusa egyszerre nem hatérozhatdé meg
tetsz6leges pontossaggal.

Megmutathato, hogy az Ug(t)¥(p1,...,pn) = ¥(p1,...,0k + t,...,pp) transzlacié genera-
tora éppen q; = a%k. Vezessiik be az L = q A p impulzusmomentum mennyiséget. Konnyen
bizonyithato, hogy az impulzusmomentum éppen a forgatasoknak (x, y és z tengely koriil) az infi-
nitezimalis operatora. Noether tételének segitségével egy mésik bizonyitast adhatunk arra, hogy
abban az esetben, amikor a Hamilton-operator transzlaciéval és a forgatdssal szemben invarians,
akkor ezek generatordval kommutél. Ekkor azt mondjuk, hogy az impulzus és az impulzusmo-
mentum megmaradd mennyiségek.

Igazolhat6, hogy barmely rendszer kinetikus energija barmely unitér operatorral, igy a szim-
metria csoportok operatoraival is felcserélhets. A Hamilton-operatorral felcserélhet operatorok
természete a potencidlis energiatagtol fiigg.

Szokéas még feltenni, hogy a Hamilton operator minden rendszer esetében lényegében 6nadjun-

galt.
1.2.5. Allitas. A Hamilton operdtorral felcserélhetd unitér operdtorok csoportot alkotnak, me-
lyet G g-val jelslink.
Biz.: Legyen A,B € Gy. Ekkor
(ABJH=A(BH) = A(HB) = (AH)B = H(AB), (1.44)

azaz AB € Gg, ahol az egyenldséget ©(H)-n kell érteni.

Masrészt A~1 = A* és a Hamilton operator (lényegében) énadjungalt, igy
A'H = A*H" = (HA)* = (AH)" = HA", (1.45)

vagyis A~! € Gy.
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1.3. A hidrogén atom Schrodinger egyenletének megoldasa

Most egy nagyon fontos rendszer, névszerint a Hidrogén atom Schrédinger-egyenletének a meg-
oldasat mutatjuk be. Ez a rendszer tulajdonképpen egy egyelektronos, egy proton rendszerként

foghato fel, ahol az elektron helyzetét harom helykoordinata segitésével irjuk le.
H=T+V (1.46)
Rogzitsiik a +e toltésti protont az origdban, és irjuk fel a centrilis er6térben mozgé elektron

Hamilton operatorat.

h

T=—
2me

A, (1.47)

ahol m. az elektron toémege. A potenciélis energia a +e t6ltést proton és a —e t6ltési elektron

kozt felléps vonzasi er6bdl vezethets le:

—e2

V(z,y,2) = ——. 1.48
v e = e (1.48)
Ezek alapjan a Schérdinger-egyenlet a
h e?
——AYY— ————=FEv 1.49
s M~ (1.49)
alakot lti. Atrendezés utan
Mg+ 20 (o ¢ b =0 (1.50)
h? Vatyie2) '
Az er6tér gbmbszimmetrikus, igy gdmbi koordinatédkra attérve :
1 0,509 1 o, . 0y 1 0% 2me. e?
——(r*—= — V— E+ — =0. 1.51
7“287°(T 67“)+7°251n19819(sm 829)+r251n2198§02+ h? + r v (151)
Hosszt szamoléas utén, a megoldésokat
¥ = R(r)Y (¢, 9) (1.52)
alakban keresve Y-ra éppen az
1
204+ 1)l —|m])! 2 -
m _ m imep _ S —
Y, (p,0) = 2l + ]! P"(cos¥)e™?, 1=0,...,|m|, m=—I,...,—1,0,1,...,1
(1.53)
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un. gombfiiggvényeket kapjuk, ahol P/"-ek az asszocidlt Legendre-polinomok. Még az is igazol-

hato, hogy
/ VY dQ = Sy S (1.54)

ahol dS) a térszog szerinti integralast jelenti. Tovabbi szdmolasok alapjan a Schrédinger-egyenlet

megoldasai

Ynim = Nn,l,mRiz(T)Ylm((Pa ). (1.55)

Az n konstans neve f6kvantumszam, értékei N-beliek, | neve mellékkvantumszam, értékei
0,1,...,n— 1, m-et pedig magneses kvantumszamnak nevezziik, értékei —I, ..., kozott valtoz-

hatnak. Az [ mellékkvantumszam értékét bettvel is szokas jeldlni:

=0 1 2 3 4 5
s p d f g h

A megengedett energiaértékek pedig

etme

Amig tehat a sajatfiiggvény mindharom kvantumszamtol fiigg, addig az energia csak n-t6l. Emi-

att F,, han > 1, degenerélt sajatérték. Valamely E,, sajatértékhez

n—1
DIRI+1)=143+..4+(2n—1)=n’ (1.57)
=0

szémi sajatfliiggvény tartozik. Annak ellenére, hogy a v, ,, fliggvény dltalanos alakja meglehe-

t6sen bonyolult, a kis kvantumszamok sajatfiiggvényei viszonylag egyszertiek :

1 370 _
100 = —=ay e’

NZ3

1 _3/2 _
Pa00 = 4\/%% / (2 - pe p/2
1 -3/

V210 = o 2pe P cos 9
L 32, ;
P11 = ay "' “pe” P’ sinde'”?
8/
1 .
o111 = 3/2pe*p/2 sin Ye %

8 /7 0
Azok a fiiggvények, amelyeknél m # 0, komplexek. Azonban az

\}E (wn,l,m + wn,l,fm)

és a

\/; (wn,l,m - wn,l,—m)
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linearis kombinaciok egymésra meréleges, valos fiiggvények és ugyanazon energiaszinthez tartozo
sajatfiiggvények. Valds sajatfiiggvények hasznalatakor I-et szokéds betiivel jel6lni, a magneses
kvantumszamok helyett pedig azokat a koordinata fiiggvényeket tiintetjiik fel, amelyekkel ara-
nyosak a megfelel§ sajatfiiggvények. Az | = 0 kvantumszdmi s palyak csak az atommagtél vald

tavolsagtol fiiggenek, a szogektdl nem, ezért az s palydknal nincs koordinata fiiggvény.

15 = Y100, Y25 = Y200

Yop, = wzu\—i-[;bzm, p, = \_/;;(wzn —P21-1), Y2p. = Y210

Mésrészt
L? = —h*A, ., (1.58)
azaz az impulzusnyomaték nem maés, mint a Laplace operator konstansszorosa.
By 0¥ (0, 0) = =L+ 1Y (p,9)
= L2/ (¢, 0) = I + DY (p,9)
0 .
SY (0, 0) = imY" ()

= L.Y,"(p,0) = mhY," (¢, V)

A H atom elektronjainak impulzusnyomatékénak lehetséges értékei az

0 0 0 0 0 0
L= -1 |(yo — 22 )4+ (2o —2= )2 + (2 —y=)? 1.59
(g =2+ g =g P o~y ) (1.59)
operator sajatértekei koziil keriilnek ki. Az impulzusnyomaték lehetséges értékeit nyilvan vk

adja. Gombi polarkoordinatdkban

2
L% = —p? Linﬂaaﬁ(sinﬁai}) + @;A : (1.60)
Ekkor a sajatértékegyenlet az
L? = -h%A (1.61)
alakot o6lti, ahol A sajatfiiggvényei a gombfiiggvények, igy
L2Y;™ = hAY;™ = h*I1(1 + 1), 1=0,1,2,...,\m|, m=—1I,...,1 (1.62)
alapjan az impulzusnyomaték \/WE, lehet. Mivel L és L, felcserélhetd,
L.Y;" = mhY]"™, m=—1,...,1 (1.63)
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Belathato, hogy L és L, felcserélhetd a Hidrogén-atom Hamilton-operatordval. Ennek tulajdo-
nithaté, hogy a H atom Schérdinger egyenletének megoldasfiiggvényei az L2 és az L, operatornak

is sajatfliggvényei.
L2¢n,l,m = l(l + 1)h2¢)n,l,m és szn,l,m = mhwn,l,m (164)

Ennek jelentése, hogy amikor a H atom allapotfiiggvénye 1y, ;,, akkor az impulzusnyomaték
értéke is pontosan meghatarozott, a fenti kvantalt érték lehet. Ugyanez vonatkozik az impulzus-
nyomaték z komponensére is, ha a tér egyik irdnya - amelyet a z tengely irdnyanak vesziink - ki

van tiintetve (pl. homogén mégneses térrel).
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2. fejezet

Reprezentacio-elmélet

Els6 fontos allomasunk a cél felé haladé uton a csoportok reprezentécidja. A csoportelméletben
igen fontos és maganak teret kivetel6 kérdés, hogy egy adott, tetszéleges absztrakt csoportnak

milyen és hany kiilonb6z6 konkrét realizacioja (reprezentacioja, masnéven abrazolasa) van.

A fejezet tovabbi részében a kovetkezd jeloléseket fogom hasznalni:

g egy tetszéleges absztrakt csoport
v tetszoleges vektortér
End(V) V endomorfizmusainak (transzformacioinak) félcsoportja

GL(V) = Aut(V) V invertalhat6 transzformacioinak (automorfizmusainak) csoportja
L(V) V korlatos transzformécidinak normalt tere (abban az esetben, ha V

normélt tér)

2.1. Mi az a reprezentici6?

2.1.1. Definicié. A ¢ : G — GL(V') homomorfizmus, a G csoport eqy reprezentdcidja.
P(R1Rs) = p(R1)p(Ra) VRi,R; €G (2.1)

Ha V véges dimenzids, akkor a reprezentdcid dimenzidja éppen a vektortér dimenzidja. Az adott

reprezentdcid hi, ha ¢ izomorfizmus.

2.1.2. Definicio. Egy reprezentdcict reducibilisnak neveziink, ha van egy Vo < V nemtrividlis

altér, mely invarians a G hatdsa alatt, azaz
e(RveVy YveWWReG, (2.2)

wrreducibilis, ha nincs ilyen altér.

Teljesen reducibilis, ha felbomlik invaridns alterek direktdsszegére.
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A ¢ adott reprezentacié endomorfizmus-algebraja End9 (V) = {T € End(V)|T¢(g) = ¢(g)T Vg €
g}

2.1.3. Definicio. Egy reprezentdcio unitér, ha (V,(-,-)) = € Hilbert-tér és

(u,v) = (p(R)u, p(R)v) Yu,v e H, YR e G. (2.3)

2.2. Irreducibilitas

2.2.1. Allitas. Egy véges csoport minden komplex reprezentdcidja teljesen reducibilis.
2.2.1. Lemma (Schur-0.).

@ irreducibilis < End9 (V) oszté algebra (2.4)
Bizonyitas. ¢T = T miatt Ker T és Im T ¢ invarians altér, igy Ker T' = {0} vagy Im T" = {0}.
Az els6 eset azt jelenti, hogy T invertalhat6, a masodik esetben pedig T' az azonosan 0 leképezés.
2.2.2. Lemma (Schur-I). Legyen adott egy {ei,...,en} bdzis V-ben és ¢ : G — GL(n,C)
reprezentdcid. Ekkor ha ¢ irreducibilis és AM € GL(n,C), melyre

©(R)M = Mp(R) VR € G, (2.5)

akkor az M mdtriz sziikségképpen az egységmdiriz konstans-szorosa.

2.2.3. Lemma (Schur-II). Ha adott ¢ : G — GL(V) és ¢ : G — GL(W) két irreducibilis
reprezentdcid, ahol V- és W C feletti vektorterek, valamint van egy M € Hom(V, W) leképezés,

melyre
Mo(R) = p(R)M VR € g, (2.6)
akkor

=0 ha dim V # dim W
M (2.7)
€ Aut(V) hadim V =dim W.

2.3. Unitaritas

2.3.1. Tétel (Weyl). Véges dimenzids reprezentdciok mindig unitérré tehetdk.
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A kovetkez6 skalarszorzat bevezetésével elérhetd az unitaritas.

() = |;| S (p(R)z, o(R)y) (2.8)

Reg

Nemvéges csoportok esetén ez annyiban moédosul, hogy az Gsszegzés helyett az invaridns mérték

szerint kell integralni, de errdl kés6bb esik sz6.
2.3.1. Allitas. Ha o unitér reprezentdcié és W <V invaridns altér, akkor W+ is.

Bizonyitas: Legyen x € W't. Ekkor Vy € W esetén (x,5) = 0. ¢ unitér volta miatt
(p(R)x, o(R)y) = (z,y) = 0. Mivel W invarians altér, ezért Jy' € W, hogy ¢(R)y = vy, igy
(p(R)z,o(R)Y') = (p(R)x,y), masrészr6l (p(R)x, o(R)y") = (x,y’) = 0. A két utébbi egyenls-
séget Osszevetve kapjuk, hogy p(R)z € W+.

2.3.1. Kovetkezmény. Egy csoport (unitér) reprezentdcidja elddll irreducibilis reprezentdcick
direkt-0sszegeként. Ugyanis ha van nemtrividlis invaridns altér, akkor annak merdlegese is inva-

ridns. Igy a reprezentdls mdtriz alakja

p1(R) 0

0 pR) 29

Az eljdrdst folytatva pedig irreducibilis reprezentdcick 6sszegét kapjuk.
Jelolés:

1. L:G — Aut(G) legyen a kovetkezs:

2. R:G — Aut(G) pedig:

Vildgos, hogy L és R maguk is homomorfizmusok, vagyis R, L € Hom(G, Aut(G)).

A legkézenfekvsbb mod reprezentaciok gyartasdhoz a kdvetkezd:

1. Tegyiik fel, hogy adott egy W |G| dimenziés vektortér K test felett {eg,,...,e4, } bazissal
és tekintsiik a kovetkez6 W — W linearis leképezéseket:

e vr(g)en = €L(g)h = €gh
e vr(g)en = €R(g—1)h = €hg—1!

Kénnyen leellengrizhets, hogy mind a kett6 homomorfizmus.

2. A mésodik mod pedig az, hogy tekintjiik az Fg vektorteret és a kdvetkez§ Fg — Fg linedris

leképezéseket:

o (or(9)f)(h) == (foL(g)~")(h) = f(g~'h)
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* (pr(9)f)(h) :== (f o R(g))(h) = f(hg)

Ezek a reguléris reprezentéciok. Az utobbi azért szerencsésebb, mert fliggetlen a bazisvalasztas-
tol.

2.3.2. Allitas. Egy tetszéleg irreducibilis reprezentdcid dimenzidja és multiplicitdsa a requldris

reprezentdcioban megegyezik.

2.4. Karakter

2.4.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy a reprezentdcid véges dimenzids és adott eqy {ei,...,en}
bdzis. Ekkor
¢:G — GL(n,C). Adott R € G elem karaktere alatt a

X(R) = Trp(R) (2.10)
mennyiséget értjik.
2.4.1. Megjegyzés. A Tr: GL(V) — C fiiggvény bdzistdl figgetlen, ugyanis
Tr(S™'¢(R)S) = Tr(SS™ p(R)) = Tr(p(R)).

2.4.1. Allitas. A karakter tulajdonsdgai:
1. A karakter osztdlytulajdonsdg (belsé automorfizmusokra invaridns)

2. x(e) = dimV

4 XvieVa = XV T XVa €8 XVieV, = XVi XV,

2.5. Ortogonalitas

Tegyiik fel, hogy G egy véges csoport és vezessiik be a kovetkezs skalarszorzatot az Fg := {f :
G — C|f fuggvény} téren:

(f. 96 = é‘ S F(R)'9(R) (2.11)

Reg

Ekkor (F, (-,-)g) egy |G| dimenziés Hilbert-tér lesz.

2.5.1. Tétel (Ortogonalitasi tétel). A karakter ortogonalitdsi tulajdonsdgai:
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1. Ha ¢ irreducibilis, akkor ||xv||lg =1,
2. ha ¢ :G — GL(V) és ¢ : G — GL(W) irreduciblis, nem izomorf reprezentdcick (V2 W),

akkor (xv,xw)g = 0.

2.5.1. Allitas. Az irreducibilis karakterek egy bdzisdt adjdk a komplex osztdlyfigguényeknek.
Azaz minden olyan f : G — C fliggvény, mely invaridns o belsd automorfizmusokra nézve, felir-

hato a karokterek linedris kombindcidjaként.
2.5.2. Allitas (Masodik ortogonalitasi tétel). Bdarmely két C,C' konjugdlt osztdlyra

19 1.0
wa)*x(c’):{ol ha € =0 (2.12)
X

!
eqyébként
ahol az dsszeqzés az dsszes irreducibilis reprezentdcid karakterére torténik.

2.5.2. Tétel. 1. Jeldlje az i-edik irreducibilis reprezentdcid dimenzidjdt m;. Tegyiik fel, hogy

a vizsgdlt csoportnak v szdmi nem izomorf irreducibilis reprezentdcidja van. Ekkor
T
> mi =]
i=1

1. Egy csoport ireducibilis reprezentdcioinak szama megegyezik a csoport osztdlyainak szdmd-

val.

2.5.1. Lemma (Schur-féle ortogonalitas). Tegyik fel, hogy adott két irreducibilis reprezen-
tiacio: (w1, V1) és (me, Vo). Ekkor

> [m (R (R)lw = 0 (2.13)

Reg

ha o két reprezentdcid nem izomorf. Ha a m reprezentdcié unitér, akkor

LS R (R = dimVadad (2.14)

2.6. Reprezentaciok direktszorzata és direktszorzatok reprezen-

tacioja

2.6.1. Definicio. Legyen ¢ : G — GL(V1) és ¢ : G — GL(Va) a G csoport reprezentdcidja.
Ekkor a két reprezentdcid tenzorszorzatdin, egy o @ ¥ 1 G — Vi ® Vo homomorfizmust értink,

melyre

(p ® V) (R)(v1 ® v2) = p(R)v1 @ Y(R)vs. (2.15)
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2.6.1. Allitas. Hao a: Gy — U és b: Go — V reprezentdcick, akkor d : Gi x Go — GL(U @ V)

s

Bizonyitas. Legyen {e;};" | bazis Un és {f;}], béazis V-n és jeldlje {e*}n_,, valamint {fJ )

a dualis bazisukat.

(a(Ar)i; = (¢'a(Ar)e;)  (b(BY)st = (f*[b(B1) fr)

Ekkor

d(ApB)ijst = (€' @ fP|d(ArBi)(e; ® fi)) = (¢' @ f*|(a(Ar) @ b(B)))(e; ® f1))) =
= (' ® fla(Ar)e; @ b(B)) fi) = (e'la(Ar)e;) (f*[b(B1) fi) = a(Ar)ib(Bi)su-

MaAsrészt

d(AkBl)d(Ak/Bl/) = a(Ak) X b(Bl) . a(Ak/) ® b(Bl/) =
a(Ap)a(Ay) ® b(Bl)b(Bl/) = a(AkAk/)b(BlBl/) =
d(AkAk/BlBl/).

Legyen adva U-n és V-n egy {e;}]_; ¢ {f;}]2; bazis. Ekkor d(AB) tenzorat a kovetkezéképpen

lehet szamszertdsiteni:
dijr = (A(AB))ijst = (¢' © f*|A(AB)(e; © fr))
A fentiek alapjan
d(AkBl>z'jst = a(Ak)ijb(Bl)st. (216)
2.6.2. Allitas. Legyen A € End(V1) és B € End(V3). Ekkor
i. Tr(A® B)=TrATr B

#. det(A® B) = (det A)™ V1(det B)dim V2

ini. Eig(A® B) C Eig(A) - Eig(B)
2.6.3. Allitas. Ha a és a b reprezentdcid irreducibilis volt, akkor d is az.

Bizonyitas. Legyen W < U ® V invaridns altér. Ekkor

Up={ueUNVuelUu®veW}
Wi={veVNveVuve W}

Allitas: Uy < U és Vy < V vektorter és
W = Span{u ® v|u € Up,v € Vp} = Uy @ Vp
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Uy és Vy vektortér volta konnyen belathatd, valamint u € Uy és vy € V) esetén az értelmezés miatt,
u®@v € W, tehat Up®@Vy C W. Most legyen w € W egy adott elem. Ekkor w = Y | a;(u; ® v;),
ahol u; € U,uv; € V és az elGallitdsban szerepls tenzorok linearisan fiiggetlenek. A lineéris
fiiggetlenség miatt nem fordulhat els, hogy Ju; ® v; ¢ W, vagyis minden i-re u; ® v; € W, azaz
w € Uy ® Vp = Span{u ® v|u € Up,v € Vp}.

Kovetkezének belatjuk, hogy Uy és V| a-, illetve b-invariansak. Legyen u € Uy, A € G;. Ekkor a
v:=b(B)v, B € Gy valasztéassal

a(A)u®@v=a(A)u®b(B)v' =d(AB)(u® ).

Mivel u € Uy miatt u ® o' € W és W invariancidja miatt az egyenldség utolso tagja W-beli, igy
n
d(AB)(u® ') = Z a;(u; @ v;) = a(A)u @ b(B)v' € W,
i=1
ahol u; € Uy és v; € V. Méasrészrol
m
a(Au = Z Brug
k=1

b(BW =y igy,
=1

m

a(A)u @ b(B)v' = Z Zﬁk’n(uk ®uv) €W,

k=11=1

Az elbbi érvelés alapjan minden k-ra és l-re up ® v; € W, kovetkezésképpen ug € Uy, k =
1,...,m,v € Vo, =1,...,r, tehat a(A)Uy C Uy, VA € G és b(B)Vy C Vp,VB € Gy. Mivel a és
b irreducibilis reprezentaciok voltak, igy Uy és Vy vagy trividlisak, vagy megegyeznek U-val, il-
letve V-vel. Ha Uy vagy Vp barmelyike nulla altér, akkor tenzorszorzat definicidja szerint Uy ® Vp

is nulla altér.

Masik bizonyitas. Legyen adott & és .% bazis U-ban és V-ben. Tudjuk, hogy & ® .% béazis

U ® V-ben. Legyen W < U ® V d invarians altér. Ekkor 1étezik Uy < U és Vy < V altér, hogy

W =Uy® V. {€ ® fj}1<i<n bazis U ® V-ben, igy W minden eleme is felirhat6 ezek linearis
=

1<j<m
kombinaciojaként. Legyen {e;, ® fj, }1<k<n, bazis W-ben, ahol ng < n és mg < m, valamint
1<I<myg

U[) = Span{eik}lgkgno
Vo : = Span{ fj, }1<i<mo-
Megmutatjuk, hogy Uy és Vp invaridns a-ra, illetéleg b-re. ElGszor is jegyezziik meg, hogy

U@ Vo = W! A {e;, ® fj,} bazisvektorok (tenzorok) kifeszitik W-t, valamint e;, € Up és
fj, € Vo miatt Uy ® Vo < W. Most legyen adott w € W. Ekkor w = > p=1.. no @i, Bj,, €ir © [,

i=1,....,mg
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miatt
w e Uy ®Vy = Span{e;, @ fj,|lk =1,...,n0 1l =1,...,mp}, tehat Uy ® Vo = W. Most pedig
megmutatjuk az invarianciit:
Legyen u € Up,v € Vy. Ekkor tudjuk, hogy u® v € W, kévetkezésképpen d(AB) u® v € W.
Masfelsl

d(AB) u®v =a(A)u ® b(B)v.

Tekintsik a

d(ABu@v= > afBie, ® f;
1<k<no
1<Il<myo

a(Au = Z ale;
i=1

b(B)jv =Y _B}f;
j=1

elsallitasokat. Ekkor

dABu®@v=dABu®v= Y  aBje, ® f; =

1<k<ng
1<I<mg
n m
=a(Aueb(Blv = aei®) Bifi= > oif el
i=1 j=1 1<i<n
1<j<m
azaz
Z iy By €y, @ fj = Z 04;5; e ® fj. (2.17)
1<k<ng 1<i<n
1<i<mg 1<i<m

Jobb oldalra rendezve

E "l
1<i<n
155m

ami csak ugy lehet, hogy a;’ﬁé’ =0,i=1,...,n;5=1,...,m, ahol

wan _ Oé;ﬁ; — alﬂj hai e {il, .. .,ino}, ] S {jl, ... 7jm0}
vy R )
;B egyébként

Specialisan o7 =0, i ¢ {i1,...,ing},J & {1, Jmo}- Ezek szerint of = 0 vagy f; = 0. Az
egyszertség kedveert legyen I7 := {i1,...,iny} €8 Jo := {Jj1,...,Jmo} TObDb eset lehetséges:

i. Ha lenne olyan i ¢ I, hogy a; # 0, akkor minden j ¢ Ji esetén 3; = 0, ami azt jelenteng,
hogy v € Vy = Span{e;, }1<k<n,. Ekkor viszont erre az i-re {€; ® fj, }1<i<mo, € W, azaz a (2.17)
egyenlGség jobboldala W-beli, mig a baloldala tartalmaz egy nem W-beli elemet, kdvetkezéskép-
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pen nem lehet W-beli, ez pedig ellentmondéasra vezet. Hasonl6 érvelés adhaté a B}- # () esetre.

di. Minden i ¢ I, j ¢ Ji indexre af = 0 = B}, i ¢ I, j ¢ J1, ez pedig azt jelenti, hogy
a(A)u € Uy és b(B)v € Vp. A két reprezentacié irreducibilitdsa miatt pedig Uy és Vp trivialis
alterek (U ® {0y} = {0} = {0y} ® V), kivetkezésképpen d =a®@b : G x Go — End(U @ V)

irreducibilis. Ezzel bebizonyitottuk az allitasunkat.

2.7. Folytonos csoportok

Azok a definiciok és tételek, melyek nem hasznéltak ki az adott csoport végességét, gond nélkiil
atvihetsk folytonos (nemvéges) csoportok esetére is. Amelyek nem, azokr6l most kiilon essen

néhany szo.

2.7.1. Tétel. Ha G kompakt csoport és w reprezentdicid S Hilbert-téren, akkor

@), = [ (rla)e.wla)y) duls)
skaldrszorzat J€-n és m unitér erre az 1ij skaldrszorzatra nézve.

2.7.1. Kovetkezmény. Eqgy kompakt csoport minden reprezentdcidja teljesen reducibilis.

Az eljaras ugyanaz, mint a véges csoportokndl. Schur lemmai minden egyéb megfontolas nélkiil
alkalmazhat6 folytonos csoportok esetében is.Véges dimenzios reprezenticié esetén a karakter
ugyanugy értelmezhetd, mint a véges csoportok esetében, azonban az ortgonalitasi tételek mo-

dosulnak:

2.7.2. Tétel. Legyen (w1, V1) és (me, Vo) G két reprezentdcidja. Ekkor

/g x1(9)* X2 (9)diu(g) = dimHom(VA, Va).

Abban az esetben, ha mindkét reprezentdcid irreducibilis

. 1 ham = my
[ xalo)duts) =
g 0 egyébként.

2.7.1. Lemma (Schur ortogonalitas). Két ireducibilis mdiriz reprezentdcio esetén, a repre-

zentdld mdtrizok egyiitthaté orgotondlisak:

/g s ()]s s (R) i (R) = 0.

2.7.3. Tétel. 1. Egy kompakt csoport minden unitér reprezentdcidjo tartalmaz véges dimen-

2108 részreprezentdciot.

2. Egy kompakt csoport minden unitér irreducibilis reprezentdcidja véges dimenzids.
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2.8. Néhany fontosabb csoport irreducibilis reprezentaciéja

2.8.1. SO(2)

2.8.2. O(2)

DO({p,d}) =1
D) ({p,1}) = 1 DO)({p,~1}) = -1

D<m><{so,1}>=lem 0] D<m><{w,—1}>=[€£w Om]

0 eime
A karakterek pedig
YO =1
XOp, =1 xOp,-1}=-1.
X" ({p,1}) =2cosp  x™({p,~1}) =0

2.8.3. 0O(3)

Elgszor SO(3) irreducibilis dbrézolasait ismeretjitk, majd ezek segitségével megszerkeszthetSk

O(3) irreducibilis abrazolasai. Euler szigeket hasznélva az irreducibilis 4brazolasok a kovetkezsk:

VG MG = m)l(G o+ )l (G —m)!

(e, B, 7 ) mim zk:( G = =R+ m = Rk + i —m)] (2.18)
x e coszﬁm_ml_%(é) Sin2k+ml_m(§)eimw 7=0 %’ b %"
(2.19)
A 7 tengely korili forgatas matrixa rendkiviil egyszert:
e o 0 0
, 0 eU=ba o .
D(])({Q,0,0}) = . (2.20)
0 . 0 eve,

Mivel minden azonos szogid forgatas ekvivalens, igy karakteriik ugyanaz. Egy ¢ szogi forgatas

karaktere

X(j)(cp) _ 1+2cosp+...4+2cosjp jeN . (2.21)
2005%+2cos37“0+...+2msjcp jEN+1

O(3) pedig nem mas, mint SO(3) és az egységméatrixbol, illetve az inverziobol allo 2 elemt
csoport direkt szorzata. Ez a két csoport kommutativ, igy O(3) irreducibilis reprezentaci6éi nem

masok, mint ezen két csoport irreducibilis reprezentaciéinak direkt szorzata.
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2.8.4. S,

Altaldnos képlet nincs, a permuticiok dsszes irreducibilis abrazolasara, de megadhato egy el-
jaras, aminek a segitségével feléepithets. So = {id, (12)} kommutativ csoport, igy irreducibilis

abrazolasai mind egydimenzidsak:

PO(R) 1 (2.22)
DYy =1 D9((12) = -1. (2.23)

Sa-nek mas irreducibilis abrazolasa nincsen. Az egydimenzids abrazolasok mindig irredu-
cibilisek, igy o € S, esetén a E(O)(a) = ¢, és a DO(g) = 1 (ahol €, a o inverziods szama)
antiszimmetrikus illetve szimmetrikus irreducibilis abrazolasok. Tekintsiik most az A, péros
permutéciok részesoportjat. Errdl tudjuk, hogy normaloszté S,-ben, mivel elemszama n!/2 és

legyen adott egy D(R) A,-nek irreducibilis reprezentacioja. Ekkor a
(k) _ k) 70 _ (k)
D" (R)=D" @ D" (R)=egD"(R) R€ A, (2.24)

modon gyarthatunk S,-nek egy irreducibilis reprezentacidojat. A szimmetrikus csoport kiilén-
b6z6 iireducibilis dbrazolasainak szama egyenl6 n particiés szdmaval. Ez egyszersmind a kva-
litativen kiillonb6z6 sajatértékek szama. Kititinik azonban, hogy csak bizonyos &brézolasokhoz
tartozo sajatértékek felelnek meg az atom valosagos energiaszintjeinek. A t6bbi abrézolas sajat-
értékei nem felelnek meg ténylegesen létezs stacionérius allapotoknak; fellépésiiket megtiltja
egy, a sajatérték-egyenlettsl fiiggetlen elv: a Pauli-féle kizarasi elv. A kovetkezdkben csak
a Pauli-elv altal nem megtiltott irreducibilis dbrazolédsokat ismertetjiik. S, abrézolazolasat a
F=A{f:{1,2,...,n} = {0,1}, ffv} 2" dimenzios fiiggvénytéren végezziikk. Ekkor a Pr ope-
ratort hattatva egy f € F fiiggvényre kapjuk S,-nek egy nem irreducibilis 2" dimenzios A(R)
abrazolasat. Ez az dbrazolas a fliggvények korlatozottsidga miatt nem tartalmazza az Gsszes irre-
duchbilis abrazolast, csak azokat, amelyekre sziiksegiink lesz. Mivel A(R) nem irreducibilis, ezért

felbomlik irreducibilisek 6sszegére: Paros esetben (pl. n=4)

A(O)(R) — D) — D)
ADR) = AO(R)+DD(R) = DO 4 pM)
A(R) = A(z)(R) — A L p©) = DO . pM) 4 p@)
AB)(R) ~ A = DO L p@
A(4)(R) ~ A0 — D)
Paratlan n-re pedig:
[ AO(R) D) — DO
A(l)(R) A0 L p) = pO) L p)
. A®(R) AW L p2 = pO 4 pl) L p@
(R) = AG)(R) ~ A®2) — DO 4+ pM) 4 p@
AW (R) ~ A = DO 1 p)
ABI(R) ~ A0) — D)




A D) irreducibilis abrazolas x¥)(R) karaktere pedig egyenls a A®)(R) és a AF=D(R) abra-
zolasok karaktereinek kiilénbségével, ahol A(k)(R) karaktere nem maés, mint az xzj egyiitthatéja
a

(14 (14 2™) M+...+ X =n),

ahol )\;,7=1...1 az R ciklusainak hossza.
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3. fejezet

A Hamilton-operator szimmetriai

Most ratériink a kvantummechanika egyik kézponti téméjara, a Hamilton-operdtor szimmet-
riacsoportjara. Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy a Hamilton-operatorral felcserélhetd
operatorok csoportot alkotnak, valamint azt is, hogy egy Hamilton-operatorral felcserélhetd ope-
rédtorhoz tartozd mennyiség, ebben az esetben invarians az iddre nézve. Szintén az el6z6 fejezet
eredménye, hogy a

72

Hamilton-operator invaridns a O(n) hatasa alatt, ahol n a rendszerleir6 paraméterek szama.
Pl. ha a rendszeriink IV darab elektronbol all, melyek egy mag koriil keringenek és mindegyik
elektront az 6 térbeli koordinataival jellemziink, akkor n = 3N. A kovetkezdkben a Hamilton-
operdtor szimmetridival foglalkozunk behatébban. Feltessziik, hogy a mag az origéban helyez-
kedik el, és nyugalomban van (mivel a proton(ok) tomege sokkal nagyobb, mint az elektronoke,
igy ez a feltevés nem teljesen irrealis).

Legyen G egy tetsz6leges csoporthatas a fazistéren (altalaban R"-en). Definialjuk az Fgrn

fiiggvénytéren a kovetkezd operatorokat:

3.0.1. Definicié.

Prpf:=foR! (3.2)
3.0.1. Allitas. A Pp operdtorok csoportot alkotnak.
Bizonyitas:

i. A szorzasra (kompoziciora) valo zartsag:
PrPsf=Pgr(foS ) =foS ' oR " = fo(RS)™" =Prsf,

vagyis
PrPs =Pps.
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ii. Az egységelem: Pr,,,
ugyanis
Pr.f=folpn=f=1d f.

iii. dllitis: Pr' =Pp'.

PRPR—lf:PR(fOR) :foRoRi1 =f=
= 1df,

ebbdl pedig
Pl =Py ..

3.0.1. Kovetkezmény. A Ppg operdtorok és G izomorf csoportok.

Bizonyitds: Az el6z6ek alapjan a ¢ : R —— Ppr homomorfizmus. Most mar csak azt kell

belatnunk, hogy Ker ¢ = {Ign}. Legyen

o(R1) = p(R2).

Ekkor
Ple:PRQf \v/f E%,

azaz

fORflszRgl
foR['oRy=f Vf €.

3.0.2. Allitas. A P operdtorok linedrisak.
Bizonyitas:
Prlaf +bg) = (af +bg)o R ' =afo R ' +bgo R™! = aPRrf + bPrg.
3.0.2. Definicid. Azt mondjuk, hogy a H operdtor invariins G hatdsa alatt, ha
HPRp = PrH VR € G. (3.3)

3.0.3. Allitas. Ha A és B operdtorok felcserélheték, akkor A minden sajdtaltere B invaridns

és forditva.
Bizonyitas. Legyen \ € Eig(A) és v a hozza tartozo6 sajatvektor. Ekkor
ABv =BAv =B(Av) = BAv = \Bv,

azaz Bv is A\-hoz tartozo sajatvektor.
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3.1. O(n), S, hatasa

A kovetkezkben megmutatjuk, hogy a Hamilton-operator invaridns a Pr operatorok hatasara
(itt az R € O(n)). Ehhez egy segédallitast kell felhasznalnunk:

3.1.1. Lemma.
APrf = PrAf, ReO(n)

Bizonyitas: Mivel A =" ezért elég 2 907 = f (R™1x)-et kiszamolni és Gsszegezni i-re.

11827

0

o (HR72) = (F(R), = (V1 (R ™) - R,

R € O(n) miatt R~' = RT. Ezt beirva a fenti egyenletbe:

n

0

9 0
—1,3) _ T Y. pTY. O pT TV O pT ‘
5o, [(B7'0) = (V] (R'a)) - R); ; /(R D ED = ) g FR ) (B
Kovetkezésképpen
0? 1 0 < 0 T
822 (f(R™'x)) = 2, ; Txkf(R z)(R)ir, =
_ - 9 T _
= o, <8xkf(R x)Rzkr> =
k=1
n 52
Végiil i-re Osszegezve:
n 82 n n
A(foR")(z) = F(RT @) Ry Ry =
=1 9z} =1 k=1 8x18xk
f(RTz)Rix Ry =

k;uzgaxla%k ot

S R (R Ry
) Ox;0xy, ki
=> 5 2f< z) = (Af)(RT2) = (Af)(R™'x).
1:1

A Hamilton-operator altalanos (iddfiiggetlen) alakja: H = —%A + V. Mivel szokas feltenni,
hogy a potencidlis energia invarians ortogonalis transzformaciokra ( V(xz) = V(Rx) ), igy igaz a

kovetkezds
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3.1.1. Tétel. A H Hamilton-operdtor invaridns O(n) hatdsa alatt, azaz:

i. H felcserélhetd a {Pr; R € O(n)} operdtorcsoport tagjaival,
1. Ha 1 megoldja a HY = Ev sajdtérték-egyenletet, akkor Pry is:HPry = EPRrvy
Bizonyitas:

i. A 4. Lemmat és a V(z) = V(Rux) feltételt felhasznalva:

B2 n?
HP pi(z) = <—2mA - V($)> Pri(z) = —5 ~APrp(z)) +V(2)Pr(z) =
2
- —;—mPRAw(x) +PrV(Rz)(z) =
2
= 0 PRAG(r) + PRV (@)i(x) = PrHY().

ii. A tétel els6 részét felhasznélva:

HP z¢ = PrHy = PREy = EP g

Legyen 5 = ZZ(R"), azaz a négyzetesen Lebesgue-integralhaté fiiggvények Hilbert-tere.

3.1.1. Allitas. A {Pr, R € O(n)} operdtorok a € unitér operdtorai, azaz

Bizonyitas: Felhasznélva, hogy R € O(n) és det R =det R™! = +1

n n

(Prf.PRrg) » = / (Prf)"PRrg d\gn :/ (foR *go R dAgn =

= ffgo R det R7Y| d\gn :/ ffg d\gn =
Rn R=1(R")
Rn

3.1.1. Kovetkezmény. {Pr; R € O(n)} C L() és ||PRr|| =1

A Schrodinger-egyenlet csoportja a legtobb esetben altalanos fizikai megfontolasok alapjan
meghatarozhat6. Most tekintsiink egy n elektronbdl all6 rendszert, melyben az dltaldnos koordi-
ndtdk nem masok, mint az egyes elektronok térbeli hely-koordinatai. Legyenek a k-adik elektron
koordinatai xy, yg, zx. El6z6ek alapjan tudjuk, hogy H felcserélhets a Pr, R € O(3n) csoport-
tal. A kévetkez6kben megmutatjuk, hogy az elektronok permutéilasa és a koordinatarendszer
(mint R3 tér) ortogonalis transzformaci6ja szintén O(3n)-beli. Legyen o € S,, és végezziik el a

kovetkezd transzformaciot:
Ry : (3717 Y1,215--53Tn, Yn, Zn) e (1’017%1, Zoly s Lons Yon, Zan)-
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Vilagos, hogy R;! = R,-1 és az is, hogy az R,-k linearis transzforméciok, melyek permutécio-

matrixokkal reprezentélhatok. Egy altalanos R, a kovetkez&képpen néz ki:

0 0

1 0

Ro—: )
01 0 0

ahol 0,1 € R3*3, I az egységmétrix, 0 a zérus-matrix, a blokkmatrix pedig n x n-es. Minden
oszlopaban és sordban pontosan egy egységmatrix van, a tobbi zérusmétrix. Az egységmatrixok
helyét pedig a o permutécié hatarozza oly médon, hogy pl. a k-adik oszlopban a o helyen van.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az R, méatrix is ortogondlis. Csak annyit kell meggondolni, hogy

3.1.2. Allitas.

R;'=RT azaz R, € O(3n)
Bizonyitas: Tekintsiik R,-t, mint blokkmatrixot. R, az [z, Y, 2k]7 vektort a [To,, Yo, 20, )"
vektorba viszi. RL oy-adik oszlopaban a k-adik helyen van egységmétrix, ami azt jelenti, hogy
[Ty Yors 20 )T -t Viszi [wx, yr, 2] -ba. Azaz RS Ro([k, vk, 24]") = [k, vk, 2]
Most mér tudjuk P,-t definialni:

Pof:= fOR(;I

A transzformaciok erre a fajtajara vald invarianca nem mas, mint az elektronok fizikai ekviva-
lencidja és ez a 'V potencial-operator Gg, -re vald invariancidjat (felcserélhetgségét) vonja maga
utan.

A transzformaciok masik fajtaja pedig a rendszer elforgatédsa, azaz: Ry € O(3) esetén a

R : ((IEl, Y1, Zl)a ey (@“myn, Zn)) — (R(xlvyla Zl)a s 7R(xn7yn7 Zn))

transzformécio. Megjegyzendd, hogy az R € O(3n), ugyanis ortogonalis tranforméciok direkt-

Osszege, vagyis:

0 0 0
0 R O 0
0 00 ... R

Masrészt pedig det R = (det R)" = (£1)3". Kénnyen lathat6, hogy G6(3) csoport izomorf 0(3)-
mal, gng pedig Sj,-nel.

Korabban mar megmutattuk, hogy a Hamilton-operator (és igy a Schrodinger-egyenlet) invarians
a Gom) = {Pr, R € O(n)} operator-csoportra nézve, vagyis ggﬂ,gg(g) C Go(3n) miatt ezen
csoportok direkt-szorzatéra. Vannak olyan fizikai mennyiségek (esetiinkben az energia), amelyek
szempontjabol a 1, Pry allapotok ekvivalensek. Ennek jelentése, hogy a ¢ és Pt allapotban
ugyanazokat az értékeket szolgaltatja, ugyanakkora valoszintiséggel. A Ppg csoportot szokas a
fizikai mennyiség szimmetriacsoportjanak nevezni. Ily médon az azonos részecskék permutacioi

és a rendszer elforgatdsai altal generélt csoport az energia szimmetriacsoportja.
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A gyakorlatban sokszor nem tudjuk megoldani a Schrédinger egyenletet, legyen az idéfiiggd,
vagy idéfiiggetlen. Viszont Gy csoport ismeretében a sajatfliggvények lényeges tulajdonsigait

elére meg tudjuk mondani. A kévetkez§ tétel pont erre mutat ra:

3.2. A szimmetriacsoport reprezenticidja

Jeloljiik Gy-val a Hamilton-operatorral fecserélhetd operdtorok csoportjat.

3.2.1. Tétel. A H operdtor bdrmely E sajatériékéhez tartozo degenerdlt (tb'bbszér(')'s multiplici—

e

Biz.: Legyen
ng :E¢j7 ]:1,,771,

azaz legyen E a H-nak m-szeres sajatértéke és legyen Pr € Gp. Egy korabbi tétel alapjan
tudjuk, hogy ha v; E-hez tartozo sajatfiiggvény, akkor P rv; is. Ebbdl kévetkezik, hogy

PRQ;Z)j ZD kﬂ/’kv j=1,.

Igy (D(R);x) az PR operétor (illetve az G ha a P operator egy csoporthatdsbdl szérmaztatott
operétor) egy reprezentaciojat képezi a 11, ..., 1, bazison. Ezen matrixok Osszessége a Gy egy

reprezentacidja. Ha Pg-et alkalmazzuk P giy-re :

PSPR%—PSZD wkuD )i Pste = > D(R)k; Y D(S)uthy =
=1

k=1 k=1
Z D(Rr St = Y D(S)wD(R);jtr.
Lh=1 Lh=1

Maésrészrol pedig PsP rv; = Pgg1)j, tehét
m
PsPrip; = Psptyy = D(RS) ks
k=1

Ha itt az egyiitthatokat egyenlévé tessziik az el6z6 egyenlet egyiitthatéival,

m

D(SR)i =3 D(S)uD(R)u

t=1

fenallasara kovetkeztethetiink, vagyis
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Figyelembe véve, hogy Prty) = ¢ o R™!, tulajdonképpen R~ '-et abrazoltuk a D(R) méatrixban.
Ezek alapjan

YjoR=> " D(R )i
k=1

Kovetkezésképpen a Hamilton operator egy adott energidhoz tartozo sajataltere a Gg-nak egy

invaridns alterét képezi.

Ha az F sajatértékhez tartozé sajataltérben egy mésik 1/13-, 7 =1,...,m béazist valasztunk, akkor
az ehhez tartozo D'(R) abrazolas mas lesz, mint az eredeti D(R), de van kapcsolat a kettd kozott.
Legyen
m
W= kit
k=1
Ekkor

D'(R) = o 'D(R)a.

Adott sajatértékekhez tartozo linearis fiiggetlen sajatfiiggvények mas vilasztasa a megfelel$ abér-

zolasnak csupéan egy hasonlésagi transzforméaciéjat eredményezi:

3.2.1. Allitas. A Schrodinger-egyenlet csoportjanak adott sajdtértékhez tartozd dbrdzoldsa ha-

sonldsagi transzformdcid erejéig egyértelmd.

Ha raadasul a v, j = 1,...,m fiiggvények ortonormalt abrazolasat adjak a megfelels sajataltér-

nek, akkor P i unitérsége miatt

(P pibr, Pr)1) = Okt (3.4)

¢s igy
Okt = (P ok, PRify) = <Z D(R)utbt, Y D(R>ulwu> — (3.5)
= ;tDm)rkD(R); (e, Yu) = ; D(R);,D(R)u, (3.6)

vagyis

I = D(R)*D(R).

Innen l4tszik, hogy

Priyj=1joR™ =) DR )yve =) D(R)jvr,
t

t

ami alapjan lathat6, hogy egy dbrazolds mindig unitérré tehetd, mivel mindig valaszthato6 orton-

ormélt bazis a megfelels sajataltérben.

3.2.1. Megjegyzés. A kvantummechanikdiban a legtobbszor feltehetd, hogy egy adott rendszer-
hez tartozé Hamilton-operdtor szimmetriacsoportjdnak egy sajdtaltérhez tartozo reprezentdcidja

irreducibilis. Ez a normdlis elfajulds esete. A nem irreducibilis esetet véletlen elfajuldsnak hivjdk.
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3.3. Egy elektron, egy paraméter (n=1)

A Hamilton-operator alakja

h 0% e?
H=_ = 3.7
2me 022 |z’ (3.7)
ahol —e az elektron, +e pedig a proton elektromos toltése, x pedig az elektron tévolsiga a

protontdl. Tegyiik fel, hogy idében dlland6 a rendszer energiaja, azaz

Hy = Ey (3.8)
egyenletet kell megoldanunk.
B2 2 o2
Hf)y=——-—=S¢—-—yv=FE 3.9
V=g g T = B (3.9)

Az egyenlet invarians O(1) hatésa alatt, ahol O(1) = {—1,1}. Igy ha 1 megoldja a Schrédinger-
egyenletet, akkor R € O(1) esetén, Pt is. Ennek kévetkeztében

HPRry = EPRy. (3.10)
Mivel H E-hez tartozé sajataltere invarians a P csoportra, igy
P () = ath(x). (3.11)

1. Elgszor tegyiik fel, hogy a sajataltér egydimenziés. Ha R = 1, akkor a=1, ha pedig R = —1,
akkor

P_yi(x) = (—z) = at(x). (3.12)

A normalasi feltételek miatt @ = 1 vagy a = —1, ami azt jelenti, hogy a megoldasfiiggvé-

nylink paros vagy paratlan.

2. Most pedig tegyiik fel, hogy a sajataltér dimenzi6ja k, az ortonormalt bazis pedig ¢1, . . ., ¥x.
Ekkor

k
Pryyy =Y D(R)ith. (3.13)
=1

Tekintve, hogy a bézis ortonormaélt, a D reprezentécié unitér. Mivel D az O(1) csoportnak
reprezentacidja, az O(1) csoport pedig kommutativ és egy kommutativ csoport irreduci-
bilis reprezentacidja csak 1 dimenzids lehet, igy a D reprezentécié reducibilis. Felirhato

tehat irreducibilis (1 dimenzids) reprezentaciok Gsszegeként. Tekintve, hogy -k linedrisan
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fliggetlenek, igy

£1 0 O
0 1 0
(3.14)
... 0 #£1 0
(0 0 ... 0 1
Azaz, minden sajatfliggvény vagy paros vagy paratlan.
3.4. Egy elektron, két paraméter (n=2)
hQ 82 82 2
H=—— |5+ 5 SR — (3.15)
2m \ 0z2 = Oy? VaZ + 42

3.4.1. Allitas. H kommutdl Pg, R € O(2) csoporttal, azaz invaridns O(2) hatdsa alatt.

Bizonyitas. A Laplace-operéitor invariancidjat mar bizonyitottuk, mar csak a potencialtag

invariancidjat kell bizonyitanunk.

2

e
PrV(z,y)=VoR Y(z,y) = - =
V(Ri1z + Ra1y)? + (Ra1z + Rooy)?
- o2 - o2
_ 5=~
e [(z,y)|
Yy

mivel O(2) ortogonalis matrixbol all (azaz tavolsag-tartok).

3.4.1. S, hatasa

1. El6szor tegyiik fel, hogy a sajataltér dimenzidja 1. Ekkor
Pri(z,y) = o R (z,y) = ap(z,y) R € S, (3.16)

Ugyancsak a normaltsag miatt a = £1. Ha pl. R(z,y) = (y,x), akkor

ami azt jelenti, hogy 1 szimmetrikus illetve antiszimmetrikus. a = £1 volta tgy is kijott

volna, hogy Sy csoportnak az egydimenziés abrazolas pont igy néz ki.

2. Ha a sajataltér dimenzi6ja k és ONB-a vy, ..., vy, akkor

k
PR’lﬁj = ZD(R)[MM Re SQ, (3.18)
=1
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ahol D(R) unitér matrix. D(R) unitér matrixreprezentacioja az So kommutativ csoport-
nak, gy ha k > 1, akkor reducibilis és el6all 1 dimenziés reprezentaciok osszegeként. Legyen
Ri(z,y) = (z,y) ¢s R(z,y) = (y,z). Ekkor

+1 0 0
0O £1 0 ...

Ry =1 Ry = ) , (3.19)
0 0 =1

azaz a fliggvények szimmetrikus illetve antiszimmetrikusak.

3.4.2. SO(2) hatéasa

1. Legyen a sajataltér dimenzi¢ja 1. Ekkor
Pry(z,y) =¢o R ' (z,y) = app VR € 50(2), (3.20)

ahol @ = 1, igy a sajatfiiggvény ismét szimmetrikus.

2. Legyen most a sajataltér dimenzidja k és 11, ..., 1, egy ortonorméalt bazis. A sajataltér

SO(2)-re val6 invarianciaja miatt

k
Pryj = > D(R)yt, (3.21)
=1

ahol D(R) unitér métrixcsoport az O(2)-nek egy reprezentacioja. SO(2) = det™1(1) a

valodi forgascsoport, mely kommutativ és igy irreducibilis 4brazolasai egydimenzi6sak és
D(R(p)) = ™% pe|0,2n],meZ (3.22)

alakuak. Mivel a reprezentacié k dimenzios és reducibilis, felbomlik k£ darab irreducibilis

reprezentaciora:
efme 0 . 0
0 efm2¢ () e
D(R(p)) = N (3.23)
0 . 0 eimry

SO(2)-re val6 invariancia, tehat nem mas, mint

P ripyj(z,y) = P o R(p) ™" = e™iy;(x,y) pel0,2n], meZ, j=1,... .k
(3.24)
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3.4.3. O(2) hatasa

1. Legyen a sajataltér dimenziéja 1. Ekkor a fenti szdmolashoz hasonldéan

PRT/J(%?J) = aw(xay)v (325)

ahol a = £, tehat a szimmetrikus illetve antiszimmetrikus eset all fent.

2. Legyen a sajataltér dimenzioja k, és 11, ..., a megfelel6 ONB. O(2) irreducibilis repre-

zentacioi 1, illetve 2 dimenzidsak, igy a fenti érvelést analég médon folytatva

DY@R) 0 ... 0
0 D@ 0 .
D(R) = _ : (3.26)
0 ... 0 DW(R)

ahol a DY) a megfelels 1 illetve 2 dimenzios irreducibilis abrazolasok. Ha D) az egydi-
menzids abrazolasok egyike, akkor ismét szimmetrikus illetve antiszimmetrikus fliggvényt

kapunk. Ha kétdimenziés az abrazolas, akkor

Py = e My 65 Pro iyt = €My (3.27)
P10 = e ™ és Py, i = ;. (3.28)

Az n = 3 paraméter (térbeli jellemzés) méar O(3) felépitésének bonyolultsaga miatt elég
koriilményes és hosszadalmas lenne leirni, ezért most erre nem tériink ki. Az el6z6 fejezetben
bemutatott irreducibilis reprezenticidk segitségével ugyanigy felirhaték az Osszefiiggések, mint

az 1 illetve 2 paraméteres esetben.

3.5. Tobb elektron, tobb paraméter (n = 3N)

Tegyiik fel, hogy rendszeriink N darab elektronbdl all és minden elektront 3 paraméter jellemez.
Ha feltessziik még, hogy az atommag a koordindtarendszer orig6jaban, nyugalomban van, akkor

a Hamilton-operator a kovetkez6 alakot o6lti:

h? 0? 0? 0? Ze?
H=-— Z<2+2+2>+6 (3.29)
— 2me \Oxy,  Oy; 0% /xi + yz + Zl%

2

1 €
2 J; Ve =)+ (e — y;)? + (2 — 25)% (3.30)

ahol Z az atommagban 1év§ protonok szamat jelenti. A szimmetridk az elektronok permutécidi-
bél és a rendszer ortogondlis transzforméciéibdl szarmaztathatok. Fent megmutattuk, hogy

az elektronok permutalasa ((xg, yk, 2k), k = 1,..., N harmasok permutalasa) szintén ortognalis
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transzformécio, igy elég megmutatni, hogy O(3N) hatasa alatt H invarians. Mivel H felirhato

N

H:ZHk+Vmag(x17ylazla"'7xN7yN7ZN) (331)
k=1

alakban, ahol Hg nem més, mint az egyelektronos rendszer Hamilton-operatora:

w92 0* 92 Ze?
Hy=——— <2+2+2>— (3.32)
2me \Ozy Oy, 0z /‘Ei +y? + 22

Errél mar tudjuk, hogy invarians O(3) alatt, a méasodik tag, a potencialtag pedig csak az elekt-
ronok egymads kozotti tavolsagatol fiigg, amit a megfelel§ transzforméciok szintén valtozatlanul
hagynak (forgatas-tiikrézés és permutacio). Igy H felcserélheté minden forgatas-tiikrézés ope-
ratorral és permutald operatorral. A két operécio feleserélhetd, ugyanis mindegy, hogy elGszor
forgatok és/vagy titkrozok, majd azutan felcserélem az elektronokat, vagy forditva. Ezek szerint

a két csoport direktszorzata a koévetkezSképpen néz ki:
{PR'PU,R S 0(3),0' S SN}

Egy kordbbi tételiink értelmében pedig a direkt-szorzat reprezentacidja éppen a reprezentacidk
direkt-szorzata. Ha ez a két reprezentacié irreducibilis volt, akkor a direkt-szorzat is az lesz.

Tegyiik fel, hogy

Hythe (Tk, Yk, 26) = Extor(Tr, Y, 2k)- (3.33)
Ekkor a \Ij<x17 Y1,215---yTN,YN, ZN) = Hi;vzl wk‘(mk‘a Yk, Zk) klelégitl a

HU = (H, +Hy+ ...+ Hy)U = (B, + E; + ...+ Ex)U (3.34)

egyenletet. Az egyelektronos rendszernek (Hy-hoz tartozo sajatértékegyenletnek) ismerjiik a
megoldasait, ezek a gdmbharmonikusok. Igy a (3.31) redukalt Schrodinger-egyenlet megoldasait
is ismerjiik. Ezek a gémbharmonikusok szorzatai lesznek. A kovetkezé fejezetben be fogjuk
mutatni azt az eljarast, hogy a most megismert tudisunk segitségével hogyan lehet az atom-
szinképeket meghatarozni. Vilagos, hogy a redukilt egyenlet még nem szolgaltatja az eredeti
egyenlet megoldasat kozvetleniil, ugyanis az elektron egymadésra gyakorolt hatasabol szarmazo

potencialtagot kivettiik az egyenletbdl.
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4. fejezet

Alkalmazasok

4.1. Impulzusmomentum / perdiilet

El6szor tekintsiik a
Ujt)(z) = P(R;(t)) 1<j5<3

j-edik tengely koriili forgatds, egyparamtéres unitér csoportjat. Legyen ¢ ismét Schwartz-

fliggvény. Ekkor

3
Ui)e(r) — o), (R(t)z) — ()
1§f6‘( J " ) = lgirg( 2 7 )= Z kP (2),
k=1
ahol
1 (ijk) paros permutécié
€ijk = —1 (ijk) paratlan permutacio
0 egyébként
Ez kénnyen ellenérizhetd, ugyanis
1 0 0 cost 0 —sint cost —sint O
Ri(t) = |0 cost —sint| Ra2(t)=1| 0 1 0 R3(t) = |sint cost 0
0 sint cost sint 0 cost 0 0 1

A harom komponenst 6sszerakva kapjuk, hogy az L perdiilet nem mas, mint qAp, ahol A ékszor-
zat a vektoridlis szorzat altaldnositdsa operatorokra. Az azonos szdgd forgatasok ekvivalensek
csoportelméleti értelemben.
A fentiekben lattuk, hogy sos (3 dimenziés) matrix-reprezentaciojaban éppen az antiszim-
metrikus matrixok jatszanak szerepet.
Az
0 0

Ry=zi——=

i=— 1,J,k=1,2,3 ciklikus sorrenden
$]' al‘l

pedig a C°°(R?) téren adott végtelen dimenzi6s reprezentacié bazisat adja. Konnyen ellenérizhetd

az

[Ri, Rj] = €iji Ry,
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azonossag is. Ez a reprezenticié izomorf az antiszimmetrikus matrixok altali reprezenticidval.
Az izomorfiat a
o(Ry) =Ly k=1,2,3

szolgdltatja. Ha hozzévessziik so3 generatoraihoz még a P; = %, j = 1,2,3 generatorokat,
akkor

[Ri, Rj] = eiji Ry
[R;, Pj] = €1 Py
{Piv PJ] =0

mellett egy 6 dimenzios Lie-algebrat kapunk, mely R? euklideszi mozgésait generaljik.
Ha f € C°°(R?) analitikus fiiggvény, akkor a hagyomanyos exp-t véve
0 tn af
exp(tP1) f (w1, w2, w3) = Y | — (w1, 09, 23) = f(w1 + 1,72, 3).

n! 0x1
k=1

Ugyanez a szamolas elvégezhet§ Py és P3 esetében is. A qy, és az p;, operatorok is hasonlé médon
kaphatok. A fentiek alapjan p;, = —ih% operator a T'(t) f(q1, ..., qn) = —ihf(q1, .-, Qk—1,qk +
h,Qii1,-..,qn) operdtor-csoportnak a generdtora, a q; pedig a T(t)f(q) = e f(q) operator-
csoporté. Ezek szerint az impulzusmomentum megmaradd mennyiség, a Hamilton-operatorral

valo felcserélhetGsége miatt.

4.2. Atomszinképek

Az atomszinképek meghatarozésa, mérése széles korben elterjedt modszer annak eldontésére,
hogy egy adott fénysugar forras milyen anyag gerjesztésének hatasara jott 1étre. Ha példaul
egy csillagasz kivancsi, hogy a csillag, amit éppen fiirkészik milyen atomokbol all, els6 1épésnek
meghatarozza a kisugarzott fény atomszinképét, ami alapjan a csillag Osszetételére vonhat le
kovetkeztetéseket. Az atomszinkép meghatarozéasa oly médon torténik, hogy a bejovs fényt egy
prizman vezetik at, melyen a kiilonb6zd hullamhossza fényhullamok kiilonbhézé szégekben térnek
meg a prizman, igy a bejovs fénysugarat felbontjik "OsszetevGire". Korabbi fejezetek alapjan

tudjuk, hogy a hidrogén atom

U(x,y,z) = EV(z,y,2). (4.1)

h [ 02 0? 0? e?
Tom\o2 T T 02) T i
m \9dx*  Oy* 0z Va2 +y?i+ 2
Schrodinger-egyenletének van explicit megoldasa. A fenti Hamilton-operator sajatértékei

me* 2w Rhc 13,6 eV
En:_2h2n2 =3 =3 n €N, (4.2)

ahol R az ugy nevezett Rydberg allandd. Az energidk negativak, annak megfelelgen, hogy a mag
kézelében az elektronnak jelentGs negativ helyzeti energiaja van, hiszen ahhoz, hogy eltavolitsuk

a "végtelenbe", ahol a potenciil 0, munkat kell befektetniink. Itt az egyes szintek kiilonbsége
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né az n f6kvantumszam novelésével, ennek fizikai jelentése az, hogy az elektront fokozatosan
eltavolitjuk abbdl a tartomanybol, amelyben a mag hatasa alatt van. Zérus felett mar folytonos
spektrum van, ami feléleli a teljes pozitiv félegyenest. E kontinuumban a hidrogénatom ioinizalt
allapotban van. A folytonos spektrumban szokisos értelemben vett stacionéarius allapot nem
létezik, ez annak a matematikai ténynek koszonhetd, hogy a folytonos spektrum sajatfiiggvényei
nem normalhaték (azaz ¥ ¢ L2(R)). Az atomszinképekre mindig jellemz6 a (4.2)-h6z hasonld
sorozat, amely véges hatarértékhez tart, ahol az ionizalt dllapotok folytonos spektruma kezdédik.
A (4.2) sajatértékek elfajultak, vagyis tobb linearisan fiiggetlen sajatfiiggvény tartozik hozzéa. Az
n-hez tartozo sajatértékek n’-szeresen elfajulok, vagyis az E,-hez tartozo sajataltér dimenzioja
n?. Mas egymagos és egyelektoronos rendszer (pl. Het és Li?T) spektruma szorosan dsszefiigg
a hidrogén spektrumaval. A (4.1) egyenlet potencialis energiatagjanak helyébe —%—et kell {rni,
az energiaszintek pedig a kovetkez6k lesznek:
mZ2et

Z) __

Tobb elektronos atom szinképét nem lehet pontosan szdmolni. Ez a potencialis energia bonyolult

alakja miatt van.

2

(&
V(z,y, 2 (4.3)
Z \/x2+y = ; v — 25)? + (yi — y;)? + (21 — 25)°

Ha a potenciélis energia méasodik tagjanak megfelel§ elektronok kolcson taszitasabol szérmazo
potencialis energia nem lenne, akkor az egyenletet meg lehetne oldani. Ekkor a Schrédinger-
egyenlet

(Hi +He + ...+ Hy)¥U(x1,91, 215 - -, TN, YN, 2N) = EY

alakot Oltené, ahol

h 0 0 15) Ze?
me D20y

Oxp Oyr Oz /xi_l_y%_i_zlz

A sajatértékek és a sajatfiiggvények a megfelel Schrodinger-egyenletek sajatértékeinek és sajat-

fliggvényeinek Gsszegei, illet6leg a szorzatai lennének, azaz ha

HiYn, 1mi (ks Uk 21) = En kUny 1mi (ks Uk 2k),

akkor

Y(T1,Y1, 215 -, TN YN ZN) = Unydymn ($1, Y15 21) - Uiyl (ENS YN, 2N) (4.4)
E = En71 + En72 + ...+ En,N' (45)

Ennek belatasa a

Hythn,, 1y, my, (z,y,2) = By ¥ng limu (z,y,2) k=1,...,N (4.6)
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egyenletek felhasznaldsaval torténhet meg. Természetesen ez elég szerény kozelitése a valodi
Schrédinger-egyenletnek. Fnnek ellenére szokas ehhez hasonlé kézelitésbdl kiindulni, és az elekt-
ronoknak az egymésra gyakorolt hatasat "perturbaciénak" tekinteni. Altaliban az egyes (4.2)
igen sok sajatfiiggvény tartozik, hiszen (4.4)-ben [}, és my, szamos olyan értéket vehet fel, amelynél
az energia értéke viltozatlan marad. Tovabbé az nj f6kvantumszamok sorozatat rogzitve az egyes
elektronokat még permutalhatjuk is (a Pauli-elvet nem figyelmen kiviil hagyja) anélkiil, hogy az
energia megvaltoznék. Ha azonban az elektronok egymésra gyakorolt hatasat perturbacioként
figyelembe vessziik, az elfajulas részben megsziinik, és a szintek felhasadnak. Az igy adédo szin-
tekr6l - melyek t6bbsége még mindig elfajult - pusztan elméleti alapon semmi egyéb nem mond-
haté, mint szimmetriatulajdonsagaik. Ezek a sajatfiiggvényeknek az elektronok permutaciéi, a
tiszta forgatasok és inverziok soran megnyilvanulé transzforméacios sajatsdgaiban Gtlenek testet.
Ily médon minden szint harom reprezenticidonak felel meg: az egyik a szimmetrikus csoporté, a
mésik a tiszta forgatascsoporté, a harmadik pedig az inverziok csoportjaé. Az n-elektron-rendszer
minden energiaszintjének az n-edfoku szimmetrikus csoport egy reprezentaciéja felel meg. Min-
den &brazolas azonban nem fordul els. Péaros szama elektronra a DO, .., D(%), péaratlan szama
elektronra pedig D5 abrazolasokhoz asszocialt abrazolasok bukkannak fel. Ennek oka a Pauli-
elvben és az elekronspinben keresend6. Az N elektronos rendszer szinképeinek meghatarozasa az

in. épitkezési elv segitségével torténik, amely most bemutatéasra keriil.

4.2.1. Epitkezési elv

Tekintstink két rendszert, melyek egy elektronbél allnak és a két elektron ugyanazon mag koriil
kering. Az els§ energidja F és palyakvantumszama [ . Legyen e sajitértékhez tartozd 21 + 1

sajatfiiggvény ¥_g, ..., ;. Ekkor

Priyy =Y DO(R)iu, (4.7)

n

ahol PR az els6 rendszer forgatésa. Legyen a masodik rendszer energidja F/, palyakvantumszama

[ és sajatfiiggvényei @72, ..., Y7 Ekkor

Pry, =Y DO(R),. (4.8)

A két operator kiilonbdz6 ugyanis P g csak az els rendszer koordinatait, P pedig csak a masodik

rendszer koordinatait forgatja el. Ezért
[Pr,Pg| =0, (4.9)

azaz a két operatorcsalad felcserélhets. A két rendszert egynek tekintve a sajatértékek és a

sajatfliggvények az egyes rendszereknek megfelel§ mennyiségeinek Gsszegei, illetGleg szorzatai
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lesznek. Az E + E-hez tartozo (21 + 1)(2] + 1) sajatfiiggvény:

@Z)—ZE,Z, RN ¢—l$ﬁ

wl@_ﬁ R 1/’1@]

Az Osszetett rendszer szimmetriacsoportja nem a Pr és P operatorcsoportok teljes direkt

szorzata lesz, hanem csak Pr P egyidejii forgatasok direkt szorzata.
4.2.1. Allitas. PrPpg csoport

A felcserélhet6ségbdl azonnal kovetkezik, hogy ha RQ = T, akkor P7Pr is csoportelem. Ezek

alapjan
PrPriyd, = PryPri, =Y DO(R)ybw Y DY) 0, = (4.10)
= Z A(R)u’u’,w/wu’iu’v (411)
V/,U/
ahol
A(R) = DY(R) x DO(R). (4.12)

A A(R) éabrazolas karaktere pedig a a két abrazolas karakterének szorzata. Belathato, hogy
DW(R) x DO(R) ireducibilis 6sszetevsi a D)-ek, ahol

L=l—1,l=1+1,....,0+. (4.13)

Megmutathato, hogy a D) x DO abrazolas a

[ D=1 0 0 0 |
0 D(l+I+1) o 0 0
M(R) = . . . . . (4.14)
0 0 ... D=
0 0 0 DU+D

abrazolassal ekvivalens, vagyis 1éteznie kell egy S métrixnak, hogy
DY(R) x DW(R) = S*M(R)S. (4.15)

Mivel M(R) és DO x DO (R) unitér, igy feltehets, hogy S is az. Mivel M(R) sbrézolas négy
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indexszel jellemezhetd és
M(R) it 1m = 01,0 DP (R) i L=l—=1,....,01+1, m=—L,...,L, (4.16)
ami alapjan

DY(R),, DD (R),,, = S S5 PP (R) i St (4.17)

m'm L

Az § métrixnak az a jelentGsége, hogy a 1,1, szorzatok olyan

\I]va = Z SZm,,u,ywuay (418)
Qv

linearis kombinaci6it hatarozza meg, amelyek a rendszert invaridnsan hagyé PrP g opericidk

soran irreducibilis abrazolasok szerint transzformalédnak, a kévetkez6képpen:

PrPrUpr =Y S, PrUPRY, = (4.19)

= Z Z SZm,uuD(l) (R>H'#DI(R)V’V1/};L’@V’ = (420)
o'y’

== Z Z Z SszMVD(Z) (R)HI#D(Z) (R)Z/’Z/SL’m’,y’l/’\pm’,L’ = (421)
pup' v’ L'm!

= > [S-DY(R) x DO(R) - S™" ot Lam Wt 1 = (4.22)
L'm/

=Y MR zm P =Y DY (R)pym Ty L. (4.23)
L'm/ m/

Ezek tehat a perturbélt rendszer Gsszetett rendszer els§ kozelitésében sjatfliggvényként hasznal-
hatok. Az S matrix egyiitthatoi pedig kiszamolhatok, ha P rP i operatort alkalmazzuk U, -re.
A részletek megtalalhatok Wigner Jend Csoportelméleti mddszer a kvantummechanikaban cimd

miivében. Ez az eljaras széleskortien alkalmazott a spektroszképiaban.

4.3. A sajatfiiggvények részleges meghatarozasa

Tovabbi nagyon fontos és érdekes alkalmazisa a dolgozat témajanak a kovetkezs: Tegyiik fel,
hogy ismerjiik a Hamilton-operator szimmetridit és vegyik az F sajatértékhez tartozdé sajatal-
teret. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a sajatfiiggvényeket egy bizonyos tartomanyban. Ekkor a
szimmetridk és a reprezentéicidk segitségével a sajatfiiggvények értéke meghatarozhato a tarto-
méany transzformaltjain is. Ebben a fejezetben errél ejtiink néhény szot. Tekintsiik példaképpen
azt az 1 dimenzios esetet, ahol a Hamilton-operator invarians csoportja a 2’ = —x tiikrézésbdl és

az identikus transzforméciobol all. Ekkor az azonos reprezentaciohoz tartozé paros fliggvényekre

9(=xz) = g(x), (4.24)
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a negativ reprezentaci6hoz tartozé fliggvényekre

f(=2) = —f(x) (4.25)

teljesiil. Altalaban a

Pka(l’l, Ty vy :Cn) = Z D(R)kj"l/Jj(fL'l, ey (En) (4.26)
k

Osszefiiggésbdl és korabbi megfontolasok alapjan
Yo R(m1,...,xn) = Y D(R)5thi(m1, ..., 2n). (4.27)
!

Ha a hullamfiiggvény argumentuménak teljes tartoméanya olyan részekre oszthato fel, amelyek
mindegyike az egyik részbdl - a fundamentalis tartoménybél - a csoport valamely transzforma-
ciojaval allithato el, akkor ¢; kiszamolhat6 a (4.27) képlet segitségével, feltéve, hogy a fun-
damentalis tartomanyban ismerjiik. A (4.27) egyenlet az z1,...,x, argumentumok sokasaga-
nak redukci¢jaként tekinthetd; e redukcié mértéke attol fiigg, hogy milyen hatdst az a csoport,
amellyel szemben a Schrodinger-egyenlet invaridns. Ez az Osszefiiggés explicit formaban mutatja
a 1 transzformaciés tulajdonsédgait is, igy 1; invarianciatulajdonsdgaibol kovetkezd valamennyi
allitasnak (4.27)-bol levezethetének kell lennie. Tekintsiik példaul egy paratlan és paros fiiggvény

skalaris szorzatéat:
/ g(x)* f(z) da. (4.28)
R

Bontsuk fel az integracios tartomanyt, R-et, (—oo,0) és (0, 0c0) intervallumokra. Ekkor

[o@rs@an= [ @@t [ g i (4.29)

(0,00)

Bevezetve az y = —x helyettesitést:

—/ g(x) = f(x) dzx —|—/ g(x)* f(z) de =0 (4.30)
(0,00) (0,00)

fgy megkaptuk, hogy a két fiiggvény ortogondlis egymasra, vagyis két kiilonboz irreducibilis
ortogondlis egymasra. A (4.27) egyenlet szolgaltatja a ¢; hullamfiiggvényt mindazon helyeken,
amelyek P = (x1,y1, 21, ..., %n, Yn, Zn) Pontbol a csoporttranszformaciok altal adodnak. ; ér-
téke e helyeken 1j-nek és a tobbi ¢, partnerfiiggvénynek a P pontban felvett értékeivel fejezédik
ki. A forgascsoport esetében a konfigurdciés tér ama pontjai ezek, amelyekben a részecskék re-
lativ helyzete, vagyis az atom geometriai alakja megegyeznek. A konfiguricios tér pontjait a
hiaromdimenzios tér kdzéppontjaboél kiinduld n-labbal reprezentalhatjuk. Az egyes labak vége
a haromdimenzios térben oda mutat, ahol az illet§ elektron elhelyezkedik a vizsgalt elrende-
zésben. Ha minden lehetséges n-labra ismeretes a hullamfiiggvény, akkor a konfiguracios tér

minden pontjaban ismerjiik is azt. Az egymésbol elforgatassal adodo helyzetek az n-lab ugyan-
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olyan alakjédnak, de kiilonb6z6 orientacidjanak felelnek meg. A fundamentélis tartoményt ugy
valaszthatjuk meg, hogy az olyan helyzetii legyen, amelyben az n-1ab els6 szara (amelyik az elsd
elektronnak felel meg) a Z tengelyben, a masodik pedig az XZ-sikban fekszik. E tartomany a

konfiguracios tér ama pontjaibol all, amelyekre 21 = y; = y2 = 0. Ha a D!({«, 3,7}) reprezenta-

cidhoz tartozoé 20 + 1 szamu v_y, ..., hullamfiiggvény értéke a;,j = —1,. .., a fundamentalis
tartomanyban (vagyis 1;(0,0, z1,22,0, 22, ..., Zn, Yn, 2n), J = —1,...,1) a részecskék elrendezd-
désének geometriai alakjatol fiigg, akkor az olyan R(x1,y1, 21, . - ., Tn, Yn, 2n) pontokban, amelyek

a (0,0, 21,22,0, 29, ..., %n, Yn, 2n) pontbol a (r—«, B, —7 — ) forgatassal adodnak, (4.27) szerint

l
Yo Rl B,7) w1, zm) = Y DO{r —a, B, =1 —y})jja;(9) = (4.31)
j=—1
l
= > (1) DY({a, B,7})ia5(9)- (4.32)
j=—1

4.3.1. Megjegyzés. A
DO — a,8,—7 = 4})5i = (=1 "DV ({a, 8,931

osszefiiggés a

D(l)({aa ﬁ» ’7})]]@ = eijad(l) (B)jkeik’y
osszefiiggésnek és dV(B) 1, valds voltdnak kovethezménye.

E kifejezésben « és B definicid szerint az elsG elektron azimut- és polarszoge, v pedig a Z tengely
és az elsd elektron altal meghatarozott siknak az origd és az els§ két elektron sikjaval bezart

szoge. a; pedig csak az n-lab geometriai alakjatol fiigg. | = 0 esetén (s szintek)

¢OR(l'l,yl,Zl,...,l’n,yn,Zn) :ao(g). (433)

Ebben az esetben a hullamfiiggvény csak az n-ldb alakjatél fiigg, annak térbeli orientaci6ojatol
nem; azaz az s allapotok gombszimmetrikusak. Ez azzal magyarazhato, hogy az s allapotban
egyetlen hullamfiiggvény van, s ez nem elegend§ irany kijeloléséhez. Magasabb mellékkvantum-
szam esetén a sajatfiiggvények teljes rendszerére minden irdny egyenértékd, azonban egyetlen
sajatfiiggvény sem vélaszthat6 ki tgy, hogy valamilyen irdnyt ki ne tiintetnénk, igy az egyes
sajatfiiggvények kiilon-kiillon mar nem gémbszimmetrikusak. Merev test esetén a g geometria
rogzitett, azaz aj-k allandok. Ez esetben a sajatfiiggvények csak o, 3, fiiggvényei és (4.31)
teljesen meghatarozza Gket. A legegyszertibb merev test a vékony rud, amely kézéppontja koriil
mozoghat (merev rotator), melynek Schrédinger-egyenlete:

1 92

S' 1 197 1 19 w + —a - l l; (@9 = I :n n.l.m l; (]p 4:;4
a 9wn, 7m( Y ) S]‘nfz 19 a !wn, ,m( ? ) 1/} yby ( ? )7 ( )

27 |sind 9

ahol I a tehetetlenségi nyomaték, 9 és ¢ pedig a rotator polar- és azimutszoge. Fundamentalis

tartoméanynak most valasszuk a ¢ = 0 pontot, ez a rotator "normalis helyzete". A sajatfiiggve-
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nyek értékeit ebben a pontba a?l—lel jeloljik. Ekkor

Unam(@,9) = > (=)™ DO({a, 8,9} af'. (4.35)
J
Viszont, mivel a rotdtor v tetszéleges értéke mellett ugyanabban a helyzetben van, igy ¥y m

nem fiigghet v-tol. Ezek alapjan a;-‘l =0haj#0,sigy

Un i (0, 0) = (=1)™e"™dD ()0 af' = (4.36)
= (=)™ DY ({p,9,0})mo ag'. (4.37)

Ez az egyenlet a reprezentacios egyiitthatok segitségével jellemzi a sajatfiiggvényeket. Az is
latszik az egyenletbdl, hogy ha [ = m, akkor a kiilénb6z8 n-ekhez tartozd sajatfiiggvények egy
konstans szorzéban térnek el. Mivel kiilonb6z6 sajatértékek esetében ez nem lehetséges, igy
minden egyes [ értékhez csak egyetlen sajatérték tartozhat. Igy az n index elhagyhaté. A merev
rotator Schrodinger-egyenlete az [-edfoku gombharmonikusokat szolgaltatja. A (4.36) egyenlet
szerint DO ({¢, 9,7} )mo az Yim (9, ¢) gémbharmonikussal egyezik meg, eltekintve a normalastol
és a (—1)™ tényez6t6l. A (4.31) egyenlet azt éllitja, hogy a H-atom Schrédinger-egyenletének

megoldasainak alakja:

Yo = > (1" " DO ({a, 8,4} mrap (r), (4.38)

l/

ahol a?l(r) most csak r-nek fliggvénye, mivel most az n-1ab csak egyetlen palcava fajul el, melynek

geometriai alakjat r hossza teljesen meghatarozza.

Um0, 0) = (=1)" DU ({g, 9,0} )moa (r) (4.39)
o Vi (9, 0)ap (r). (4.40)

Lathato, hogy ezek valoban a H-atom sajatfiiggvényei. Az is lathato, hogy vy, ., valéban DO
m-edik sordhoz tartozik, ahogy annak az m magneses és az [ palyakvantumszamu sajatfiiggvény
esetében lennie is kell. E moédszer teljesitGképességére a legegyszertibben a kvantummcehanikai
merev porgettyd esetében vilagithatunk ra. Tekintsiik elGszoér az aszimmetrikus porgettytt.
Ennek helyzetét ama forgatas harom «, 5, v Euler-szdge jellemzi, amelyik a norméalisbol a kérdéses

helyzetbe hozza a porgettyiit. A hullamfiiggvény csak e harom szogtdl fiigg.

Yol B,7) = Y (1) "D (e, B, ) mrap’ = (4.41)
=Y " (—)emed® (8, e ant, (4.42)
l/

Az a-k ismét allandok, mert a merev test geometriai alakja rogzitett. Ezek csakigy, mint az E,;
sajatértékek meghatarozhatok, ha (??)-at a Schrodinger-egyenletbe helyettesitjiik. Igy 2141 line-
aris homogén egyenletet kapunk aﬁll,, ceey a}?l szadmokra. Tekintsiink most egy olyan porgettyfit,

amelynek két kisebbik tehetetlenségi nyomatéka egyenld. Ekkor a porgettyd "normalis helyzete"
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nincs egyértelmien meghatarozva, mivel egy forgatas a Z tengely koriil tetszéleges lehet. Ennek
a kovetkezménye, hogy ha -t (7 + vp)-val helyettesitiink, akkor a sajatfiiggvénye sajatfiiggvény

marad. Ezenfelil az ilyen fiiggvényeknek az

2

Unim(c, By + 70)e” ¥ dyg (4.43)
0
= 3 O 3T [ o g = (4.44)
l/
— const - (— )" a2 DO ({a, 5,7} (1.45)

linearis kombinacioja is sajatfiiggvény. Ha o™ nem zérus, akkor

Unim(a, 8,7) = (1) DY ({a, 8,9 )y v =—1,...,1 (4.46)

A tiikérszimmetridk figyelembe vételekor kittinik majd, hogy a sajatértékek paronként egyenlék:
E,; = E_,;, tehat [ 41 kiilonb6z6 sajatértéknek egyforma palyakvantumszama van. Ha mindha-
rom tehetetlenségi nyomaték egyenls, akkor a normalis helyzet teljesen hatarozatlan. A (4.46)

sajatfliggvények maradnak, ha {«, 3,7} helyére {a, 8,7} R keriil, ahol R tetsz6leges forgatas.
Lgy

(=)™ DY {a, 8,9 mw = > (1) "DV ({a, B,k DY (R)iy (4.47)
k
tovabba
/ > (=)™ DY ({a, 8,9} me DY (R)r DV(R);, dR = (4.48)
= const - (=)™ VDO {a, B, 7} mr (4.49)

mindketten ugyanahhoz a sajatértékhez tartoznak, mint (—1)"~" DO ({a, 8,7} )myr. Ezért ebben
az esetben az Osszes E_;, ..., Fj sajatérték egybeesik, minden péalyakvantumszamhoz egyetlen
(20 + 1)? egyszeresen elfajult sajatérték tartozik. Ha tehat legalabb két tehetetlenségi nyomaték
egyenld, akkor (4.43) szolgaltatja a sajatfliggvényeket. Egytest-probléméban a hullamfiiggvény
tiikrozési jellegét annak szogfiiggése hatarozza meg. "Egylab" esetén a Pj tiikrozés abbdl All

hogy ¢-t (¢ + m)-vel, ¥-t (¥ — 7)-vel helyettesitjiik, a "l1ab" hossza r ekdzben véltozatlan marad.

P m(r,9,¢) = (—1)"e™@E 0 (r — )00 (r) = (4.50)
= ™ (=1)" AW (9) oa™ (1) = (= 1) g (r, 9, 0). (4.51)

Két fiiggetlen részecskénél

d)n,l = Z (_1)m_l/D(l)({a7 57 7})ml’al(r17r2v 6)» (452)

l/

mert az elrendezést a kétlab geometridja szabja meg, ez viszont a kétldb rq,ro hosszaval és

az altaluk bezart e szoggel jellemezhet. Tiikrozéskor csupan a kétlab helyzete valtozik meg,
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geometriai alakja nem. Ha tiikroziink, akkor o, 8,y dtmegy a = 7, m — 8, ™ — v-ba,

Pnbnzzz:(—l)" 'DO{atmm—Bim — A} mray =

—Z 1" DO({a, 8,7} )m—(— 1)+ ap.

Igy hat a paros szintekre érvényes P, = 1,-bél kivetkezik, hogy
a_yp(ry,ro,€) = (—1)l+llal/ (ri,72,6€),
mig paratlan szinteknél, amikor Py, = —tn, 1,

a_p(ri,ra,€) = (=) ap (1,72, €).

o1

ezért
(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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