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1. Bevezetés

Gyakran a megfigyeléseink olyan diszkrét valoszintségi valtozokra vonatkoznak, ame-
lyek struktirajat valamilyen hasonlosagi mérGszammal jellemezhetjiik. Ilyenek lehetnek
példaul bizonyos szociologiai megfigyelések, amelyekben tulajdonsagokat kell egy adott
skalan pontozni vagy banki csédelérejelzési vizsgalatok esetén az iigyfelek paramétereire
vonatkozo adatok. A kategoridkat a szamunkra leginkabb értelmezhetd kérnyezetben
azaz kett6 vagy harom dimenzios térben szeretnénk elhelyezni, majd a kapott abra
alapjan esetleg olyan rejtett kapcsolatokra ralatni, amely az értékelés és a kategoridk
egyes tulajdonsagai kozott fennallhatnak.

Tehat adott n objektumunk melyek p darab tulajdonsagara egy-egy megfigyelést
végeztiink, ebbdl elkészithetiink egy nxp-es adatmatrixot, melyben a matrix n sora
reprezentalja az objektumokat (pontokat), p oszlopa pedig a pontokra adott meg-
figyeléseket. Célunk, hogy az objektumainkat egy euklideszi térbe agyazzuk bele.
Ha ketté elemiink bizonyos értelemben tavol volt egyméastol az eredeti p-dimenzios
tertinkben, akkor azt szeretnénk, hogy ebben a k-dimenzios euklideszi térben is tavol
essenek egymastol, azaz az elemeink a redukalt térben is - bizonyos hiba hataron beliil -
ugyanolyan tavol legyenek egymastol. A fenti adatredukcios eljaras egyik matematikai
eszkoze a tobbdimenzios skalazas (Multidimensional Scaling - MDS), amely Torgerson-
Gower skalazés néven is ismert. Legelsé alkalmazasai, melyek tobbek kozott a modszer
fejlodését is indukaltak a magatartastudoméanyokban, pszihometrikaban jelentek meg,
majd ezt kdvetGen valt népszertivé és kezdett széles korben elterjedni.

A szakirodalomban leggyakrabban metrikus, nem metrikus, silyozott és altalanosi-
tott MDS-r6l olvahsatunk. A szakdolgozatban a tovabbikaban csak a metrikus és
nem-metrikus esettel fogok foglakozni. A matematikai modell leirdsaval kezdem, majd
megvizsgalom, hogy milyen értékekkel lehet a hiba nagysagat becsiilni és hogyan lehet
tobb megoldast Osszehasonlitani (Prokrusztész analizis). Mindezek utan bevezetem az
ugynevezett biplot dbrakat, amelyek szintén egy adatelemzési technika elemei, amellyel
bizonyos objektumok és az azokhoz kéthetd valtozok kapcesolatat jol szemléltets abrakat
kaphatunk. A lényege, hogy egy kettd vagy hédrom dimenzids térben abrazolt pontok
mellé a tér fGtengelyein kiviil elhelyezziink tovabbi tin. biplot tengelyeket, amelyekre a
pontok vetitésével kiolvashatjuk meghatarozott valtozok értékeit. Majd megvizsgalom
annak egy alkalmazasat a lineéris regresszioban, tovabba ramutatok az MDS és a biplot
koz0s felhasznalhatosagara is.

Mindezek utan egy valos gazdasagi feladat vizsgalatara vallalkoztam, aminek a segit-
ségével jol tudom szemléltetni az elméleti eredményeket a gyakorlatban is, és meg-
mutathatom a segitségével annak gyakorlatiassagat. A szamitasok elvégzéséhez az R
statisztikai programcsomagot hasznéltam.



2. A tobbdimenziés skalazas matematikai modellje

Elsé6 lépésben a mintavételi eljaras utan, elkészitjiik az X adatmatrixot és abbol az an.
A = (0;5) kiilonbozdségi (vagy éppen hasonlosagi) matrixot, ahol d;; jeloli az . és a j.
elem kiilonbozGségét vagy masnéven kiilonbozdségi koefficiensét. A mintavételezésiink
eredménye egy X-el jelolt nxp-es adatmatrix, mely sorai reprezentéiljidk az objek-
tumokat oszlopai pedig a megfigyelések szaméat, hogy ebbdl hogyan is készitjiik el a
kiilénb0z6ségi matrixot az mar korantsem olyan egyértelmi. A megfigyelési valtozoink
lehetnek folytonos (kvantitativ) és diszkrét vagy masnéven kategorikus valtozok, a
diszkrét valtozokon beliil megkiilonboztetiink csoportosité és mindsits (kvalitativ) val-
tozokat, e kett6 kozott a kiilonbség annyi, hogy el6bbinél szamit a sorrend utébbinal
pedig nem. Kategorikus valtozok esetén azt mondjuk, hogy az i. és j. elem kiilon-
boz6sége 0, ha azonos kategoridba tartoznak és 1 kiilonben. Binéris valtozokrol akkor
beszéliink, ha az csak kettd értéket vehet fel. Binéris kiilonbozGség-métrixbol kénnyen
kapunk a trividlis s;; = 1 — §;; transzformacioval hasonlésagi matrixot. A kovetkezd
1. tablazat mutat néhany példat arra, hogy miképpen lehet ezeket a kiilonbozdséget
kvantitativ illetve hasonlésagot a binaris valtozot tartalmazo adatméatrixokbol nyerni.

Kiilonbozdségi Hasonlésagi mérték
mérték (Kvantitativ (51'1 (Binaris Sij
valtozokra) valtozokra)
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1. Tablazat

Ha egy W adatméatrixunk tobbféle tipust megfigyelést tartalmaz akkor vegyes adat-
méatrixrol beszéliink. Gower (1971) definial egy altalanos hasonlosagi koefficienst
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ahol s;;; jelole az i. és j. objektum hasonlésagat a t. valtozoban, tovabba w;;; = 1, ha
az 1. és a j. elem Osszehasonlithato a t. valtozé szempontjabol | kiilénben 0.

Gower a kvantitativ valtozokra a kiovetkezGt javasolja:

ahol R; a t. valtozohoz tartozo megfigyelések terjedelme, azaz max; x; — min; x;.

Binéaris valtozok esetén

{1 , haazi.ésj. elemat.valtozéban 1

Sii
o 0 , kulonben
0 , haazi.ésj.elemat.valtozéban 0
Wijt T
1, kiilonben

Kategorikus valtozo esetén

1, haazi.ésj.elemegyazon kategoriaban sorolhato
Sijt = N
o 0 , kulonben

A megfigyeléseink természetesen lehetnek mas-més mértékegységiiek, ezért az 6ssze-
hasonlitasuk csak akkor lehetséges ha azonos dimenzidjiak, ezért ha kiilonb6z6 mérték-
egységiiek az adataink, akkor sziikséges a dimenzi6 mentesités azaz, hogy azonos
nagysagrendtiire hozzuk azokat, amelynek legegyszeriibb modja a szazalék szamitéas.
Vagy torténhet ugy is, hogy az adatokat egy kozos dimenzioban fejezziik ki, amennyi-
ben lehetséges, ez utobbi lehetdség eléggé nehézkes is lehet és erGsen feladat fliggs.

Adott n objektumunk és a rajtuk értelmezett ¢;; kiilonboz6ségek egy p-dimenzios
térben. Az MDS megprobalja megtaldlni egy alacsonyabb dimenziés térnek azon n
pontjat, amelyek az objektumokat reprezentaljak és a térbeli tavolsagok monoton fiigg-
vényei legyenek az adatok kozti kiilonbozdségeknek. Vagyis ha d;; < 0 akkor az . és
J. illetve a k. és I. elem kozotti d;;, di tavolsdgokra fenndll a d;; < dj;. A gyenge mono-
tonitasi kritériumot teljesité MDS modszereket nem-metrikus modszereknek nevezziik.
Ha a pontok kozotti d;; tavolsagok a kovetkezSképpen van definidlva:

Definici6é. f legyen egy folytonos paraméteri monoton fiiggvény, ekkor ha a

dij = f (355) -
fiiggvénnyel definialt (f lehet maga az identitas is.) Akkor metrikus tobbdimenzios
skalazasrol beszéliink.



Célunk olyan R"-beli k-dimenziés altér meghatarozasa, amelyre ortogonalis vetités-
sel a pontjaink tavolsag matrixa a lehetd legkisebb mértékben tér el az eredeti tavolsag-
méatrixtol. Ebben az altérben a szokasos modon értelmezziik az euklideszi tavolsagot,
az X; és a X; elem tavolsiga

Czij = ||AXZ — XJH = \/(3311 — $j1)2 + (SEZ‘Q — 33]'2)2 + ...+ (Sﬂzk — ZBjk)Z (Z,j =1.. n)

A Kklasszikus MDS (Classical Multidimensional Scaling) matematikai modell tér-
gyalasanal sziikségiink lesz a kovetkezs definicidkra.

Definicié. a D € R™" matrixot tdvolsig-mdtriznak nevezziik, ha eleget tesz a
kovetkez6 tuljadonsdgoknak:

(199) di, < d;j +dji i, 5, k € {1...n}, azaz teljesiil a haromszog-egyenldtlenség.

Definicié. a fenti D tavolsag-matrixot euklideszinek nevezziik, ha rogzitett p egész
mellett, léteznek olyan x1, zo, ..., x, € RPvektorok, melyekre fennall a kivetkezs Ossze-
fliggés

dij =l @i —x; || (i,5=1,...,n)

Definicié. H, az un. centrdlo mdtriz.

1
H,=1,— —1,17
n

Ha n rogzitett akkor H := H,,. A centralo matrix segitségével belathato az alabbi
tétel:

1.1 Tétel. a D € R™" tavolsag-matrix akkor és csak akkor euklideszi, haa B =
HAH matrix pozitiv szemidefinit, ahol az A matrix elemire: a;; = %dfj.
Bizonyitas. [4|C

A gyakorlati problémak, feladatok kezelésében a mintavételi eljarasat kdvetGen sok
esetben eleve tgy készitjiik el a tavolsdg-matrixot, hogy az euklideszi legyen, de tobbszor
a D téavolsag-matrixunk nem is euklideszi. Az utobbi esetre konstruélhatunk egy olyan
D- al jelolt matrixot, mely mar teljesiti (i)-(iii) és D-nek egyik legjobb kozelitésének
tekinthets. Tehat a tovabbiakban tegyiik fel, hogy D euklideszi, szeretnénk az objek-
tumainkat egy alacsonyabb (példaul a szemléletes 1-, 2-, 3-dimenzios térbe) beagyazni,
ehhez keressiik azt a k-dimenzios alteret, melybe az objektumainkat ortogonélisan



vetitve az ottani tavolsag-matrix a lehetd legkisebb mértékben tér el az eredeti D
matrixtol. Jeloljik X-el az adatmatrixunkat. X € R™*P,

Allitas. Ha D-al jeloljiik az alacsonyabb k-dimenzioban vett tévolsagokat, akkor
fennall

dZ < d7.

Az ortogonalis vetitéshez tekintsiik a V' = (Vi,V,) € RP*P ortogonélis matrixot ,
ahol Vi = (v1,...,v) € RP* illetve Vo = (vgy1,...,0,)€ RP*P=F) V] az a matrix,
mely oszlopai altal kifeszitett altérre (k-dimenzios) szeretnénk vetiteni. A vetiilethez
tartozo tavolsdg-matrix elemeire fennall

k

d;zj = Z (a:l-Tvs — xjrvs)z

s=1
V ortogonalitasa miatt az eredeti X és a X'V maétrixok objektumokat reprezentélo
sorai kozott a tavolsdgok ugyanazok.

p

p

9 2

di; = E (mis—x]s E rlv, — 2 vs) )
s=1

s=1

Igy d2 < dZ.

Definialjuk az eredeti és a k-dimenziés térben mért tavolsagok eltérését a kovetkezs
modon:

Y3 (#-d) o

i=1 j=1
Tekintsiik az X7 X spektralfelbontasat: ‘7A1A/T, ahol A diagonalis és a fGatlobeli
elemek a B matrix \; > ... > A\, pozitiv sajatértékei, ugyanis B pozitiv szemidefinit,

ekkor fennall a kovetkezs tétel

1.2 Tétel. A (D, lA)) eltérést az X7 X matrix k legnagyobb sajatértékeihez tartozo
U1, ..., U sajatvektorokbol, mint oszlopvektorokbol allo V4 = Vi matrix minimalizélja.
Bizonyitas.| 4] O

A kovetkezd algoritmus elgallitja a konfiguracio pontjainak vektorait. f = id (metrikus
esetre algorimtus).

1. Elkészitjik a A := [ 15-2-] matrixot,t=1...n,j=1...n

2. B:=HAH, ahol H=1-11,1T¢s 1, (1 .., 1) n-dimenzids vektor.

3. Allitsuk el a spektral felbontasat B-nek: B =VAVT, ahol A diagoinlasi matrix a
diagonalisaban pedig a B matrix sajatértékei szerepelnek V' pedig a megfelels sajatvek-
torok.



4. Ha a pontjainkat a k-dimenzi6s térben szeretnénk abrazolni, akkor az els¢ k
sajatértéke B-nek nem nulla a rakovetkezé n — k nulla, hagyjuk el ezeket A-bol és a
megfelel6 sajavektorokat V-bdél, jeloljiik az el6bbit Ay az utobbit Vi-el.

5. Y = VlA}ﬂ, ekkor az Y sorai adjak az objketumokat reprezentalt pontok ko-
ordinatait.

2.1. A stress fiiggvény

Nyilvanvalo, hogy m-dimenziés pontokat m-dimenzioban tudunk a lehets legtokélete-
sebben abrazolni, mivel a célunk éppen a dimenzié csokkentésre irdnyul, ezért egy
alacsonyabb térbe valo beagyazasakor mindeképpen kell hibaval szamolnunk, ebben a
szakaszban erre térek ki részletesebben. A stress fiiggvényre gy érdemes gondolni
mint fliiggvények egy halmazara, amelyek kiilonféle megkdzelités szerint vizsgaljak, hogy
mekkora az eltérés az eredeti és az alacsonyabb dimenzios térben az elemek kozotti
tavolsdgokra nézve. Tehat az illeszkedés pontossaganak a mérésére tobb 1t is kinalkozik.
Egyrészt van lehet&ség, hogy a megkapott eredmény ,,jo illeszkedését” a B sajatértékeinek
a segitségével fejezziik ki.

Y Y
i vagy &5
Zi:ll | Ai | ZA,~>0 Ai

Masftelsl a kozelités hatékonysaganak egy masik szempotbol valo megkozelitése, hogy

az un. veszteségfiiggvényeket mennyire tudjuk minimalizalni, a fent mar definialt
veszteségfiiggvény mellett egy tovabbi legkézenfekvsbb fiiggvény a kdvetkezd lehet

Oaine(Y) = D> (0 —dyy (V)? (1)

i=1 j=1
A gyakorlatban persze sokszor el6fordul, hogy az adataink hidnyosak, ekkor ter-

mészetesen d;; is hidnyos, pontosabban az adott 0;;-t nem tudjuk értelmezni. Ezen
probléma kikiiszobolésére vezessiik be a kovetkezé binaris valtozot

1, halétezik d;;
Wi; =
! 0 , ha hianyzik d;;

ekkor (1)-et a kovetkezdképpen irhatjuk at

Ohret(Y) = Y wij (55 — diy(Y))?

1<j
= D widl 4+ > wid (V) =2 widydy(Y) =
1<J 1<J 1<J

= n+n*(Y) = 2p(Y),

ahol n} csak w;; és d;; t0l fiigg, amik fix értékiek igy n? konstans, n*(Y) a d;;(Y)
tavolsagok stilyozott négyzetosszege, végil —2p(Y') a d;;(Y') tavolsagok sulyozott Gsszege.



Onmagéban Ogirekt Nem tul informativ, ugyanis példaul ha vessziik az objektumok
kozotti tavolsagokat valamilyen mértékegység szerint -példéul kilométerben- majd utana
egy méasik mértékenységben viszgaljunk, og;.ex: megvaltozik - a példanknal megmaradva
ha méterben akkor a ogext 1000-szeresére valtozik- ami persze nem azt jelenti, hogy
az egyik rosszabb konfiguracié volna mint a masik, éppen ezért normalva d;;-vel skala-
invariansa tessziik

2 Odirekt  _ >3, (65 — di (V)P
by d) > d5(Y)
Mivel a gyakorlatban oy elég kicsi, ezért a négyzetgyokét szokis venni, ezt nevezziik
Stress-1-nek (Kruskal).

(2)

>0 (85— di (V)
> d(Y)

Ugyanigy létezik o2-nek egy (o) jeldlt , stlyozott alakja is

Zi<j Wij (05 — dij(y))Z  Ogirekt (Y)

Zi<j Wijd?j(y) R(Y)

Hasonloan, ha a fenti 0%,..,,(Y)-t normalizaljuk de most d;;-vel, akkor Normalizdlt
Stress értékrdl beszéliink

g1 =

(1) =

) = Zi<j Wij ((51 - dzj(y))2 _ O-girekt
on(Y) = .52 B 2
D i Wig03 5

wijéfj = 1 akkor 0,(Y) = 0%, .. (Y).

Vilagos, hogyha >, _;

Mivel a sulyozott esetnek speciélis esete a siilyozatlan - specidlisan ha valamennyi
wi; = 1 - ezért a jelolések egyszeriisitése érdekében a tovabbi vizsgalatokkor a felsé w
indexet, amely a stulyozottsagot jeloli elhagyom, de mindvégig az altalanosabb stlyozott
esetet értem alatta. Vizsgdljuk meg oy és o, kapcsolatdt. Mindenekel6tt ehhez sziik-
ségunk lesz egy megfigyelésre és egy allitasra. Megfigyelésiink a kovetkezd, tegyiik fel,
hogy Y* lokalis minimuma o g;.ex: (Y )-nak, ekkor X* = %Y* is lokalis minumum, hiszen
a koordinata matrixot egy konstansal, az un. skala faktorral szoroztuk.

Allitas. )
p(X7) )
)

7 (X0 =1~ <nm (X~



Bizonyitas. Felhasznalva, hogy az euklideszi tavolsag homogén fiiggvény abban a
térben amelyre redukalunk, azaz d;; (bX*) = bd;; (X*), ha b > 0, ekkor

Oairekt(DX™) = D wij (65 — dij (bX7))* =

1<J
= Zwlﬁfj + b2 Zwijd?j (X*) — Qwaijéijd,-j (X*) =
i<j i<j 1<j

= 0 + b0 (X*) — 2bp (X¥)

Derivaljuk b szerint majd tegyiik egyenlévé 0-val

00 girert (DX *
Ot ®8) o (x7) — 2p (X*) = 0
ob
Igy az optimalis b* = n%(();)) , helyettesitsiik vissza 0gert(bX*)-ba

airert (b*X*) = % — (2 g;)Q

Mindkét oldalt osztva n2-vel kapjuk, hogy

x\ gdirekt(b*X*) 1 p(X*) ?
on (bX7) = n? =1 (nm (X*))

Nézziik meg milyen kapcsolat van a normalizilt és az stress-1 értéke kozott. De
Leeuw és Heiser bizonyitotta, hogy ha Y* lokdlis minimum hely, akkor n* (Y*) = p (Y*)
igy a fenti allitasbol kovetkezik, hogy

n (Y7) oo 1 i}
e OIS B

Vegyiik o?-nek egy hasonlo kifejezését mint og;er-nek és hasznaljuk fel djra De
Leeuw és Heiser eredményét miszerint n? (Y*) = p (Y*)

on (YY) =1-

i wis (03 — dig(Y™))?

2 (v *
71 (") Z¢<j Wijd?j (Y*)
Zi<j Wij5z‘2j + Zz‘<j wijdzzj (Y*) =2 Zi<j wi0ijdij (Y) B
Zi<j Wijd?j (Y*)
ns +n° (Y*) —2p(Y*)
n* (Y*)
s = (Y7) U5

2V Ry

10



Felhasznélva (*)-ot kapjuk , hogy

1 o, (YY)
2 Y* = — 1 = -
V) =1 1— 0, (V")
Azonban az Y* skidlazisa nem optimuma o;-nek, ezért vegyiik figyelembe a b skila
faktort is. Ennek megfelelen felhasznalva ismét, hogy n* (Y*) = p (Y*)
2 b22y* —2%p (V* 2 b2—2b 2y*
o2 (by*) = - (V) —2bp(Y*) 5 +( )n- (Y") (55)
b2,,72 (Y*) b2n2 (Y*)

Derivélva b szerint, majd egyenlGvé téve 0-val, az optimalis b* érték

ot (bY™) b? (2b — 2) n* (V) — 20 (V) [ + (* — 2b) * (V™))

ab bt (V)
Cowmpo)
PPy

gy b* = nZ/n?(Y*) vissza helyettesitve (**)-ba kapjuk, hogy

4 2
03+ e (V) — 22 (V™)

% % 4 Y * 2
o2 (B'Y*) = nt(Y*) T n*(Y*) _
w10
3 .
T AR (L PN
T ; '
)

Tehat az stress-1 és a normalizalt stress érték megegyezik a lokalis minimumban, feltéve
ha a b skila faktor a megfelel6en van megvalasztva. Az tgynevezett Shepard diagram
elGsegiti a kiértékelését a vizsgalatainknak. Ebben egy izotonikus regressziot (monoton
regresszio) hajtunk végre az eredeti tavolsag-matrix elemei és a redukalt térben a nekik
megfelel§ tavolsagok kozott. Az aldbbi abran erre lathatunk egy példat, ahol az eurdpai
nagyvarosok kozti tavolsdgok, mint tavolsag-matrixra elvégzett tobbdimenzids skalazas
outputjara végeztem el az izotonikus regressziot.
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Shepard diagram

Redukalt térben meért tavolsagok

0 1000 2000 3000 4000

Eredleti tavolsagok

1. Abra. Az izotonikus regresszid az eurdpai nagyvdrosok tébbdimenzids skdldzdsdra

Osszességében a stress-érték tobb faktortol fiigg nézziink ezek koziil néhanyat,
hogy miként hatnak ra

1. Magasabb n pontszam &altalaban magsabb stress értéket ad.

2. Ha a redukalt tér dimenzi6ja m, akkor magass m alacsonyabb stress-t general.
3. Tobb hiba az adatokban nagyobb stress-t indukal.

4. A hidnyz6 adatok magas szama alacsony stress értéket ad.

2.2. Prokrusztész analizis

Az altalanositott Prokrusztész analizis (Generalised Procrustes Analysis) egy modszer
az adathalmazoknak egymashoz képesti Osszeillés vizsgalatahoz kiilonféle transzforma-
ciokkal, elsGsorban rotacidoval. A modszernek alapvetGen a lineéris és a nem-linearis
valtozata ismert, az optimélis skalazas esetén a nem linearis valtozatat hasznaljak. Az
alkalmazasokbol lathato, hogy a kiilonb6zé MDS modszerek hasonlé de végtére is kiilon-
b6z6 konfiguraciokat (megoldasokat) adnak. Ezen — konfiguraciok tetszdleges transzla-
civjaval, rotaciojaval és reflexiojaval azonos értéki megoldasokhoz jutunk. Igy sziik-
ségiink van valamilyen értelemben vett 6sszehasonlitasukra a kiilonb6z6 megoldasok-
nak, sziikséges van egyfajta Osszevetésre a két konfiguraciéo kozott. A Prokrusztész
analizis egy izotrop dilatéciot (nyujtas), transzlaciot (eltolas), rotaciot (forgatas) és
reflexiot (tiikrozés) talal a két konfiguracio kozotti legjobb dsszeilléshez. Az elemzés
részletes leirdsat és hasonlé modszereket Gower és Dijksterhuis (2004) dolgozott ki.
Tegyiik fel, hogy az n pontd konfiguracionk pontonkénti koordinatai az n x ¢ méreti
X matrixal adott a g-dimenzids térben, egy mésik n pontu konfigarcié koordinédtadi a
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p-dimenzios térben egy n X p méretd Y matrixal meghatarozott, ahol p > ¢q. Egészitsiik
ki X-et 0 oszlopvektorokkal, azzal a céllal , hogy X és Y dimenzioja ugyanaz legyen.
A diszkrepancia (eltérés) nagysaga a kovetkezdképpen definialt

n

R® = Z (yr — xT>T (Yr — 1),

r=1

ahol X = [z1,..., 2], Y = [y1,...,yn]" s &, y» az r. pont koordinata vektorai a
két térben.

Legyen z!. az r. pont koordinata vektora egy tetszéleges nyijtasa, forgatasa, eltolasa
és tiikrozése utan z,-nek, ekkor z. a kovetkezGképpen irhatod

r). = pp’w, + b,

ahol p a dilataci6 mértéke, ¢ a forgatis és esetleg a reflexié matrixa, b pedig az
eltolas vektor.

A fentiek optimalis értékei, amelyeket elvégzeve X-en, az R?-et minimalizalja X és
Y kozott:

(1) Optialis transzlacio : Mind a kett6 konfiguracio kozéppontja a az origbban van.
(2) Optimalis rotacio : hatarozzuk meg az ¢ = (XTYYTX)% (YTX)_1 és forgassuk
X—et Xop—ba.
(3)Optimalis dilatécio: Az X konfigurdcié minden egyes pontjat szorozzuk meg a
_ tr(XTYYTX)
- wr(XTX)
Majd az R? értékét a kovetkezoképpen szamoljuk

N\ 2

(r (xTYY7X)?)
- <1
tr (XTX) tr (YTY) =

ahol a trividlis modon a 0 érték jeldli a legjobb osszeillést, és minél nagyobb R?
annal kevésbé jo a hasonlosdg. Tehat ha adott X, Y konfiguracio akkor az Y-t R?
szerint a legjobban X-nek a fenti miiveletek elvégzése utani alakja kozeliti.

Vizsgaljuk meg a kérdéskort altalanosabban. Legyen A a cél konfiguracio és B a
vizsgalt konfiguracio. Jeloljiik most a forgatas és tiikrozés méatrixat T-vel a dilatéciot
s-el. Feltehets, hogy TT' = T'T = I. A koordinatak kozti kiilonbséget A — s BT méatrix
adja. Tekintsiik a kovetkezGt

0<R’=1

P=(A—-sBT) (A-sBT)

A fenti P matrix f6atlobeli elemei az (A — sBT) i. oszlopanak és a (A — sBT)'
i. soranak a skalarszorzata, azaz a P fGatlobeli elemek az (A — sBT) i. oszlop ele-
meinek a négyzetosszege. A két konfiguracié kozti kiilonbséget a P fGatlobeli elemek
négyzetosszegével tokéletesen tudjuk modellezni. A fGatlon kiviili elemek most nem
érdekesek, éppen ezért hasznos nekiink a nyom fiiggvény.
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Legyen

L(A,B,s,T):=trP=tr[(A—sBT) (A - sBT)] (1)
tr P a matrix nyomat, azaz a f6atlobeli elemek Gsszegét jeloli. Célunk, hogy taldljunk
olyan s és T értékeket, amelyek minimalizaljak L (A, B,s,T). Felhasznéalva a méatrix
nyomaéra vonatkozo tr ABC = trC AB = tr BC' A tulajdonséagot, tovabba a T'T' = TT" =
1 Osszefiiggést.

tr1"B'BT =trB'BTT' = trB'B
igy rogzitett A, B és s = 1 mellett (1) a kovetkezGképpen irhato

L(T) = tr(A-=BT)(A—-BT)=trAA+trT'B'BT — 2trA'BT =
= trAA+trB'B - 2trA'BT

Mivel sem trA'A sem tr B' B nem fiigg T-t61 ezért a fenti L (T') minimalizalasa ekvivalens
a kovetkez6 minimalizalasaval

L(T)=c—2trABT,

ahol T"T' = I és a c konstans nem fiigg T-tGl.
Tegyiik fel, hogy mar létezik egy L (T') > h also korlatunk, ha minimalizélni szeretnénk
L (T)-t T-ben, és ha taladlunk egy olyan T-t amelyre L (T) = h akkor az bizonyosan
minimalizalni fogja.

Allitas.(Kristof) Ha Y diagonalis matrix nem-negativ elemekkel és 7' ortonormalt
métrix, akkor fennall a kovetkez6 egyenlGtlenség

—trTY > —trY

egyenlGség akkor és csak akkor all fenn ha 7' = 1.
Bizonyitas. Mivel Y diagonalis ezért az egyenlGtlenség atfogalmazhato

—trTY = — Xn:tiiyii > — Zn:yn = —irY
i=1 i=1

TT =TT =1,1gy tit; =Y ;t% = 1 ennélfogva —1 < t;; < 1, ezért —t;;yi; > —yi; és
ebbdl mér kdvetkezik az egyenlGtlenség. Nyilvanvalo, hogy egyenlGség csak akkor &llhat

Definici6. Legyen S egy tetszéleges n X m méreti matrix, ekkor az

S = PdQ),

felbontéast az A méatrix szingularis érték felbontasanak (Singular Value Decomposi-
tion) nevezziik, ahol P egy n X m matrixa az tn. baloldali szingularis vektoroknak,
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® egy m X m méretd diagondlis matrix, melyben a f6atlo beli elemeket szingularis
értékeknek nevezziik, () egy m X m méretii, amely oszlopai az tn. jobb oldali szin-
gularis vektorok.

Vegyiik az A'B szingularis felbontasat: A'B = P®(Q', ahol PP' = I, Q'Q = I, A
a cél konfiguracio és B a vizsgalt konfiguracio, ismét felhasznélva a nyom fliggvény
invarians tulajdonsagat

L(T) = c¢—2trABT =
= ¢c—2trPOPQT =c—2trQ'TP® >
> c—2trd

Utobbi egyenlGtlenség éppen a Kristof egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hiszen
(QTP) QTP = PT'QQTP = I, azaz ortonorméalt és ® diagonalis. Felhasznalva,
hogy a fenti egyenl6tlenség egyenlséggel teljesiil - azaz az als6 korlat mint minimum
felvétetik- ha Q'T'P = I teljesiil, azaz

T=QP
ugyanis QTP = Q'QP'P =1, igy

L(T)=c—2trd.

Ezeddig meghataroztuk az optimalis forgatas, tiikrozés matrixat, de a nyuajtas (s)
és az eltolas (t) mértékét fixnek, nevezetesen egynek és nullanak vettiik. Legyen tjra
A és B a két konfiguracio, B transzfomacioja sBT + 1t', ahol s a nytjtas mértéke, T' a
forgatas-tiikrozés, t pedig az eltolas nagysaga. A mi olvasatunkban tehat, rogzitett A
és B mellett minimalizalni kell

L(s,t,T)=tr[A— (sBT +1t")] [A — (sBT + 1t')], (2)
ahol T'T = 1.

Az optimalis ¢ eltolas vektort és az s dilatacios skalart az L (s,t,T) parcialis de-
rivaltjaibol kapjuk, azaz

L T
Q_%ng = 2nt —2A'1+2sT'B'1=0
. (A—sBT)'1
o n

Helyettesitsiik be (2)-be ezt az optimalis ¢ értéket

L(s,T) = tr {(A — sBT) — % (A— sBT)] {(A — sBT) — % (A— sBT)} _

oo (- )] fua-eom (-2 -

= tr[JA—sJBT| [JA — sJBT],
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ahol J a mar kordbban definidlt H centralé maéatrix.

Igy
w = 2s(trB'JB) —2trA'JBT =0
s
_ rAJBT
~ trBJB’

Behelyettesitve az optimélis ¢ és s értékeket (2)-be kapjuk, hogy

trA'JBT | trAJBT
L(T) = tr|JA—- =—""_JBT| |JA- =" JBT| =
(1) RSy } { +BBY
B | (trAJBT)* _(trA'JBT)*
= WAIAY BT Y BB
B | (trA'JBT)?
= trA'JA BB

Tehat a fenti L (7') minimalizalasa ekvivalens —trA'J BT minimalizalaséaval T-ben.
Felhasznalva az eddigi eredményeket mar tudjuk, hogy ez akkor minimélis ha 7-t az
A'JB szingularis érték felbontasaban szerepld matrixok segitségével irjuk fel, azaz a
Prokrusztész hasonlosagi transzforméacio a kovetkezs képpen allithato eld:

1. Szamitsuk ki a C' =A'J B matrixot.

2. Allitsuk els C-nek a szingularis érték felbontasat, azaz C = P®Q.'.
3. Az optimadlis forgatds matrix: T'= QP".

4. Az optimélis nagyitas mértéke: s = (trA'JBT) /(trB'JB).

5. Az optimalis eltolds vektora: ¢t = £ (A — sBT)'1.

A sokdimenzios skalazas modszerének outputja egy olyan térbeli abra, mely szemlélete-
sen vizualizidlja a pontok geometriai alakzatat. Ez a megjelenés az adataink belsé
struktirajat jeleniti meg és ezaltal segiti az adatok kapcsoldodési rendszerére vald ala-
pos ralatast. Mint lattuk az input nem egyértelmd és igy kett6 tetszdleges konfiguracio
Osszehasonlitasa sem nyilvanvalo, de kénnyen meghatarozhato az a transzformacio, ame-
lyet az egyik koordinata matrixra elvégezve a leginkdbb megkozelitheté a mésik, abban
az értelemben, hogy az L(A, B, s,t,T) kiilonbség fliggvényt minimalizaljuk.
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3. A mobdszerhez alkalmazott f6bb R fiiggvények

A szakdolgozatomban targyalt modellek mindegyikének a szamitasai a nagyméreti
adatallomany miatt csak szamitogépes programokkal lehetséges, valamennyi szamitashoz
az R programot hasznaltam, a program vitathatatlan nagy elénye, hogy barki szamara
hozzaférhetd és letélhetd, és az alkalmazashoz sziikséges fliggvényeket megtaléljuk benne,
ezért esett a valasztasom erre a statisztikai software-re.

Az R szoftverben talalhatunk egy cmdscale nevi beépitett fliiggvényt

cmdscale(d, k = 2, eig = FALSE, add = FALSE, x.ret = FALSE),

melyben az argumentumai koziil d jeloli a tavolsdgméatrixot, k azt, hogy hany di-
menzios térbe vetitiink, eig jeloli a sajatértékeket, mely esetében megadhatjuk, hogy
akarjuk-e szerepeltetni (TRUE) vagy sem (FALSE) az outputban, add=TRUE argumentum-
mal megadhatjuk, hogy az eredeti d méatrixban adott tavolsagok helyett egy d + c11'
méatrixal szdmoljon, az x.ret=TRUE input paraméterrel egy Kkitiintetett szerepd sz-
immetrikus méatrixot kaphatunk vissza. Alapértelmezett esetben k=2, eig=FALSE,
add=FALSE, x.ret=FALSE.

A d tavolsag matrixot a dist fligvénnyel készitjiik el
dist(x, method = "euclidean", diag = FALSE, upper = FALSE, p = 2),

amelyben az x az adatmatrix, mely sorai jelentik az elemeket oszlopai pedig a val-
tozoknak felelnek meg, a method input paraméterrel adhatjuk meg, hogy melyik tavol-
sag formulat valasztjuk meg a tavolsdg-matrix kiszamitasdban, az R-ben lehetségiink
van euclidean, maximum (max’_; (z;;,xy;)) , manhattan( abszolut tavolsag kettG elem
kozott), canberra (D 7, %) , binary és minkowski tavolsig formuldk koziil vé-
laszthatunk, diag logikai érték mellyel a tavolsag-matrix fGatlobeli elemeit kérhetjiik
vissza, upper szintén egy logikai érték, amivel a tavolsidg-matrixot fels¢ haromszog-
matrixként kaphatjuk vissza, p jeloli a Minkowski-féle egyiitthatot. Az alapértelmezett
értékek method = "euclidean", diag = FALSE, upper = FALSE, p = 2. A meg-
felels tavolsag formula kivalasztasa feladat fiiggs. Elkészitettem az R-ben az tgyn-
vezett s-stress (square test) nevii fiiggvényt:

~ N\ 2
o D i1 2 (dz‘j - dz’j)
' D g dy

Melynek a parancsa az illeszkedes(x,y), ahol x, y a bemend paraméterek, x jelenti
az eredeti n-dimenziés térben vett pontok kozotti euklideszi tavolsagokbol nyert tavol-
sdgmatrix, y pedig a cmdscale parancs outputjaként megjelend koordinidta matrix.
Evvel hasonlitom 6ssze a kapott MDS abraknak a pontossdgat, hogy azok mennyire
hasznalhatoak, sziikséges-e a dimenzidszam ndovelése.

A fenti két definiciobol kovetkezik, hogy ha tokéletes a konfiguracio az eredeti ada-
tokhoz képest akkor a szamlalo értéke 0 és igy @1 = 0. Tehat a kozelitésiink annél jobb
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minnél kisebbek ®; érétke. Az alabbi tablazatban foglaltuk Gssze, mekkora értékkel
milyen a konfiguracidink pontosséiga:

’ s-stress értéke: x \ Pontossag mértéke ‘
0<2<0.05 Szignifikdns eredményt kaptunk
0.0b<z<0.1 Tovabbi értelmezésekre alkalmas
0.1 <z<0.2 Elfogadhato, de fenntartéssal kezelend6
02<x Sziikséges a dimenzi6 szam novelés

2. Tablazat

A tobbdimenzids skdlazas dbrai mellett elvégziink egy klaszteranalizist is a hclust
fiiggvénnyel

hclust(d, method = "complete", members=NULL)

A d argumentum egy tavolsag-matrix a modszer (method) alapértelmezett értéken
"complete", de valaszthatunk a kovetkez6k koziil: "ward", "single", "average",
"mcquitty", "median", "centroid". A members értéke alapételmezetten NULL, kiilon-
ben pedig vektor értéki, amelyben a megfigyelések szama szerepel klaszterenként.
Outputja egy olyan hg, hy,..., h; magassaggal jellemzett fastruktiuraja d-nek (dendro-
gramm), hogy minden h; (i = 1,...1l) magassaghoz tartozik egy neki megfelel6 parti-
civja d-nek, tovabb4 minden objektumparhoz azt a szintet rendeljiik hozza, amelyen
legelGszor egyesiilnek, azaz ho — {x1},{z2}, ..., {zn} és hy — {z1, 29, ... 2, }.

A biplot abrak elkészitéséhez sajat készitési programokat hasznaltam.
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4. Biplot

A biplotok az tgynevezett szords abrak altalanositasanak tekinthet6k. Ha adottak bi-
zonyos elemekhez valtozok, akkor abbol két valtozot kivilasztva az elemek abrazolhatok
egyszeri moédon egy grafikonon, az x tengelynek vélasztva az egyik, az y tengelynek
valasztva a mésik valtozot, ezt hivjuk szoéras dbréanak. Ezzel egy szemléletes képet ka-
punk a két valtozo Osszehasonlitasanak a vizsgalatdhoz. Természetesen megtehetjiik
mindezt hidrom dimenzioban is, harom valtozot valasztva magunknak. Mindemellett
a mi célunk, hogy valamilyen modon egy abraban helyezziik el az elemeket és a val-
tozokat jol reprezentald vektoraikat, oly moédon hogy az elemek és a valtozok kozotti
kapcsolatot a lehetd legjobban szemléltesse az adott abra. Ezt a fajta abrézolasi mo-
dot nevezziik biplotnak, amely igy egy hasznos vizualis segédeszkoznek bizonyulhat az
adatelemzésben.

4.1. A matematikai modell

A modell felépitéséhez egészen le egyszeriisitjiik a valos életbeli probléméankat, hogy
tisztdn a matematikajara koncentréalhassunk. Tegyiik fel, hogy adott a kovetkezé tet-
sz6leges n X m mérettd, r rangi S matrixunk

S=XYT,

ahol X n x r, Y r X m méreti és mindketté rangja r. Ez a faktorizilas nem
egyértelmi. Egy lehetséges it a felbontashoz példaul, hogy X r oszlopat véalasszuk
meg, mint az S oszlopai altal kifeszitett tér egy ortonormélt bazisit, majd Y = ST X,
igy egy megfelel§ felbontéshoz jutunk, ugyanis

X (57X) = XXTS =9

Az S matrix 7. sordnak j. eleme s;; az X 4. sordnak és az Y j. oszlopanak
a skalarszorzata. Igy egy barmilyen matrix valamennyi sora és oszlopa repzentalhato
vektorokkal. = Nevezetesen az X-nek az n darab sorvektora, és Y-nak az m darab
oszlopvektora lesz az. Az x1,%,...,x, sorvektorokat hivjuk dn. sor hatasoknak, mig
az yl .yl ...yl oszlopvektorokat oszlop hatasoknak. Tegyiik fel, hogy S rangja kettd,
abrazolhatjuk a sikban ezt az n + m darab vektort, amely informativ képet ad az S
nm darab elemérdl - amelyek a megfelel6 sor és oszlopvektorok skalarszorzatai - olyan
modon, hogy az x1,zs,. . .,z, pontok az yI ,ys,.. .yl iranyi egyenesekre vett merdleges
vetiiletei lesznek az S megfelel§ elemei. Ezeket az abrékat nevezziik biplotoknak, ezal-
tal a biplot az adatok egy gyors vizualis kiértékelését teszi lehet6vé szamunkra. Az
S matrix nem egyértelmi faktorizacidja miatt természetesen a biplot sem egyértelmii,
viszont a forgatés, tiikrozés és nyujtas erejéig mar igen. Mivel a gyakorlatban altalaban
két dimenzios biplotokat jelenitiink meg, ezért a fenti egyértelmtséget is csak két di-
menzioban mutatom meg.

S=(XRT) (YR™)",
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ahol R tetszéleges nem-szingularis matrix és alkalmas megteremteni a kapcsolatot
tetszéleges két kiilonboz6 faktorizacio megfelel elemei kézott.
Hatarozzuk meg RT szingularis érték felbontdsat

R" =VvTow,
ahol V' és W rxr-es ortonormélt matrixok, 6 diagonalis méatrix, f6atlobeli elemei 6,
és (92
R inverze

R =VTo"'W,

ugyanis RR™! = (RT)TR_1 = (WTQV) (VT9_1W) = WTOI19='w = WITw = I.
Mivel V' és W ortonormaltak.

Vegyiik az X — XRTés Y —— YR transzforméaciokat, mind a ketts transzfor-
macio tartalmaz egyrészt egy forgatast, amelyet V7 hataroz meg, majd egy nyujtast és
egy esetleges tiikrozést, melyet X transzforméacioja esetén 6y, 0y illetve Y esetében 1/6,
1/605 hataroz meg, végezetiil egy tijabb forgatés, amely W-el meghatarozott. Mindenerre
nézziink meg egy példat. Legyen

-1 3 2
S:(—2 1 —1)’

a cél matrixunk, melynek a rangja ketts.
Vegyiik ennek kettd kiilonboz6 faktorizaciojat

-1 3 2 B 10 -1 3 2

-2 1 -1 - 11 -1 -2 -3
B 2 1 —-1.5 2 05
N 0 —1 2 -1 1 ’
10 2 1

= (1) =0
r (-1 3 2 r (—-15 2 05
Yl_(—l -2 =3 Yz = 2 -1 1
szereposztassal.

Keressiik azt az RT métrixot, amely megteremti a kapcsolatot X és Xy, illetve Y; és
Y, kozott. Vagyis Xy = X1 RT és Yy, = Y1 R™L, a fenti példanal

r (2 1
(%)
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Vegyiik RT szingularis érték felbontasat

T 2 1
o= (—2 -2
- —-0.62 —-0.79 3.56 0 —-0.79 —0.62
N 0.79 —0.62 0 0.56 -0.62 079 )’
ahol a jeloléseket megtartva a fentiekkel

r (=062 —0.79
v _( 0.79 —0.62

g (356 0
~\ 0 056

—0.79 —0.62
W= < —0.62  0.79 )

Igy

g, (105
R'=vT"¢ W_(_l _1)

Az alabbi 4bra mutatja az eredeti X; és Y; konfiguraciot és annak a transzforméltjat
X2 és )/Q—t.

Eredeti konfiguracié¢ Transzformalt konfiguracio

dim2
dim2

2. Abra: Az S célmdtriz kettd kilonbozd felbontdsdhoz tartozd biplotok

Az S matrixot mint fentebb méar emlitettiik cél matrixnak, X-et bal oldali, Y-t jobb
oldali matrixnak nevezziik. A bal oldali matrix minden x1,2s,. .., x, sordt, az Y minden
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Y1,Y2,- - -,Vm Oszlopat, mint pontot abrazoljuk egy euklideszi térben, ahol a pontok ko-
ordinatai az X sor illtve Y oszlop vektorai. Az origobol az y; pontokba huzott vektorok
irdnyaval megegyez6 tengelyeket nevezziik biplot tengelyeknek, y;-t pedig biplot vek-
tornak, x;-t biplot pontoknak. Az X 4. sordnak és Y j. oszlopanak skalarszorzata nem
mas mint az x; vetiilete az y; vektorhoz tartozo biplot tengelyre szorozva az || y; ||-val.

3. Abra: Az x biplot pont vetiilete az y-hoz tartozé biplot tengelyre

Igy ha mar meghataroztuk a biplotot akkor ahhoz, hogy kézvetleniil leolvashassuk a
cél matrixunk elemeit a tengelyekrol, természetsen sziikségiink van arra, hogy mekkora
egy egység hossza a biplot tengelynek. Mivel

célmatrix értéke [ x;vetileteének a hossza ameg felelo biplot vekor
az 1. sorban a biplot tengelyre hossza
= [z lcos(®) [yl

ezért a cél matrix értékét 1-nek valasztva kapjuk, hogy

;s vetileteének a h ,
rive u crecnefanossza _ 1/ (ameg felelé biplot vekor hossza)
a biplot tengelyre

és ezaltal elérjiik, hogy cél matrix megfelels értékét olvashassuk le az x pont y-hoz tar-
toz6 biplot tengelyre vett vetitésekor.
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4. Abra: A biplot skdldzdsa

Tehat ha a cél méatrix oszlopai valtozok és a sorok az egyes objektumok, akkor a
cél matrix biplot reprezentacioja azt fogja jelenteni, hogy a valtozokat mint tengelyeket
fogjuk abrazolni, melyek olyan irdnyba mutatnak, hogy az objektumok értéke az adott
valtozon, megkaphat6 legyen az egyes objektumok adott valtozora valo vetitésével. Az
értékei az adott valtozonak nem olyan fontosak, mint inkdbb azt latni, hogy hogyan
sorakoznak az egyes objektumok a valtozok mentén. Es ha két biplot tengely ugyanab-
ban az irdnyban fekszik, kovetkeztetni tudunk arra, hogy az objektumoknak ugyanaz
a relativ pozicidja a két valtozd mentén. Ami magas, valtozok kozti korrelaciot jelent.
gy a biplotnal a ,bi” az nem a két dimenziora utal, annak ellenére, hogy legtobbszor
két dimenzios biplotokat abarzolunk, hanem arra, hogy két halmaz pontjait jelenitjiik
meg.

4.2. Dimenzi6 csokkentés a biplotok alkalmazasihoz

Mint lattuk fentebb, hogy a biplothoz mint elemzési eszk6zhoz nytilhassunk, sziikséges,
hogy az abrazolni kivint méatrix rangja ketté vagy esetleg harom legyen, igy az ennél
magasabb dimenzidészami maéatrixok esetén sziikségiink van dimenzié csokkentésre. Az
egyik lehetséges eljaras az, hogy az S r rangi matrixunkat a szingularis érték felbontas
segitségével kozelitjiik, egy olyan S jelolt métrixal, mely rangja s. Minimalizalni
akarjuk a

n

15— S = tr (5= 50) (5= 50)T) = 300 (5 =) )

=1 j5=1
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Ehhez tekintsiik S szingularis érték felbontasat

)\]_ O .. 0 q%w
O )\2 © .. 0 q2

S = Z)‘Zplqz pl p27"'7pr) . 0 : :PD)\QTa
0 ... 0 M\ qr

ahol )\; a szingularis értékek, p; a szingularis oszlopok, ¢/ a szingularis sorok, ekkor
belathato, hogy fenallnak a kovetkez6 Gsszefiiggések

plS = Nig
Sqi = \ipi
SSTpi = Nip;
STSq = N

AM>..>2AN>0

pip; =4qi 4 = 0y,

ahol d;; az un. Kronecker-féle delta.
A legkisebb négyzetek modszere adja S(s), amely a fenti S-t a legjobban kozeliti, abban

az értelemben, hogy (1) minimalis.
S = Y _Apia] = PyDagQfy,

ahol S() s rangl matrix, [s] jeloli, hogy az els6 s komponensét vessziik.
A kozelités hibajat e)-el jelolve kapjuk, hogy

1S =S I7 _  Aaat e AT

€y = 1l———""—— =1-—
=) IERE AN A2
_ i
S A
Alkalmazva mindezt s = 2-re
Sy — p‘n p‘21 A1 0 qi1 --- Gim
@ = : : 0 A q21 --- 4om
Pin  DPon
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=1

Ez alapjan az eredeti S = XY7T faktorizaciojat az S = XyT faktorizaciojaval
kozelitjiik, amely igy

\/)\_1]711 \/)\_2]921
X = N . ’

S}T: ( \/)\_1Q11 \/)\_1Q1m >
\/)\_26121 \/A_zﬁbm

\/)\_lpln \/A_2p2n

Nézziink egy példat, tekintsiik az

5 4 8 3 3 -1 1 2 7
S=|712 30 | =3 -1 5 11 -4
2 7 28 1 -4 5 1 2 1

faktorizaciot, ekkor az S matrix - melyet abrazolni kivanunk egy biplotban - harom
rangi, de mi ezt a faktorizaciot az Sy = XY T-al kozelitjiik.
S szingularis érték felbontasa

—-0.21 064 0.74 4475 0 0 —-0.17 —-0.32 —-0.93
S=1 -074 039 —-0.55 0 556 0 083 047 -0.31
—-0.64 —-0.66 0.39 0 0 1.15 0.54 -0.82 0.18

ebbdl s = 2-re kapjuk, hogy

S = XVT
VAP Vg2
. ' . ' ( VAaigar oo VAqm )

’ i \/)\_2%1 \/)\_ZQ2m
\/)\—lpln \/>\_2p2n

143 1.5 (_1.12 ~2.12 —6.24)

= [ -493 092
Ci90 16 195 11 —0.73

454 47 7.84
= 7.34 11.48 30.12
1.76 7.37 27.92

a hiba nagysaga

44.75 + 5.56

44.75 4 5.56 + 1.15
= 0.98

€2

azaz elég nagy pontossaggal tudjuk az eredeti S-t kozeliteni.
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Gyakran el6fordul, hogy érdemes és/vagy kell salyozni az objektumokat és a val-
tozokat. Példaul ha egy felmérésben til sok nét kérdeztiink meg, akkor nem lesz a
mintank reprezentativ a populaciora nézve, ezért a ndk altal adott értékekeket egy
alacsonyabb sillyal silyozzuk, igy ellenstlyozva a megfelel§ reprezentativitas hianyat,
vagy ha egy vizsgalatban bizonyos valtozok hangsilyosabbak, akkor azokat megfeleld st-
lyozassal hangstlyosabb4 tessziik. Lassuk most S kozelitését egy Sy két rangt matrixal
szintén, csak éppen a silyozott esetre fokuszalva, amely tulajdonképpen a fentiek Aal-
talanositasanak tekinthetd.

Tegyiik fel, hogy adottak a sorokhoz (objektumokhoz) tartozo wy,ws,. . .,wy,, illetve
az oszlopkhoz (véaltozokhoz) tartozo ¢i,ga,...,¢m stlyok. Feltehets, hogy > ", w; = 1
és > ., ¢; = 1. Most a minimalizalandé fiiggvényiink

|| S — S(s) ||2:: tr (Dw (S — S(S)) Dq (S — S(S))T> = Z Zwiqj <Sij — SZ(JS-)>2> (2)
i=1 j=1

ahol D, =diag(wy, ws, ..., w,) és D, =diag(qi, q2, - - -, ¢m)-
Ehhez elGszor elkészitjiik azt a T métrixot S -bdl, amely mar a megfelel6 moédon fi-
gyelembe veszi a stlyokat

T = D}*SD)?,

ahol Dy/* =diag(y/Wr, \/i0s, . . . , /W) illetve Dy'* =diag(\/q1, /G2, - - - s \/Tm) -

Meghatarozzuk a T' szingularis érték felbontasat

01 0 0 q{
r 0 o 0 %
T =3 owa = pi.p2.--.pr) 0 0 _ pD,OT
=1
0 0 o, (]?

Definialjuk P és @ a kovetkezdképpen

P=D,'*P Q=D;"?Q
igy fennéll, hogy PTD,P =1 és QTD,Q = 1.
Ekkor S() , amely minimalizalja (2)-t

S(s) = P Dol Qs

Valamennyi médszer egy altalanos keretbe foglalhat6, melyek specialis eseteiként adod-
nak beldle, ez a témakor az un. f6komponens analizis (Principal Components Analysis).
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4.3. Biplot alkalmazasa a linearis regresszion keresztiil

A regresszio analizis feladata, hogy két vagy tobb megfigyelési valtozo kozott egy lineéris
képletet adjon adott mérési vagy megfigyelési adatokbol. Azaz kivilasztunk egy val-
tozot és a képlet segitségével meghatarozzuk, hogy az mekkora mértékben fiigg mas
valtozoktol. Az el6bbit fiiggs valtozoknak hivjuk, utobbit pedig fliggetlen véltozok-
nak vagy szokas még magyarazo valtozoknak is nevezni. Jel6ljiik Y-al, a kivalasztott
valtozok regreszié analizis altal becsiilt értékét, X-el a magyarazo valtozok métrixéat,
B-vel a linearis regresszi6 altal adott in. regresszios koefficienseket, amelyek a legkisebb
négyzetes modszer altal meghatarozottak, azaz

Y =XB

Tegyiik fel, hogy adott egy n elemt fiiggetlen minta és mindegyik mintan p szamu
megfigyelést végeztiink. Példaul rogzitsiink egy d fiiggs valtozot, illetve két (esetleg
héarom) alkalmas x1,79 magyarazo valtozot, amely vélhetGen jol karakterizalja majd
d-t. Ttt jegyezném meg azt, hogy nem véletlen az, hogy két vagy harom magyarazo
valtozot valasztunk, hiszen a biplotokat is a legjobb értelmezhet&ség kedvéért kettd
vagy harom dimenzidoban &brézoltuk, és ezen a ponton el6re megemlitem, hogy
a  magyarazo valtozokhoz tartozo regresszios koefficiensek jelentik majd szamunkra a
biplot vektorokat. Ekkor

d= Bo + Brz1 + Poxe,

ahol (8y,31,02 jelolik a regresszios koefficiensek.

A statisztikai szoftverek minden esetben szolgaltatnak egy olyan értékkel, ami a modell
magyarazo erejét mutatja, leggyakrabban R2-el jelolt , 0 és 1 kozé esd értékrsl van
sz6. A (1, P regresszios koefficiensek az x1, xo altal meghatérozott sik meredekségét
adja meg. Sajnos azonban e ketts egyiitthatdo meghatarozasa fiigg a d és a magyarazo
valtozok skalazasatol, igy azok objektiv Osszehasonlitasa nem lehetséges, éppen ezért
standardizalast hajtunk végre mind a d és az z, x5 valtozokon, mindegyik valtozobol
kivonjuk az atlagat és elosztjuk a szorasnégyzetiikkel, ezaltal kikiiszoboljiik a skalazas
okozta problémét. Jeloljiik a harom standardizalt valtozot d*,a% xh. Igy erre is
alkalmazva a linearis regressziot kapjuk, hogy

d* = B} + B
Most 37, 85 mar dsszhasonlithato és eldonthetjiik, hogy melyik magyarazo valtozo-
nak erésebb a magyarazo ereje d*-ra vonatkozoan, azaz ha g > (5 akkor ] magyarazo

valtozd hangstilyosabban szerepel d* szamitasdban, mint z3. A 5}, 35 egyiitthatok,
ugyanigy a standardizalt valtozok altal definialt sik merdekségét adja meg.
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ad* __ *B;i*

A%
zy Pl a3 _BQ
5. Abra: A regresszios keofficiensek szemléltetése

Keészitsiik el xf, x5 szoras abrajat és rajzoljuk bele a (57, B5) gradiens vektort, az
igy kapott abra nem méas mint a fenti 5.4bra vetiilete az z7, 7 sikba. Ebben hiizzuk
be a gradiens vektornak megfelel§ d-hez tartozo biplot tengelyt. Azt szeretnénk elérni,
hogy a biplot tengelyt megfelelGen skaldzva a minta elemeit - melyeket az x7], z3valtozoi
szerint abrazoltunk egy két dimenzios szoras abraban - mint pontokat erre a tengelyre
vetitve leolvashassuk az eredeti nem standardizalt d valtozo értékeit. Természtesen
a regresszid magyarazéd ereje nagy valoszintiséggel nem lesz tokéletes ezért ennek a
hibdnak a kovetkeztében az esetek tobbségében csak kozelitést tudunk adni. Tehat az
egyik kulcskérdés, hogy hogyan skilazzuk megfelelGen ezt a biplot tengelyt. Legyen o
a d szorasa, ekkor egy egység hossza a biplot tengelyen

@B + (085 = 1/0\/81 + 82

azaz a stanadardizalt valtozokhoz tartozoé biplot vektor hosszanak és a szérasnak a
szorzatanak vegyiik a reciprokat. Miutan meghataroztuk a biplot tengely egy egységének
a hosszat, el kell donteniink hogy ezen tengelyen hol van a 0 érték, ugyanis ennek
hidnyaban nem tudjuk még megfelelGen kiolvasni az egyes mintakhoz tartozo d értékeket.
A biplot abra kozéppontjaban a biplot tengely vegye fel a d értékeinek az atlagat és
a biplot vektor iranya szabja meg, hogy a tengely milyen irdnyban novekszik. Nézziik
meg, hogy a fenti esetben mi felel meg a cél-, jobb-, illetve bal oldali méatrixnak n elemd
minta esetén, egy fiiggs valtozoval

A* * *
dAl L1 T2
* * *
d3 Lo1  Ta2 I
. - . . * 9
: : : 2
7 * *
d;kl Tp1 Tp2



ahol a baloldalon szerepel a cél matrix, a jobb oldalon a két magyarizé valtozo
értékeibsl allo matrix a bal oldali, mig a koefficiensekbdl all6 métrix pedig a jobb oldali
métrixot jelenti.
A biplot abraban ha tobb lineéris regressziot hajtunk végre akkor a fenti cél matrix és
jobb oldali matrix a tovabbi megfelels fiiggd valtozokhoz tartozo oszlopokkal béviilnek,
azaz ha m darab fliggs valtozot vizsgalunk egyszerre akkor

ifl 11<2 dim Ty Tp

dyy dyy oo dy, || T T2 (5?1 Pla -+ 51%)
: s : : : B3 Ba - DBin
dpi dpy .. dym Tpr T

Az m darab biplot vektor irdnya informal benniinket arrol, hogy a magyarazo valtozok
hasonl6 viszonyban vannak-e a vizsgalt fiiggs valtozokhoz, azaz ha két vektornak kozel
azonos az irdanya akkor azon biplot vektorokhoz tartozo fiiggs valtozok hasonld kapcso-
latot mutanak a magyarazé valtozokkal.

4.4. Az MDS és a biplot kapcsolata

Mint lattuk az MDS abrabol leolvashaté tavolsagok és az eredeti tavolsdgok kozott
hibaval kell szamolnunk, ennek a hibanak a mérésére a legegyszertibb ut a fentieken
kiviil a regresszi6 analizis. Minnél magasabb dimenziéra redukidlunk annal jobb lesz
a ,minGsége” az MDS abranak és a dimenzidszam ndovelésével mindig egyre kissebb
mértékben ugyan, de néni fog a variancia értéke. Mint lattuk az MDS dn. irdny
tengelyeinek (principal azes) az értelmezése elég szubjektiv és korantsem egyszert fela-
dat, azok ugyanis nem kett6 vagy harom megfigyelt valtozokhoz, hanem az un. latens
valtozokhoz tartozo tengelyek lesznek. Tegyiik fel, hogy az n ponthoz adott p szamu
megfigyelést kdvetGen mar elkészitettiik az MDS abrat, és az n ponthoz tovabbi ¢ darab
valtozo értékeit rendeltiik hozza. Szeretnénk megvizsgalni, hogy ezek az extra valtozok,
milyen viszonyban vannak az objektumokkal, és ezeket a valtozokat mint biplot tenge-
lyeket szeretnénk a kapott MDS abréba bele illeszteni. Lineéris regressziot készitiink az
MDS pontjainak a koordinatain az 1j valtozokra, ez 6sszesen ¢ darab linearis regressziot
jelent, és mint el6bb minden egyes regressziora a regresszios koefficiensek alkotjak majd
a biplot vektorokat. Nem csak Gjabb megfigyeléseket mint biplotvektorokat lehet bele
venni az abraba, hanem azokat a valtozokat is amelyekbdl a tobbdimenzios skalazast
szarmaztatjuk. Az ilyen biplotoknak az 6sszhibaja ketts hibabol tevidik ossze, egyrészt
a dimenzios csokkentésbdl szarmazo hibabol ( s-tress), masfell amely a linearis regressz-
i6bol adodik (R?).
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5. A mobdszer gyakorlati alkalmazasa

Mint lattuk a fenti elméleti modszerek eredményeinek értelmezhetésége elég nehéz is
lehet, s6t olyan is el6fordulhat, hogy az adataink semmitmondodak ezen médszerek al-
kalmazasakor. A modellek alkalmasak arra, hogy az adatainkat Gsszességében is vizs-
galjuk, ne csak bizonyos részeit. Igyekeztem a szakdolgozatomban ezeknek a modsz-
ereknek olyan alkalmazasat valasztani, amellyel mindez megvalosithato és valos életbeli
problémat elemez. Callcenter itizemeltetésével foglalkozo vallalatok/szervezetek meg-
bizast adnak ezen rendszerek fejlesztésével és kiépitésével foglalkozo cégnek olyan call-
center kiépitésére, amely képes az ligyfélhez beérkez6 hivasokat a néla foglalkoztatott
iigyintéz6khoz a kivant stratégia alapjan kiosztani, illetve egy adatbazis alapjan, au-
tomatikusan, kimend hivasokat kezdeményezni az iigyfelek iranyaba. Mind a kimend
mind a bejové hivasokrol minden elérhetd informécioé rogzitésre keriil egy adatbézisban.
Ha a megbiz6 vallalatnak sziiksége van az adatokra vagy az igénye az, hogy késziiljon
azokbol barmilyen statisztika akkor a kiépité céget megbizza ennek megvalodsitasaval.
A konkrét példamban egy f6leg kimend hivasokkal foglalkozo cég (bér callcenter), kérte
fel a kivitelez6 céget, hogy sajat megoldasaval valtsa le a megrendel6 meglévs rend-
szerét. Az 1j callcenter megoldas, a hivasokrol minden adatot egy SQL adatbéazishban
tarol, amelybdl az tigyintéz&khoz tartozo legkiilonboz6bb adatok hivhatok le. A vallalat
kérése a kivitelez6tGl, hogy készitsen egy statisztikat az iligyintézokrdl.

JOo néhany cégnél az iigyfelekkel foglalkozé iigyintézé egyik szerepe az elégedettség
megorzése, iigyfelek megtartasa, a "gondoskodas" az iigyfelekrél. A masik szerep, pedig,
hogy nagyfoku akarattal keresse a lehet&séget tjabb és tjabb termék értékesitésére.
Kérdés az, hogy tudnak majd sikeresen uj szolgaltatast/ terméket (tovabbiakban ter-
mék) értékesiteni meglevs iigyfeleiknek. Bizonyos cégek, ugy gondoljak, az iigyfelekkel
foglalkozo6 kollegédk csak maradjanak meg sajat klasszikus munkakoriiknél, gondoskod-
janak az ligyfelekrdl, oldjak meg annak problémait, hiszen ehhez értenek és egy kiilonallo
profi értékesitési csapat majd meg fogja oldani az termék értékesitését. Azonban ha
jobban belegondolunk, nagyobb potencial az Gj termék eladasra, mint az iigyfél altal
kezdeményezett személyes talalkoz6 kihasznilasa sosem lesz, igy az ligyintézés, iigyfél-
szolgélat miivelése mellett, 0j termék értékesitése is elvaras lehet. mindezek arra mo-
tivaljak a véllalatokat, hogy folyamatos monitoringja legyen az ¢ munkajuknak, ezzel
ellendrizve a dolgozok hatékonysagat.

A mi konkrét példankban az operatorok koziil csak kevesen és azok is csak kevésszer
foglalkoznak iigyintézéssel, mint inkdbb értékesitéssel. A meghbiz6 vallalat célja, hogy
alapos raladtasa legyen az értékesiték munkijara ahhoz, hogy az egész értékesitési
osztaly hatékonysagat névelni tudja, tovabba hogyan tudja koltségeit minimalizalni az
értékesit6k munkajan keresztiil. Az értékesit6k minden hivas el6tt atnézik az iigyin-
tézGi feliilet altal megjelenitett adatokat a hivando iigyfélr6l majd a hivas gomb meg-
nyomaséaval elindul a hivasi folyamat, amely mindaddig tart, amig az iigyfél vagy az
iigyintézé nem bontja a vonalat és egy tgynevezett terminacios kdddal le nem zérja
a hivast. A felhivando iigyfél adatainak megjelenése a képernyén és a hivas gomb
megnyomasa kozott eltelt idot felkésziilési idének hivjuk. A terminacios kdédok kam-
panyonként valtoznak. Kampanynak nevezziik egy adatbazist a hivando iigyfelekkel,
melyet a bércallcenter az 6t meghizoktol kap. Megkiilonboztetiink sikertelen, sikeres
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és eladassal zarult hivasokat. Sikertelen hivasnak nevezziik azokat a hivasokat, amely-
hez tartozo6 felhivott {igyfél nem esik bele a célkozonségbe, vagy nem sikeriilt elérni.
Sikeres hivasok azok a hivasok, amelyhez tartozo tigyfél megfelelt a kritériumoknak, de
nem tortént értékesités, eladassal zarult hivasok értelemszertien azok a hivasok amelyek
sikeresek és tortént értékesités. LehetGség van arra, hogy az iigyfél visszahivast kérjen
az értékesit6tdl, ha érdeklsdik a termék/szolgaltatas irant de pillanatnyilag nem ér ra,
ekkor visszahivasrol beszéliink. Miutan az operator megszakitotta a hivast, onnantoél
a termindacios kod bedllitaséig eltelt idé hivjuk utomunka idének, amely igy eladéassal
zarult hivas esetén altaldban nagyobb mint sikeres vagy sikertelen hivaskor. A ren-
delkezésemre allo adattablakbol a kévetkezs adatok hivhatok le

1. Eladasokkal zdrult egész méasodperchben mért hivdshossz.

2. Sikeresen zdrult egész masodpercben mért hivdashossz.

3. Utomunka idd, amely a hivas megszakitasa és a terminaciés koddal val6 munka
folyamat lezaras kozott eltelt (terminécios kodok kampanyonként valtozhatnak) , szin-
tén egész masodpercben mért hivashossz.

4. Az ligyintézé szamara megjelent {igyfél adatok megjelenése és a hivasgomb
elinditasa kozott eltelet egész masodperchben mért felkésziilési idd.

5. Sziineten tolott 1dd, , amely a sziinet gomb megnyomésatol a sziinet vége gomb
megnyomasaig tart.

6. Tetszdleges idd intervallumon belil a sikertelen hivdsok darabszdma.

7. Tetszdleges 1dd intervallumon belil a sikeres hivdsok darabszdma.

8. Tetszdleges idd intervallumon belil a eladdssal zdrult hivdasok darabszama.

9. Visszahivdsok darabszdma.

10. Csengetési idd.

11. Tetszdleges iddintervallumon belil befejezett sikeres hivdsok szama.

12. Tetszdleges iddintervallumon belil befejezett eladdssal zdrult hivdsok szdma.

13. Foglalt hivdasok darabszama.

14. Azon hivdsok darabszima, melyeket nem vettek fel.

15. Azon hivdsok szdma, ahol nem létezett a telefon szama.

16. Azon hivdsok szdma, melyeknél a telefonszamon fax jelentkezett.

A 13, 14, 15, 16 paraméterek a vizsgalatok szempontjabol érdektelenek, hiszen azok
nem az iigyintézé munkajat mindGsitik, mig a tobbi kozvetve vagy kozvetleniil azt. Vala-
mennyi valtoz6 kvantitativ valtozo.

Az elemzés soran megprobilom az ligyintézGket klaszterezni, ehhez t&bb 1t is
kinalkozik aszerint, hogy melyik valtoz6 mentén tessziik ezt meg, tobb MDS abrat
készitve kivalasztom melyik az, amelyik legjobban karakterizalhatja az {igyintézGket, és
azok mekkora mértékben kiilonboznek egymastol, hisz lattuk, hogy az MDS outputjai
nem egyértelmiiek. Az R program lehet&séget biztosit egy, az MDS-t6l eltérs, masfajta
modellen alapul6 klaszterezési eljarasra is, amely altal kapott eredményeket 6sszevetjiik
a tobbdimenzios skalazas eredményeivel, hogy azok egybe esnek-e vagy ha nem, akkor
annak mi lehet az oka. Ezek utan elkészitek egy biplot 4brat, amelyben a biplot tenge-
lyek lesznek az MDS konfiguraciok elkészitésében szerepld valtozok, megkisérlek olyan
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valtozokat keresni, amely relevans a véllalat miikédése szempontjabol és mint biplot
tengelyek beleilleszthet6k. Azok az iigyintézdk, akik leginkabb kitiinnek valamilyen
szempontbhol, azokat kiilon-kiilon is megvizsgilom.

5.1. Klaszterezés

A megbizé cég érdeke a profit maximalizalasa, koltségeinek a minimalizalasa és az
ligyintézGk hatékonysdganak novelése, ezért olyan valtozok jelentékenyek a szamunkra,
melyek e ketts céllal erGsen Osszefiiggnek, ezért ugy kell megvéilasztanunk azokat, hogy
a tobbdimenzios skaldzast azon dimenzidkra elvégezve a lehetd legtébb informaciot
nyerhessiik az adatainkbol. A profit maximalizalashoz legszorosabban kothets val-
toz6 az eladésszam, a koltség minimalizalashoz a hivashossz, a hatékonysighoz pedig
a sziineten toltott idG, nyilvanvald, hogy a vallalat leghatékonyabb miikodéséhez sziik-
séges a minnél nagyobb eladasszam, a lehetséges legrévidebb hivasok, és a lehetd legjobb
kihasznélasa a munkaidének. Az {igyintéz6k munkaideje sajnos nem homogén, vannak
részmunkaidds dolgozok is, és egy adott kampanyban is mas-mas intenzitassal vesznek
részt az operatorok, igy a legkézenfekvébb megvalasztasa a valtozoknak, hogy a napi
nyolc 6rdas munkaidejiiket nyolc egyforma részre osztva és ezen id§ intervallumokhoz
rendelve a kiilonb6z6 megfigyelések atlagat készitsiik el a tobbdimenzios skalazést, nem
kivitelezhet6. Harom kiilonb6z6 adatmatrixbol készitettem el az MDS abrakat, ossze-
sen 19 iigyintézG6t vizsgaltam, akiket egy hozzarendelt azonositoval (user id) lattunk
el. Valamennyi matrixnak 19 sora és 11 oszlopa van és adatait egy teljes kampanybol
vettem. Az els6 matrix 7. soranak j. eleme

Ty = 1.ugyintéz6 (j — 1) x 40. és j x 40. masodperc kozott be fejezett

sikeres hivasok szama

Azaz az els6 oszlopban a 0-40 masodperc kozott befejezett sikeres hivasok relativ darab-
szama, masodik oszlopban a 40-80 méasodperc kozott befejezetteké és igy tovabb a 11.
oszlopban a 400 masodpercen feliiliek. A 40 masodpercenkénti idGsavokat gy valasz-
tottam meg, hogy minden egyes oszlopban megfelel6 mennyiségi adat keriiljon, majd
elkészitettem az MDS 4brajat és megvizsgaltam kik azok az ligyintézdk akik leginkabb
érdekesek lehetnek a callcentert {izemeltet6 cég szaméra. A felhasznalt programok a
mellékletben talalhatok. Az adatmétrixunkat az alabbi tablazat tartalmazza.
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x masodpercen beliil befejezett sikeres hivasok relativ darabszama
sorszam|user_id| 0-40 | 40-80 | 80-120| 120-160 | 160-200| 200-240 | 240-280 | 280-320| 320-360 |360-400| 440+

1 14 0,0256| 0,077 | 0,2051| 0,28205| 0,1795 | 0,07692| 0,02564 | 0,0769 | 0,02564 0 0,0256
2 16 0.1429| 0,071 |0,0238)| 0,14286| 0,0714 | 0,11905 | 0,09524 0 0,02381| 0,1667 | 0,1667
3 18 0.1429| 0,143 | 0,1429)| 0,28571| 0,1429 0 0,28571 0 0 0 0

4 19 0.1014| 0,135 | 0.1284 | 0,12162| 0,1892 | 0,09459 | 0.05405| 0,0541 | 0,06081| 0,0338 | 0,0676
5 26 0.1642| 0,224 | 0,1493| 0,14925| 0,194 | 0,08955| 0,0597 | 0,0299 | 0,04478 0 0

6 29 03546| 0,396 | 0,2133| 012742 0,0332 | 0,0277 | 0,01385| 0,0111 0 0 0,0055
7 40 0,0854| 0,191 | 0,1809| 0,21608 | 0,1357 | 0,07035| 0,06533 | 0,0402 | 0,01508| 0,0201 | 0,0251
8 44 0.0533| 0,08 | 0,1467)| 0,06667 | 0,1467 0.2 0,08 0.04 0,08 | 0,0267| 0,08

9 46 0,1967| 0,295|0,3513| 0,13349| 0,0843 | 0,02342|0,01171| 0,0094 | 0,00468| 0,007 |0,0023
10 47 0.1104| 0,185 | 0,1881 0.2 01313 | 0.07463 ] 0,06269| 0,0269 | 0,01791| 0.0149 | 0,0269
11 51 0.1357| 0,211 | 0,325 | 0,15714| 0,0964 | 0,05 |0,02857| 0,0071 | 0,01429| 0,0071 |0,0071
12 52 017 | 017 | 0,18 0,13 0,12 0,07 0,07 0,07 0,02 0,01 0,02

13 56 0.1452| 0,315 | 0,2339)| 0,20968| 0,1129 | 0,02419| 0,00806 | 0,0081 0 0 0,0081
14 57 0.1099| 0,275 |0.2198| 0,13187| 0,1209 | 0,05495| 0.07692| 0,022 | 0,01099| 0.022 | 0,011
15 58 03119| 0,367 | 0,2936| 0,08257 | 0,0459 | 0,02752| 0,00917 0 0,00917 0 0,0092
16 59 01429] 0,143 | 0,1786| 0.07143| 0,1429 0 0.10714| 0,0357 0 0.0714 [ 0.0714
17 61 0,08 | 0,093 |0,1067|0,09333| 0,1333 | 0,13333| 012 | 0,0267 | 0,10667 | 0,0267 | 0,1067
18 62 0.1453| 0,134 | 0,2137| 0,21652| 0,1368 | 0,10541| 0,03989| 0,0228 0 0,0142 | 0,0085
19 63 0.2419| 0,258 | 0,2742| 0,16129| 0,0968 | 0,08065| 0,01613 0 0,01613 0 0,0161

1. Téablazat: Sikeres hivdsokhoz tartozd adatmdiriz

Ebbdl elkészittettem a tavolsag-matrixot, amelyben az euklideszi tavolsagok szere-
pelnek. Ezek a valtozok kvantitativak és azonos dimenzidjuak igy dimenzié mentesitésre
szerencsére nincsen sziikség, ennek alapjan készitettem el az MDS abrat, ahol a két di-
menzios térbe valo vetitést allitottam be, igy kaptam a koévetkezét.

MDS a sikeres hivasokra
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6. Abra: Sikeres hivdsok tobbdimenzids skdldzisa

Ahol 1-nek az 1.tabla els6 sordhoz tartozo iigyintézd felel meg, 2 a masodiknak és
igy tovabb. Lathatjuk, hogy a sikeres hivasok tekintetében az 1, 3, 2, 8, 17, 15 és 6-o0s
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sorszamu operatorok térnek el az atlagostol. Nézziik meg milyen klasztereket tudunk
kiolvasni az adatokbol és abrazoljuk ket egy dendrogramban mekkora hibaval hoztuk
létre a dimenzié csokkentést, és szemléltessiik azt a Shepard diagrammal.

> illeszkedes(d5, cmds5)
[1] 0.1343946

Azaz az eredményt elemezhetjiik, de azt némiképp fenntartasokkal kell kezelniink és
a kapott konkluzionkat alaposabban kell 4tgondolnunk. Elkészitve a fent emlitett den-
drogramot method = "complete" beallitast vilasztva, lathatjuk, hogy a fastrukturédja
5 szinti a legkozelebbi két operator e szerinti elemzés szerint a 7. és 10. ( 40 és
47 user_id-u) van a legkozelebb egymashoz, és ketté markansan elkiiloniils klasztert
fedezhetiink fel benne, amelyek az MDS abrankon a masodik fGtengelytdl jobbra illetve
balra helyezkednek el. A két osztalyt A és B-vel jelolve user id-ként kaptuk, hogy
A ={29,46,51,56,57,58,63} és B = {14, 16, 18,19, 26,40, 44, 47,52, 59, 61, 62}.

Cluster Dendrogram
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7. Abra: Sikeres hivdsok klaszter dendrogramja
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Shepard diagram
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8. Abra: Sikeres hivdsok Shepard diagramja

Vizsgaljuk meg, hogy a szdmunkra érdekesebb eladassal zarult sikeres hivasokra,
hogyan klaszterezhet6k az iigyintézGk. Az adatmatrixunk nagyon hasonl6é mint az el6bb
azzal a kiilonbséggel, hogy most az id6 intervallumok 60 masodpercesek, az adatmétrix-
unk 7. sordnak j. eleme

Ty = i.Ugyintézé (5 — 1) % 60. és j * 60. masodperc kozott be fejezett

eladassal zarult hivasok relativ darabszama

Az adatmatrixunk a kovetkezd.

¥ masodpercen beliil befejezett eladdssal zarult hivasok relativ darabszama
sorszam| user_id| 0-60 | 60-120 | 120-180 | 180-240 | 240-300 | 300-360 | 360-420 | 420-480 | 480-540 | 540-600 | 600+

1 14 0,1538 | 0,0769 ]| 0,07692 | 0,07692 | 0,15385 0 0 0,23077 | 0,07692 | 007692 0
2 16 0 0 0 0,09081 | 018182 | 0,27273] 0,09091] 0,18182 | 0,18182 0 0
3 18 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
4 19 00178 0,0893 | 0,07142 | 019643 | 0125 | 010714 0,03571)| 0,08929 | 0,05357 | 0,05357 | 0,0179
5 26 0 0 0,04348 | 0,34783 | 0,17381 | 0,21739 0 0,13043 | 0,04348 0 0
6 28 0,0484 | 0129 | 041935 0,24194 | 0,08085 | 0,04839 0,01613 0 0 0 0
7 40 0,0547 | 0,0938 | 0,14844 | 0,16406 | 0,145844 | 013281 0,09375| 0,07031 | 0,02344 | 0,03125| 0,0156
g8 44 0,075 | 0,035 01 0,25 015 0,175 0.1 0,035 00325 0,025 0
9 45 0,023 | 0,0805) 04023 | 01954 | 012644 |1 0,01149) 0,03448 | 0,04598 | 0,03448 0 0
10 47 0,0338 | 0,0678 | 010169 | 0,27966 | 022034 | 013559 0,04237| 0,01695 | 0,01695 | 004237 0
" at 0,0465| 0093 | 0,25581 | 0,23256 | 0,13953 | 008302 0,09302 | 0,02326 0 0 0
12 52 0,0385 | 0,0769 | 0,11538 | 0,15385 | 0,15385 | 007682 0,23077 | 0,07692 0 0 0,0385
13 jild) 0 0,08 0,44 0,12 0,16 0 0,08 0 0 0,04 0
14 a7 0,1 |0,0667 0 0,2 016667 0,2 | 0,06867) 0,13333 | 0,03333 | 0,03333 0
15 a8 0 0 0,04545|0,31818 | 0,18182 | 0,31818| 0,04545 0 0 0,04545 | 0,0455
16 a9 0,15 0.1 03 0,15 0 0,05 0 0,25 0 0 0
17 g1 0,0455 | 0,1364 | 0,04545 | 0,27273 | 0,09091 0 0 0,09091 | 0,04545 0 0,0455
18 62 0,0185 | 0,0556 | 0,12963 | 0,27778 | 0,24074 | 0,18519| 0,01852 | 0,03704 | 0,01852 0 0
19 63 01176 | 0,2352 | 017647 | 017647 | 0,23529 0 0,05882 0 0 0 0

2. Tablazat: Az eladdssal zdrult hivdsokhoz tartozd adatmdtriz
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Az R-ben hasznalt fiiggvényeknek ugyanolyan beallitasokat valasztottam mint elbb,
elkészitve a fentiekhez hasonloan az elemzéseket a kovetkez6 eredményeket kaptuk.

MDS az eladassal zarult hivasokra
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9. Abra: Az eladdssal zdrult hivdsok tobbdimenzids skdldzdsa
Cluster Dendrogram
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10. Abra: Az eladdssal zdrult hivisokhoz tartozd klaszter dendrogram
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A dimnezi6 csokkentés hibaja

> illeszkedes(d6,cmds6)
[1] 0.1892521
Shepard diagram
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11. Abra: Shepard diagram az eladdssal zdrult hivdsokra

A kapott eredmények alapjan sziikséges, hogy kell§ fenntartassal vizsgaljuk tovabb
az 9. abrat. Jol lathato a 3-as ligyintéz6 szegregdlt helyzete, ennek oka jol lathato
visszanézve az adatmaétrixra, hogy mindosszesen csak egyetlen eladéssal rendelkezé
hivassal bir. Harom jol kivehetd csoportot olvashatunk ki, amit nagyrészben a den-
drogramban is észrevehetiink. Az a hipotézisiink lehet, hogy az eladasokhoz tartozé 9.
abra kissebb eltérést mutat az ligyintéz6k kozott, mintha csak a sikeres hivasokat vizs-
galnénk, ugyanakkor a megbiz6 cégnek az eladassal zarult hivasokhoz kothets valtozok
alapjan elkészitett dimenzi6 csokkentés fontosabb lehet az atlagos nagyobb hivashossz
miatt. Eppen ezért mivel az MDS outputja a forgatas, tiikrozés, eltolas és skala in-
varians, ezért elvégeztem a matematikai modellben vazolt prokrusztész analizist, hogy
Osszehasonlithassam valoban helytallo-e az az elképzelésem, miszerint az eladéssal zarult
hivasok alapjan egy homogénebb csoportot alkotnak az értékesitsk.
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Prokrusztész analizis
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12.Abra: Az eladdssal zdrult és a sikeres hivisok MDS outputjainak Gsszehasonlitdsa

Azt lathatjuk, hogy az eladassal zérult hivasokra készitett dimenzié csokkentés az
ligyintéz6k kozott egy homogénebb képet ad mint a sikeres hivasokéra, ugyanakkor
észrevehetiink tobb olyan operatort, akik mind a ketté dbraban ugyanugy periférian
helyezkednek el, ilyenek a 2, 3, 13, 6, és a 9-es sorszamuak. Nézziik ezek utan, hogy
a hatékonysag szempontjabol lényeges valtozo, a sziineten toltétt id6 alapjan, hogyan
néznek ki az ligyintéz6k a kettd dimenzids térben, vajon ott is hasonléan, az adtlagostol
jobban eltérnek-e ezek az iigyintézdk.

xy; = i.Ugyintéz6 (5 — 1) % 90. és j * 90. masodperc kozott be fejezett

szuneten toltott 1do relativ darabszama
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x masodpercen beliil befejezett szlinetek relativ darabszama
sorszam | user_id | 0-00 |90-180] 180-270 | 270-360 |360-450|450-540 | 540-630 | 630-720 | 720-810 | 810-900 | 00+
1 14 0 0 |0,05882] 0 0 0 | 0,23520 | 0,11765] 0,05682] 0,17647 | 0,3529
2 76 0,148 |00494] 0,01235 | 0,01235| 0,0206 | 0,01235] 0,04938 | 0,03292 | 0,02058 | 0,01646 | 0,6255
3 18 | 0,15 [00531] 0,04134 [ 0,03937] 0,0315 [0,06906] 0,11417 | 0,05906 | 0,04528 | 0,03346 | 0,374
4 70 | 0,077[00361] 0,02062 [ 0,03092] 0,0412 [0,05155] 0,15979 | 0,04639 [ 0,00515 | 0,01546 | 0,5155
5 26 Jo192[01154] 007802 0 0 0 [042308 [ 0,03846 0 0 [0.1538
B 20 [0067[00767] 005 [003333] 0 0 [ 041667 [ 0,11667 | 0,08333 [ 0,01667 | 02
7 40 [o134|00488] 007317 0 00366 [0,14634 021951 | 008537 [ 0.07317| 00122 [0.1707
8 4¢ Jop3s| 0 |0,03846|0,03846] 0 0 | 0,26923 | 0,38462 | 0,03846 | 0,03846 | 0,1538
9 46 [0017| 0 | 001724 |003448] 0 |0,12089| 0,32759 | 0,24138 | 0,03448 | 0,01724 | 0,1837
10 47 [0,081|00233] 0,04651 | 0,04651] 0,0349 [0,23256]| 0,2807 | 0,05814 | 0,03488 0 |01512
1 a1 002 o 0 0,02041] 0 [0,02041] 05102 | 0,22449 0 0,02041 | 0,1837
12 52 Joowa| o 0 0 0 0 | 059259 | 0,07407 | 0,03704 0 |02222
13 56 |0,143|01071] 0,03571 0 0 |003571| 042857 | 0,07143 | 0,03571 0 |0,1429
14 57 [0136[00455] 0 0 0 0 [ 0,27273] 027272 0,04545 | 0,04545 [ 0,1818
15 58 Jozes| 0 0 002041] 0 0 |047059 | 008824 | 005882 0 |oo0ss2
15 59 fo333| o0 |008323[004167] 0 0125 | 035 0 0 0 |o01887
17 g7 o023 0 0 0 0,0455 [ 0,04545] 031818 | 0,06818 | 0,06818 | 0,02273 [0,4091
18 62 10177 [00602] 0,04615 [ 0,01538] 0,0462 | 0,00769] 025385 | 0,11538 [ 0,03077 | 0,01538 | 0,2221
19 62 Jo0188] 0 0 0 0 | 00625 01875 | 0,1875 | 00625 0 |03125
3. Tablazat: Szineten toltott idéhoz tartozo adatmdtriz
MDS$ a sziineten toltott idore
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13. Abra: A sziineten téltétt idd alapjdan a tébbdimenzids skdldzds
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Cluster Dendrogram
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14.Abra: A sziineten téltott id6hiz tartozd klaszter dendrogram

> illeszkedes(d7,cmds7)

[1] 0.1504381
Shepard diagram
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15. Abra: Shepard diagram a sziineten téltott iddre

Az 0.15 érték mutatja, hogy elégséges a tobbdimenzids skalazas outputja, viszont
az 13. és 14. abrabol lathatjuk, hogy nincsenek olyan egyértelmii klaszterek a dolgozok
kozott mint az el6z&ekben, érdekes lehet azonban megvizsgalni azt, hogy az eladéassal
zarult és a sikeres hivasokra készitett 6. és 9. abra széls6 pontjai ugyanigy szélsé

40



pontok-e ebben az esetben is. Végezziik el a prokrusztész analizisét 13.4branak az
eladéassal zarult és a sikeres hivasok alapjan elkészitett MDS abrakra.

Prokrusztész analizis
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16.Abra: Sikeres hivdsok és a szineten tolitt idé MDS outputjainak ésszehasonlitdsa
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17.Abra: Eladdssal zdrult hivdsok és a szineten tolott idé MDS outputjainak
osszehasonlitdsa
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Nagyobb hasonlésidgot az 6. abra és az 13. abra kozott latunk, nevezetesen a 2, 1, 15
és némiképp a 16-os sorszamu iigyintéz6 tobbeikhez képest elfoglalt pozicioja hasonlo,
sajnos az eladéssal zarult hivasok és a sziineten t6ltott id6 alapjan elkészitett MDS képe
kozOtt a 2-es sorszamot viseld igyintéz6tdl eltekintve hasonlosdgot nem fedezhetiink fel.

5.2. Biplotok alkalmazasa

Felhasznalva a dimenzi6 csokkentés eredményeit, megvizsgaltam, hogy a valtozok amik
mentén elkészitettiik az adattablaink kétdimenzids térbe vald vetitését, azok hogyan
illeszthetdk bele az abrakban mint biplot tengelyek, tovibba az eladasszamra és az at-
lagos hivashosszra vonatkozo biplot tengelyekre is kitérek, evvel elgsegithetjiik a latens
valtozok megkeresésést, egyfajta tagabb értelmezést adhatunk az MDS abraknak. Mind
a harom esetre (sikeresre, eladésra, sziinetre) az adatgytjtéshez ugyanazt a kampanyt
hasznaltuk fel, ehhez a kampényhoz tartozéan, lekértem az egyes ligyintézGkhoz tartozod
relativ eladasszamot és atlagos hivashosszt. A modellben emlitett standardizalast vala-
mennyi valtozora megtettem és az R-ben megirt programot futtattam rajuk. Elséként
nézziik a sikeres hivasokra vonatkozé eredményiinket. Az ehhez tartoz6 MDS dbraba 13
biplot tengelyt (eladas, hivashossz, MDS-t létrehozo 11 valtozo) helyeziink el, a biplot
vektorokat felcimkéztem, hogy melyik valtozonak melyik tengely felel meg. Majd az
eladassal zarult hivasokra és a sziineten toltott id6 alapjan elkészitett MDS abrakba, is
analég modon ugyanezt a 13 biplot tengelyt illesztjiik bele. Némelyik biplotvektor a
standardizalas ellenére nem fért bele az abraba a jobb lathatosag érdekében
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Sikeres hivasokhoz tartozé biplot
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18. Abra: Sikeres hivdsokhoz tartozé MDS és az 6t létrehozd vdltozdk az eladdsszdm és
az dtlagos hivdshossz biplottengelyek kapcsolata

Nézziik meg mekkora a modelliink magyarazo ereje biplot tengelyenként, mindemel-
lett ne feledkezziink a dimenzié csokkentésébdl szarmazéd hibarol sem, amikor az abra
kiértékelésébe kezdiink. A megfelels R? értékeket az alabbi tablazatban foglaltuk éssze

’ Valtozo ‘ Eladéas ‘ Hivéashossz ‘

| R* [oo01512 0.2343 |

[} (@) [} [} (@) [} [}
o Nej o < o0 (o] Ne} o
g | S| F ||| &2 3|3z
, . ] (@) o [a] o) o = o0 (] Ne} o
Valtozo o < 0 — — N N N e} e} ¥
R* | 0.832 | 0.930 | 0.758 | 0.687 | 0.628 | 0.476 | 0.203 | 0.268 | 0.454 | 0.587 | 0.865 |

4. Tablazat
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Lathatjuk, hogy az eladashoz tartozoé biplot tengely nem karakterizalja az ligyin-
tézGket ebben a két dimenziés térben és a hivashosszhoz tartozo tengely sem tul jol
irja le a kapcsolatot a hivashossz és az iigyintézék MDS-beli pozicioja kozott. Ellenben
az adatmatrixunk oszlopai jol jellemzik a tobbdimenzios skaldzas eredményét, felfigyel-
hetiink arra a tényre, hogy a 0-40, 40-80, 80-120 id&intervallumokhoz tartoz6 biplot
tengelyekeknek a legerésebb a magyarazo erejiik tovabba az ezekhez tartozo értékek a
méasodik f6tengelytsl jobbra esd irdnyba névekvds, ezért a sikeres hivasokat a leggyorsab-
ban a 6, 9, 11, 13, 14, 15, 19-es sorszamu iigyintézdék zarjak le, tehat az MDS abrahoz
az els6 f6tengely egyik lehetséges értelmezése az lehet, hogy mennyire hatékonyak
az iigyintéz6k a hivashossz leroviditésében a sikeres hivasokra vonatkozban. Nézziik
meg ugyanezeket az eredményeket az eladassal zarult hivasokra, ebben az esetben a
prokrusztész analizishez felhasznalt transzformalt abrajaba porbaljuk meg beleilleszteni
ugyanezeket a biplot tengelyeket.

Eladassal zarult hivasokhoz tartozoé biplot
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19. Abra: Eladdssal zdrult hivdsokhoz tartozd MDS és az 6t létrehozd vdltozok az
eladdsszam és az dtlagos hivdshossz biplottengelyek kapcsolata
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’ Valtozo ‘ Eladéas ‘ Hivashossz ‘

| R* o022 | 03 |
o 2 5 2 2 S 2 5 3
T T - - T S D O B - B
vakes | & | 2 | 8 |2 | Z | B | 8| F | 8] % &
| R* [ 0.089 ] 0.402 [ 0.915 | 0.469 | 0.377 | 0.679 | 0.994 | 0.113 | 0.250 | 0.071 | 0.075 |

5. Tablazat

Azt vehetjiik észre, hogy az eladashoz és a hivashosszhoz tartozo biplot tengelyek
magyaraz6 ereje nGt ugyan, de nem kell6 mértékben, hogy az relevans legyen a sza-
munkra és a tovabbi viltozoknak pedig romlott az elfogadhatosiga, azonban megfigyel-
hetd, hogy az abranak hasonl6 poziciojaban talaljuk a 0-60, 60-120 és 120-180 valtozokra
vonatkozoan a 6, 9, 11, 13, 19-es sorszamu iigyintéz6k ugyanigy a roévid idésavokhoz
tartozo biplot tengelyen veszik fel a legnagyobb értékeket. Igy az elézekhez hason-
loban a masodik fétengelynek is ugyanazt az értélemezést tudjuk adni. Nézziik most
meg, hogy a sziineten t6l6tt idG alapjan elkészitett dimenzié csokkentés esetén, hogyan
alakul a modell hasznalhatosdga, tudunk-e tovabbi Gsszefiiggéseket kiolvasni beldle.
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20. Abra: Sziineten tolttt idéhiz tartozd MDS és az 6t létrehozd viltozdk az
eladasszam és az dtlagos hivdshossz biplottengelyek kapcsolata

Nézziik meg, hogy ehhez a paraméterhez tartozo biplotot (20. Abra)
mekkora magyarazo erével jellemezhetiink, sajnos R2-re vonatkozoan olyan kicsi értékeket
kaptunk, hogy abbol szdmunkra lényeges 4j informéciot nem tudunk kiolvasni.

’ Valtozo ‘ Eladéas ‘ Hivashossz ‘

| R* [ o001 | 0177 |
=3 =3 [ [=3 [ ] [ [
-z [S5[E[E[E]E]E[E[E] .
=) ! i o ] < o ] e o )
Viltozo | < = = S 2 < 3 3 i » &
R* | 0.733 | 0.153 | 0.224 | 0.011 | 0.307 | 0.131 | 0.796 | 0.668 | 0.043 | 0.277 | 0.870 |

6. Tablazat
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6. (")sszegzés

A munkaltat6 szempontjabol leginkabb jelentds harom paramétert valasztottam ki az
ligyintézékre nézve, ezekre vonatkozo kvantitativ valtozokat képeztem az idG tengely
diszkretizaldsa alapjan, amelyekb6l meghatarozott tavolsag-matrixok képezték a tobb-
dimenzios skaldzas inputjat. Mind a hdrom esetben a kettd dimenzios térbe vetitettem
a 11 dimenzi6és adatmatrixunkat, amelyekbdl kiilon-kiilon is leolvashatok kik azok az
tigyintéz6k akik eltérnek az atlagostol, illetve milyen csoportokat fedezhetiink fel a
valasztott paraméterek mentén. A prokrusztész analizissel megvizsgaltam, hogy melyik
paraméter alapjan klaszterezhetSk jobban az iigyintézék és megfigyelhet6vé valt, hogy a
harom MDS abra valojaban mennyire is tér el egymastol. Ahhoz, hogy megkonnyitsiik
annak a leolvasisasat, hogy az 4bra mely pozicibiban helyezkednek el a zomében
rovid hivashosszokkal illetve sziineten toltott idékkel rendelkezik, elkészitettem azt a
biplotot, ahol a meglévé MDS abraba illesztettem bele a 11 valtozonknak megfelels
tengelyt. Majd az alapjan megallapithattuk, hogy a sikeres hivasokra elkészitett di-
menzi6 csokkentés esetén az els6 f6tengely egyik lehetséges értelmezése lehet az, hogy
mennyire hatékony az iigyintézd abban, hogy a hivashosszokat minimalizalja a sikeres
hivasokra vonatkozdan. Ezt az eredményt elfogadhatjuk, a modell magyarazo ereje
kell6 mértéki volt. Ebbdl a szempontbol a leginkabb hatékony operatorok user id-
ként az A = {29, 46, 51,56, 57,58, 63} klaszter, az eladassal zarult hivasokra ugyanez az
értelmezés joval gyengébb magyarazo erével ugyan, de kijott, sajnos azonban a sziineten
toltott idére hasonld kovetkeztetéseket mar nem tudtam levonni ebbdl az adatsorbol az
igen alacsony R? értékek miatt. Megkiséreltem az eladasszamot és az 4tlagos hivashosszt
is biplot tengelyenként az Abrakba illeszteni, de szintén az alacsony R? miatt az ered-
ményilink nem elfogadhato.

Osszegzésképpen elmondhato, hogy az adatsorunkra a sikeres és eladassal zarult
hivasokra elkészitett dimenzié redukcié volt a leghasznosabb az adathalmazunk attek-
intése szempontjabol és a biplotok felhasznalaséval részleges értelmezését is tudtuk adni
a latens valtozoknak. A modszereink hasznossaga akkor mutatkozik meg igazan, amikor
lényegesen nagyobb adatsorokra futtatjuk ezeket a modelleket, a gyakorlatban akar 200
f6s iigyintézé csoportal is taldlkozhatunk, igy az elsére attekinthetetlen adathalmazbol
egy kozérthet&bb, vizualis elemzéssel szolgalhatunk a menedzsment szamaéara.
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7. Mellékletek

Klaszterezés

A sikeres hivasokhoz tartozo adatokbol az aldbbiak szerint készitjiik el az MDS abrat
és a hozzé tartozo klaszter analizist. Az eladassal zarult hivasok és a sziineten toltott
id6 alapjan elkészitett tobbdimenzios skalazas (9. Abra, 13. Abra) és klaszter analizise
(10. Abra, 14. Abra) teljesen analég moédon torténik.

xb=read.csv("c:/5.csv",sep=";",dec="," ,header=F)

# x5: az 1. Tablaban szereplé adatok beolvasasa egy 5.csv nevi excel fajlbol
d5=as.matrix(dist (x5))

# d5: az 1. Tablahoz tartozo tavolsag-méatrix
cmds5=cmdscale (d5)

# cmdsbh: tobbdimenzios skalazas outputja az objektumok kétdimenzios koordinata
matrixa
x_sikeres=cmds5[, 1]

# x_sikeres: output x tengelyéhez tartozd koordinata vektora
y_sikeres=cmds5[,2]

# y_sikeres: output y tengelyéhez tartozé koordinata vektora

Az MDS grafikai megjelenése (6. Abra)
plot(x_sikeres,y_sikeres,t="n",xlab="Els§ fdtengely",
ylab="Masodik fétengely",main="MDS a sikeres hivasokra")
text (x_sikeres,y_sikeres,cex=0.8,col="red",font=2)
abline (h=0,v=0,col="gray60")

Dendrogram elkészitése (7.Abra)
plot(hclust(dist(x5),"complete"))

Shepard diagram

A Shepard diagramok elkészitéséhez egy shepard nevii fiiggvényt irtam, amely bemend
paramétere a megfelel§ tavolsag-matrix.

shepard<-function(tavolsag_matrix)
{d=NULL
dk=NULL
d=as.matrix(tavolsag_matrix)
# d: eredeti térben mért tavolsag-matrix
dk=as.matrix(dist(as.matrix(cmdscale(tavolsag_matrix))))
# dk: redukalt térben mért tavolsdg-matrix
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plot(isoreg(d,dk) ,main="Shepard diagram",xlab="Eredeti tavolsagok",
ylab="Redukalt térben mért tavolsagok")
# Izotomikus regresszié a d és dk szoras abrajara és annak kirajzolasa
points(d,dk,pch=16)}
# d és dk koordinataju pontok beillesztése

shepard(eurodist)
# 1. Abra
shepard (d5)
# 8. Abra, ahol d5 a sikeres hivasokhoz tartozo tavolsag-matrix

Az eladassal zarult hivasokhoz (11. Abra) és a sziineten toltott id6hoz (15. Abra)
tartozo Shepard diagram teljesen analég modon torténik.

A dimenziécsokkentés hibija

A dimenzi6 csokkentéssel kapott grafikonok elemezhet&ségének mérése az illeszkedés
fligvénnyel torténik, amelynek ketts inputja koziil az els6é a tavolsag-matrix, masodik
az MDS abra koordindta matrixa.

illeszkedes<- function(d,mdskoord)
{£=NULL
dkalap=as.matrix(dist (mdskoord))
# dkalap: a redukalt térben mért tavolsag-matrix
for(i in 1:ncol(d))
# for ciklus egytdl az eredeti tavolsag-matrix sor szamaig ( ncol(d)=nrow(d))
{
for (j in 1:ncol(d))
# for ciklus egytdl az eredeti tavolsag-matrix oszlop szaméig
{f=rbind(f, (d[i, jl-dkalapl[i,j1)~2)}3}
# f elemei a tavolsag-méatrixok megfelel eleminek a kiilonbségének a négyzete
s=sqrt (sum(f)/sum(d))

4o o) T i (d=d)°
> Z?:l d?j

print(s)
# s kiirasa

}

illeszkedes (d5,cmdsb)
# a sikeres hivasok MDS grafikonjanak elemezhetGségének mérgszama

Az eladashoz és a sziineten toltott idére vonatkozo mérészamok teljesen analog modon
hatarozandok meg.
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Prokrusztész analizis

A kovetkezGkben a sikeres hivasok és az eladassal zarult hivasok dimenzié csokken-
tés utani grafikonjaira végezziik el a prokusztész analizist, az utobbit transzformélva,
meghatéarozva az optimalis forgatéas-tiikrozés, eltolas és nyujtas nagysagat (12. Abra).
A sziineten toltott id6hoz tartozo kettd prokrusztész elemzés (16. dbra, 17. Abra) tel-
jesen analog modon torténik. A jeloléseket megtartva az A konfiguracio jelenti a sikeres
hivasok MDS outputjanak koordinata matrixat, mig B az eladéassal zarult hivisokét.

I=diag(c(1) ,nrow=19,ncol=19)
# I: a megfelel6 méretii egység matrix
J=I-(1/19)*matrix(c(1) ,nrow=19,ncol=19)
# J: a centrald matrix
C=t (cmdsb5) %*%JI%*%cmds6
d=diag(c(svd(C)$d) ,nrow=2,ncol=2)
# a C szinguléris érték felbontasaban szerepld diagondlis matrix
u=as.matrix(svd(C)$u)
# a C szingularis érték felbontasaban szerepl6 bal oldali szinguléris érték méatrix
v=as.matrix(svd(C)$v)
# a C szinguléris érték felbontasaban szerepld jobb oldali szingularis érték matrix
T=v%*%t (u)
# az optimalis forgatas matrix
s=sum(diag(t (cmdsb)%*%hJI%*%cmds6%*%T) ) /sum(diag (t (cmds6) %*%J%*)cmds6) )
# az optimalis nytjtas nagysiga
t=(1/19) *t ((cmds5-s*cmds6%*%T) ) %ix/matrix (c (1) ,nrow=19,ncol=1)
# az optimalis eltolas mértéke
cmds6_tr=s*cmds6%*%T+(matrix(c(1) ,nrow=19,ncol=1) %*x%t (t))
# A B konfiguracio transzforméacioja
x_eladas_tr=cmds6_tr[,1]
# a transzformacioé outputjanak x koordinatai
y_eladas_tr=cmds6_tr[,2]
# a transzforméacio outputjanak y koordinatai

Abrazuljuk A-t és B transzformaltjat egy dbraban (12. Abra)
plot(x_eladas_tr,y_eladas_tr,t="n",xlab="Elsd fotengely",
ylab="Masodik fdétengely",main="MDS az eladdssal zarult hivasokra")
text (x_eladas_tr,y_eladas_tr,cex=0.8,col="blue",font=2)
plot(x_sikeres,y_sikeres,x1lim=c(-0.22,0.29),ylim=c(-0.2,0.2) ,t="n",
xlab="Els6 fétengely",ylab="Masodik fétengely",
main="Prokrusztész analizis")
text (x_sikeres,y_sikeres,cex=0.8,font=2,col="red")
text (x_eladas_tr,y_eladas_tr,cex=0.8,font=2,col="blue")
abline(h=0,v=0,col="gray60")
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Biplot

Elkészitjiik a sikeres hivasokhoz tartozo biplot abrat, amelyhez a dimenzi6 csokkentés
grafikonjat (6. Abra) hasznaljuk fel és abba illesztjuk bele az iigyintéz6khoz tartozo
relativ eladasszdamot és atlagos hivashosszt, tovabba az MDS-t létrehozo valtozokat,
igy Osszesen 13 biplot tengelyt illesztiink az dbréba és rendre kiszamitjuk a hozzajuk
tartozo R? értékeket.

x6a<-read.csv("c:/6a.csv" ,header=T,sep=";",dec=",")
# beolvassuk a relativ eladasszamokat tartalmazo 6a.csv nevi excel fajlt
x6b<-read.csv("c:/6b.csv" ,header=T,sep=";",dec=",")

# beolvassuk az atlagos hivashosszt tartalmazo 6b.csv nevi excel fajlt
hivasszam=x6al,2]

# hivasszam: kimentjiik azon hivasok szamat amelyek eladassal zarultak
hivashossz=x6b[,2]

# hivashossz: kimentjiik a teljes kampanyra vonatkoz6 atlagos hivashosszt

Standardizaljuk a valtozoinkat, hogy az objektiv 0sszehasonlitdsuk lehetségessé
valjon.
x_sikeres=(x_sikeres-mean(x_sikeres))/sd(x_sikeres)
y_sikeres=(y_sikeres-mean(y_sikeres))/sd(y_sikeres)
hivasszam=(hivasszam-mean(hivasszam))/sd(hivasszam)
hivashossz=(hivashossz-mean(hivashossz))/sd(hivashossz)

Az eladasszamra és az atlagos hivashosszra egy linearis regressziot készitiink az MDS
outputjanak koordinatait valasztva magyarazo valtozoknak.
summary (1m(hivasszam~x_sikeres+y_sikeres))

# leolvashatjuk a magyarazo erejét a modellnek az eladasszamra
eh=1m(hivasszam™x_sikeres+y_sikeres)$coefficients

# eh: kimentjiik a regresszios koefficienseket ebbe a vektorba
summary (lm(hivashossz"x_sikeres+y_sikeres))

# leolvashatjuk a magyarazo erejét a modellnek a hivashosszra
eh2=1m(hivashossz~x_sikeres+y_sikeres)$coefficients

# eh: kimentjiik a regresszios koefficienseket ebbe a vektorba

18. abra elkészitése elsd lépésében létrehozzuk a biplotot a sikeres hivasokhoz tar-
tozd MDS abra és az eladasszam illetve atlagos hivashosszra mint biplot tengelyre
vonatkozoban.
plot(cmds5([,1],cmds5([,2],t="n",ylim=c(-0.18,0.18) ,x1lim=c(-0.5,0.32),

xlab="Els6 fétengely",ylab="Masodikfétengely"

,main="Sikeres hivasokhoz tartozd biplot")
text(cmds5[,1],cmds5[,2],font=2)

# redukalt térben az objektumok beillesztése a koordinataik alapjan
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arrows (0,0,eh[2],eh[3],length=0.1,angle=20,1wd=2.5,col="brown")
# biplot irany az eladasra
text(1.1xeh[2],1.1*xeh[3],labels="eladas",col="brown",font=2)
# biplot cimke az eladasra
abline(a=0, b=(eh[3])/(eh[2]), col = "gray60",lwd=1,1ty=5)
# biplot tengely az eladasra
arrows (0,0,eh2[2],eh2[3],1length=0.1,angle=20,1wd=2.5,col="brown")
# biplot irany a hivashosszra
text(1.1%eh2[2]+0.06,1.1*%eh2[3],labels="hivashossz",col="brown",font=2)
# biplot cimke a hivashosszra
abline(a=0, b=(eh2[3])/(eh2[2]), col = "gray60",lwd=1,1ty=5)
# biplot tengely a hivashosszra
abline(h=0,v=0,col = "gray60",1lwd=1.5)
# x, y koordinata tengelyek kirajzolésa

Standardizaljuk az 1.tadblahoz tartozo 11 oszlop adatait.
for(i in 1:11)
{ x6[,i]=(x5[,i]-mean(x5[,i]))/sd(x5[,i1)}

Beillesztjiik a méar meglévé abrankba az MDS-t létrehozd valtozokat mint biplot
tengelyeket.
1=c("0-40","40-80","80-120","120-160","160-200",'"200-240","240-280",

"280-320","320-360","360-400","400+")

# a 11 tengely cimkéi
coefs=NULL
r=NULL
for(i in 1:11)

{ coefs=rbind(coefs,lm(x5[,i]"x_sikeres+y_sikeres)$coefficients)

# rendre kimentjiik a coefs vektorba a valtozokhoz tartozo koefficienseket
r=rbind(r,summary (lm(x5[,i] "x_sikeres+y_sikeres))$r.squared)

# R? értékek kimentése
arrows(0,0,0.25%coefs[i,2],0.25%coefs[i,3],length=0.1,angle=20,1wd=2.5,

col="red")

# biplot iranyok
text (1.1%0.256%coefs[1,2],1.1%0.25%coefs[i,3],1labels=1[i],col="gray60",

font=1,cex=0.7)

# biplot cimkék
abline(a=0, b=coefs[i,3]/coefs[i,2], col = "gray60",lwd=1,1ty=5)}

# biplot tengelyek

Az eladassal zarult hivasokhoz (19. Abra) és a sziineten toltott id6 alapjan elkészitett
MDS-hez tartozo (20. Abra) biplotok teljesen analég moédon készitenddk.
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