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Bevezetés

Egy bizonyos valószín¶ségi változó legnagyobb értékeinek el®rejelzése természe-

tesen felmerül® igény a modern élet sok területén. Az extrémérték-elmélet kezdeti

felhasználási területei f®leg a meteorológiai, hidrológiai el®rejelzések voltak - legna-

gyobb vízszintek, h®mérsékleti értékek el®rejelzésére használták. A huszadik század

végén ismerték fel alkalmazhatóságát pénzügyi területen, ahol különböz® veszteségek

becslésére, díjkalkulációra, tartalékolási számításokra használják. A téma f® úttör®-

inek Leonard Tippett (1902�1985), Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), és Emil

Julius Gumbel (1891-1966) számítanak.

Jelen szakdolgozat témája az elméleti eredmények bemutatása, majd azok biz-

tosítási adatsorokra való alkalmazása. Az els® fejezetben bemutatom a modellekhez

felhasznált elméleti eredményeket, határeloszlásokat: az általánosított extrémérték-

eloszlást és az általánosított Pareto-eloszlást. A másodikban a különböz® modellek-

kel és bizonyos jellemz® paraméterek becslésével foglalkozom: a blokk maximumokat

használó módszerr®l, a bizonyos határt túllép® értékeket használó küszöbmeghala-

dásos módszerr®l, és a Hill által javasolt, Karamata tételén alapuló módszerr®l. Be-

mutatom két kockázati mérték: a value at risk és az expected shortfall becslésének

módját is. Végül a harmadik fejezetben biztosítási adatokra próbálom alkalmazni az

ismertetett módszereket. Két adatsort vizsgálok meg a küszöbmeghaladásos módszer

segítségével: az egyik a témában klasszikusnak számító, a modell bemutatására jól

használható dán t¶zkárok adatai; a másik egy magyarországi biztosítási kárki�zeté-

seket tartalmazó adatsor. A vizsgálat f® célja a modell megfelel® megválasztása lesz,

összehasonlítom a különböz® illeszthet® modelleket és megpróbálom a legmegfele-

l®bbet kiválasztani, az els® esetben viszontbiztosítói, a másodikban direkt biztosítói

szempontból.
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1. fejezet

Határeloszlások

1.1. Maximumok eloszlása

Tekintsük (Xi)i∈N független, azonos eloszlású (iid) valószín¶ségi változók soroza-

tát. Ezek lehetnek valamilyen szabályos id®közönként mért adatok, pl. h®mérséklet-

vagy vízállás-értékek, pénzügyi veszteségek, biztosítási kárki�zetések. Természetesen

a nyersen kapott adatok általában nem teljesítik az iid feltételt, gyakran valamilyen

trend �gyelhet® meg, ezt az elemzés el®tt ki kell sz¶rni (pénzügyi adatoknál ilyen

lehet pl. az in�áció, h®mérséklet-adatoknál a periodicitás). Ez alapján az egyetlen

adatsor alapján szeretnénk becslést adni az Xi-k közös eloszlásának valamilyen ma-

gas rend¶ kvantilisére, valamint a legnagyobb események bekövetkezésének várható

id®pontjára.

1.1.1. Az általánosított széls®érték-eloszlás

Motiváció - a centrális határeloszlás-tétel

A GEV szerepe a maximális értékek vizsgálata terén hasonló, mint a normális

eloszlásé a valószín¶ségi változók összegénél. Vegyünk X1, X2,... független, azonos

eloszlású valószín¶ségi változókat, véges szórással. Jelöljük Sn-el az X1+X2+...+Xn

összeget. Ekkor a centrális határeloszlás-tétel (CHT) szerint a normalizált

(Sn − an)/bn valószín¶ségi változók sorozatának eloszlásbeli határértéke standard

normális, ha n tart a végtelenbe. A megfelel® normalizáló konstansok an = nE(X1)

és bn =
√
nD(X1). Formálisan:

lim
n→∞

P

(
Sn − an
bn

≤ x

)
= Φ(x), x ∈ R.
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Maximális értékek, a Fisher-Tippett-Gnedenko tétel

Tekintsük most Sn helyett az Mn = max(X1, ..., Xn) maximumok sorozatát,Xi

továbbra is iid meg�gyelés F közös eloszlásfüggvénnyel. Ekkor természetesen Mn

eloszlásfüggvénye: FMn(x) = P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x)n = F n(x) Tegyük fel, hogy

a CHT-hez hasonlóan Mn = (Mn − dn)/cn - nek létezik eloszlásbeli határértéke

megfelel® cn, dn normalizáló sorozatok mellett. Formálisan:

limP
n→∞

((Mn − dn) /cn ≤ x) = lim
n→∞

F n (cnx+ dn) = H(x) (1.1)

teljesül valamilyen nem elfajult H(x) eloszlásfüggvényre.

1.1.1. De�níció (max-vonzási tartomány). Amennyiben (1.1) teljesül valami-

lyen nem elfajuló H eloszlásfüggvénnyel, akkor azt mondjuk, hogy F a H max-vonzási

tartományában (maximum domain of attraction, MDA) van. Jelölése: F ∈MDA(H).

1.1.2. De�níció (GEV eloszláscsalád). A standard GEV eloszlás eloszlásfügg-

vénye:

Hξ(x) =

exp (− (1 + ξx)) −1/ξ, ξ 6= 0,

exp (−e−x) , ξ = 0,

ahol 1 + ξx > 0. ξ az eloszlás alakparamétere. További két paraméter bevezetésével

kapjuk a háromparaméteres Hξ,µ,σ := Hξ((x−µ)/σ) eloszláscsaládot, µ ∈ R eltolási-

és σ > 0 skálaparaméterekkel. ξ értéke szerint háromféle, különböz® tulajdonságok-

kal rendelkez® eloszlásról beszélhetünk (1.1 ábra):

• ξ > 0 esetén Fréchet-eloszlás: végtelen tartójú, lassú lecsengés¶

• ξ = 0 esetén Gumbel-eloszlás: végtelen tartójú, Fréchet-nél jóval gyorsabban

lecseng®

• ξ < 0 esetén Weibull-eloszlás: felülr®l korlátos tartójú.

A család statisztikailag fontos tulajdonsága, hogy rögzített x esetén ξ-ben folytonos,

azaz lim
ξ→0

Hξ(x) = H0(x) mindkét oldalról.
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1.1. ábra. A GEV eloszlás s¶r¶ségfüggvényei (balra) és eloszlásfüggvényei (jobbra). Folyto-

nos vonallal ξ = −0.5 (Weibull), szaggatottal ξ = 0 (Gumbel), pontozottal ξ = 0.5 (Fréchet)

esetben. Mindhárom változatnál µ = 0, σ = 1.

1.1.3. Tétel (Fisher-Tippett, 1928; Gnedenko, 1941). Ha F∈MDA(H) vala-

milyen nem elfajuló H eloszlásfüggvényre, akkor H szükségszer¶en a GEV eloszlás-

családba tartozik, azaz ∃ξ ∈ R, hogy H = Hξ.

A tétel szerint csak ξ értéke egyértelm¶en meghatározott; az eltolási és skálaparamé-

terek a választott cn, dn sorozatoktól függnek. Ezek mindig megválaszthatóak úgy,

hogy a határeloszlás standard alakban jelenjen meg, azaz µ = 0 és σ = 1 teljesüljön.

Példák

Exponenciális eloszlás. Ha a kezdeti adataink F (x) = 1 − exp(−λx) eloszlás-

függvény¶ exponenciális eloszlásból származnak, (λ > 0, x ≥ 0), akkor cn = 1/λ és

dn = lnn/λ választással a maximumok határeloszlása kiszámolható:

F n(cnx+ dn) =

(
1− 1

n
exp(−x)

)n
, x ≥ − lnn,

lim
n→∞

F n(cnx+ dn) = exp(−e−x), x ∈ R

Azaz F ∈MDA(H0).

Pareto eloszlás. Ha a kezdeti adataink F (x) = 1−(κ/(κ+x))α eloszlásfüggvény¶

Pa(α, κ) eloszlásból származnak, (α > 0, κ > 0, x ≥ 0), akkor cn = κn1/α és
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dn = κn1/α − κ választással a maximumok határeloszlása kiszámolható:

F n(cnx+ dn) =

(
1− 1

n

(
1 +

x

α

)−α)n
,1 +

x

α
≥ n−1/α,

lim
n→∞

F n(cnx+ dn) = exp

(
−
(

1 +
x

α

)−α)
,1 +

x

α
> 0,

azaz F ∈MDA(H1/α).

1.1.2. Max-vonzási tartományok, karakterizáció

Arra a kérdésre, hogy egy adott F eloszláshoz létezik-e Hξ, hogy F ∈MDA(Hξ),

szinte az összes gyakorlatban használt folytonos eloszlás esetén igen a válasz. Kíván-

csiságunk tárgya a határeloszlás fajtájának meghatározása, azaz annak eldöntése,

hogy milyen F esetén kapunk Fréchet, Gumbel, vagy Weibull eloszlást.

Fréchet eset

ξ > 0 esetén a karakterizációhoz szükségünk lesz a lassú változású és reguláris

változású függvényekre.

1.1.4. De�níció (lassú és reguláris változású függvények).

1. Egy pozitív, (0,∞)-en Lebesgue-mérhet® L függvény lassú változású a végte-

lenben, ha

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1, t > 0.

2. Egy pozitív, (0,∞)-en Lebesgue-mérhet® h függvény reguláris változású a vég-

telenben ρ kitev®vel, ha

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= tρ, t > 0.

Például, bármely végtelenben határértékkel rendelkez® függvény lassú változású,

mivel ekkor lim
x→∞

L (tx) = lim
x→∞

L (x) = b, valamint h (x) = xρ reguláris változású

bármely ρ 6= 0, t > 0 esetén, hiszen lim
x→∞

h(tx)
h(x)

= lim
x→∞

tρ = tρ.

1.1.5. Tétel (Gnedenko, 1941). ξ > 0 esetén,

F ∈MDA(Hξ)⇐⇒ F (x) = 1− F (x) = x−1/ξL(x)

valamilyen L lassú változású függvényre.
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Tehát a Fréchet esethez vezet® eloszlások farka reguláris változású, negatív in-

dexszel. Ezek az eloszlások a legfontosabbak a pénzügyi modellezés területén, mivel

lassan lecseng®k, és magasabb rend¶ momentumaik végtelenek.

1.1.6. Állítás. Legyen X egy nemnegatív valószín¶ségi változó amelynek F eloszlás-

függvényére F ∈MDA(Hξ) valamilyen ξ > 0-ra. Ekkor E
(
Xk
)

=∞, ha k > 1/ξ.

Példa - Pareto eloszlás

.

F (x) =

(
κ

κ+ x

)
α = x−α

κα(
1 + κ

x

)α

Tehát α = 1/ξ és L(x) = κα/
(
1 + κ

x

)α
választással F ∈MDA(Hξ).

Fréchet határeloszlást kapunk továbbá pl. az inverz gamma, Student t, log-

gamma, F, és a Fréchet eloszlások maximális értékeinek vizsgálatakor is.

Gumbel eset

Az ebbe a csoportba tartozó eloszlások meghatározása jóval nehezebb, mint a

Fréchet esetben. Korábban láttuk, hogy pl. az exponenciális eloszlás ide tartozik.

Általánosan elmondható, hogy a Gumbel határeloszlásra vezet® eloszlások exponen-

ciális lecsengés¶ek. Ezekb®l az eloszlásokból származó pozitív valószín¶ségi változók

momentumai végesek, azaz FX ∈ MDA(H0) esetén E
(
Xk
)
< ∞ minden k > 0

esetén. Ide tartoznak pl. a normális, lognormális, Gumbel, gamma, χ2.

Weibull eset

Felülr®l korlátos tartója miatt ez az eset kevésbé fontos a pénzügyi modellezés

területén, mint a fentiek. A Weibull osztály a következ®képpen karakterizálható:

1.1.7. Tétel (Gnedenko, 1941). ξ < 0 esetén, xF -el jelölve az eloszlás tartójá-

nak jobboldali határát, azaz xF = sup {x ∈ R : F (x) < 1}

F ∈MDA(H1/ξ)⇐⇒ F (xF − x−1) = 1− F (x) = x−1/ξL(x), és xF <∞

valamilyen L lassú változású függvényre.

Ide tartozik például a béta (így speciális esetként az egyenletes) eloszlás is.
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1.1.3. Er®sen stacionárius id®sorok

A függetlenség, iid minta feltételezése gyakran túl er®snek bizonyul, ezért sze-

retnénk a fenti eredményeket a pénzügyi modellezés területén jól ismert er®sen sta-

cionárius id®sorok esetére kiterjeszteni. Ehhez kezdetben vegyünk (Xi)i∈Z er®sen

stacionárius id®sort F stacionárius eloszlással, és
(
X̃i

)
i∈N

iid mintát ugyanabból az

F eloszlásból. Legyen Mn = max (X1, . . . , Xn) és M̃n = max
(
X̃1, . . . , X̃n

)
rendre

az id®sor és az iid minta maximuma.

A legtöbb (Xi)i∈N folyamatra megmutatható, hogy létezik egy valós θ ∈ (0, 1]

amivel

lim
n→∞

P
{(
M̃n − dn

)
/cn ≤ x

}
= H(x)

valamilyen nem elfajuló H(x)-re akkor és csak akkor, ha

lim
n→∞

P {(Mn − dn) /cn ≤ x} = Hθ(x).

Ez a θ az id®sorok elméletében extremális indexként ismert. Ezekre a folyamatokra

teljesül, hogy az Mn maximumoknak létezik eloszlásbeli határértéke, amennyiben a

hozzá tartozó M̃n-nak létezik határértéke: tehát, ha ∃ξ ∈ R, hogy F ∈ MDA (Hξ).

Könnyen látható, hogyHθ
ξ eltolás- és skálaparaméter erejéig megegyezikHξ-vel, ezért

az er®sen stacionárius id®sorok maximumainak határeloszlása szintén GEV eloszlás,

ugyanazzal a ξ paraméterrel, mint az id®sorhoz tartozó iid mintáé; csak az eltolás-

és skálaparaméter változik. Elég nagy n-re az el®z®ek alapján felírható:

P (Mn ≤ u) ≈ P θ
(
M̃n ≤ u

)
= F nθ(u),

tehát nagy u esetén egy θ extremális indexszel rendelkez® id®sorból származó n meg-

�gyelés maximumának eloszlása jól közelíthet® nθ < n darab független meg�gyelés

maximumának eloszlásával.

Bár nem minden er®sen stacionárius folyamatra van ilyen θ, a számunkra jelenleg

fontos, pénzügyi modellezésben gyakran használt folyamatok esetében θ létezik:
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• Fehér zaj folyamatok (iid valószín¶ségi változók) esetén θ = 1

• ARMA folyamatokra Gauss fehér zaj esetben θ = 1, amennyiben az innovációs

folyamat eloszlása MDA (Hξ)ξ>0-beli, akkor θ < 1

• ARCH és GARCH folyamatok esetén θ < 1.

Gyakorlatban a fenti eredmények azt jelentik, hogy er®sen stacionárius id®sorok

vizsgálatakor ugyanolyan pontos becsléshez több (konkrétan 1/θ-szor annyi) adatra

lesz szükségünk, mint független esetben. Például, ARCH(1) folyamatra α1 = 0, 9

esetén θ = 0.612, tehát iid mintához képest 1.64-szer annyi adatra lesz szükségünk.

1.2. Küszöbmeghaladások, általánosított Pareto el-

oszlás

Egy másik, pénzügyi modellekben gyakrabban alkalmazott határeloszlás az ál-

talánosított Pareto eloszlás (Generalized Pareto Distribution, GPD).

1.2.1. De�níció (Általánosított Pareto eloszlás (GPD)). A GPD eloszlásfügg-

vénye:

Gξ,β(x) =

1− (1 + ξx/β)−1/ξ ξ 6= 0, β > 0

1− exp (−x/β) ξ = 0, β > 0

ahol x ≥ 0 ha ξ ≥ 0 és 0 ≤ x ≤ −β/ξ ha ξ < 0.

A GPD eloszlásoknál is 3 esetet különböztetünk meg (1.2 ábra):

• ξ < 0 esetén Pareto II, egy felülr®l korlátos tartójú eloszlás,

• ξ = 0 esetén a jól ismert exponenciális eloszlás,

• ξ > 0 esetén Pareto eloszlás, α = 1/ξ és κ = β/ξ paraméterekkel.

Az extrémérték-eloszláshoz hasonlóan a GPD is ξ-ben folytonos, és k-adik momen-

tuma k ≥ 1/ξ > 0 esetén végtelen. Várható értéke ξ < 1 esetén E(X) = β/ (1− ξ).
A max-vonzási tartományoknál tárgyalt karakterizációs tételekb®l (1.1.5 és 1.1.7

tétel) következik, hogy Gξ,β ∈MDA (Hξ).

A küszöbmeghaladásos modellben fontos szerepet fog játszani a minta egy bizo-

nyos értéket meghaladó elemeinek eloszlása.
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1.2. ábra. Az általánosított Pareto-eloszlás eloszlás s¶r¶ségfüggvényei (balra) és eloszlás-

függvényei (jobbra). Folytonos vonallal ξ = −0.5 (Pareto II), szaggatottal ξ = 0 (exponen-

ciális), pontozottal ξ = 0.5 (Pareto) esetben. Mindhárom változatnál β = 1.

1.2.2. De�níció (a meghaladás feltételes eloszlása). Adott X valószín¶ségi vál-

tozó F eloszlásfüggvénnyel. Ekkor X-nek az u küszöb meghaladása esetén a megha-

ladás feltételes eloszlása:

Fu (x) = P (X − u ≤ x |X > u) =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)

Ahol 0 ≤ x < xF − u, és xF ≤ ∞ jelöli az eloszlás jobboldali végpontját.

1.2.3. De�níció (Várható meghaladás függvény). Egy véges várható érték¶ X

valószín¶ségi változó várható meghaladási függvénye:

e (u) = E (X − u |X > u) .

Fu-t gyakran maradék élet függvénynek is nevezik, mivel azt adja meg, hogy

egy eddig u ideig m¶köd® komponens mekkora eséllyel hibásodik meg az (u, u+ x)

id®intervallumban. e (u) pedig az u ideig m¶köd® komponens u id®pont után vár-

ható élettartamát határozza meg. Általánosított Pareto eloszlás esetén ezek könnyen

kiszámolhatók:

• ξ = 0 esetben az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága miatt Fu (x) =

F (x),
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• Általában, legyen F = Gξ,β, β (u) = β + ξu. Ekkor

Fu (x) =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)
=
−
(

1 + ξx+ξu
β

)−1/ξ

+
(

1 + ξu
β

)−1/ξ

(
1 + ξu

β

)−1/ξ

= −

(
1 + ξx+ξu

β

1 + ξu
β

)−1/ξ

= 1−

(
ξx+ξu+β

β

ξu+β
β

)−1/ξ

= 1−

(
ξx+ξu+β

β

ξu+β
β

)−1/ξ

= 1−
(

1 +
ξx

β + ξu

)−1/ξ

= Gξ,β(u)

ahol 0 ≤ u <∞ ha ξ ≥ 0 és 0 ≤ x ≤ − (β/ξ)− u ha ξ < 0, és

e(u) =
β (u)

1− ξ
=
β + ξu

1− ξ
.

Hasonlóan belátható, hogy v > u esetén Fv(x) = Gξ,β+ξ(v−u) és e(v) = ξv
1−ξ + β−ξu

1−ξ .

e(v) linearitása a modellezésben alapvet® jelent®ség¶ karakterizációját adja a GPD-

nek.

A következ® tétel kapcsolatot teremt a korábban tárgyalt GEV eloszlás és a GPD

között:

1.2.4. Tétel (Pickands, 1975; Balkema-de Haan, 1974). Akkor és csak akkor

létezik olyan mérhet® β (u) függvény, amire

lim
u→xF

sup
0≤x<xF−u

|Fu (x)−Gξ,β(u) (x) | = 0,

ha F ∈MDA (Hξ), valamilyen ξ ∈ R esetén.

A tétel szerint tehát az u küszöb növelésével minden MDA (Hξ)-beli eloszlás farok-

eloszlása GPD-hez konvergál, ráadásul a GPD ξ paramétere ugyanaz, mint a GEV

esetben.
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2. fejezet

Extrémérték - modellek

2.1. Blokk maximumok módszere

Tegyük fel, hogy adott egy ismeretlen F eloszlásból származó minta. El®ször a

GEV eloszlás segítségével szeretnénk valamilyen el®rejelzést adni a jöv®ben várható

maximális érték(ek)re. Ilyen eset el®fordulhat pl. folyamszabályozási terveknél (mek-

kora az a vízszint, aminél bizonyos valószín¶séggel nem lesz nagyobb a következ®

id®szakban). Feltesszük, hogy F ∈ MDA (Hξ), és hogy a mintánk vagy független,

azonos eloszlású, vagy egy extremális indexszel rendelkez® folyamatból származik.

Ekkor elég nagy n-re az n elem¶ minta maximuma Mn, és ennek határeloszlása egy

háromparaméteres GEV eloszlás, Hξ,µ,σ. A gyakorlatban úgy tekintjük, hogy Mn

eloszlása már pontosan GEV eloszlás.

Természetesen az eloszlás illesztéséhez több ilyen n méret¶ adatsorra van szük-

ségünk, így az összes adatot felosztjuk m darab, n méret¶ blokkra. A gyakorlatban

ezek a blokkok általában valamilyen jól kezelhet®, természetes felosztást jelentenek,

például napi adatok esetén negyedéves, féléves, vagy éves bontást használhatunk.

A kapott m darab maximumra illesztjük a GEV eloszlást. A j-edik maximumot

Mnj-vel jelölve, kapjuk az Mn1, . . .Mnm mintát. Erre a GEV eloszlás illesztése pl.

maximum likelihood, vagy momentum módszerrel történhet. A blokk méretét, n-et

lehet®leg minél nagyobbra szeretnénk választani, egyrészt hogy a maximum meg�-

gyelések függetlennek tekinthet®k legyenek (maximum likelihood módszernél), más-

részt hogy az (1.1) egyenlet alapján a határeloszlást jól lehessen becsülni. Másrészt

viszont, a blokkok számát, m-et is megfelel®en nagynak kell választani, hogy az

eloszlás illesztésénél minél kisebb hibát kapjunk. Megjegyzend® még, hogy nem füg-

getlen adatoknál nagyobb n érték szükséges (azonos pontosságú becsléshez n/θ )

mint iid esetben.
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hξ,µ,σ-val jelölve a GEV eloszlás s¶r¶ségfüggvényét, a log-likelihood függvény az

alábbi módon írható fel:

l (ξ, µ, σ,Mn1, . . . ,Mnm) =
m∑
i=1

lnhξ,µ,σ (Mni)

= −m lnσ −
(

1 +
1

ξ

) m∑
i=1

ln

(
1 + ξ

Mni − µ
σ

)
−

−
m∑
i=1

(
1 + ξ

Mni − µ
σ

)−1/ξ

,

ami a σ > 0, 1 + ξ (Mni − µ) /σ > 0 : i = 1, . . . ,m feltételek mellett maximalizá-

landó. A kapott ML becslés létezik, ráadásul aszimptotikusan hatásos és konzisztens,

ha ξ > −1
2
, tehát teljesül a következ® (Smith, 1985):

√
n

(
ξ̂n − ξ
β̂n − β

)
d→ N

[
0,

(
(1 + ξ)2 β (1 + ξ)

β (1 + ξ) 2β2 (1 + ξ)

)]
.

A modell használatával két jelent®s kérdésre adhatunk választ:

1. Adott méret¶ maximális érték várhatóan milyen gyakran következik be (a

visszatérési id® problémája)?

H-val jelölve a megfelel® GEV eloszlást, az {Mn > u} esemény visszatérési

ideje kn,u = 1/ (1−H (u)).

Ez azt jelenti, hogy várhatóan kn,u darab, n méret¶ blokkból egy lesz, ahol a

maximum meghaladja u-t. Becslése:

k̂n,u = 1/
(

1−Hξ̂,µ̂,σ̂ (u)
)
.

2. Adott id®intervallumban mekkora a legnagyobb érték, ami várhatóan bekövet-

kezik (a visszatérési szint problémája)?

H-val jelölve a megfelel® GEV eloszlást, a k id® alatt várhatóan bekövetkez®

legnagyobb érték rn,k = q1−1/k (H), azaz a H eloszlás (1− 1/k)-kvantilise. Je-

lentése: az az érték, amelyet átlagosan minden k darab, n méret¶ blokk esetén

egyszer lépünk túl. Becslése:
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r̂n,k = H−1

ξ̂,µ̂,σ̂

(
1− 1

k

)
= µ̂+

σ̂

ξ̂

((
− ln

(
1− 1

k

))−ξ̂
− 1

)
.

Vegyük észre, hogy a de�níciók szerint rn,kn,u = u.

2.2. Küszöbmeghaladások

A GEV modell hátránya, hogy minden blokkból csak egy maximális értékkel

dolgozik, így a rendelkezésre álló adatoknak csak nagyon kis részét használja. Egy

másik modell, a küszöbmeghaladások modellje minden olyan adatot extremálisnak

tekint, és felhasznál az eloszlás-illesztés során, amelyek meghaladnak egy bizonyos

küszöbértéket. Ez pl. viszontbiztosítási szerz®dések árazásakor lehet fontos. Ezért

ez a modell a pénzügyi modellezés területén jobban használható - máshol az össze-

függ®ségek és esetleges periódusok kisz¶rése miatt a GEV modell alkalmazása is

elterjedt.

2.2.1. GPD modell

Adott tehát X1, . . . , Xn mintánk egy ismeretlen F eloszlásból. Az alábbi feltéte-

lezésekkel élünk:

• F ∈MDA (Hξ) valamilyen ξ ∈ R-re

• Megfelel®en nagy u küszöb választása esetén Fu (x) = Gξ,β (x) valamilyen

β > 0-val.

A mintánk u-t meghaladó értékeit jelöljük X̃1, . . . , X̃Nu-val, ahol Nu a küszöbmeg-

haladások száma. Legyen Yj = X̃j−u a küszöbmeghaladások értéke. A GPD modell

illesztéséhez maximum likelihood módszert használunk, a log-likelihood függvény:

l (ξ, β, Y1, . . . , YNu) =
Nu∑
j=1

ln gξ,β (Yj)

= −Nu ln β −
(

1 +
1

ξ

) Nu∑
j=1

ln

(
1 + ξ

Yj
β

)
,

12



ami a β > 0, 1 + ξYj/β > 0 : j = 1, . . . , Nu feltételek mellett maximalizálandó. A

kapott ML becslés Gξ̂,β̂.

A küszöb megfelel® megválasztásához a korábban tárgyalt várható meghaladás

függvényt hívjuk segítségül. Láttuk, hogy v > u esetén e (v) v-ben lineáris. En-

nek alapján, empirikus módszerrel határozzuk meg u értékét. Szükségünk lesz e (v)

becslésére:

en (v) =

∑n
i=1 (Xi − v)χ{Xi>v}∑n

i=1 χ{Xi>v}

Ennek segítségével ábrázolhatjuk az {(Xi,n, en (Xi,n))} pontokat, ahol Xi,n a

rendezett minta i-edik eleme. Amennyiben az adatainkra illeszkedik a GPD modell,

ez a függvény magasabb Xi,n értékek után közel lineárissá válik. Növeked® trend

ξ > 0, közel vízszintes függvény ξ = 0, a csökkenés pedig ξ < 0 értékeket jelez.

Érdemes az utolsó néhány pontot �gyelmen kívül hagyni, mivel ott már kis számú,

nagy érték¶ adatok átlagos értékét vesszük, és gyakran ezek az értékek közel sem

lineárisan helyezkednek el. A küszöböt a lineáris trend elejénél határozzuk meg. A

paraméterek becslésére lehetséges módszer itt is a maximum likelihood becslés, ekkor

a GPD s¶r¶ségfüggvényét gξ,β-val, a küszöbmeghaladás mértékét Yi = Xi − u -val

jelölve, a log-likelihood függvényt:

lnL (ξ, β, Y1, . . . , Yn) =
Nu∑
j=1

ln gξ,β (Yj)

= −Nu ln β −
(

1 +
1

ξ

) Nu∑
j=1

ln

(
1 + ξ

Yj
β

)
,

a β > 0, 1 + ξYj/β > 0, j = 1, . . . , Nu feltételek mellett maximalizálva kapjuk a

paraméterek ξ̂, β̂ becslését.
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2.2.2. Farokeloszlások és kockázati mértékek becslése

A GPD modell egyik fontos felhasználási területe a kockázatelemzésben a külön-

böz® kockázati mértékek (value at risk, expected shortfall) becslése. Ehhez el®ször

szükségünk lesz a kezdeti F eloszlásfüggvény farokeloszlásának meghatározására.

x ≥ u esetén:

F (x) = 1− F (x) = P (X > u)P (X > x |X > u)

= F (u)P (X − u > x− u |X > u)

= F (u)

(
1 + ξ

x− u
β

)−1/ξ

. (2.1)

Innen invertálva kaphatjuk az α-kvantilist, azaz V aRα-t. α ≥ F (u) esetén:

V aRα = qα(F ) = u+
β

ξ

((
1− α
F (u)

)−ξ
− 1

)
.

ξ < 1 esetén ebb®l tovább számolható az ES:

ESα =
1

1− α

1ˆ

α

qx(F )dx =
V aRα

1− ξ
+
β − ξu
1− ξ

továbbá a kett® hányadosának határértéke:

lim
α→1

ESα
V aRα

=

(1− ξ)−1 , 1 > ξ ≥ 0

1, ξ < 0
.

Látható, hogy a VaR és az ES becsléséhez szükségünk van egyrészt az illesz-

tett modell paramétereire, másrészt F (u) becslésére. Ez utóbbi legegyszer¶bben a
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tapasztalati Nu/n becslésb®l adódik, amennyiben elég sok adatunk van a küszöb

felett. (2.1) alapján viszont egy jobb becslést remélünk x ≥ u esetben:(Smith, 1987)

F̂ (x) =
Nu

n

(
1 + ξ̂

x− u
β̂

)−1/ξ̂

Ezután V aRα és ESα becslése az illesztett paraméterek, és a becsült farokeloszlás

behelyettesítésével történik.

2.2.3. Viszontbiztosítási szerz®dés árazása

Ebben az esetben egy magas összegre szóló viszontbiztosítási réteget szeretnék

árazni, a rendelkezésünkre álló, múltbeli biztosítási adatok alapján. A szerz®dés

szerint, adott r és R alsó és fels® határok, és az Y -al jelölt ki�zetés a következ®képpen

alakul(X-el jelölve az összes kárki�zetést):

Y =


0, X < r

X − r, r ≤ X < R

R− r, R ≤ X

Két kérdés vet®dik fel:

• Árazás: adott r és R határok, és múltbeli adatok mellett mi lesz az ára ennek

a rétegnek?

• Határok megválasztása: hogyan határozzuk meg az alsó r határt, hogy a károk

viszontbiztosítóhoz kerülésének valószín¶sége legfeljebb p legyen?

Árazási probléma. A viszontbiztosító teljes ki�zetése: S =
∑N

i=1 Yi, ahol az

Yi kárnagyság és az N kárszám egy valószín¶ségi változó. A népszer¶ díjkalku-

lációs elvek általában Z momentumainak kiszámolásán, megbecslésén alapulnak.

Például a szórásnégyzet elvnél Pr = E (Z) + kD2 (Z). Könnyen látható, hogy

E (Z) = E (N)E (Y1). N eloszlásának meghatározására léteznek egyéb kárszám

modellek, Y1 eloszlását, és ennek segítségével momentumait pedig a küszöbmeg-

haladásos modellel becsülhetjük.
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Határok. Adott p esetén a feladat r megválasztása úgy, hogy P (Z > 0) < p

teljesüljön, azaz a biztosítási id®szakban p-nél kisebb valószín¶séggel történjen a vi-

szontbiztosítóhoz kerül® káresemény. Ez az eredeti FX eloszlás (1− p)-kvantilisének
becslésére vezet.

2.3. A Hill-módszer

A ξ alakparaméter a becsléseink f® célpontja, mivel ez határozza meg az eloszlás

farokvastagságát, az extrém értékek el®fordulásának valószín¶ségét. A Hill-módszer

egy alternatív lehet®ség ξ becslésére.

2.3.1. Tétel (Karamata). Legyen L lassú változású, [x0,∞)-ben lokálisan korlátos

valamilyen x0 ≥ 0-ra. Ekkor

1. κ > −1 esetén
´ x
x0
tκL (t) dt ∼ 1

κ+1
xκ+1L (x), amennyiben x→∞

2. κ < −1 esetén
´∞
x
tκL (t) dt ∼ − 1

κ+1
xκ+1L (x), amennyiben x→∞.

Feltételezzük, hogy az eredeti eloszlás F ∈ MDA (Hξ) valamilyen ξ> 0 értékre,

azaz az 1.1.5 tétel szerint F̄ (x) = L (x)x−1/ξ, ahol L egy lassú változású függvény

(1.1.4 de�níció). Célunk α := 1/ξ értékének meghatározása, az adott X1, . . . , Xn

meg�gyelés alapján. Amennyiben egy X valószín¶ségi változó eloszlása az 1.1.5 tétel

szerinti, akkor felírhatjuk a várható meghaladás függvényét lnX-re:

e∗ (lnu) = E (lnX − lnu | lnX > lnu)

=
1

F̄ (u)

∞̂

u

(lnx− lnu) dF (x)

=
1

F̄ (u)

∞̂

u

F̄ (x)

x
dx

=
1

F̄ (u)

∞̂

u

L (x)x−(α+1)dx.

Elég nagy u esetén L (x) konstansként kiemelhet® az integrálból (x ≥ u). Karamata

tétele alapján, amennyiben u→∞:
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e∗ (lnu) ∼ L (u)u−αα−1

F̄ (u)
= α−1,

így limu→∞ αe
∗ (lnu) = 1.

Ezt a tulajdonságot felhasználva, kiszámoljuk a sorba rendezett tapasztalati értékek

logaritmusából a várható meghaladás ábráját, e∗n (lnXk,n) - kat. Ekkor ξ̂−1 = α̂

becslése:

α̂
(H)
k,n =

(
1

k

k∑
j=1

lnXj,n − lnXk,n

)−1

, 2 ≤ k ≤ n.

Ennek k ellenében történ® ábrázolásával kapjuk a Hill-ábrát, amin olyan stabil

részt keresünk, ahol a becsült paraméterek hasonlók a különböz® k értékek esetén.
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3. fejezet

Adatelemzés

Ebben a fejezetben két adatsorral fogok foglalkozni. Az egyik a témában klasszi-

kusnak számító dán t¶zkárok id®sora, a másik pedig egy 2000.-2004. közötti, ma-

gyarországi biztosítási ki�zetéseket tartalmazó adatsor. A fent tárgyalt küszöbmeg-

haladásos GPD modell alapján próbálok majd következtetéseket levonni, valamint

paramétereket becsülni. Ezek alapján a paraméterek alapján illesztett modellek ké-

s®bb akár XL viszontbiztosítási szerz®dések árazásához, akár nagy károk tartaléká-

nak számításához, akár a Basel II követelményrendszerhez használható VaR és ES

becsléséhez használhatók.

3.1. Dán t¶zkárok

3.1.1. Küszöb-választás

Az adatsor 1980. január 1.-1990 december 31. között bekövetkezett 1 millió dán

korona feletti összeg¶ károkat tartalmazza, a teljes kárnagyságot 1985.-re indexálva,

millió koronában. Összesen 2167 adat, minimális érték 1, maximális érték 263.25,

átlag 3.38. A becsült en (v) függvényt vizsgálva próbálunk megfelel® küszöb-értéket

keresni. Ez itt az egész adatsoron közel lineárisnak t¶nik, talán a 10-es küszöbnél

van benne egy törés, ezért válasszuk u-nak ezt az értéket. Ezt a küszöböt az összes

5%-a, 109 adat lépi túl. A pozitív meredekség miatt ξ > 0 lesz a modellben, az ML

becslések értékére ξ̂ = 0.497 és β̂ = 6.975 adódott, a standard hibák rendre 0.14 és

1.1 . Az adatok id®sora, en (v), és az illesztett eloszlás ellen®rzésére szolgáló QQ-plot

látható a 3.1 ábrán.
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3.1. ábra. A dán t¶zadatok id®sora(fent), a mean excess plot e(v)(lent, balra) és a QQ-plot

az illesztett eloszlás ellenében (u=10).

Az illesztett eloszlás egy igen lassú lecsengés¶, vastagfarkú, közel végtelen má-

sodik momentummal rendelkez® GPD. A várható meghaladás ábráját jobban meg-

vizsgálva láthatjuk, hogy nem csak a 10 jöhet szóba, mint lehetséges küszöb, a 20-as

értéknél is van egy kis �hullám�, valamint akár az egész ábrára ráfogható, hogy közel

lineáris képet mutat. Az is észrevehet®, hogy a QQ-plot a 20-as érték felett kissé

mintha �lefelé hajló� tendenciát mutatna a referencia-egyeneshez képest. A külön-

böz® küszöbök esetén illesztett modellekb®l persze különböz® paraméter-becsléseket

kapunk, valamint egy modellen belül is kiszámolhatjuk megnövelt küszöb esetén az
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értékeket. Az optimális küszöb megválasztásához több szempontot is �gyelembe kell

vennünk: a modellnek a küszöb emelésére való érzékenységét, a rendelkezésre álló

adatok mennyiségét, valamint üzleti szempontokat.

Nézzük meg, mit kapunk u = 1 és u = 20 esetben (utolsó oszlopban a ξ-re

vonatkozó 97,5%-os kon�dencia-intervallum):

u P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5%

1 1 0.186 2.578 (0.154, 0.219)

10 0.05 0.497 6.975 (0.230, 0.764)

20 0.017 0.684 9.635 (0.145, 1.223)

3.1. táblázat. Különböz® küszöb-értékek esetén illesztett modellek

A harmadik változatnál már csak 36 adatra illesztettük a GPD-t, így viszonylag

nagy standard hibát mutat a becslés (ez a kon�dencia-intervallumokból jól látszik).

Tudjuk, hogy v > u esetén Fv(x) = Gξ,β+ξ(v−u), így olyan küszöböt szeretnénk

választani, ami felett a ξ paraméter értéke közel állandó. A 3.2 ábrán látszik, hogy

ez nagyjából a 7 és 15 közé es® értékeknél teljesül, tehát azt mondhatjuk, hogy a

modell ebben az intervallumban a legmegbízhatóbb.

Természetesen az eloszlás jobb illeszkedése miatt szeretnénk minél alacsonyabb

küszöböt választani. A 7-9 körüli értékek viszont a legkisebb ξ értékeket eredménye-

zik, így biztosítási szempontból nem túl szerencsés a használatuk, mivel alulbecsülik

a farokeloszlást, és ezzel a várható veszteséget. Ezért gyakorlati megfontolásból in-

kább egy kisebb küszöböt szeretnénk alkalmazni, így igaz, hogy a modell nem lesz

olyan pontosan illeszked®, de eleget tesz a konzervatív árazás követelményének, és

nagyobb biztonságot ad a viszontbiztosítónak. Ilyen küszöb lehet pl. az u = 4 vá-

lasztás. Ekkor az ML-becslés eredményei:

| {X : X > u} | P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5%

362 0.167 0.72 2.63 (0.531 , 0.91)

3.2. táblázat. u = 4 küszöbre illesztett modell
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3.2. ábra. Az alakparaméter(ξ) becsült értékei és a hozzá tartozó 97.5%-os kon�dencia-

intervallumok különböz® küszöb-választások esetén (balra) és az u = 4 küszöbre illesztett

modell QQ-plotja (jobbra)

Innen, és a QQ-plot alapján is látszik, hogy ez a modell túlbecsüli a farokeloszlást,

így a várható veszteséget is, és egy biztonságosabb díjszabást eredményez.

3.1.2. Kvantilisek, díjkalkuláció, érzékenység

A viszontbiztosítási réteg határainak meghatározásakor fontos szerepet játszik

egy kár viszontbiztosítóhoz kerülésének valószín¶sége, azaz az illesztett eloszlás va-

lamilyen magas rend¶ kvantilise. Ez adja meg azt az alsó határt, amit várhatóan csak

egy megadott kis valószín¶séggel halad meg egy kár értéke. GPD esetén a p-kvantilis

értéke: u+ β/ξ
(

(1− p)−ξ − 1
)
.

A viszontbiztosítási termék árazásához alapvet®en a két oldalról levágott bizto-

sítási ki�zetések várható értékét vizsgáljuk, mivel ez dönt® szerepet játszik a külön-

böz® díjelvekben. Ekkor egy [r, R] viszontbiztosítási réteg ára:

P = E (Y1) =

R̂

r

(x− r) fX1 (x) dx+ (R− r)
(
F̄X1 (R)

)
,

ahol FX1 és fX1 az eredeti káreloszlás eloszlás- és s¶r¶ségfüggvénye. A GPD modellt
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egy megfelel®en magas u < r küszöbre illesztve x > u esetén becsülhet® F̄X1 :

F̂X1(x) =
Nu

n

(
1 + ξ̂

x− u
β̂

)−1/ξ̂

,

ahol ξ̂ és β̂ a ML-becsléssel kapott paraméterek, Nu/n pedig a minta küszöböt meg-

haladó elemeinek relatív gyakorisága, azaz a küszöbmeghaladás tapasztalati becs-

lése. A fenti képletet deriválva kaphatjuk a s¶r¶ségfüggvény becslését, így lehet®vé

válik az ár kiszámítása. Mivel az illesztett eloszlás farkának vastagsága, és így a

nagyobb károk bekövetkezésének valószín¶sége a ξ̂ becsült paraméter értékét®l függ,

így természetesen ennek magasabb értékei magasabb árakat fognak eredményezni.

Az alábbi táblázat összefoglalja különböz® küszöb-értékek választása esetén az il-

leszked® modell fontosabb tulajdonságait, r = 50, R = 200 esetén:

u P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5% .999 P

3 0.246 0.668 2.189 (0.524, 0.811) 129 0.21

4 0.167 0.720 2.632 (0.531, 0.910) 147 0.24

5 0.117 0.631 3.809 (0.413, 0.850) 122 0.19

10 0.050 0.497 6.975 (0.230, 0.764) 95 0.13

20 0.017 0.684 9.635 (0.145, 1.223) 103 0.15

3.3. táblázat. Paraméter-becslések, a 0.999-kvantilis és a számított ár különböz® küszöbök

esetén.

A 0.999-kvantilis számítása során az összehasonlíthatóság és gyakorlati szemlélet

miatt a következ®képpen jártunk el: a táblázatban szerepl® érték az illesztett GPD

1 − 1/
(

1000
(
P̂ (X > u)

))
-kvantilise, így a teljes adatsorra adja meg a 0.001 va-

lószín¶séggel túllépend® alsó határt. Ennek tapasztalati értéke 144 - ez a harmadik

legkisebb adat az összes 2167 közül. (A negyedik legnagyobb adat viszont már jóval

kisebb, csak 65.)

Láthattuk, hogy a modell paraméterei, és így az azokból számolt adatok is igen

érzékenyek a küszöb megválasztására. Egy másik ilyen tényez®, amire �gyelnünk
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kell, az adatsor legnagyobb elemeinek viselkedése. amennyiben elhagyunk vagy hoz-

záadunk kiugró értékeket, a modell alapvet®en megváltozhat. A küszöb-választásra

nézve viszonylag stabil, u = 10-es modellt 3 különböz® sokk-szcenárióban vizsgálva

a következ® eredményeket kapjuk:

sokk ξ̂ β̂ .999

alapeset 0.497 6.975 95

legnagyobb kár nélkül 0.390 7.230 77

3 legnagyobb kár nélkül 0.167 7.932 53

+1 nagy kár, 350 értékkel 0.597 6.783 117

3.4. táblázat. Becsült paraméterek és a 0.999-kvantilis különböz® sokkok esetén, u = 10.

Látható, hogy a legnagyobb károkkal manipulálva a modellben komoly változások

történnek, akár már 1-2 érték megváltoztatása esetén is. Ezért érdemes folyamato-

san nyomon követni a károk alakulását, és a használt modellt ennek megfelel®en

frissíteni.

A fenti eredmények birtokában, szeretnénk eldönteni, hogy hogyan válasszuk

meg a modellt a viszontbiztosítási réteg megfelel® díjkalkulációjához. Az els® ráné-

zésre próbált 10-es küszöbr®l kiderült, hogy valójában gyakorlati szempontból nem

túl szerencsés választás, mivel alulbecsüli a farokeloszlást, ezzel megnövelve a vi-

szontbiztosítóra háruló kockázatot. 10-nél nagyobb küszöbértékek esetén a modell

már igen kevés adatot használ, ezért instabillá válik, u = 20-nál például a 97.5%-os

kon�dencia-intervallumba beletartozik a már-már exponenciálisra hasonlító ξ = 0.15

és a végtelen várható érték¶ ξ = 1.2 eset is, így itt az eloszlás illesztésének hibája

okoz magas kockázatot. Az u = 4 esetet a magas ára miatt valószín¶leg a piaci

viszonyok zárják ki. u = 3 esetben már az adatok közel negyede a küszöb fölé esik,

így az alaptételként használt határeloszlás közelítése megkérd®jelezhet®. Mindent

összevetve az u = 5 küszöbérték t¶nik megfelel® kiindulási alapnak, esetleg a pi-

aci viszonyok �gyelembe vételével ett®l negatív irányba eltérve n®, pozitív irányba

eltérve csökken a ξ̂ értéke, és ezzel a biztosítás díja. Ezt a modellt átskálázva árazha-

tók a magasabb érték¶ viszontbiztosítási szerz®dések. A jöv®ben modell folyamatos

felülvizsgálata szükséges, különös tekintettel a legnagyobb beérkez® károkra.
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3.2. Magyarországi biztosítási adatok

3.2.1. Küszöb-választás

A nyers adatsor több mint 47,000 biztosítási ki�zetést tartalmaz 2000. és 2004.

között. Az adatokat el®ször a KSH fogyasztóiár-index alakulása alapján 2000-es

értékre indexáltuk, majd a könnyebb kezelhet®ség érdekében csak az 1,000,000 Ft

feletti értékeket tartottuk meg. Ez a levágás a modellt nem befolyásolja. Az így

kapott 2528 adat legnagyobb értékeinek viselkedését próbáljuk jellemezni. A f®bb

jellemz®k millió forintban kifejezve:

n Ê(X) D̂2 (X) min (Xi) max (Xi)

2528 3.126 61.91 1 191

3.5. táblázat. A magyarországi biztosítási adatok f®bb jellemz®i

Biztosítási környezetben a káradatok függetlenségének feltételezése általában

nem okoz problémát. Az autokovariancia-függvény alapján ez jelen esetben is így

van. Kezdetben a fentiekhez hasonlóan járunk el, a várható meghaladás ábráján

keresünk lineárishoz közelít® részt (3.3 ábra). Ennél az adatsornál az el®z®vel el-

lentétben nem a viszontbiztosító, hanem a direkt biztosító szemszögéb®l próbálunk

hasznos dolgokat meg�gyelni a károk viselkedésével kapcsolatban. Látható, hogy a

várható meghaladás ábrája a 40-es érték felett er®sen megváltozik, igen nagy szó-

ródást mutat. Észrevehet® viszont egy bizonyos vízszinteshez közeli szóródás. Az

illesztett modell paraméterei láthatók a 3.6 táblázatban, az illeszkedést ellen®rz®

QQ-plot a 3.3 ábrán.

u P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5%

40 0.0071 -0.075 42.223 (-0.571, 0.421)

3.6. táblázat. u = 40 küszöb-választás esetén illesztett modell paraméterei

Látható, hogy ez a modell er®sen instabil, a levágott adatoknak csak a 7 ezrelékét,

18 db meg�gyelést használ, és a kon�dencia-intervallum is igen nagy. Ennyi adatból
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3.3. ábra. A magyarországi biztosítási adatok id®sora(fent), a mean excess plot e(v)(lent,

balra) és a QQ-plot az illesztett eloszlás ellenében (u = 40).
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nem lehet biztonságosan becsülni a legnagyobb károkat. Az itt jelentkez® kockázat

kezelésére ekkor több lehet®ség van:

• A kockázat teljes átadása, azaz egy megfelel® (legfeljebb 40 millió Ft) alsó

határú XL viszontbiztosítási szerz®dés kötése. Ekkor az összes nagy érték¶ ki-

�zetés egy �x értékre mérsékl®dik, cserébe pedig rendszeres díjat kell �zetnünk

a viszontbiztosítónak.

• A kockázat túlbecslése, azaz ξ értékének magas megválasztása. Ekkor egy ke-

vésbé jól illeszked® modellt kapunk, ami nagy valószín¶séggel túlbecsüli a leg-

nagyobb károk mértékét és bekövetkezési valószín¶ségét, viszont ekkor kisebb

eséllyel érik a biztosítót váratlanul nagy veszteségek.

A várható kárki�zetés mindkét esetben nagyobb lesz, mint az el®ször illesztett mo-

dellnél - az els® változatban ξ megnövelt értéke miatt n® a küszöb feletti károk vár-

ható értéke, a másodikban a viszontbiztosító díjkalkulációs politikájától függ®en kell

meg�zetnünk a kockázati felárat. Viszontbiztosítás vásárlása esetén a kárfolyama-

tunk S ′ =
∑N

i=1 min (Xi, r)-re változik, ahol r a viszontbiztosítási szerz®dés határa.

Ez felírható továbbá

S ′ =
N∑
i=1

min (Xi, r)

=

N1∑
i=1

Xiχ{Xi<r} +

N2∑
j=1

r

=

N1∑
k=1

Y k +N2r

alakban, ahol N1 és N2kárszámok eloszlása az eredeti N kárszám eloszlásának

p = P (X1 < r)-el illetve 1− p-vel ritkított változatai.
Nézzük most a második esetet. Sajnos a várható meghaladás ábrája most nem

olyan segít®kész, mint a dán t¶zadatok esetén - egy lehetséges megközelítés e (u)

legnagyobb értékeinek �gyelmen kívül hagyása. Ekkor a következ® szóba jöv® küszöb-

érték u = 24 lehet az ábra alapján, így érdemes ezt a lehet®séget is megvizsgálni:
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u P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5%

24 0.0138 0.437 19.134 (-0.251, 1.125)

3.7. táblázat. u = 24 küszöb-választás esetén illesztett modell paraméterei

ξ̂ becsült értéke itt már valamelyest hihet®bb képet mutat: az illesztett eloszlás

véges várható érték¶ és szórású. A felhasznált adatok kis mennyisége (38 db) és a

várható meghaladás utolsó értékeinek �gyelmen kívül hagyása miatt a kon�dencia-

intervallum itt is igen nagy lett. Tovább haladva a dán t¶zadatoknál bejárt úton,

nézzünk meg néhány további küszöb-értéket:

u P̂ (X > u) ξ̂ β̂ 97.5% 0.999

1 1 0.752 0.633 (0.683, 0.820) 151.93

5 0.096 0.855 3.241 (0.607, 1.102) 188.95

10 0.036 0.589 9.754 (0.241, 0.937) 130.13

20 0.0154 0.234 24.266 (-0.236, 0.714) 112.93

24 0.0138 0.437 19.134 (-0.251, 1.125) 118.08

30 0.0091 -0.057 41.698 (-0,499, 0.385) 116.52

40 0.0071 -0.075 42.223 (-0.571, 0.421) 116.97

3.8. táblázat. A modell paraméterei további küszöb-értékek esetén

Meg�gyelhet®, hogy a 20-as határt az adataink nagyon kis része lépi túl: a le-

vágott adatsor alig 1.5%-a, az eredeti adatok nagyjából 8 tízezreléke. Így további

vizsgálatok tárgyául csak a 10 és annál kisebb küszöb-értékeket tartjuk meg.

3.2.2. Érzékenység

A dán adatsorhoz hasonlóan itt is szeretnénk megnézni, mennyire stabil a mo-

dell, hogyan reagál az újonnan beérkez® adatokra. A küszöb választására nézve a ξ
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3.4. ábra. Az alakparaméter(ξ) becsült értékei és a hozzá tartozó 97.5%-os kon�dencia-

intervallumok különböz® küszöb-választások esetén (balra) és az u = 5 küszöbre illesztett

modell QQ-plotja (jobbra)

alakparaméter értéke igen változó, többnyire 0.6 és 0.8 között van (3.4 ábra). Nagy-

jából 1-5 között látható egy viszonylag egyenletes érték, így a határ választására

nézve ebben az intervallumban a legstabilabb a modell. Látható továbbá, hogy ezek

a küszöb-értékek adják a legmagasabb ξ-értékeket is. u = 5 esetén a különböz®

sokk-szcenáriókban becsült értékeket tartalmazza a 3.9 táblázat:

sokk ξ̂ β̂ .999

alapeset 0.855 3.241 188.95

legnagyobb kár nélkül 0.819 3.268 167.83

3 legnagyobb kár nélkül 0.760 3.300 139.38

+1 nagy kár, 250 értékkel 0.894 3.209 212.64

3.9. táblázat. Becsült paraméterek és a 0.999-kvantilis különböz® sokkok esetén, u = 5

Ennél az adatsornál az el®z®vel ellentétben viszont az látszik, hogy a modell

kevésbé érzékeny a legnagyobb értékek változásaira, ξ̂ értéke egytizednyi határon

belül marad a sokkok hatására. Azt látjuk tehát, hogy a kevésbé jó illeszkedés,

28



nagyobb kon�dencia-intervallumokért cserébe egy jóval id®t állóbb modellt kaptunk,

ami stabilabban viselkedik a meg�gyelt farokeloszlás változásaira nézve. Ráadásul itt

a konzervativizmus jegyében ajánlott, magasabbra paraméter-értékeket produkáló u

küszöbök egybeesnek a több szempontból is legstabilabb modellekhez vezet®kkel.

A QQ-plotok alapján az is észrevehet®, hogy a legnagyobb károk jól becsülhe-

t®k a magas, u = 40 küszöb használatával illesztett modellel, viszont itt igen kevés

adatunk van, így gyakorlatilag minden újonnan beérkez®, 40 millió Ft feletti kár

esetén újra kell vizsgálni ezt a modellt. u = 5 esetben a modell jól illeszkedik a leg-

több adatra, a legnagyobbak kivételével - azokat er®sen túlbecsüli -, így amennyiben

ezeket XL viszontbiztosítás alá helyeztük, akkor ajánlott az alacsonyabb küszöb-

választás.

3.3. Összegzés

Látható, hogy a GPD modell illesztése közel sem olyan egyértelm¶, mint amilyen-

nek el®ször t¶nik. Az igazán nagy meg�gyelések kis száma és a modell legnagyobb ér-

tékekre való érzékenysége miatt megfelel® körültekintéssel, gyakorlati szempontokat

is �gyelembe véve kell eljárni a küszöb választása esetén. A modellek állandó felül-

vizsgálata szükséges, mivel akár 1-2 évnyi plusz meg�gyelés is komolyan változtathat

az illeszked® paramétereken. Hasznos lehet továbbá a különböz® modellek összeha-

sonlítása (a fenti két adatsorra vonatkozó Hill-ábra a Függelék 3.ábrán látható).

Amennyiben a függetlenségre vonatkozó feltevésünk nem megalapozott, érdemes az

összefügg® adatokat jobban kezel® GEV modellt is megvizsgálni (az elemzett adat-

sorokra vonatkozó - függetlenségi feltevésünket alátámasztó - autokovariancia-ábrák

és az extremális indexek becslései a Függelék 1. és 2. ábrán láthatóak).
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Függelék

Kon�dencia-intervallumok

A bemutatott számításokban szerepl® kon�dencia-intervallumok számolására egy

jól használható módszer a likelihood-hányados próba. θ paraméter becslése esetén a

nullhipotézis H0 : θ ∈ Θ0, az ellenhipotézis pedig H1 : θ ∈ Θ \Θ0,Θ0 ⊂ Θ. Ekkor a

likelihood-hányados statisztika:

λ (X) =
supθ∈Θ0

L (θ;X)

supθ∈Θ L (θ;X)

feltételezve, hogy X1, . . . ,Xn iid minta, és teljesülnek a regularitási feltételek. Ekkor

a nullhipotézis mellett −2 lnλ (X) ∼ χ2
ν , ν = p− q, ahol p a Θ által meghatározott

szabad paraméterek száma, q pedig a nullhipotézisben meghatározott szabad para-

méterek száma. Esetünkben (az alakparaméter ML-becslése) p = 2: (β, ξ) és q = 1:

(β). Az α szint¶ kon�dencia-intervallumokat ezután {ξ : −2 lnλ (X) ≤ c1−α} adja
meg, ahol c1−α a χ2-eloszlás (1− α)-kvantilise. Az így számított intervallum nem

mindig szimmetrikus.
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Extremális indexek és autokovariancia-ábrák

Dán t¶zkár-adatok
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3.5. ábra. A dán t¶zkár-adatokra vonatkozó függetlenségi feltevést alátámasztó autokovariancia-

ábra (balra), és az extremális index becslése (jobbra).

Magyar biztosítási adatok

0 5 10 15 20 25 30 35

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Lag

A
C

F

10 20 30 40

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

1.
1

Küszöb

E
xt

. I
nd

ex

3.6. ábra. A magyar biztosítási adatokra vonatkozó függetlenségi feltevést alátámasztó

autokovariancia-ábra (balra), és az extremális index becslése (jobbra).
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Hill-ábrák
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3.7. ábra. Egy alternatív módszer az alakparaméter becslésére: balra a dán t¶zadatokra,

jobbra a magyar biztosítási adatokra vonatkozó Hill-ábra. A felül lév® beosztás a választott

küszöböt, az alul lév® a küszöböt meghaladó meg�gyelések számát mutatja

Felhasznált szoftverek

A szakdolgozatban szerepl® számítások és ábrák az R programban készültek, az

fExtremes (Diethelm Wuertz és sokan mások, 2009) és az evd (Alec Stephenson,

Chris Ferro, 2008) csomagok felhasználásával.

A szakdolgozat LYXTEX (ver.1.6.9)-ben készült.
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