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Bevezetés

Egy bizonyos valoésziniiségi valtozd legnagyobb értékeinek elérejelzése természe-
tesen felmeriils igény a modern élet sok teriiletén. Az extrémérték-elmélet kezdeti
felhasznalési teriiletei f6leg a meteorologiai, hidrologiai elérejelzések voltak - legna-
gyobb vizszintek, hmérsékleti értékek elérejelzésére hasznaltak. A huszadik szazad
végeén ismerték fel alkalmazhatosagat pénziigyi teriileten, ahol kiilénb6z6 veszteségek
becslésére, dijkalkulaciora, tartalékolasi szdmitéasokra hasznaljak. A téma {6 attors-
inek Leonard Tippett (1902-1985), Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), és Emil
Julius Gumbel (1891-1966) szamitanak.

Jelen szakdolgozat téméja az elméleti eredmények bemutatasa, majd azok biz-
tositasi adatsorokra val6 alkalmazésa. Az elsG fejezetben bemutatom a modellekhez
felhasznalt elméleti eredményeket, hatareloszlésokat: az altalanositott extrémérték-
eloszlast és az altaldnositott Pareto-eloszlast. A mésodikban a kiilénb6z6 modellek-
kel és bizonyos jellemz6 paraméterek becslésével foglalkozom: a blokk maximumokat
hasznalé modszerrsl, a bizonyos hatart tallépd értékeket hasznalo kiiszobmeghala-
désos modszerrdl, és a Hill altal javasolt, Karamata tételén alapulé moédszerrél. Be-
mutatom két kockazati mérték: a value at risk és az expected shortfall becslésének
modjat is. Végiil a harmadik fejezetben biztositasi adatokra probalom alkalmazni az
ismertetett modszereket. Két adatsort vizsgalok meg a kiiszobmeghaladasos modszer
segitségével: az egyik a témaban klasszikusnak szamit6, a modell bemutatasara jol
hasznalhato dan tiizkarok adatai; a masik egy magyarorszagi biztositasi karkifizeté-
seket tartalmazo adatsor. A vizsgalat f6 célja a modell megfelel§ megvalasztasa lesz,
osszehasonlitom a kiilonb6z6 illesztheté modelleket és megprobalom a legmegfele-
16bbet kivalasztani, az els6 esetben viszontbiztositoi, a masodikban direkt biztositoi

szempontbol.



1. fejezet

Hatareloszlasok

1.1. Maximumok eloszlasa

Tekintsiik (X;),.y fiiggetlen, azonos eloszlasu (iid) valészintiségi valtozok soroza-
tat. Ezek lehetnek valamilyen szabalyos id6k6zonként mért adatok, pl. h6mérséklet-
vagy vizallas-értékek, pénziigyi veszteségek, biztositasi karkifizetések. Természetesen
a nyersen kapott adatok altalaban nem teljesitik az iid feltételt, gyakran valamilyen
trend figyelhetd meg, ezt az elemzés el6tt ki kell sziirni (pénziigyi adatoknal ilyen
lehet pl. az inflacio, h6mérséklet-adatoknal a periodicitas). Ez alapjan az egyetlen
adatsor alapjan szeretnénk becslést adni az X;-k kozos eloszlasanak valamilyen ma-
gas rendd kvantilisére, valamint a legnagyobb események bekovetkezésének varhato

id6pontjara.

1.1.1. Az Altalanositott szélsgérték-eloszlas
Motivacid - a centralis hatareloszlas-tétel

A GEV szerepe a maximalis értékek vizsgalata terén hasonl, mint a normalis
eloszlasé a valosziniiségi valtozok Osszegénél. Vegyiink X, Xo,... fiiggetlen, azonos
eloszlasu valoszintiségi valtozokat, véges szorassal. Jeloljiik S,-el az X7+ Xo+...+ X,
Osszeget. Ekkor a centralis hatareloszlas-tétel (CHT) szerint a normalizalt
(Sp — an)/b, valosziniiségi valtozok sorozatanak eloszlasbeli hatarértéke standard
normadlis, ha n tart a végtelenbe. A megfelel normalizalé konstansok a, = nE(X;)
és b, = /nD(X7). Forméalisan:

lim P <M < x) =d(z), v € R.
n—00 b,



Maximalis értékek, a Fisher-Tippett-Gnedenko tétel

Tekintsiik most S, helyett az M, = max(Xj, ..., X,,) maximumok sorozatat,X;
tovabbra is iid megfigyelés I kozos eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor természetesen M,
eloszlasfiiggvénye: Fy (v) = P(M, < x) = P(X; < z)" = F"(x) Tegyiik fel, hogy
a CHT-hez hasonloan M, = (M, — d,)/c, - nek létezik eloszlasbeli hatarértéke

megfelel6 c,, d,, normalizal6 sorozatok mellett. Formalisan:

lim P ((M,, —d,) /cn < x) = lim F" (c,xz + d,,) = H(z) (1.1)

n—oo n—o0

teljesiil valamilyen nem elfajult H(x) eloszlasfiiggvényre.

1.1.1. Definici6 (max-vonzasi tartomany). Amennyiben (1.1) teljesil valami-
lyen nem elfajulo H eloszldsfiggvénnyel, akkor azt mondjuk, hogy F' a H max-vonzdsi

tartomdnydban (mazimum domain of attraction, MDA ) van. Jeldlése: F € MDA(H).

1.1.2. Definici6 (GEV eloszlascsalad). A standard GEV eloszlds eloszldsfigg-

vénye:

<D (— V3
e _ P OEEN T A

exp (_e—a:) ) 5 = 07

ahol 14+ &x > 0. £ az eloszlas alakparamétere. Tovabbi két paraméter bevezetésével
kapjuk a haromparaméteres He , , := He((z—p)/0) eloszlascsaladot, o € R eltolasi-
és o > 0 skalaparaméterekkel. £ értéke szerint haromféle, kiilonb6z6 tulajdonsagok-

kal rendelkezd eloszlasrol beszélhetiink (1.1 abra):
o £ > 0 esetén Fréchet-eloszlas: végtelen tartoju, lassi lecsengési

o ¢ = () esetén Gumbel-eloszlas: végtelen tartoji, Fréchet-nél joval gyorsabban

lecsengd
o ¢ < 0 esetén Weibull-eloszlas: feliilrél korlatos tartoja.

A csalad statisztikailag fontos tulajdonsaga, hogy rogzitett x esetén £-ben folytonos,

azaz %ir%Hg(x) = Hy(z) mindkét oldalrol.
—
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1.1. &bra. A GEYV eloszlds siriségfiggvényei (balra) és eloszldsfiigguényei (jobbra). Folyto-
nos vonallal £ = —0.5 (Weibull), szaggatottal £ = 0 (Gumbel), pontozottal & = 0.5 (Fréchet)

esetben. Mindhdrom vdltozatndl p =0, o = 1.

1.1.3. Tétel (Fisher-Tippett, 1928; Gnedenko, 1941). Ha FEMDA(H) vala-
milyen nem elfajulo H eloszlasfiigguényre, akkor H sziikségszerden a GEV eloszlds-

csalddba tartozik, azaz 3§ € R, hogy H = He.

A tétel szerint csak £ értéke egyértelmitien meghatarozott; az eltolési és skalaparamé-
terek a valasztott c,,d, sorozatoktol fiiggnek. Ezek mindig megvalaszthatoak gy,

hogy a hatareloszlas standard alakban jelenjen meg, azaz = 0 és o = 1 teljestiljon.

Példak

Exponencialis eloszlas. Ha a kezdeti adataink F(z) = 1 — exp(—Az) eloszlas-
fiiggvényt exponencialis eloszlasbol szarmaznak, (A > 0, z > 0), akkor ¢, = 1/ és

d,, = Inn/\ valasztassal a maximumok hatareloszlasa kiszamolhato:

1 n
F'(cpx +dy) = (1 - = exp(—x)) , x>—lInn,
n

lim F"(c,z +d,) = exp(—e™®), z€R

n—o0

Azaz F € MDA(H,).

Pareto eloszlas. Ha a kezdeti adataink F(x) = 1—(k/(k+z))* eloszlasfiiggvényti

Pa(a, k) eloszlasbol szarmaznak, (o > 0, x > 0,z > 0), akkor ¢, = wxn'/® és
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d,, = kn'® — k valasztassal a maximumok hatareloszlasa kiszamolhato:

1 —a\"
F(epz +dy) = <1—— <1+—) ) 1+ 2>y Ve
n a o
, A x
lim F"(c,x + d,,) = exp (— <1+—) )71+—>O,
n—00 (0% «

azaz ' € MDA(H,,,).

1.1.2. Max-vonzasi tartomanyok, karakterizacio

Arra a kérdésre, hogy egy adott F eloszlashoz létezik-e He, hogy F' € M DA(Hy),
szinte az Osszes gyakorlatban hasznalt folytonos eloszlas esetén igen a valasz. Kivan-
csisdgunk targya a hatareloszlas fajtajanak meghatarozasa, azaz annak eldéntése,

hogy milyen F esetén kapunk Fréchet, Gumbel, vagy Weibull eloszlast.

Fréchet eset

¢ > 0 esetén a karakterizacidhoz sziikségiink lesz a lasst valtozasa és regularis

valtozasu fiiggvényekre.

1.1.4. Definici6 (lasst és regularis valtozasu fliggvények).

1. Egy pozitiv, (0,00)-en Lebesque-mérhetd L fiigguény lassi vdltozdsi a végte-

lenben, ha

lim L{tz)

=1, ¢t>0.
T—00 L(;(;) ’

2. Egy pozitiv, (0,00)-en Lebesgue-mérhetd h figguény requldris vdltozdsi a vég-

telenben p kitevével, ha

>

lim (tz)

=tf, t>0.
Z—$00 h(:(:) ’

Példaul, barmely végtelenben hatarértékkel rendelkezé fiiggvény lassa valtozasi,
mivel ekkor lim L (tx) = lim L (z) = b, valamint h(x) = a” reguléris valtozasu
T—00 Tr—00

barmely p # 0, t > 0 esetén, hiszen lim 2% = lim ¢# = ¢*.
z—s00 M) T—00

1.1.5. Tétel (Gnedenko, 1941). £ > 0 esetén,
F € MDA(H,) <= F(z) =1— F(z) = 2 /*L(x)

valamilyen L lassu vdltozdsi fligguényre.



Tehat a Fréchet esethez vezetd eloszlasok farka regularis valtozast, negativ in-
dexszel. Ezek az eloszlasok a legfontosabbak a pénziigyi modellezés teriiletén, mivel

lassan lecsengdk, és magasabb rendd momentumaik végtelenek.

1.1.6. Allitas. Legyen X egy nemnegativ valdszindségi vdltozd amelynek F eloszlds-
figguényére F € M DA(H,) valamilyen & > 0-ra. Ekkor E (Xk) =00, ha k > 1/¢.

Példa - Pareto eloszlas

Tehat o = 1/€ és L(z) = x*/ (1 + f)a valasztassal F' € M DA(H).
Fréchet hatareloszlast kapunk tovdbba pl. az inverz gamma, Student ¢, log-

gamma, F, és a Fréchet eloszlasok maximalis értékeinek vizsgalatakor is.

Gumbel eset

Az ebbe a csoportba tartozd eloszlasok meghatarozasa joval nehezebb, mint a
Fréchet esetben. Korabban lattuk, hogy pl. az exponencidlis eloszlas ide tartozik.
Altalanosan elmondhat6, hogy a Gumbel hatareloszlasra vezetd eloszlasok exponen-
cialis lecsengésiiek. Ezekbdl az eloszlasokbol szarmazé pozitiv valosziniségi valtozok
momentumai végesek, azaz Fy € MDA(H,) esetén E (X*) < co minden k > 0

esetén. Ide tartoznak pl. a normaélis, lognormalis, Gumbel, gamma, Y?.

Weibull eset

Feliilr6l korlatos tartoja miatt ez az eset kevésbé fontos a pénziigyi modellezés

teriiletén, mint a fentiek. A Weibull osztaly a kovetkezdképpen karakterizalhato:

1.1.7. Tétel (Gnedenko, 1941). £ < 0 esetén, xp -el jeldlve az eloszlds tartdjd-
nak jobboldali hatdrdt, azaz xp =sup{x € R: F(z) < 1}

F € MDA(Hy ) <= F(2" —a7') =1 - F(2) =27/ L(2), és 2 < 0

valamilyen L lassu vdltozdsi fligguényre.
Ide tartozik példaul a béta (igy specilis esetként az egyenletes) eloszlas is.
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1.1.3. Erdsen stacionarius iddsorok

A fliggetlenség, iid minta feltételezése gyakran til erésnek bizonyul, ezért sze-
retnénk a fenti eredményeket a pénziigyi modellezés teriiletén jol ismert erésen sta-
cionérius iddsorok esetére kiterjeszteni. Ehhez kezdetben vegyiink (X;),., erdsen
stacionarius idGsort F' stacionarius eloszlassal, és <)~Q> iid mintat ugyanabbdl az

ieN
F eloszlasbol. Legyen M,, = max (Xy,...,X,,) és M, = max (Xl, . ,Xn> rendre

az idésor és az iid minta maximuma.

A legtobb (X;),.y folyamatra megmutathato, hogy létezik egy valos 6 € (0, 1]

amivel

limP{<Mn —dn> Jen < x} = H(z)

n—oo

valamilyen nem elfajulo H(x)-re akkor és csak akkor, ha

lim P {(M, —d,) /¢, < x} = H(z).

n—oo

Ez a 0 az id6sorok elméletében extremdlis inderként ismert. Ezekre a folyamatokra
teljesiil, hogy az M, maximumoknak 1étezik eloszlasbeli hatarértéke, amennyiben a
hozza tartozo M,-nak letezik hatarértéke: tehat, ha 3¢ € R, hogy F € MDA (H).
Koénnyen lathato, hogy H, g eltolas- és skalaparaméter erejéig megegyezik He-vel, ezért
az erdsen stacionarius idésorok maximumainak hatareloszlasa szintén GEV eloszlés,
ugyanazzal a ¢ paraméterrel, mint az idésorhoz tartozoé iid mintaé; csak az eltolas-

és skalaparaméter valtozik. Elég nagy n-re az el6z6ek alapjan felirhato:

P (M, <u) =~ P’ (Mn < u> = FO(y),

tehat nagy u esetén egy 6 extremalis indexszel rendelkez6 idGsorbol szarmazo n meg-
figyelés maximumanak eloszlasa jol kozelithets nf < n darab fiiggetlen megfigyelés
maximumanak eloszlasaval.

Bar nem minden erésen stacionarius folyamatra van ilyen 6, a szamunkra jelenleg

fontos, pénziigyi modellezésben gyakran hasznalt folyamatok esetében 6 létezik:



e Fehér zaj folyamatok (iid valoszintségi valtozok) esetén 6 = 1

e ARMA folyamatokra Gauss fehér zaj esetben # = 1, amennyiben az innovacios
folyamat eloszlasa MDA (H),_,-beli, akkor § < 1

€0

e ARCH és GARCH folyamatok esetén 6 < 1.

Gyakorlatban a fenti eredmények azt jelentik, hogy erésen stacionarius id&sorok
vizsgalatakor ugyanolyan pontos becsléshez t6bb (konkrétan 1/60-szor annyi) adatra
lesz sziikséglink, mint fiiggetlen esetben. Példaul, ARCH(1) folyamatra oy = 0,9

esetén 0 = 0.612, tehat iid mintahoz képest 1.64-szer annyi adatra lesz sziikségiink.

1.2. Kiiszobmeghaladasok, altalanositott Pareto el-

oszlas

Egy masik, pénziigyi modellekben gyakrabban alkalmazott hatareloszlas az &l-

talanositott Pareto eloszlas (Generalized Pareto Distribution, GPD).

1.2.1. Definici6é (Altalanositott Pareto eloszlas (GPD)). A GPD eloszldsfiigg-

vénye:

1—(1+&x/8)7¢ €40,8>0
1—exp(—z/B) €=0,8>0

Gep(r) =

aholx >0 ha&>06s0<z<—-F/haf<O.
A GPD eloszlasoknal is 3 esetet kiilonboztetiink meg (1.2 dbra):
o ¢ < 0 esetén Pareto 11, egy feliilr6l korlatos tartdju eloszlas,
e &£ =0 esetén a jol ismert exponencialis eloszlas,
e ¢ > 0 esetén Pareto eloszlas, a = 1/¢ és k = /¢ paraméterekkel.

Az extrémérték-eloszlashoz hasonloan a GPD is £-ben folytonos, és k-adik momen-
tuma k > 1/ > 0 esetén végtelen. Varhato értéke £ < 1 esetén E(X) = /(1 —=&).
A max-vonzasi tartoméanyokndal targyalt karakterizacios tételekbdl (1.1.5 és 1.1.7
tétel) kovetkezik, hogy Geg € MDA (Hy).

A kiiszobmeghaladasos modellben fontos szerepet fog jatszani a minta egy bizo-

nyos értéket meghalado elemeinek eloszlésa.
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1.2. dbra. Az dltaldnositott Pareto-eloszlds eloszlds siriségfiigguényei (balra) és eloszlds-
fiiggvényei (jobbra). Folytonos vonallal £ = —0.5 (Pareto II), szaggatottal £ = 0 (exponen-
cidlis), pontozottal & = 0.5 (Pareto) esetben. Mindhdrom vdltozatndl B = 1.

1.2.2. Definici6é (a meghaladas feltételes eloszlasa). Adott X valdsziniségi vdl-
tozo F eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor X-nek az u kiisz6b meghaladdsa esetén a megha-
ladds feltételes eloszlasa:

F(x+4u)—F(u)

F,(z)=P(X—u<z|X >u)= 1= F(u)

Ahol 0 <z < xp —u, €s xp < 00 jeloli az eloszlds jobboldali végpontjdt.

1.2.3. Definici6 (Varhat6 meghaladas fiiggvény). Egy véges vdrhato értéki X

valdszintségi vdltozd vdarhato meghaladdst fligguénye:
e(u)=E(X —u|X >u).

F,-t gyakran maradék élet fiiggvénynek is nevezik, mivel azt adja meg, hogy
egy eddig u ideig m(ik6d6 komponens mekkora eséllyel hibasodik meg az (u,u + z)
idGintervallumban. e (u) pedig az u ideig miik6dd komponens u id6pont utan var-
hato élettartamat hatarozza meg. Altalanositott Pareto eloszlas esetén ezek kénnyen

kiszdmolhatok:

e ¢ = 0 esetben az exponenciilis eloszlas 6rokifju tulajdonsaga miatt F, () =
F(z),



e Altalaban, legyen F = G g, B (u) = 8 + &u. Ekkor

—1/¢ —1/¢
§x+&u fu
Flatw—-Fa —(1+5%)  +(1+%)
1—F(u) (1 N £_u>—1/£

(1 4 Gotéu ) —-1/¢ (fx-i—fu—i—ﬁ ) -1/
B B

S -1
cu Eutp

1+ 3 3

cxteutp\ —L/¢ —1/¢
5 fx
=1—- [ ——— =1—(1+ = G¢ s(u

F,(x) =

ahol 0 <u<oohal>06és0<zx<—(5/§) —uha&<0,és

e(u) = W) _ BHE&u
=& 1-¢
Hasonloan belathato, hogy v > u esetén F,(x) = G¢ grew—u) és e(v) = 1’% + 51—75;.

e(v) linearitasa a modellezésben alapvet6 jelentGségii karakterizaciojat adja a GPD-
nek.

A kovetkez6 tétel kapcesolatot teremt a korabban targyalt GEV eloszlas és a GPD
kozott:

1.2.4. Tétel (Pickands, 1975; Balkema-de Haan, 1974). Akkor és csak akkor

létezik olyan mérhetd p (u) fliggvény, amire

lim sup |Fy (x) — Ge gy ()| =0,

U=ZR O<z<zp—u

ha F'e MDA (H¢), valamilyen £ € R esetén.

A tétel szerint tehat az u kiisz6b névelésével minden M DA (He)-beli eloszlas farok-
eloszldasa GPD-hez konvergal, rdadasul a GPD £ paramétere ugyanaz, mint a GEV

esetben.



2. fejezet

Extrémérték - modellek

2.1. Blokk maximumok modszere

Tegyiik fel, hogy adott egy ismeretlen F' eloszldsbol szarmaz6 minta. ElGszor a
GEV eloszlas segitségével szeretnénk valamilyen elérejelzést adni a jovében varhato
maximalis érték(ek)re. Ilyen eset el6fordulhat pl. folyamszabalyozasi terveknél (mek-
kora az a vizszint, aminél bizonyos valoszintséggel nem lesz nagyobb a kovetkezd
id6szakban). Feltessziik, hogy F' € MDA (H¢), és hogy a mintank vagy fiiggetlen,
azonos eloszlast, vagy egy extremalis indexszel rendelkezd folyamatbol szarmazik.
Ekkor elég nagy n-re az n elem minta maximuma M,,, és ennek hatareloszlasa egy
hdromparaméteres GEV eloszlas, He,,. A gyakorlatban gy tekintjiik, hogy M,
eloszlasa mar pontosan GEV eloszlas.

Természetesen az eloszlas illesztéséhez tobb ilyen n méretti adatsorra van sziik-
ségiink, igy az Osszes adatot felosztjuk m darab, n méret blokkra. A gyakorlatban
ezek a blokkok altalaban valamilyen jol kezelhetd, természetes felosztéast jelentenek,
példaul napi adatok esetén negyedéves, féléves, vagy éves bontast hasznélhatunk.
A kapott m darab maximumra illesztjiik a GEV eloszlast. A j-edik maximumot
M, j-vel jelolve, kapjuk az M, ... M, mintat. Erre a GEV eloszlas illesztése pl.
maximum likelihood, vagy momentum modszerrel torténhet. A blokk méretét, n-et
lehet6leg minél nagyobbra szeretnénk valasztani, egyrészt hogy a maximum megfi-
gyelések fliggetlennek tekinthetk legyenek (maximum likelihood modszernél), méas-
részt hogy az (1.1) egyenlet alapjan a hatareloszlast jol lehessen becsiilni. Masrészt
viszont, a blokkok szamat, m-et is megfelelGen nagynak kell valasztani, hogy az
eloszlas illesztésénél minél kisebb hibat kapjunk. Megjegyzendd még, hogy nem fiig-
getlen adatoknal nagyobb n érték sziikséges (azonos pontossagu becsléshez n/6 )

mint iid esetben.
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he 0-val jelolve a GEV eloszlas stirtiségfiiggvényét, a log-likelihood fiiggvény az

alabbi modon irhato fel:

l (57 u, o, Mnla s >Mnm) = Z In h{,u,a (an)
=1
1\ « M,,; —
=—mlno — (1+—) Zln (lJrfLM) -
5 =1 o
= an - 1
()
=1 o

amiaoc >0, 1+&(M,—p)/o>0: i=1,...,m feltételek mellett maximaliza-
land6. A kapott ML becslés létezik, raadasul aszimptotikusan hatasos és konzisztens,

ha & > —%, tehat teljesiil a kovetkezs (Smith, 1985):

ﬂ<§n—s>i}N[&< 1+8* 80+¢) )
b= BU+E) 268°(1+8)

A modell hasznalataval két jelentGs kérdésre adhatunk valaszt:

1. Adott méretii maximadlis érték varhatoéan milyen gyakran kovetkezik be (a
visszatérési id6 probléméaja)?
H-val jelolve a megfelels GEV eloszlast, az {M,, > u} esemény visszatérési
ideje k. =1/ (1 — H (u)).
Ez azt jelenti, hogy varhatoéan k,, , darab, n méretd blokkbdl egy lesz, ahol a

maximum meghaladja u-t. Becslése:
=1/ (1= Hep ().

2. Adott idGintervallumban mekkora a legnagyobb érték, ami varhatéan bekovet-
kezik (a visszatérési szint probléméaja)?
H-val jelolve a megfelel6 GEV eloszlast, a k id6 alatt varhatoéan bekovetkezs
legnagyobb érték ry, , = qi1_1/x (H), azaz a H eloszlas (1 — 1/k)-kvantilise. Je-
lentése: az az érték, amelyet atlagosan minden £ darab, n mérett blokk esetén

egyszer lépiink tul. Becslése:
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Vegyiik észre, hogy a definiciok szerint 7,4, , = u.

2.2. Kiiszobmeghaladasok

A GEV modell hatranya, hogy minden blokkbol csak egy maximalis értékkel
dolgozik, igy a rendelkezésre 4ll6 adatoknak csak nagyon kis részét hasznalja. Egy
méasik modell, a kiiszobmeghaladasok modellje minden olyan adatot extremalisnak
tekint, és felhasznal az eloszlas-illesztés soran, amelyek meghaladnak egy bizonyos
kiiszobértéket. Ez pl. viszontbiztositasi szerzédések arazésakor lehet fontos. Ezért
ez a modell a pénziigyi modellezés teriiletén jobban hasznélhaté - mashol az Gssze-
fiiggGségek és esetleges periddusok kisziirése miatt a GEV modell alkalmazasa is
elterjedt.

2.2.1. GPD modell

Adott tehat Xy, ..., X,, mintank egy ismeretlen F' eloszlasbol. Az alabbi feltéte-

lezésekkel éliink:
e '€ MDA (H¢) valamilyen £ € R-re

o Megfelelen nagy u kiiszob valasztasa esetén F), (r) = Geg(z) valamilyen
£ > 0-val.

A mintank u-t meghalado6 értékeit jeloljiik Xi,... ,XNU—Val, ahol N, a kiiszobmeg-
haladasok szdma. Legyen Y; = X'j —u a kiiszobmeghaladésok értéke. A GPD modell

illesztéséhez maximum likelihood moédszert hasznalunk, a log-likelihood fiiggvény:

Ny,
l(f?ﬁ?n?“'7YNu) = Zlng£,5 (Yj)
j=1
Ny
= —N,Inj — (1+%> > In (1+§%> :
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amia >0, 1+&Y;/6>0: j=1,..., N, feltételek mellett maximalizdlando. A
kapott ML becslés Géﬁ.

A kiiszob megfelels megvalasztasahoz a korabban targyalt varhaté meghaladas
fiiggvényt hivjuk segitségiil. Lattuk, hogy v > wu esetén e (v) v-ben lineéris. En-
nek alapjan, empirikus modszerrel hatarozzuk meg u értékét. Sziikségiink lesz e (v)

becslésére: "
Zi:l (X'L - U) X{Xi>v}

Z?:l X{X;>v}

en (V) =

Ennek segitségével abrazolhatjuk az {(X;,, e, (X;,))} pontokat, ahol X, a
rendezett minta i-edik eleme. Amennyiben az adatainkra illeszkedik a GPD modell,
ez a fiiggvény magasabb X, értékek utdn kozel linedrissa valik. NovekedS trend
& > 0, kozel vizszintes fiiggvény & = 0, a csokkenés pedig & < 0 értékeket jelez.
Erdemes az utols6 néhany pontot figyelmen kiviil hagyni, mivel ott mar kis szamu,
nagy értékd adatok atlagos értékét vessziik, és gyakran ezek az értékek kozel sem
linearisan helyezkednek el. A kiiszébot a lineéris trend elejénél hatarozzuk meg. A
paraméterek becslésére lehetséges modszer itt is a maximum likelihood becslés, ekkor
a GPD striségfiiggvényét ge s-val, a kiiszobmeghaladas mértékét Y; = X; — u -val
jelolve, a log-likelihood fliggvényt:

Nu
LB Yr....Yn) = Inges(V))
j=1

1) Y;
:—Nuln6—<1+—> ln(l—i-f—j),
g) 2
af >0 14&;/8>0,j=1,...,N, feltételek mellett maximalizalva kapjuk a

paraméterek é , B becslését.
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2.2.2. Farokeloszlasok és kockazati mértékek becslése

A GPD modell egyik fontos felhasznélasi teriilete a kockazatelemzésben a kiilon-

b6z6 kockazati mértékek (value at risk, expected shortfall) becslése. Ehhez el6szor

szitkségiink lesz a kezdeti F' eloszlasfiiggvény farokeloszlasdnak meghatarozasara.

T > u esetén:

Flz)=1-F(z)=P(X >u)P(X >z|X >u)
= F(u)

P
— z—u) V¢
:F(u)(1+§ 3 ) :

(X —u>z—u|X >u)

Innen invertalva kaphatjuk az a-kvantilist, azaz VaR,-t. a > F(u) esetén:

()5((T))

& < 1 esetén ebbdl tovabb szamolhaté az ES:

tovabba a kettd hanyadosanak hatarértéke:

. ES. 1-97", 1>£>0
lim = .
a—1VaR,, 1 £<0

(2.1)

Lathato, hogy a VaR és az ES becsléséhez sziikségiink van egyrészt az illesz-

tett modell paramétereire, masrészt F(u) becslésére. Ez utobbi legegyszertibben a
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tapasztalati N, /n becslésbdl adodik, amennyiben elég sok adatunk van a kiiszob

felett. (2.1) alapjan viszont egy jobb becslést reméliink « > u esetben:(Smith, 1987)

. -1/¢
F(x):& (1+§Ax5u)

n

Ezutan VaR, és ES, becslése az illesztett paraméterek, és a becsiilt farokeloszlas

behelyettesitésével torténik.

2.2.3. Viszontbiztositasi szerzddés arazasa

Ebben az esetben egy magas Osszegre szolo viszontbiztositasi réteget szeretnék
arazni, a rendelkezésiinkre all6, multbeli biztositasi adatok alapjan. A szerzdédés
szerint, adott r és R also és felsG hatarok, és az Y-al jelolt kifizetés a kovetkezSképpen

alakul(X-el jelolve az Osszes karkifizetést):

0, X<r
Y=¢X-r, r<X<R
R—r, R<X

Két kérdés vetsdik fel:

e Arazas: adott r és R hatarok, és maltbeli adatok mellett mi lesz az ara ennek

a rétegnek?

e Hatarok megvalasztasa: hogyan hatarozzuk meg az alsé r hatart, hogy a karok

viszontbiztositohoz keriilésének valoszintsége legfeljebb p legyen?

Arazasi probléma. A viszontbiztosito teljes kifizetése: S = Zi]\ilYi, ahol az
Y, kdrnagysag és az N karszam egy valoszintiségi valtozo. A népszertd dijkalku-
lacios elvek &ltaldban Z momentumainak kiszamoladsan, megbecslésén alapulnak.
Példaul a szordsnégyzet elvnél Pr = FE(Z) + kD?(Z). Kénnyen lathato, hogy
E(Z) = E(N)E (Y1). N eloszlasanak meghatarozasara léteznek egyéb karszam
modellek, Y; eloszlasat, és ennek segitségével momentumait pedig a kiiszObmeg-

haladasos modellel becsiilhetjiik.
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Hatarok. Adott p esetén a feladat r megvalasztasa agy, hogy P(Z >0) < p
teljesiiljon, azaz a biztositasi idészakban p-nél kisebb valoszintiséggel torténjen a vi-
szontbiztositohoz keriil karesemény. Ez az eredeti Fx eloszlas (1 — p)-kvantilisének

becslésére vezet.

2.3. A Hill-mo6dszer

A ¢ alakparaméter a becsléseink f6 célpontja, mivel ez hatarozza meg az eloszlas
farokvastagsigat, az extrém értékek elGfordulasanak valoszintségét. A Hill-modszer

egy alternativ lehet&ség & becslésére.

2.3.1. Tétel (Karamata). Legyen L lassi vdltozdsi, [xg, 00)-ben lokdlisan korldtos

valamilyen xq > 0-ra. Ekkor

1. k> —1 esetén f;o t°L(t) dt ~ %ﬂx”“[z (x), amennyiben x — o0

2. k< —1esetén [“t"L(t)dt ~ ——=52""' L (x), amennyiben x — co.

Feltételezziik, hogy az eredeti eloszlas I € M DA (He) valamilyen > 0 értékre,
azaz az 1.1.5 tétel szerint F (z) = L (x) 2~'/¢, ahol L egy lasst véltozast fiiggvény
(1.1.4 definicio). Célunk « := 1/ értékének meghatarozasa, az adott Xi,..., X,
megfigyelés alapjan. Amennyiben egy X valoszintiségi valtozo eloszlasa az 1.1.5 tétel

szerinti, akkor felirhatjuk a varhat6é meghaladas fiiggvényét In X-re:

¢ (lnu)=FE(InX —Inu| InX >Inu)

oo

1
:F<u>u/(ln:c—lnu)dF(m)
1 [P i
- F u)u/ x 4

- ! z) 2z~ @) dy
F(u)/L( ) dx.

u

Elég nagy u esetén L (x) konstansként kiemelhets az integralbol (z > ). Karamata

tétele alapjan, amennyiben v — oo:
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e’ (Inu) ~ %;;@_l =a

igy lim, oo ae* (Inu) = 1.

Ezt a tulajdonsagot felhasznalva, kiszamoljuk a sorba rendezett tapasztalati értékek

A

logaritmusabol a varhaté meghaladas abrajat, e (In Xj,,) - kat. Ekkor &1 =@

becslése:

k —1
1
alh) — <E > X, - 1nX,m> 2<k<n.

j=1

Ennek k ellenében torténd abrazolasédval kapjuk a Hill-abrat, amin olyan stabil

részt keresiink, ahol a becsiilt paraméterek hasonlok a kiilonbo6z6 k értékek esetén.
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3. fejezet
Adatelemzés

Ebben a fejezetben két adatsorral fogok foglalkozni. Az egyik a téméban klasszi-
kusnak szamité dan tiizkarok idGsora, a méasik pedig egy 2000.-2004. kézotti, ma-
gyarorszagi biztositasi kifizetéseket tartalmazo adatsor. A fent targyalt kiiszObmeg-
haladasos GPD modell alapjan probalok majd kovetkeztetéseket levonni, valamint
paramétereket becsiilni. Ezek alapjan a paraméterek alapjan illesztett modellek ké-
s6bb akar XL viszontbiztositasi szerz6dések arazasahoz, akidr nagy karok tartaléka-
nak szamitasahoz, akar a Basel IT kovetelményrendszerhez hasznalhatoé VaR és ES

becsléséhez hasznalhatok.

3.1. Dan tiizkarok

3.1.1. Kiiszob-valasztas

Az adatsor 1980. januar 1.-1990 december 31. kozott bekdvetkezett 1 millié dan
korona feletti 6sszegl karokat tartalmazza, a teljes karnagysagot 1985.-re indexalva,
milli6 koronaban. Osszesen 2167 adat, minimalis érték 1, maximalis érték 263.25,
atlag 3.38. A becsiilt e, (v) fiiggvényt vizsgalva probalunk megfelels kiiszob-értéket
keresni. Bz itt az egész adatsoron kozel linedrisnak tiinik, talan a 10-es kiiszobnél
van benne egy torés, ezért valasszuk u-nak ezt az értéket. Fzt a kiisz0bot az Osszes
5%-a, 109 adat lépi tal. A pozitiv meredekség miatt & > 0 lesz a modellben, az ML
becslések értékére f = 0.497 és B = 6.975 adodott, a standard hibék rendre 0.14 és
1.1. Az adatok id@sora, e, (v), és az illesztett eloszlas ellendrzésére szolgalo QQ-plot

lathato a 3.1 4bran.
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3.1. abra. A ddn tidzadatok idésora(fent), a mean excess plot e(v)(lent, balra) és a QQ-plot

az illesztett eloszlds ellenében (u=10).

Az illesztett eloszlas egy igen lassu lecsengésii, vastagfarkd, kozel végtelen ma-

sodik momentummal rendelkezd GPD. A varhaté meghaladas abrajat jobban meg-

vizsgalva lathatjuk, hogy nem csak a 10 johet szoba, mint lehetséges kiiszob, a 20-as

értéknél is van egy kis hullam”, valamint akar az egész abrara rafoghato, hogy kozel

linearis képet mutat. Az is észrevehetd, hogy a QQ-plot a 20-as érték felett kissé

mintha ,lefelé hajl¢” tendenciat mutatna a referencia-egyeneshez képest. A kiilon-

b6z6 kiiszobok esetén illesztett modellekbdl persze kiillonb6z6 paraméter-becsléseket

kapunk, valamint egy modellen beliil is kiszamolhatjuk megnovelt kiiszob esetén az
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értékeket. Az optimalis kiisz6b megvalasztasahoz tobb szempontot is figyelembe kell
venniink: a modellnek a kiisz6b emelésére valé érzékenységét, a rendelkezésre allo
adatok mennyiségét, valamint iizleti szempontokat.

Nézziik meg, mit kapunk v = 1 és u = 20 esetben (utols6 oszlopban a {-re

vonatkoz6 97,5%-os konfidencia-intervallum):

~ A ~

u | P(X>u)| & 64 97.5%

1 0.186 | 2.578 | (0.154,0.219)
10 0.05 0.497 | 6.975 | (0.230,0.764)
20| 0017 | 0.684|9.635 | (0.145,1.223)

3.1. tadblazat. Kiilonbézé kiisz6b-értékek esetén illesztett modellek

A harmadik valtozatnél mar csak 36 adatra illesztettiik a GPD-t, igy viszonylag
nagy standard hibat mutat a becslés (ez a konfidencia-intervallumokbol jol latszik).
Tudjuk, hogy v > u esetén F,(x) = G¢prew—u), igy olyan kiiszobot szeretnénk
valasztani, ami felett a & paraméter értéke kozel allando. A 3.2 abran latszik, hogy
ez nagyjabol a 7 és 15 kozé esd értékeknél teljesiil, tehat azt mondhatjuk, hogy a
modell ebben az intervallumban a legmegbizhatobb.

Természetesen az eloszlas jobb illeszkedése miatt szeretnénk minél alacsonyabb
kiisz6bot valasztani. A 7-9 koriili értékek viszont a legkisebb £ értékeket eredménye-
zik, igy biztositasi szempontbol nem til szerencsés a hasznalatuk, mivel alulbecsiilik
a farokeloszlést, és ezzel a varhato veszteséget. Ezért gyakorlati megfontolasbol in-
kabb egy kisebb kiisz6bot szeretnénk alkalmazni, igy igaz, hogy a modell nem lesz
olyan pontosan illeszkedd, de eleget tesz a konzervativ arazas kovetelményének, és
nagyobb biztonsagot ad a viszontbiztositonak. Ilyen kiiszéb lehet pl. az v = 4 va-

lasztas. Ekkor az MI-becslés eredményei:

~

[{X: X >u}|| P(X >u) 97.5%
362 0.167 0.72 | 2.63 | (0.531 , 0.91)

>

=3

3.2. tablazat. u = 4 kiiszobre illesztett modell
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3.2. dbra. Az alakparaméter(§) becsiilt értékei és a hozzd tartozé 97.5%-os konfidencia-
intervallumok kilonbozé kiiszob-vdlasztasok esetén (balra) és az u = 4 kiiszobre illesztett

modell QQ-plotja (jobbra)

Innen, és a QQ-plot alapjan is latszik, hogy ez a modell tulbecsiili a farokeloszlést,

igy a varhato veszteséget is, és egy biztonsigosabb dijszabéast eredményez.

3.1.2. Kvantilisek, dijkalkulaci6, érzékenység

A viszontbiztositasi réteg hatarainak meghatarozasakor fontos szerepet jatszik
egy kar viszontbiztositohoz keriilésének valoszintisége, azaz az illesztett eloszlas va-
lamilyen magas rendi kvantilise. Ez adja meg azt az als6 hatart, amit varhatéan csak
egy megadott kis valoszintiséggel halad meg egy kar értéke. GPD esetén a p-kvantilis
értéke: u + (/€ ((1 —p) - 1).

A viszontbiztositasi termék arazasahoz alapvetden a két oldalrol levagott bizto-
sitasi kifizetések varhato értékét vizsgaljuk, mivel ez donts szerepet jatszik a kiilon-

b6z6 dijelvekben. Ekkor egy [r, R] viszontbiztositasi réteg ara:

P=EW) = [ (=) fx () ot (R=1) (Fx, (B).

ahol Flx, és fx, az eredeti kareloszlas eloszlas- és siriségfiiggvénye. A GPD modellt
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egy megfeleléen magas u < r kiiszobre illesztve x > u esetén becsiilhets Fi,:

= N, T — U -1/
Pafe) = 3 (1+6552)

ahol f és B a ML-becsléssel kapott paraméterek, N, /n pedig a minta kiiszobot meg-
halad6 elemeinek relativ gyakorisaga, azaz a kiiszobmeghaladas tapasztalati becs-
lése. A fenti képletet derivalva kaphatjuk a strtségfiiggvény becslését, igy lehetGvé
valik az ar kiszamitasa. Mivel az illesztett eloszlas farkanak vastagsaga, és igy a
nagyobb karok bekovetkezésének valoszintisége a é becsiilt paraméter értékétsl fiigg,
igy természetesen ennek magasabb értékei magasabb arakat fognak eredményezni.
Az alabbi tablazat Osszefoglalja kiilonboz6 kiiszob-értékek valasztasa esetén az il-

leszked6 modell fontosabb tulajdonsagait, r = 50, R = 200 esetén:

~ ~ ~

u | P(X>u)| € B 97.5% 999 | P
3| 0246 | 0.668 | 2.189 | (0.524, 0.811) | 129 | 0.21
4| 0167 | 0.720 | 2.632 | (0.531, 0.910) | 147 | 0.24
5 0117 | 0.631 | 3.809 | (0.413, 0.850) | 122 | 0.19
( )
( )

10 0.050 0.497 | 6.975 | (0.230, 0.764 95 | 0.13
20 0.017 0.684 | 9.635 | (0.145, 1.223) | 103 | 0.15

3.3. tablazat. Paraméter-becslések, a 0.999-kvaniilis és a szdmilott dr kilonbozd kiszobok

esetén.

A 0.999-kvantilis szamitasa soran az 0sszehasonlithatosag és gyakorlati szemlélet
miatt a kévetkezSképpen jartunk el: a tablazatban szerepls érték az illesztett GPD
1-1/ <1000 (]5 (X > u)))—kvantilise, igy a teljes adatsorra adja meg a 0.001 va-
loszintiséggel tullépendd alsd hatart. Ennek tapasztalati értéke 144 - ez a harmadik
legkisebb adat az Osszes 2167 koziil. (A negyedik legnagyobb adat viszont mar joval
kisebb, csak 65.)

Lathattuk, hogy a modell paraméterei, és igy az azokbdl szamolt adatok is igen

érzékenyek a kiiszob megvalasztasara. Egy mésik ilyen tényez6, amire figyelniink
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kell, az adatsor legnagyobb elemeinek viselkedése. amennyiben elhagyunk vagy hoz-
zdadunk kiugro értékeket, a modell alapvetGen megvéltozhat. A kiiszob-véalasztasra
nézve viszonylag stabil, u = 10-es modellt 3 kiilonb6z8 sokk-szcendrioban vizsgalva

a kovetkez6 eredményeket kapjuk:

~ ~

sokk £ 15} 999

alapeset 0.497 | 6.975 | 95
legnagyobb kar nélkiil 0.390 | 7.230 | 77

3 legnagyobb kar nélkiil | 0.167 | 7.932 | 53
+1 nagy kar, 350 értékkel | 0.597 | 6.783 | 117

3.4. tablazat. Becsilt paraméterek és a 0.999-kvantilis kiillonbozé sokkok esetén, u = 10.

Lathato, hogy a legnagyobb karokkal manipulalva a modellben komoly valtozasok
torténnek, akar mar 1-2 érték megvaltoztatésa esetén is. Ezért érdemes folyamato-
san nyomon kovetni a karok alakulasit, és a hasznalt modellt ennek megfelelGen
frissiteni.

A fenti eredmények birtokdban, szeretnénk eldénteni, hogy hogyan valasszuk
zésre probalt 10-es kiiszobrdél kideriilt, hogy val6jaban gyakorlati szempontbdl nem
til szerencsés valasztés, mivel alulbecsiili a farokeloszlast, ezzel megnovelve a vi-
szontbiztositora haruld kockazatot. 10-nél nagyobb kiiszobértékek esetén a modell
mar igen kevés adatot hasznal, ezért instabilla valik, v = 20-nél példaul a 97.5%-os
konfidencia-intervallumba beletartozik a mar-méar exponenciélisra hasonlité & = 0.15
és a végtelen varhato értékid € = 1.2 eset is, igy itt az eloszlas illesztésének hibaja
okoz magas kockézatot. Az u = 4 esetet a magas ara miatt valdszintileg a piaci
viszonyok zarjak ki. u = 3 esetben mar az adatok kozel negyede a kiiszob folé esik,
igy az alaptételként hasznalt hatareloszlas kozelitése megkérdGjelezhets. Mindent
Osszevetve az u = b kiiszobérték tiinik megfelels kiindulasi alapnak, esetleg a pi-
aci viszonyok figyelembe vételével ettdl negativ irdnyba eltérve né, pozitiv irdnyba
eltérve csokken a f értéke, és ezzel a biztositas dija. Ezt a modellt atskaldzva arazha-
tok a magasabb értéki viszontbiztositasi szerzédések. A jovében modell folyamatos

feliilvizsgalata sziikséges, kiilonos tekintettel a legnagyobb beérkez6 karokra.
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3.2. Magyarorszagi biztositasi adatok

3.2.1. Kiszob-valasztas

A nyers adatsor tébb mint 47,000 biztositasi kifizetést tartalmaz 2000. és 2004.
kozott. Az adatokat elGszor a KSH fogyasztoidr-index alakulésa alapjan 2000-es
értékre indexaltuk, majd a konnyebb kezelhetGség érdekében csak az 1,000,000 Ft
feletti értékeket tartottuk meg. Ez a levagas a modellt nem befolyasolja. Az igy
kapott 2528 adat legnagyobb értékeinek viselkedését probaljuk jellemezni. A f6bb

jellemz&k millié forintban kifejezve:

n | E(X) | D*(X) | min(X;) | max (X;)
2528 | 3.126 | 61.91 1 191

3.5b. tablazat. A magyarorszdgi biztositdsi adatok f6bb jellemzdi

Biztositasi kornyezetben a karadatok fiiggetlenségének feltételezése altalaban
nem okoz problémat. Az autokovariancia-fiiggvény alapjan ez jelen esetben is igy
van. Kezdetben a fentiekhez hasonléan jarunk el, a varhaté6 meghaladas abrajan
keresiink linearishoz kozelit6 részt (3.3 abra). Ennél az adatsornal az el6zével el-
lentétben nem a viszontbiztosito, hanem a direkt biztosité szemszégébdl probalunk
hasznos dolgokat megfigyelni a karok viselkedésével kapcsolatban. Lathato, hogy a
varhaté meghaladas abraja a 40-es érték felett erGsen megvaltozik, igen nagy szo-
rodast mutat. Eszrevehetd viszont egy bizonyos vizszinteshez kozeli szorodas. Az
illesztett modell paraméterei lathatok a 3.6 tablazatban, az illeszkedést ellenérzé
QQ-plot a 3.3 dbran.

~ ~ ~

u | P(X >u) 13 64 97.5%
10| 00071 | -0.075 | 42.223 | (-0.571, 0.421)

3.6. tablazat. u = 40 kiiszo0b-vdlasztds esetén illesztett modell paraméterei

Lathato, hogy ez a modell erésen instabil, a levagott adatoknak csak a 7 ezrelékét,

18 db megfigyelést hasznal, és a konfidencia-intervallum is igen nagy. Ennyi adatbol
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3.3. abra. A magyarorszdgi biztositdsi adatok iddsora(fent), a mean excess plot e(v)(lent,

balra) és a QQ-plot az illesztett eloszlds ellenében (u = 40).
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nem lehet biztonsidgosan becsiilni a legnagyobb karokat. Az itt jelentkez6 kockazat

kezelésére ekkor tobb lehet&ség van:

e A kockazat teljes atadésa, azaz egy megfelel§ (legfeljebb 40 millio Ft) also
hatara XL viszontbiztositasi szerzddés kotése. Ekkor az Osszes nagy értékd ki-
fizetés egy fix értékre mérséklodik, cserébe pedig rendszeres dijat kell fizetniink

a viszontbiztositonak.

e A kockézat tulbecslése, azaz £ értékének magas megvalasztasa. Ekkor egy ke-
vésbé jol illeszkedd modellt kapunk, ami nagy valoszintiséggel tilbecsiili a leg-
nagyobb kidrok mértékét és bekovetkezési valoszintiségét, viszont ekkor kisebb

eséllyel érik a biztositot varatlanul nagy veszteségek.

A varhato karkifizetés mindkét esetben nagyobb lesz, mint az elGszor illesztett mo-
dellnél - az els6 valtozatban £ megnovelt értéke miatt né a kiiszob feletti karok vér-
hato értéke, a masodikban a viszontbiztosito dijkalkulécios politikdjatol fiiggden kell
megfizetniink a kockazati felarat. Viszontbiztositas vasarlasa esetén a karfolyama-

Ez felirhato tovabba

N . , . . - sp 2 2 2 72 2
tunk S’ =) ._, min (X;, r)-re valtozik, ahol r a viszontbiztositéasi szerzédés hatara.

N
S = Zmin (Xi,7)
1;11 o
= ZXiX{XiQ”} + Z r
i—1 j=1

Ny
= Z Yk + NQT
k=1

alakban, ahol N; és Nokarszamok eloszlasa az eredeti N karszam eloszlasanak
p = P (X, <r)-elilletve 1 — p-vel ritkitott valtozatai.

Nézziik most a méasodik esetet. Sajnos a varhaté meghaladas abraja most nem
olyan segitékész, mint a dan tiizadatok esetén - egy lehetséges megkozelités e (u)
legnagyobb értékeinek figyelmen kiviil hagyasa. Ekkor a kovetkez§ szoba, jové kiiszob-

érték u = 24 lehet az abra alapjan, igy érdemes ezt a lehetGséget is megvizsgalni:
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~ ~ ~

u | P(X>u)| ¢ 64 97.5%
24 0.0138 0.437 | 19.134 | (-0.251, 1.125)

3.7. tablazat. u = 24 kiiszob-vdlasztds esetén illesztett modell paraméterei

é becsiilt értéke itt mar valamelyest hihetébb képet mutat: az illesztett eloszlas
véges varhato értéki és szorasiu. A felhasznélt adatok kis mennyisége (38 db) és a
varhaté meghaladas utolso értékeinek figyelmen kiviil hagyasa miatt a konfidencia-
intervallum itt is igen nagy lett. Tovibb haladva a dan tizadatoknal bejart tton,

nézziink meg néhany tovabbi kiiszob-értéket:

~ ~ ~

u | P(X>u) | € 3 97.5% 0.999
1 0.752 | 0.633 | (0.683, 0.820) | 151.93
5| 0.006 | 0.855 | 3.241 | (0.607, 1.102) | 188.95
10| 0.036 | 0.589 | 9.754 | (0.241, 0.937) | 130.13

20 0.0154 0.234 | 24.266 | (-0.236, 0.714) | 112.93
24 0.0138 0.437 | 19.134 | (-0.251, 1.125) | 118.08
30 0.0091 -0.057 | 41.698 | (-0,499, 0.385) | 116.52
40 0.0071 -0.075 | 42.223 | (-0.571, 0.421) | 116.97

3.8. tablazat. A modell paraméterei tovdbbi kiiszob-értékek esetén

Megfigyelhetd, hogy a 20-as hatart az adataink nagyon kis része lépi tul: a le-
vagott adatsor alig 1.5%-a, az eredeti adatok nagyjabol 8 tizezreléke. Igy tovabbi

vizsgalatok targyaul csak a 10 és annal kisebb kiiszob-értékeket tartjuk meg.

3.2.2. Erzékenység

A déan adatsorhoz hasonlban itt is szeretnénk megnézni, mennyire stabil a mo-

dell, hogyan reagal az tjonnan beérkez§ adatokra. A kiiszob valasztasara nézve a &
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3.4. dbra. Az alakparaméter(§) becsiilt értékei és a hozzd tartozé 97.5%-os konfidencia-
intervallumok kilonbozd kiiszéb-vdlasztasok esetén (balra) és az u = 5 kiiszobre illesztett

modell QQ-plotja (jobbra)

alakparaméter értéke igen valtozo, tobbnyire 0.6 és 0.8 kozott van (3.4 abra). Nagy-
jabol 1-5 kozott lathatd egy viszonylag egyenletes érték, igy a hatar valasztaséara
nézve ebben az intervallumban a legstabilabb a modell. Lathaté tovabbé, hogy ezek
a kiiszob-értékek adjik a legmagasabb &-értékeket is. u = 5 esetén a kiilonbozé

sokk-szcenariokban becsiilt értékeket tartalmazza a 3.9 tablazat:

~ ~

sokk £ B 999
alapeset 0.855 | 3.241 | 188.95
legnagyobb kar nélkiil 0.819 | 3.268 | 167.83
3 legnagyobb kar nélkiill | 0.760 | 3.300 | 139.38
+1 nagy kar, 250 értékkel | 0.894 | 3.209 | 212.64

3.9. tablazat. Becsiilt paraméterek és a 0.999-kvantilis kilonbozé sokkok esetén, u =5

Ennél az adatsornél az el6zével ellentétben viszont az latszik, hogy a modell
kevésbé érzékeny a legnagyobb értékek valtozasaira, f értéke egytizednyi hataron

beliil marad a sokkok hatésara. Azt latjuk tehat, hogy a kevésbé jo illeszkedés,
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nagyobb konfidencia-intervallumokért cserébe egy joval id6t allobb modellt kaptunk,
ami stabilabban viselkedik a megfigyelt farokeloszlas valtozasaira nézve. Raadéasul itt
a konzervativizmus jegyében ajanlott, magasabbra paraméter-értékeket produkalo u
kiiszobok egybeesnek a tobb szempontbdl is legstabilabb modellekhez vezetskkel.
A QQ-plotok alapjan az is észrevehetd, hogy a legnagyobb karok jol becsiilhe-
t6k a magas, u = 40 kiiszob hasznélataval illesztett modellel, viszont itt igen kevés
adatunk van, igy gyakorlatilag minden djonnan beérkezs, 40 millio Ft feletti kar
esetén tjra kell vizsgalni ezt a modellt. u = 5 esetben a modell jol illeszkedik a leg-
tobb adatra, a legnagyobbak kivételével - azokat er&sen tilbecsiili -, igy amennyiben
ezeket XL, viszontbiztositas ald helyeztiik, akkor ajanlott az alacsonyabb kiiszob-

vélasztés.

3.3. (“)sszegzés

Lathato, hogy a GPD modell illesztése kozel sem olyan egyértelmi, mint amilyen-
nek elGszor tiinik. Az igazan nagy megfigyelések kis szama és a modell legnagyobb ér-
tékekre valo érzékenysége miatt megfelel§ koriiltekintéssel, gyakorlati szempontokat
is figyelembe véve kell eljarni a kiiszob valasztasa esetén. A modellek allando feliil-
vizsgalata sziikséges, mivel akar 1-2 évnyi plusz megfigyelés is komolyan valtoztathat
az illeszked6 paramétereken. Hasznos lehet tovabba a kiilonb6z& modellek Gsszeha-
sonlitasa (a fenti két adatsorra vonatkozé Hill-Abra a Fiiggelék 3.abran lathato).
Amennyiben a fiiggetlenségre vonatkozé feltevésiink nem megalapozott, érdemes az
osszefiiggd adatokat jobban kezels GEV modellt is megvizsgalni (az elemzett adat-
sorokra vonatkozo - fiiggetlenségi feltevésiinket aldtamaszto - autokovariancia-abrak

és az extremalis indexek becslései a Fiiggelék 1. és 2. abran lathatoak).
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Fuggelék

Konfidencia-intervallumok

A bemutatott szamitasokban szerepl6 konfidencia-intervallumok szamolasara egy
jol hasznélhatdé modszer a likelihood-hanyados proba. 8 paraméter becslése esetén a
nullhipotézis Hy : @ € O, az ellenhipotézis pedig H; : 6 € © \ 6,0 C O. Ekkor a
likelihood-hanyados statisztika:
A(X) = Supgee, L (85 X)
SUpgeo L (05 X)

feltételezve, hogy X, ..., X, iid minta, és teljesiilnek a regularitési feltételek. Ekkor
a nullhipotézis mellett —21In X (X) ~ x2, v = p — ¢, ahol p a © altal meghatarozott
szabad paraméterek szama, ¢ pedig a nullhipotézisben meghatarozott szabad para-
méterek szama. Esetiinkben (az alakparaméter ML-becslése) p = 2: (5,€) és ¢ = 1:
(8). Az « szinti konfidencia-intervallumokat ezutan {£ : —2In A (X) < ¢;_,} adja
meg, ahol ¢;_, a x?-eloszlas (1 — a)-kvantilise. Az igy szamitott intervallum nem

mindig szimmetrikus.
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Extremalis indexek és autokovariancia-abrak

Dan tizkar-adatok
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3.5. dbra. A ddn tizkdr-adatokra vonatkozd fiiggetlenségi feltevést aldtdmasztd autokovariancia-

dbra (balra), és az extremdlis index becslése (jobbra).

Magyar biztositasi adatok
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3.6. abra. A magyar biztositdisi adatokra wvonatkozs fiiggetlenségi feltevést aldtdmaszto

autokovariancia-dbra (balra), és az extremdlis index becslése (jobbra).
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Hill-abrak
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3.7. dbra. Fgy alternativ mddszer az alakparaméter becslésére: balra a ddn tidzadatokra,
jobbra a magyar biztositasi adatokra vonatkozé Hill-dbra. A felil lévd beosztds a vdlasztott

kiliszdbot, az alul lévd a kiiszobot meghaladd megfigyelések szdmdt mutatja

Felhasznalt szoftverek

A szakdolgozatban szerepld szamitésok és abrak az R programban késziiltek, az
fExtremes (Diethelm Wuertz és sokan masok, 2009) és az evd (Alec Stephenson,
Chris Ferro, 2008) csomagok felhasznalasaval.

A szakdolgozat LyXTEX (ver.1.6.9)-ben késziilt.
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relméért, tanacsaiért és a kdleson adott szakirodalomért. Az utolsdé napokban tobb-
szOr is atnézte a dolgozatot, felhivta a figyelmem a legaprobb matematikai és nyelv-

tani hibékra is, amiért kiilon halas vagyok.
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