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El®szó

A hozamgörbe azonos kockázati kategóriába es® kötvények hozamait ábrázolja a

lejáratig hátralév® id® függvényében, azaz megmutatja, hogy az egyes jöv®beli id®-

pontokhoz tartozó pénzáramlásokat mekkora hozamokkal értékeli, diszkontálja a

piac. Ezáltal információt nyerhetünk a piaci szerepl®k várakozásairól a gazdaság

jöv®beni állapotát illet®en, így a hozamgörbe becslése központi kérdés a gazdasági

szerepl®k és a monetáris politika szemszögéb®l. Emellett a hozamok ismeretében

árazhatóvá válnak a piacon megjelen® új kötvények és a kamatlábak származékos

termékei is. A paraméteres modellek el®zetes feltételezésekkel élnek a hozamgörbe

alakjára vonatkozóan és a piacon meg�gyelhet® árak segítségével határozzák meg

a modell paramétereit. Attól függ®en, hogy használunk-e valószín¶ségszámítási

módszereket a modell származtatására, statikus és dinamikus megközelítések lé-

teznek a hozamgörbe becslésére. Ahogy a matematika minden területén, úgy jelen

esetben is érvényes a mondás, "all models are false, but some models are use-

ful" (Box, 1976), lássuk tehát, hogy milyen jól használható modellek készültek a

kamatlábak lejárati szerkezetének vizsgálatához.

A diplomamunka els® része egy rövid bevezetés a kötvények és kamatlábak vi-

lágába. A második részben statikus, a harmadik részben dinamikus módszereket

mutatok be a teljesség igénye nélkül [2],[4],[7],[9] alapján. A bemutatott módszerek

közül két statikus és egy dinamikus modellt implementáltam az R programcsomag

segítségével, a negyedik részben ennek folyamatát és magyar államkötvényekre való

alkalmazását tárgyalom. Az ötödik rész pedagógiai témájú, ebben a középiskolai

szinten megjelen® pénzügyi matematika tanításával foglalkozom.

Köszönettel tartozom témavezet®mnek, Prokaj Vilmosnak, akit®l a felmerül® kér-

déseimre gyors és precíz válaszra számíthattam bármikor a diplomamunka meg-

írása alatt, és aki a konzultációk során példát mutatott arra, hogyan érdemes

hozzákezdeni egy probléma megoldásához. Köszönöm továbbá unokatestvérem-

nek, Szilágyi Péter Gábornak a számításokhoz használt b®séges adatmennyiséget,

valamint Hertz Istvánnak a hasznos tanácsokat és könyvajánlásokat. A pedagógiai

részhez nyújtott segítséget és érdekes ötleteket köszönöm tanári szakos témaveze-

t®mnek, Vancsó Ödönnek és szakdolgozó társamnak, Krusper Mártának.
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BEVEZETÉS

Bevezetés

Kötvényt els®dleges piacon megvásárolva kölcsönt1 adunk a kötvény kibocsátó-

jának, aki lehet egy vállalat, önkormányzat, vagy akár az állam. A kibocsátó

köteles egy �x jöv®beli id®pontban - ez a kötvény lejárati ideje2 - vissza�zetni a

mindenkori kötvénytulajdonosnak a kölcsönbe kapott t®két, valamint szintén �x

id®pont(ok)ban az el®re meghatározott kamato(ka)t. Bár a kötvény biztonságos

befektetésnek számít, kockázatunk így is van, például a kibocsátó �zetésképtelen-

sége, vagy a kamatlábkockázat3. Ez utóbbi akkor lép fel, ha lejárat el®tt eladjuk

a kötvényt, hiszen ekkor a hozam (a befektetett t®ke egységére adott id®szakasz

alatt jutó nyereség) a kötvény piaci árától fog függeni, amit az aktuális piaci ka-

matláb határoz meg. Minél hosszabb lejáratú kötvényünk van, árfolyama annál

érzékenyebb a kamatláb ingadozására, emiatt a rövid lejáratú államkötvényt tekin-

tik a legbiztonságosabb befektetésnek, mivel ennél nemcsak a nem�zetés kockázata

alacsony, hanem a befektetési id® rövidsége miatt a kamatlábkockázat is.

A kötvényeket csoportosíthatjuk kamat�zetésük természete alapján.

• elemi kötvény (zérókupon kötvény)

Nevéb®l adódóan nem �zet kupont, nyereségünk abból származik, hogy név-

érték alatti áron vásárolhatjuk meg és lejáratkor a névértéket kapjuk vissza.

Általában 1 évnél rövidebb lejárati idej¶, mivel hosszabb távú kötvénynél a

befektet®k már elvárják a rendszeres kamat�zetést.

• kupon�zet® kötvény

A lejáratig el®re meghatározott (általában félév vagy év) gyakorisággal �zet

kupont, majd lejáratkor a névértéket is megkapjuk. Lehet �x vagy változó

kamatozású. Fix kamatozás esetén a kupon a névérték egy bizonyos százalé-

kában van meghatározva, a változó kamatozású kötvényhez tartozó kupont

pedig valamilyen közismert rátához igazítják (például BUBOR4+0.15).

1De a kötvény - a kölcsönnel ellentétben - kereskedhet®.
2maturity date
3interest rate risk
4Budapest Interbank O�ered Rate (budapesti bankközi kamatláb), a kereskedelmi bankok

kihelyezési rátájának átlaga.
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BEVEZETÉS

A hozamgörbe az azonos kockázati kategóriába tartozó, különböz® lejáratú kötvé-

nyekhez tartozó éves hozamokat szemlélteti a lejáratig hátralév® id® függvényében.

Az azonos kockázati kategória fontos tényez®, ugyanis például egy vállalati kötvé-

nyen a nem�zetés nagyobb kockázata miatt magasabb hozamot várunk el, mint

egy államkötvényen. A hozamgörbét alakja szerint a következ® típusokba soroljuk.

• normál (emelked®) hozamgörbe

A lejáratig hátralév® id® növekedésével a hozam mértéke n®. Ez tükrözi azt a

várakozást, hogy egy hosszabb távú, így kockázatosabb befektetésb®l többet

pro�táljunk, mint egy rövidebb lejáratúból. Emellett azt jelzi, hogy a piaci

szerepl®k a gazdaság növekedésére és növekv® in�ációra számítanak.

• meredek hozamgörbe

Akkor használjuk ezt a kifejezést, ha a hosszabb lejáratú kötvények hozama

jóval a rövidebb lejáratúak hozama felett van. Általában gyors gazdasági

növekedés kezdetét, vagy egy recesszió végét jelzi.

• púpos/U alakú/S alakú hozamgörbe

A hozamgörbe nem monoton, növeked® és csökken® részei is egyaránt meg-

�gyelhet®ek. Ez is in�ációs várakozásokat tükröz.

• vízszintes hozamgörbe

Akkor �gyelhet® meg, amikor minden lejáraton közel azonos mérték¶ek a

hozamok. A valóságban ritkán fordul el®, de elméletben gyakran használják,

ugyanis egyszer¶síti a modellezés folyamatát.

• csökken® (inverz) hozamgörbe

A piaci szerepl®k csökken® in�ációra és alacsony piaci kamatlábra számíta-

nak, ezért a hosszú lejáratú kötvények a rövidtávúhoz képest kisebb hozamot

biztosítanak. Ennek magyarázata, hogy a várakozások teljesülése esetén a

jöv®ben, az akkor kibocsátott kötvényekhez képest ezek már magas hozamú

befektetésnek fognak számítani, ezért az alacsonyabb hozamszint mellett is

érdemes lehet hosszútávra befektetni. Magyarországon jellemz® ez az alak,
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BEVEZETÉS

itt közrejátszik az alacsonyabb hozamszint¶ euroövezethez való csatlakozás

közeledte.
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1. ábra. Különböz® alakú hozamgörbék

Kamatlábak

A hozamgörbét a kamatlábak lejárati szerkezetének is nevezik, azaz a hozamok

megfelelnek a kamatlábaknak, ezért a továbbiakban a két fogalmat felváltva hasz-

náljuk ugyanarra a mennyiségre. Az elemi kötvény árát adottnak véve többféle

hozamot de�niálhatunk. Legyen a T -elemi kötvény ára t-ben p(t, T )5 ahol t jelölje

5Minden értéket a névérték arányában fejezünk ki, valamint (ahol külön nem jelezzük) foly-
tonos kamatozással számolunk, az id®t években mérve.

3



BEVEZETÉS

a mai dátumot, T pedig a kötvény lejáratának id®pontját (t ≤ T ). s(t, T )-vel

jelöljük és azonnali kamatlábnak6 nevezzük a lejáratig megtartott p(t, T ) elemi

kötvényen elérhet® hozamot, azaz p(t, T ) · es(t,T )·(T−t) = 1, vagyis

p(t, T ) = e−s(t,T )·(T−t)

s(t, T ) = − ln(p(t, T ))

(T − t)
.

Ebb®l az alakból jól látszik, hogy egy elemi kötvény ára és azonnali kamatlába

ellentétes irányba mozognak, ha az egyik n®, a másik szükségszer¶en csökken.7

Határid®s ügyleten8 olyan szerz®dést értünk, amikor a jelen id®pontban megállapo-

dunk egy jöv®beli id®tartamon érvényes kamatláb mértékében. Három id®pontunk

van: t < S < T, t-ben akarjuk megállapítani, hogy mekkora lesz a (konstans) ka-

matláb az [S, T ] intervallumon. Jelöljük f(t, S, T )-vel ezt a kamatlábat, így ha

1-et �zetünk S-ben, ezért T -ben ef(t,S,T )·(T−S) -t kell kapnunk. A pénzáramlásaink

a különböz® id®pontokban:

t S T

0 −1 ef(t,S,T )·(T−S)

Ezt a pénzáramlás struktúrát el® tudjuk állítani elemi kötvények segítségével. Ah-

hoz, hogy S-ben 1-et �zessünk, el kell adnunk t-ben 1 db S-elemi kötvényt, ez

1 · p(t, S) pénzáramlásnak felel meg. Mivel a t-beli pénzáramlásnak 0-nak kell

lenni, ezt ki kell egyensúlyoznunk, ezért veszünk p(t,S)
p(t,T )

db T -elemi kötvényt, mely

egyenként p(t, T )-be kerül. Így t-ben

1 · p(t, S) +
p(t, S)

p(t, T )
· (−p(t, T )) = 0.

A p(t,S)
p(t,T )

db T -elemi kötvény T -ben p(t,S)
p(t,T )

· 1-et ér, tehát ef(t,S,T )·(T−S) = p(t,S)
p(t,T )

, ezt

átrendezve

f(t, S, T ) = − ln p(t, T )− ln p(t, S)

T − S
.

6spot rate
7Két id®pont között eltel® id® számolására lásd [4, 16.o.].
8forward rate agreement

4



BEVEZETÉS

Az f(t, T ) = limS→T f(t, S, T ) mennyiséget határid®s kamatlábnak9 nevezzük. Ez

képletesen azt mutatja meg, hogy t-b®l nézve egy T -ben létrejöv®, azonnal megté-

rül® befektetésen mekkora a hozamunk. Határátmenettel

f(t, T ) = −∂ ln p(t, T )

∂T
.

Pillanati kamatlábnak10 nevezzük és r(t)-vel jelöljük egy t-ben létrejöv®, és azonnal

megtérül® befektetés hozamát, azaz

r(t) = f(t, t).

A p(t, T ), s(t, T ), f(t, T ) mennyiségek egymásból kifejezhet®ek:

p(t, T ) = e−s(t,T )·(T−t)

p(t, T ) = e−
´ T
t f(t,s)ds

s(t, T ) = − ln(p(t, T ))

(T − t)

s(t, T ) =
1

T − t

ˆ T

t

f(t, s)ds

f(t, T ) = −∂ ln p(t, T )

∂T

f(t, T ) = s(t, T ) + (T − t)∂s(t, T )

∂T
.

A kamatlábak lejárati szerkezetét e három függvény bármelyikével tudjuk szemlél-

tetni. Feltételezve, hogy t = 0, valamint T a lejáratig hátralév® id®, T 7→ s(0, T )

a spot hozamgörbe, T 7→ f(0, T ) a forward hozamgörbe, T 7→ p(0, T ) a diszkont-

függvény.

Ha a piacon tetsz®leges lejárati id®re biztosítva lenne elemi kötvény, akkor ezek

árait ábrázolva a lejárati id® függvényében, megkapnánk a diszkontfüggvényt, eb-

b®l pedig a felírt egyenletek alapján tudnánk származtatni a spot és a forward

9forward rate
10short rate

5
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hozamgörbét is. Viszont az elemi kötvények általában csak 1 évnél kisebb lejára-

ton kerülnek kibocsátásra, a hosszabb lejáratúak már kupon�zetést is biztosítanak,

ezért a hozamgörbe 1 éven túli lejárathoz tartozó pontjait legtöbbször kupon�zet®

kötvények adataiból kell becsülnünk.

Kupon�zet® kötvények

Egy kupon�zet® kötvény árát elemi kötvények segítségével határozhatjuk meg. Te-

gyük fel, hogy a kötvény a t ≤ T1 < T2 < ... < Tm = T id®pontokban c1, c2, ..., cm
kupont �zet, T -ben pedig az akkor esedékes kuponon felül még a névértéket is.

Ez megfelel m db, egyenként ck (k = 1, . . . ,m) névérték¶ és 1 db 1 névérték¶,

különböz® lejáratú elemi kötvénynek. A kötvény ára tehát ezen elemi kötvények

árainak összege, C = (c1, . . . , cm) jelöléssel

P (t, T, C,m) =
m∑
k=1

ck · p(t, Tk) + 1 · p(t, T ).
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2. ábra. Egy kupon�zet® kötvény árának alakulása
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Az azonnali kamatlábbal kifejezve és ck ≡ c �x kamatozást feltételezve

P (t, T, C,m) = P (t, T, c,m) =
m∑
k=1

c · e−s(t,Tk)·(Tk−t) + 1 · e−s(t,T )·(T−t).

Megjegyzés. Ha nincs kupon�zetés, azaz c = 0, akkor P (t, T, c,m) = p(t, T ), tehát

visszakapjuk az elemi kötvény árát.

A c értéket nevezzük kuponrátának, melynek ki�zetése általában rendszeres id®-

közönként történik, éves gyakoriságot feltételezve a k. kupon�zetési id®pont, Tk =

T1 + (k− 1). Ha egy kupon�zet® kötvény árfolyama adott, ez nem határozza meg

egyértelm¶en a kamat�zetési id®pontokra vonatkozó s(t, Tk), k = 1, ...,m azonnali

kamatlábakat, ezért szokás egy átlagos hozamszintet számolni, melyet lejáratig

számított hozamnak11 nevezünk és y(t, T )-vel jelölünk. Ezt úgy kapjuk meg, hogy

az összes jöv®beli pénzáramlást ugyanazzal a kamatlábbal diszkontáljuk,

P (t, T, c,m) =
m∑
k=1

c · e−y(t,T )·(Tk−t) + e−y(t,T )·(T−t),

vagyis feltételezzük, hogy a hozamgörbe vízszintes. Az árazó egyenletben így egyet-

len ismeretlen van, ami a kötvényár ismeretében egyértelm¶en meghatározható.

Az y(t, T ) érték függ attól, hogy melyik kötvény árát felhasználva számítottuk ki,

ezt tüntessük fel a jelölésben is: y(t, T ) = yP (t, T ). Ez az érték - ahogy a neve is

jelzi - megadja, hogy mekkora a hozamunk, ha a P kötvényt lejáratig megtartjuk.

yP (t, T ) az s(t, Tk), k = 1, ...,m azonnali hozamok egyfajta átlaga, melyet fel szok-

tak tüntetni a kötvényár mellett, segítve az egyes értékpapírok közötti választást.

Kibocsátáskor, ha a kötvényt névértéken árulják, akkor a kuponráta megfelel a

kötvényen elérhet® hozamnak.12 Ugyanis, ha adott a c kuponráta és a kamat�-

zetések m száma, akkor (kamatos kamatozást alkalmazva, mivel a gyakorlatban

11yield to maturity, YTM
12A bevezetés további részében feltételezzük, hogy t = 0, T a lejáratig, Tk a k. pénzáramlásig

hátralév® id®.

7
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ezzel számolnak) az

1 =
m∑
k=1

c

(1 + y)k
+

1

(1 + y)m
=

1

(1 + y)m
·
(

1− c

y

)
+
c

y

egyenlet egyetlen pozitív megoldása y = c . Ha viszont a kötvényt névérték fe-

lett/alatt árulják, akkor a kuponráta felül/alulbecsüli a kötvényen elérhet® ho-

zamot, ezért van szükség a lejáratig számított hozam kiszámítására, hiszen ez

tartalmazza a kötvény kibocsátáskori árából származó veszteséget/nyereséget.13

Az összehasonlításon kívül még ún. referencia hozamgörbe származtatására is

szokták használni a T1, T2, . . . , Tn év múlva lejáró P1, P2, . . . , Pn benchmark kötvé-

nyekre kiszámolt lejáratig számított hozamokat. Ekkor a T1, T2, . . . , Tn id®tarta-

mokhoz hozzárendelik az yP1(0, T1), y
P2(0, T2), . . . , y

Pn(0, Tn) értékeket és ezt ábrá-

zolják folytonos függvényként, az egyes pontok között interpolálva. Ez technikai-

lag egyszer¶bb, mint a másik három hozamgörbe kivitelezése, viszont fontos látni,

hogy a kétféle ábrázolás eltér® tartalmú. Az el®z®ekben bemutatott hozamgörbék

a legtöbb piacon forgó kötvényt felhasználják a függvény készítéséhez, míg a re-

ferencia hozamgörbe csak néhány kötvény lejáratig számított hozamát ábrázolja,

mely hozamok kiszámításához azt feltételezi, hogy a hozamgörbe vízszintes. Ezért

ha egy új terméket a referencia hozamgörbével árazunk be, akkor ennek ára teljes

mértékben a hozamgörbe készítéséhez felhasznált benchmark kötvények hozamától

fog függeni.

Egy elemi kötvény lejáratig hátralév® ideje megmutatja, hogy a tulajdonos mek-

kora id®távra fekteti be a pénzét, egy kupon�zet® kötvénynél azonban ez nem

megfelel® mutató, mivel a lejárat el®tt is történik pénzáramlás. Ezért de�niálta

Macaulay14 a kötvények átlagidejét15, mégpedig a jöv®beli pénzáramlásokig hátra-

lév® id®tartamok súlyozott átlagaként, annál nagyobb súlyt adva egy id®tartam-

nak, minél nagyobb a hozzá tartozó pénzáramlás hozzájárulása a kötvény árfo-

lyamához. E mutató kiszámításához feltételezik, hogy a hozamgörbe y értéken

13[8] alapján
14Frederick Robertson Macaulay
15duration
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vízszintes,

DP =
m∑
k=1

PV (CFk)

P
· Tk =

m∑
k=1

ck · e−y·Tk∑m
l=1 cl · e−y·Tl

· Tk =
1

P
·
m∑
k=1

ck · e−y·Tk · Tk.

Az átlagid® mértékegysége év, értéke a következ® pénzáramlásig hátralév® és a

lejáratig hátralév® id® közé esik (elemi kötvény esetén éppen a lejáratig hátralév®

id®vel egyezik meg). Minél nagyobb egy kötvény átlagideje, annál érzékenyebb

a kötvény ára a hozamváltozásra, azaz annál nagyobb a kötvény kamatlábkocká-

zata. Módosított átlagid®nek16 nevezik azt az értéket, ami azt mutatja meg, hány

százalékban változik a kötvény árfolyama a kamatláb egységnyi változása esetén,

D∗P = −
∂P
∂y

P
=

1

P
·
m∑
k=1

ck · e−y·Tk · Tk = DP ,

azaz folytonos kamatozást feltételezve a két mutató értéke megegyezik (kamatos

kamatozás esetén D∗P = DP
1+y

). A (módosított) átlagid® akkor méri jól a kötvény

kamatláb kockázatát, ha a hozamváltozás kismérték¶, párhuzamos (azaz minden

lejáraton ugyanakkora) és a hozamgörbe vízszintes. Az utóbbi megkötés feloldható

a Fisher-Weil átlagid® alkalmazásával, mely az azonnali hozamgörbével diszkon-

tálja a pénzáramlásokat,

DFW
P =

1

P
·
m∑
k=1

ck · e−s(0,Tk)·Tk · Tk =
1

P
·
m∑
k=1

ck · p(0, Tk) · Tk,

ez esetben viszont nem tudunk módosított átlagid®t számolni. A gyakorlatban

általában nem teljesül a hozamok párhuzamos változása, ezért az átlagid® számí-

tást egyre inkább felváltja a kockázatkezelésben népszer¶ mutatószám, a VaR17

alkalmazása.

A hozamgörbe becslése a piacon meg�gyelhet® kötvényárak felhasználásával tör-

ténik. A következ®kben tárgyalt statikus és dinamikus hozzáállás közötti különb-

ség, hogy míg a statikus modellek nem feltételeznek semmilyen sztochasztikát,

a dinamikus szemléletben a kötvényárakat befolyásoló piaci tényez®k sztochasz-

16modi�ed duration
17Value at risk
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tikus folyamatokként jelennek meg. A statikus módszerek egy adott nap adatai

alapján el®állítják az aznapra érvényes hozamgörbét, a dinamikus modellek ezen

túl a kamatlábak id®beli fejl®dését is próbálják megbecsülni. Mindkétféle becslés

történhet paraméteres és nemparaméteres módon. A paraméteres modellek a ho-

zamgörbét paraméteres függvényként írják le, amit a piaci adatokra alkalmazott

f®komponensanalízis eredménye indokol, miszerint a hozamgörbe viselkedését ke-

vés számú paraméter jól magyarázza. A nemparaméteres modellek ezzel szemben

azt feltételezik, hogy a lehetséges hozamgörbék tere végtelen dimenziós, ezért nem

tehet®ek el®zetes feltételezések a függvény alakjára vonatkozóan. Ezek a modellek

tehát kizárólag az adatokra támaszkodva becsülik a hozamgörbét, így a kötvények

illikviditása és a hiányzó adatok er®sen megnehezítik a különböz® módszerek hasz-

nálatát. A nemzeti bankok nagy része a következ® részben bemutatott eljárásokat

alkalmazza, kivétel ez alól Kanada, Japán, az Egyesült Királyság és az Amerikai

Egyesült Államok, ahol különféle spline módszerek vannak használatban.

10
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Statikus modellezés

Az egyes paraméteres statikus modellek abban térnek el egymástól, hogy külön-

böz® függvényalakot feltételeznek a hozamgörbére. Az alábbiakban a Nelson-Siegel

módszer és ennek egy kib®vített változata, a Svensson módszer kerül bemutatásra.

Nelson-Siegel18 módszer

A modell feltevése, hogy a forward hozamgörbe egy állandó együtthatós másod-

rend¶ di�erenciálegyenlet megoldása. x = (T−t) jelöléssel a paraméteres függvény:

fNS(x, b) = β0 + β1 · e−
x
τ + β2 ·

x

τ
· e−

x
τ ,

ahol b = (β0, β1, β2, τ) a paramétervektor. τ az id®komponens, β0 reprezentálja a

távoli határid®s kamatlábat, (β0 + β1) pedig a pillanati kamatlábat, ezért

τ > 0

lim
x→∞

fNS(x, b) = β0 > 0

lim
x→0

fNS(x, b) = (β0 + β1) > 0.

β2 és τ okozzák az esetleges "púpot" a hozamgörbében, β2 > 0 esetén ez valóban

púp, β2 < 0 esetén "völgy". A púp nagyságát β2 abszolút értéke, míg elhelyez-

kedését β2 és τ együtt határozza meg. A függvényt hosszú lejáraton a β0, rövid

lejáraton a β1, míg a kett® közötti részen a β2 paraméterrel állíthatjuk be. A

következ® ábrán láthatjuk, hogy ez miért van így. Az els® komponens konstans,

tehát nem válik 0-vá hosszú lejáraton. A második tag x = 0-ban β1, majd me-

redeken tart 0-hoz, így megfelel rövidtávú komponensnek, míg a harmadik tag

rövid és hosszú lejáraton is 0, így ez lehet a középtávú lejáraton érvényes kamatláb

interpretációja.

18Charles R. Nelson; Andrew F. Siegel
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3. ábra. A Nelson-Siegel hozamgörbe komponensei β0 = β1 = β2 = τ = 1 esetén

Az azonnali hozamgörbe és a diszkontfüggvény integrálással kapható meg:

sNS(x, b) =
1

x

ˆ x

0

fNS(u, b)du = β0 − β2 · e−
x
τ + (β1 + β2) ·

τ

x
· (1− e−

x
τ )

pNS(x, b) = e−
´ x
0 fNS(u,b)du = e−(β1+β2)·τ−β0·x+[(β1+β2)·τ+β2·x]·e−

x
τ .
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Svensson19 módszer

Svensson a modell rugalmasságának növelésére és az illeszkedés pontosságának

javítására a Nelson-Siegel függvénycsalád egy extra komponenssel való kib®víté-

sét javasolja, mely által a függvény képes még egy púpot/völgyet produkálni. A

függvény két új paramétert tartalmaz:

fS(x, b) = β0 + β1 · e−
x
τ1 + β2 ·

x

τ1
· e−

x
τ1 + β3 ·

x

τ2
· e−

x
τ2 ,

ahol b = (β0, β1, β2, β3, τ1, τ2) a paramétervektor, β0, τ1, τ2 > 0.

Az azonnali hozamgörbe:

sS(x, b) = β0+β1·(1−e−
x
τ1 )·τ1

x
+β2·

(
(1−e−

x
τ1 )·τ1

x
−e−

x
τ1

)
+β3·

(
(1−e−

x
τ2 )·τ2

x
−e−

x
τ2

)
.

Habár a Nelson-Siegel módszer kevésbé általános, sokan inkább azt használják, mi-

vel a kisebb dimenzió robosztusabb és stabilabb modellt eredményez. A Svensson

módszer hívei között is vannak, akik el®ször a Nelson-Siegel függvényt illesztik az

adatokra, a kapott paraméternégyest kiegészítik két újjal, és ezeket kezdeti érték-

ként használva a Svensson függvényhez végzik el a minimalizálást. Ezután csak

akkor alkalmazzák az eredeti Svensson módszert, ha a kapott β3 szigni�kánsan

eltér 0-tól és τ2 nem túl kicsi.

19Lars E. O. Svensson
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Dinamikus modellezés

A dinamikus modellekben egy elemi kötvény p(t, T ) árát az (Ω,F ,P) valószín¶ségi

mértéktéren meghatározott valószín¶ségi változónak tekintjük, ahol 0 ≤ t ≤ T <

+∞. A lehetséges (t, T ) párok halmazát jelölje I. A kezelhet®ség érdekében fel-

tesszük, hogy T 7→ p(t, T ) 1 valószín¶séggel sima függvény. A piaci résztvev®k nem

látják a jöv®t, döntéseiket csak az adott pillanatig elérhet® információkra tudják

alapozni. Ennek modellezésére de�niálták a �ltráció fogalmát, mely egy b®vül®

σ-algebra sorozat, {Ft}t≥0, ahol Fs ⊂ Ft, ha s < t, és Ft testesíti meg a t id®pontig

elérhet® információmennyiséget. Jelen esetben feltesszük, hogy (Ω,F ,P)-n adott

egy {Ft}t≥0 �ltráció, és minden T > 0 esetén a {p(t, T ); 0 ≤ t ≤ T} sztochasztikus
folyamat adaptált ehhez a �ltrációhoz.

Azt mondjuk, hogy a kamatlábak lejárati szerkezetét egy faktormodell adja meg,

ha létezik {Zt}t≥0 Itô folyamat, amely egy nyílt D ⊆ Rk halmazból veszi fel az

értékeit, hogy p(t, T ) = P (Z)(t, T, Zt) valamilyen (I×D) 3 (t, T, z) 7→ P (Z)(t, T, z)

valós, determinisztikus függvénnyel. Zt komponenseit nevezzük a modell faktora-

inak, melyek modellezik a gazdaság helyzetének azon részét a t id®pontban, ami

releváns a kamatlábak lejárati szerkezetének szempontjából. Általában feltesszük,

hogy {Zt}t≥0 egy Itô di�úzió, azaz

dZt = µ(Z)(t, Zt)dt+ σ(Z)(t, Zt)dWt,

ahol {Wt}t≥0 k-dimenziós Wiener-folyamat és a µ(Z) : [0,∞) × D 7→ Rk drift és

σ(Z) : [0,∞)×D 7→ Rk×k di�úziós együtthatók olyan sima, determinisztikus függ-

vények, melyek garantálják az egyértelm¶ er®s megoldás létezését. Kikötjük, hogy

a kamatláb dinamikájára csak ezek a faktorok vannak hatással, ezért feltesszük,

hogy a �ltráció a Zt folyamat által van generálva, Ft = F (Z)
t = σ{Zu : u ≤ t}. A

kezelhet®ség érdekében feltesszük még, hogy a di�úziós tag együtthatómátrixa in-

vertálható, ekkor a �ltrációt a Zt folyamatot meghajtó Wiener folyamat generálja,

azaz Ft = F (Z)
t = F (W )

t = σ{Wu : u ≤ t}, t ≥ 0.

Mivel p(t, T ) = P (Z)(t, T, Zt), minden T > 0-ra {p(t, T )}0≤t≤T egy Itô folyamat:

dp(t, T ) = µ(p)(t, Zt)dt+ σ(p)(t, Zt)dWt,

14
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µ(p) és σ(p) determinisztikus függvényekkel. Mivel

rt = lim
T↘t
− 1

T − t
lnP (Z)(t, T, Zt),

{rt}t≥0 is Itô folyamat ugyanazzal az F (W )
t �ltrációval:

dr(t) = µ(r)(t, rt)dt+ σ(r)(t, rt)dWt.

Tegyük fel, hogy a piac a (d + 1)-dimenziós {B(0)
t , B

(1)
t , . . . , B

(d)
t }t≥0 sztochasz-

tikus folyamat által van megadva, ahol {B(i)
t }t≥0 az i-dik termék árának id®-

beli fejl®dését adja meg. {B0
t }t≥0 jelképezi a bankbetétet, ezért ez pozitív fo-

lyamat. B̃T
t = (B

(0)
t )−1 ·

(
B

(1)
t , . . . , B

(d)
t

)
jelöli a diszkontált árakat, {φt}t≥0 egy

d-dimenziós ön�nanszírozó kereskedési stratégiát, mely szerint el®állított portfólió

diszkontált értéke egy sztochasztikus di�erenciálegyenlet formájában adható meg:

dṼt =
〈
φt, dB̃t

〉
, melyr®l feltesszük, hogy jól de�niált, azaz az

´ t
0

〈
φs, dB̃s

〉
szto-

chasztikus integrál értelmezve van. A {φt}t≥0 stratégia megengedhet®, ha létezik

K ∈ R+, hogy minden t ≥ 0, és ω ∈ Ω esetén
´ t
0

〈
φs, dB̃s

〉
> −K.

De�níció. Arbitrázsnak nevezzük a megengedhet®, ön�nanszírozó {φt}t≥0 keres-

kedési stratégiát, ha valamely T > 0 -ra

P
(ˆ T

0

〈
φs, dB̃s

〉
≥ 0
)

= 1

és

P
(ˆ T

0

〈
φs, dB̃s

〉
> 0
)
> 0.

A következ® tétel az eszközárazás alaptételének egy egyszer¶sített változata:

Tétel. Ha létezik ekvivalens martingálmérték - azaz létezik P∗ ∼ P valószín¶ségi

mérték, hogy a (B̃t,Ft)t≥0 folyamat P∗ szerint martingál - akkor nincs arbitrázs a

piacon.

Gyengébb arbitázsfogalom esetén a tétel megfordítása is érvényes, ezért általában

úgy tekintjük, hogy az ekvivalens martingálmérték létezése és az arbitrázs hiánya

15
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ekvivalensek. A P∗ ekvivalens martingálmértéket szokás kockázatmentes mérték-

nek is nevezni.

Célunk a (t, T, z) 7→ P (Z)(t, T, z) függvény meghatározása arbitrázsmentes piacon.

Adott Zt esetén P (Z)(t, T, Zt) egy T -elemi kötvény ára, ezért a modell arbitrázs-

mentes akkor és csak akkor, ha {(B(0)
t )−1·P (Z)(t, T, Zt)}0≤t≤T martingál minden

T > 0, ennek biztosítására törekszünk tehát a továbbiakban.
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Short rate modell

A short rate modellek szerint a Z(t) közgazdasági faktor egydimenziós és Z(t) =

r(t), azaz a kamatlábak lejárati szerkezetére csak a pillanati kamatláb alakulása

van hatással. A short rate dinamikája tehát az egyetlen, ami a priori adott,

dr(t) = µ(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW (t).

Ha adott r(t) dinamikája, akkor ismert a piacon lév® {B(t)}t≥0 bankbetét folyamat

is, melyet a következ®képpen de�niálunk:dB(t) = r(t) ·B(t)dt

B(0) = 1

melynek megoldása

B(t) = e
´ t
0 r(s)ds.

A bankbetét az egyetlen adott termék, ezért ennek segítségével akarjuk meghatá-

rozni az elemi kötvények árát. Mivel arbitrázsmentes piacon minden diszkontált

árfolyamat P∗ martingál,

p(t, T )

B(t)
= EP∗

(
p(T, T )

B(T )

∣∣∣F(t)

)
= EP∗

(
1

B(T )

∣∣∣F(t)

)
.

Ezt átrendezve, egy T -elemi kötvény t id®pontbeli ára:

p(t, T ) = EP∗

(
B(t)

B(T )

∣∣∣F(t)

)
= EP∗

(
e−
´ T
t r(u)du

∣∣∣F(t)

)
.

A P∗ kockázatmentes mérték nem ismert, de azt tudjuk, hogy a piacon adott

termék diszkontált érték folyamata martingál e mérték szerint. A bankbetét disz-

kontált érték folyamata

B̃(t) = B(t)−1 ·B(t) ≡ 1,

azaz a konstans 1 folyamat, ami minden mérték szerint martingál. Ezért minden,

a piacon meglév® mértékkel ekvivalens mérték megfelel kockázatmentes mérték-

nek, tehát ezt nem tudjuk egyértelm¶en meghatározni. Ebb®l kifolyólag az elemi
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kötvények ára sem határozható meg egyértelm¶en kizárólag a short rate P sze-

rinti dinamikájának megadásával. Ez nem azt jelenti, hogy ebben a modellben a

kötvényárak bármilyen értéket felvehetnek, hiszen különböz® lejáratú kötvények

árainak úgy kell alakulni, hogy ne fordulhasson el® arbitrázs a piacon. Ráadásul

(ahogy a következ® részben kiderül), ha egy "benchmark" kötvény árának dinami-

káját adottnak tekintjük, akkor a többi kötvény ára már egyértelm¶en meghatá-

rozott.

A kockázat piaci ára

Készítsünk egy portfóliót két különböz® lejáratú elemi kötvényb®l, legyenek ezek

a lejáratok S és T . Alkalmazva az Itô-formulát, a következ® dinamikát kapjuk a

T -elemi kötvény árára (az alsó index parciális deriválást jelöl):

dtP
(r,T ) =

(
P

(r,T )
t + µ · P (r,T )

r +
1

2
σ2 · P (r,T )

rr

)
dt+ σ · P (r,T )

r dW (t).

Az S-elemi kötvény árdinamikájára hasonló egyenlet adódik. Jelölje (uS, uT ) a

relatív portfóliónkat, ekkor a portfólió értékének dinamikája

dV = V ·
(
uT · dP

(r,T )

P (r,T )
+ uS · dP

(r,S)

P (r,S)

)
.

Bevezetve a következ® jelöléseket:

αT =
P

(r,T )
t + µ · P (r,T )

r + 1
2
σ2 · P (r,T )

rr

P (r,T )

βT =
σ · P (r,T )

r

P (r,T )
,

αS, βS hasonlóan, a portfólió értékének dinamikája

dV = V ·
(

(uT · αT + uS · αS)dt+ (uT · βT + uS · βS)dW (t)
)
.
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Kockázatmentes portfóliót kapunk, ha a di�úziós együttható 0, ekkor

dV = V ·
(

(uT · αT + uS · αS)dt
)

adódik, melyre az arbitrázsmentességi feltétel miatt teljesül, hogy

P
(
∀t : uT · αT + uS · αS = r(t)

)
= 1.

A portfólióra tehát a következ® egyenletrendszer írható fel:

uS + uT = 1

uT · βT + uS · βS = 0.

Az els® egyenlet a relatív portfólió de�níciójából adódik, a második a di�úziós

együttható eltüntetése. Az egyenletrendszert megoldva:

uT = − βS

βT − βS

uS =
βT

βT − βS
.

Az arbitrázsmentességi feltétel így a következ® formában írható fel:

αSβT − αTβS

βT − βS
= r(t)

1-valószín¶séggel minden t-re. Ezt átrendezve,

αS(t)− r(t)
βS(t)

=
αT (t)− r(t)

βT (t)
.

Vegyük észre, hogy a bal oldali folyamat nem függ T -t®l, míg a jobb oldali nem

függ S-t®l. A közös hányados tehát nem függ S és T megválasztásától, így a

következ® megállapítást tehetjük.
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Állítás. Tegyük fel, hogy a kötvénypiac arbitrázsmentes. Ekkor létezik egy λ fo-

lyamat, hogy tetsz®leges T választással

λ(t) =
αT (t)− r(t)

βT (t)

1-valószín¶séggel minden t-re.

Mivel egy T -elemi kötvény árdinamikája

dP (r,T ) = (P (r,T ) · αT )dt+ (P (r,T ) · βT )dW (t),

így αT (t) a lokális megtérülési ráta a T -elemi kötvényen. r(t) a kockázatmen-

tes termék megtérülési rátája, ezért (αT (t) − r(t)) a T -elemi kötvényhez tartozó

kockázati prémium, amit az arbitrázslehet®ség kizárása érdekében követel meg a

piac. βT (t) a lokális volatilitás, így λ(t) interpretációja az egységnyi volatilitásra

es® kockázati prémium. λ(t)-nek a szakirodalomban használatos neve a kockázat

piaci ára, az el®z® állítás tehát egyenérték¶ a következ®vel:

Állítás. Arbitrázsmentes piacon az összes kötvényre megegyezik a kockázat piaci

ára.

A λ(t) = αT (t)−r(t)
βT (t)

egyenletet átrendezve, és behelyettesítve αT (t) és βT (t) értékét

a következ®, igen fontos tételt fogalmazhatjuk meg:

Tétel (Lejárati szerkezet egyenlet). Egy arbitrázsmentes kötvénypiacon P (r) kielé-

gíti a következ® egyenletet:

P
(r)
t + (µ− λσ)P (r)

r +
1

2
σ2P (r)

rr − rP (r) = 0

P (r)(T, r) = 1.

A kockázat piaci ára nem egyértelm¶, ami azt jelenti, hogy ugyanahhoz a short rate

dinamikához különböz® kötvénypiacok is elképzelhet®ek. A kötvények iránti keres-

let és kínálat közötti kapcsolat fogja meghatározni, hogy a kötvényár folyamatok

melyik halmaza realizálódik a piacon. Ez pedig mi mástól függene, mint a piac
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szerepl®inek viselkedését®l (azaz kockázathoz való hozzáállásától). A piaci sze-

repl®k kockázatkerülésének lerögzítésével, azaz λ megadásával már egyértelm¶vé

tesszük, hogy mely kötvényárak fognak megvalósulni. A λ(t) folyamat megha-

tározása történhet egy "benchmark" kötvény árdinamikájának megadásával. Ha

ugyanis rögzítjük egyetlen kötvény árának dinamikáját, akkor λ(t) = αT (t)−r(t)
βT (t)

miatt egyúttal λ(t) is adott lesz, és így a lejárati szerkezet tétel segítségével már

tetsz®leges lejáratú kötvény ára kiszámolható. Vagyis az összes kötvényárat meg-

határozza a short rate, és egy "benchmark" kötvény árának P szerinti dinamikája.

Kockázatmentes mérték

Hogyan válasszuk meg λ-t egy konkrét esetben? Induljunk ki a kockázatmentes

árazásból. Egy T -elemi kötvény ára

p(t, T ) = EP∗

(
e−
´ T
t r(u)du|F(t)

)
.

Az árazáshoz nem elég, ha a short rate P szerinti dinamikáját ismerjük, hiszen P∗

szerint kell várható értéket számolnunk. Tehát meg kell határoznunk az ekvivalens

martingálmérték szerinti dinamikát.

Ha a piacon meglév® P mérték szerinti dinamika

dr(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t),

akkor ϕ(t) adaptált folyamattal

dW (t) = ϕ(t)dt+ dW ∗(t),

ahol W ∗(t) Wiener folyamat a P∗ ∼ P mérték szerint, melyet a Girsanov tétel

alapján határozhatunk meg. Ekkor

dr(t) = (µ(t) + ϕ(t) · σ(t))dt+ σ(t)dW ∗(t).

Figyeljük meg, hogy csak a drift együtthatója változott, a di�úziós együttható
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ugyanaz maradt.

A lejárati szerkezet egyenlet egyértelm¶en meghatározza a kötvényárakat, ha meg-

adjuk a µ, σ és λ értékeket. Tegyük fel, hogy σ-ra van már egy becslésünk.20 Ez

esetben az egyenlet felírásához elég, ha a (µ− λσ) értéket határozzuk meg, nincs

szükség µ és λ értékeire külön-külön. ϕ(t) = −λ(t) választással a short rate P∗

szerinti dinamikája

dr(t) = (µ(t)− λ(t) · σ(t))dt+ σ(t)dW ∗(t),

azaz (µ − λσ) éppen a short rate ekvivalens martingálmérték szerinti driftjének

együtthatója.

Állítás. A lejárati szerkezetet egyértelm¶en meghatározza a short rate ekvivalens

martingálmérték szerinti dinamikájának megadása.

Azaz, a kockázat piaci árának meghatározása ekvivalens a short rate P∗ szerinti
dinamikájának felírásával. A short rate modellek ezért az eredeti mérték helyett

az ekvivalens martingálmérték szerinti di�erenciálegyenlet együtthatóit próbálják

meghatározni. A di�erenciálegyenlet általános alakja

dr(t) = µ̃(t, r(t))dt+ σ̃(t, r(t))dW ∗(t).

Ha feltételezzük, hogy a kockázat piaci ára λ(t, r(t)) alakú, akkor a di�erenci-

álegyenlet megoldásaként kapott r(t) Markov-folyamat lesz a P∗ mérték szerint.

Emiatt egy T -elemi kötvény t-beli árát nem befolyásolja a pillanati kamatláb t

id®pont el®tti alakulása, tehát

p(t, T ) = P (r)(t, T, r) = P (t, T, r(t)).

A P (t, T, r(t)) függvény alakjára feltételezésekkel élhetünk, ez alapján többféle

short rate modellt különböztetünk meg. A továbbiakban az a�n short rate modellt

tárgyaljuk.

20Mivel a di�úziós együttható nem változik a mértékcserével, σ-t becsülhetjük az adatokból.
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A�n short rate modell

Az a�n modellek feltételezése, hogy P (t, T, z) = eA(t,T )+B(t,T )·z, ahol A és B sima

függvények. Az a�n elnevezés onnan ered, hogy ez esetben a forward kamatláb a

Z(t) közgazdasági faktor lineáris (a�n) függvénye. E modell népszer¶ségének oka,

hogy a lejárati szerkezet egyenletnek sok konkrét esetben "szép" megoldása van.

Az a�n modellt ötvözve a short rate modellel kapjuk az a�n short rate modellt,

melyben mindkét feltételezéssel élnek, azaz

• Z(t) = r(t)

• P (t, T, r) = eA(t,T )+B(t,T )·r, ahol (t, T ) 7→ A(t, T ), (t, T ) 7→ B(t, T ) sima,

determinisztikus függvények.

P (t, T, r(t)) kielégíti a lejárati szerkezet egyenletet, ezért

At(t, T )− {1 +Bt(t, T )} · r − µ(t, r) ·B(t, T ) +
1

2
σ2(t, r) ·B2(t, T ) = 0.

A peremfeltétel:

P (T, T, r(T )) = 1,

melynek minden r(T ) értékre teljesülni kell, tehát

A(T, T ) = 0

B(T, T ) = 0.

A µ és σ függvényeket úgy szeretnénk megválasztani, hogy biztosítsák az egyen-

letet kielégít® A és B létezését. Erre egy lehet®ség, ha µ és σ2 a short rate a�n

függvényei, esetleg id®t®l függ® együtthatókkal, azaz

µ(t, r) = α(t) · r + β(t)

σ(t, r) =
√
γ(t) · r + δ(t).
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Az egyenlet a következ®képpen néz ki:

At(t, T )− β(t) ·B(t, T ) +
1

2
δ(t) ·B2(t, T )

−{1 +Bt(t, T ) + α(t) ·B(t, T )− 1

2
γ(t) ·B2(t, T )} · r = 0,

melynek tetsz®leges t, T , és r értékre teljesülni kell. Rögzített t, T esetén, mivel

az egyenletnek r minden értékére igaznak kell lennie

At(t, T )− β(t) ·B(t, T ) +
1

2
δ(t) ·B2(t, T ) = 0

1 +Bt(t, T ) + α(t) ·B(t, T )− 1

2
γ(t) ·B2(t, T ) = 0.

Így A és B kielégíti a következ® di�erenciálegyenleteket

At(t, T ) = β(t) ·B(t, T ) +
1

2
δ(t) ·B2(t, T )

A(T, T ) = 0

Bt(t, T ) + α(t) ·B(t, T )− 1

2
γ(t) ·B2(t, T ) = −1

B(T, T ) = 0.

Amásodik egy Ricatti-féle di�erenciálegyenlet, amely nem tartalmazza A-t. Ennek

megoldását az els® egyenletbe helyettesítve A-t integrálással kaphatjuk meg.
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Vasicek modell21

dr(t) = a · (b− r(t))dt+ σdW (t)

r(0) = r0

ahol r0, a, b, σ > 0 konstansok.22

A modell rendelkezik az átlaghoz (b-hez) visszahúzó tulajdonsággal23, ugyanis b-nél

magasabb kamatláb esetén a drift negatívvá, b-nél alacsonyabb kamatláb mellett

pozitívvá válik. Tehát a kamatláb a ütemben tér vissza a b szintre. Ez alapvet®,

hiszen a részvényárfolyamokkal ellentétben a kamatlábakra jellemz®, hogy hosszú-

távon visszatérnek egy átlagos szinthez. Az együtthatók konstansok, így r(t) egy

lineáris sztochasztikus di�erenciálegyenlet megoldása, ezért Gauss-folyamat, tehát

minden t > 0 -ra pozitív valószín¶séggel vehet fel negatív értéket. Ez a modell

legf®bb hátránya, viszont körültekint® paraméterválasztással a negatív kamatláb

valószín¶sége minimálisra csökkenthet®. Ezért, és egyszer¶ számíthatósága miatt

népszer¶ maradt az alkalmazásokban.

A pillanati kamatláb egy Ornstein-Uhlenbeck folyamat, a megoldóformula

r(t) = e−at
(
r0 + b(eat − 1) +

ˆ t

0

σ · easdW (s)
)
,

azaz r(t) valóban normális eloszlású és

E(r(t)) = e−at(r0 + b(eat − 1))

D2(r(t)) = σ2
(1− e−2at

2a

)
.

Az elemi kötvény árának meghatározására kétféle módszer van.

21Oldrich Alfons Vasicek
22A Vasicek, és a következ® szakaszban megjelen® további modellek a short rate kockázatmentes

mérték szerinti dinamikáját próbálják felírni, ezért innent®l végig a P∗ mérték szerint dolgozunk.
Az egyenletekben megjelen® W (t) tehát P∗ szerinti Wiener folyamat, de mostantól ezt külön
nem jelöljük.

23mean reversion
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Els® módszer24. Ez a módszer r(t) normalitásán alapul és nem használja ki,

hogy a�n modellben dolgozunk. Egy T -elemi kötvény ára

p(t, T ) = E(e−
´ T
t r(u)du|F(t)).

´ T
t
r(u)du is Gauss-folyamat (ez generátorfüggvények segítségével mutatható meg)

és tudjuk, hogy

X ∼ N(m, s2)⇒ E(e−X) = e−m+ s2

2 ,

ami igaz feltételes várható érték esetén is, tehát

p(t, T ) = e−E(
´ T
t r(u)du|F(t))+ 1

2
D2(
´ T
t r(u)du|F(t)).

Ez alapján a T -elemi kötvény ára kiszámolható, az eredmény

p(t, T ) = P (t, T, r(t)) = e−(T−t)·R(T−t,r(t)),

ahol R∞ = b− σ2

2a2
jelöléssel

R(t, r) = R∞ −
1

at
· [(R∞ − r)(1− e−at)−

σ2

4a2
(1− e−at)2].

Második módszer. Most kihasználjuk az a�nitást és az el®z® szakaszokban

tárgyalt di�erenciálegyenleteket oldjuk meg ebben a konkrét esetben. A megol-

dandó di�erenciálegyenletek:

Bt(t, T )− a ·B(t, T ) = −1

B(T, T ) = 0

At(t, T ) = ab ·B(t, T )− 1

2
σ2 ·B2(t, T )

A(T, T ) = 0.

24[5] alapján
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Rögzített T mellett az els® egy közönséges di�erenciálegyenlet, melynek megoldása

B(t, T ) =
1

a
· (1− e−a·(T−t)).

A második egyenletet integrálva

A(t, T ) =
σ2

2

ˆ T

t

B2(s, T )ds− ab
ˆ T

t

B(s, T )ds,

behelyettesítve az els® egyenlet megoldását

A(t, T ) =
(B(t, T )− T + t) · (a2b− 1

2
σ2)

a2
− σ2 ·B2(t, T )

4a
.

A T -elemi kötvény ára

p(t, T ) = P (t, T, r(t)) = eA(t,T )+B(t,T )·r(t).

A második módszer általánosabb, nem csak normális eloszlású pillanati kamat-

láb esetén használható, kevesebb számolást igényel, valamint nem utolsósorban

elegánsabb megoldás a kötvényárak kiszámítására.
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További modellek

A bemutatott modellek (beleértve az el®z® szakaszban tárgyalt Vasicek modellt is)

által feltételezett short rate dinamikák a következ® di�erenciálegyenlet speciális

esetei:

dr(t) = α(t) · (β(t)− r(t))dt+ σ(t) · rγ(t)dW (t)

r(0) = r0

ahol t → α(t), t → β(t) és t → σ(t) nemnegatív determinisztikus függvények,

γ ≥ 0, r0 > 0 konstansok. A modell a�n γ = 0 és γ = 1
2
esetén.

Dothan modell.

dr(t) = (a · r(t))dt+ (σ · r(t))dW (t)

r(0) = r0

azaz α(t) ≡ −a, β(t) ≡ 0, σ(t) ≡ σ és γ = 1.

A modell azt feltételezi, hogy r(t) egy geometriai Brown-mozgást követ, azaz hogy

a kamatlábak ugyanúgy viselkednek, mint a részvényárfolyamok. Ez a feltételezés

ma már nem számít elfogadottnak, ugyanis (ahogy már említettük) a részvényár-

folyamokkal ellentétben a kamatlábakra jellemz®, hogy hosszútávon visszatérnek

egy átlagos szinthez. A megoldóképlet:

r(t) = r0 · e(a−
σ2

2
)·t+σ·W (t).

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modell.

dr(t) = a · (b− r(t))dt+ σ ·
√
r(t)dW (t)

r(0) = r0

azaz α(t) ≡ a, β(t) ≡ b, σ(t) ≡ σ és γ = 1
2
.
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A modell orvosolja a Vasicek modell problémáját, ugyanis a short rate négyzet-

gyökét®l függ® volatilitás miatt a kamatláb nem válhat negatívvá. Ráadásul, ha

teljesül a Feller-kritérium, azaz ha ab > 1
2
σ2, akkor a kamatláb szigorúan pozitív

marad. Emellett a modell megtartja az átlaghoz visszahúzó tulajdonságot.

Hull-White (kiterjesztett Vasicek) modell.

dr(t) = a(t) · (b(t)− r(t))dt+ σ(t)dW (t)

r(0) = r0

azaz γ = 0.

A modell a Vasicek modell kiterjesztése, konstans helyett id®t®l függ® együttha-

tókkal. A megoldás továbbra is Gauss-folyamat.
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Becslési módszerek a gyakorlatban

Ahogy már volt szó róla, a hozamgörbe el®állítása egy adott napon rendkívül egy-

szer¶en történne, ha lenne a piacon tetsz®leges T lejáratra T -elemi kötvény. Ez

viszont a valóságban nem teljesül, hiszen az elemi kötvényeket általában 1 évnél ke-

vesebb id®re bocsátják ki, így csak a rövidtávra érvényes hozamgörbét tudjuk köz-

vetlenül az adatokra illeszteni. 1 évnél hosszabb lejárat esetén csak a kupon�zet®

kötvények árai állnak rendelkezésünkre, amik nem határozzák meg egyértelm¶en

a kupon�zetési id®pontokra vonatkozó s(0, Tk), k = 1, . . . ,m azonnali hozamo-

kat, ezért becslési módszerekhez kell folyamodnunk. Jelölje α a paramétervektort,

ekkor a becslési eljárás menete statikus modelleknél a következ®:

1. Kiválasztjuk a modellt, amely megadja a T 7→ s(0, T ;α) azonnali hozamgör-

bét és a T 7→ p(0, T ;α) diszkontfüggvényt paraméteres függvényként.

2. Ezzel a hozamgörbével/diszkontfüggvénnyel árazunk egy, a piacon lév® köt-

vényt, azaz a hozamgörbe/diszkontfüggvény megfelel® pontjaival diszkon-

táljuk a kötvény pénzáramlásait és ezeket összegezzük. Így megkapjuk a

kötvény (bruttó) elméleti árát paraméteres alakban.

3. Minden kötvényre elvégezve a számolást el®állítjuk a P (0, Ti, c,m;α) elméleti

kötvényárakat véges számú Ti lejárati id®re.

4. Megkeressük azt az α paramétervektort, melyre az elméleti és a valós árak

eltérése minimális. Ezen paraméter melletti hozamgörbe/diszkontfüggvény

lesz az adott napon a piacon meg�gyelhet® hozamgörbe/diszkontfüggvény.

Dinamikus modelleknél hasonló a becslés menete, de itt a modell kiválasztása még

nem biztosítja rögtön a paraméteres hozamgörbét.

1. Kiválasztunk egy kamatlábmodellt, azaz meghatározzuk paraméteresen a

short rate P∗ mérték szerinti dinamikáját.

2. Megoldva a lejárati szerkezet egyenletet, vagy ha lehetséges, egyéb módon

számolva (például a Vasicek modellnél látott els® módszerrel) megkapjuk az
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elméleti elemi kötvény árakat, azaz a diszkontfüggvényt paraméteres alakban:

{p(0, T ;α), T ≥ 0}.

3. Ezután folytatjuk a statikus módszernél leírt menet 2. pontjával és hasonló

módon el®állítjuk az adott napra érvényes diszkontfüggvényt, majd ebb®l

származtatjuk az azonnali hozamgörbét.

A becslést magyar államkötvény adatokon végeztem el, ugyanis így nem kellett

számolni a nem�zetésb®l adódó kockázattal, hiszen ez államkötvények esetén (a

legtöbb esetben) minimális. A 2001.06.26 - 2011.03.04 id®intervallumra kaptam

adatokat 84 db kötvényre vonatkozóan, excel formátumban. Minden kötvényhez

tartozik egy leírás, mely a kötvény paramétereit tartalmazza, lásd 1. táblázat.

Az egyes kereskedési napokon már a bid/ask árak alapján becsült egyetlen ár volt

feltüntetve minden kötvényhez, így ezt az értéket vettem a kötvény aktuális piaci

árának. Az árfolyamkockázat kisz¶rése végett csak forintban kereskedett kötvé-

nyekkel dolgoztam. A 2009.07.31 el®tti árakban sok ismétl®dést tapasztaltam,

valamint néhány kötvény esetén az ismétl®dés kés®bb is el®fordult, ezért ezeket

az adatokat kivettem a vizsgált halmazból. A becslést így végül 54 db kötvényen

végeztem el, 2010.11.26-tól kezd®d®en, ekkor már nagy részük kibocsátásra került,

vagyis szinte minden napra volt 54 db áradatom. A vizsgált kupon�zet® kötvények

mindegyike évente egyszer �x kupont �zet, melynek értéke a névérték százalékában

van feltüntetve a kötvény leírásában. A piacon a kötvényeket nettó áron jegyzik,

ennek meghatározásához a kötvény pénzáramlásai jelenértékének összegéb®l még

le kell vonnunk az el®z® kupon�zetés óta felhalmozódott kamatot, aminek értéke

AI =
t− Tn

Tn+1 − Tn
· c,

ahol Tn+1 a következ®, Tn pedig az ezt megel®z® kupon�zetés id®pontja, t = T

esetén AI := c. A diszkontálást kamatos-kamatszámítással végeztem el, mivel a

gyakorlatban általában így számolnak.

Mindhárom bemutatott módszert implementáltam, azaz volt egy Nelson-Siegel,

egy Svensson és egy Vasicek ármeghatározó függvényem. Egy kötvény elméleti

árának kiszámításához írt program alapötlete [3, 164.o.] található. A becslés so-

rán az eltérések súlyozott négyzetösszegét minimalizáltam, súlyoknak a kötvények
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EXPLANATION HUNGARY 2005 5% 09/05/17
LEAD MANAGER ROYAL BANK OF SCOTLAND PLC
DATASTREAM CODE 20985Q
ISIN CODE HU0000402045
DATE - ISSUE 2002.01.17
DATE - REDEMPTION 2013.02.12
TARGET MARKET DOM
MARKET HN
EXCHANGE LISTING FF BL BD SW
SECURITY TYPE BOND
MEDIUM-TERM NOTES N
CURRENCY HF
BOND TYPE STR
COUPON TYPE FIX
COUPON 6,75
FLOATING RATE BASE RATE
FLOATING RATE MARGIN
PAYMENTS PER YEAR 1
DATE - FIRST COUPON PAID 2003.02.12
ACCRUAL BASIS ACTUAL/ACTUAL
LIFE AT ISSUE 11,0712
ISSUE PRICE 100,788
AMOUNT ISSUED 597280800
AMOUNT ISSUED IN USD 3007199

1. táblázat. Egy kötvény leírása

átlagidejét véve. A kötvények nagyobb része rövid lejáratú volt, ezért vizsgáltam a

súlyozatlan esetet is, hiszen a súlyozott módszer hosszabb lejáraton ad pontosabb

eredményt. Több becslést elvégezve a Svensson függvény túlparaméterezettnek

bizonyult ezekhez az adatokhoz, ezért csak a másik két modellel foglalkoztam

részletesebben.

A becslést egy adott napra az R programcsomagban meglév® nemlineáris legki-

sebb négyzetek módszerével végeztem el, ez a függvény viszont az összes napon

egyszerre történ® minimalizálás során leállt, a lépésszáma elérte a maximumát.

Ezért az egész id®intervallumra történ® optimalizálás a robosztusabb, optim nev¶

függvénnyel valósult meg, mely a legtöbb esetben konvergált. A becsléshez kezdeti

értéket kellett adni a minimalizálandó függvény paramétereinek. Az optimalizálás

32



BECSLÉSI MÓDSZEREK A GYAKORLATBAN

nem m¶ködött tetsz®leges kezdeti érték megadásával, de mivel mindkét modell

esetén jól értelmezhet® a paraméterek jelentése, ezért lehet®ség van a ténylegeshez

közeli értékek meghatározására, melyeket vehetünk a becslés kezdeti értékének.

Lefuttatva a teljes adatsorra a becslést, minden napra kapunk egy Nelson-Siegel

és egy Vasicek paraméternégyest. Ezeket külön-külön átlagolva képet kaphatunk

arról, hogy az egyes módszerek milyen rövid- és hosszútávú kamatlábra számíta-

nak.

> load("parameterek.rda")

> NSparam

BETA0 BETA1 BETA2 TAU

0.03916676 0.01545974 0.06748235 2.30993671

> VASparam

a b r0 sigma

0.28207991 0.13525436 0.05293921 0.10005911

A Nelson-Siegel modellben az els®, a Vasicek modellben a második paraméter

jelenti a hosszútávú kamatlábat, ennek el®rejelzésében tehát jelent®s eltérés mu-

tatkozik a két módszer között. A rövidtávú kamatláb értéke viszont közel hasonló

a két esetben, hiszen BETA0 + BETA1 = 0.0546265 ≈ r0.

Adott napon az 1 évnél kisebb lejáratú kötvények egyetlen pénzáramlást biztosí-

tanak a jöv®ben, így ebben az esetben az azonnali hozamok becslés nélkül meg-

állapíthatóak. Ezért els®ként azt vizsgáltam, hogy az egyes becslési módszerek

mennyire pontosan számítják ki az 1 éven belül lejáró kötvények hozamait. Az

egy napra, egy kötvényre vonatkozó eltérés a két módszerrel:

> load("tudom_NShiba.rda")

> load("tudom_VAShiba.rda")

> sum(sqrt(tudom_NShiba))/length(bill_nap)

[1] 0.002741796

> sum(sqrt(tudom_VAShiba))/length(bill_nap)
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[1] 0.00359088

tehát a Nelson-Siegel függvény pontosabban, 0.27%-os hibával becsül, de a Vasicek

modell hozamai is csak 0.359%-kal térnek el átlagosan a tényleges adatoktól.

Ezt követ®en azt vizsgáltam, hogy a becsült hozamgörbék mennyire pontosan ha-

tározzák meg olyan kötvények árát, amiket nem használtam fel a hozamgörbe

készítéséhez. Ehhez minden 5. kötvényt kivettem a mintából, a maradék adatra

elvégeztem a becslést, majd árazva a kimaradt kötvényeket, összehasonlítottam az

elméleti és a valós árakat. Az eredmény:

> load("kimarad_NShiba.rda")

> load("kimarad_VAShiba.rda")

> sum(sqrt(kimarad_NShiba))/length(kimarad)

[1] 0.004122804

> sum(sqrt(kimarad_VAShiba))/length(kimarad)

[1] 0.001262528

A Vasicek módszer lényegesen jobb becslést produkál, 0.125%-os eltéréssel becsüli

meg a kimaradó kötvények árát, a Nelson-Siegel módszer eltérése 0.4%.

Csak egyetlen napra, 2011.03.04-re is elvégeztem a becsléseket. A 4. ábra mutatja

az 54 db kötvényre elvégzett minimalizálás során kapott becsl®függvényeket a tel-

jes lejárati id®re. Jól látszik a súlyozott és súlyozatlan módszerrel kapott azonnali

hozamgörbék közötti eltérés rövid lejáraton a Nelson-Siegel esetben. Több becslést

elvégezve hasonló volt a tapasztalat, a Nelson-Siegel függvény rugalmasabb a Vasi-

cek függvénynél. Az 5. ábrán látható az ismert adatok elhelyezkedése a becsültek-

hez képest. Mindkét függvény alulbecsüli az azonnali hozamokat, de egyértelm¶,

hogy a Vasicek pontosabb. Ráadásul súlyozott esetben a Nelson-Siegel függvény

jelent®sen eltér a pontos adatoktól, míg a Vasicek a súlyozatlanhoz hasonló szinten

becsül.
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4. ábra.
Azonnali hozamgörbék és diszkontfüggvények 2011.03.04-én (piros színnel a

Vasicek, zöld színnel a Nelson-Siegel becsléssel kapott eredmény)

A második feladat, azaz minden 5. kimaradó kötvény árának megbecslése során a

következ® eredményeket kaptam:

> load("kimarad.rda")

> sqrt(sum((NSbecsult_ar - valos_ar)^2))/length(kimarad)

[1] 0.158577

> sqrt(sum((VASbecsult_ar - valos_ar)^2))/length(kimarad)

[1] 0.09193832
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5. ábra.
Az ismert adatok és a becsl®függvények 2011.03.04-én (piros színnel a Vasicek,

zöld színnel a Nelson-Siegel becsléssel kapott eredmény)

> load("kimarad_dur.rda")

> sqrt(sum((NS_dur_becsult_ar - valos_ar)^2))/length(kimarad)

[1] 0.2809427

> sqrt(sum((VAS_dur_becsult_ar - valos_ar)^2))/length(kimarad)

[1] 0.09335776

tehát mindkét esetben pontosabb a Vasicek módszer és ismét látható, az eredmé-

nyét nem befolyásolja jelent®sen, hogy súlyozott, vagy súlyozatlan minimalizálást

végzünk.
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A Vasicek modell alapján végzett becslés után kapott paraméterek nem csak a

hozamgörbe el®állítására szolgálnak, segítségükkel meghatározhatjuk a short rate

várható értékét és szórását, így képet kaphatunk ennek jöv®beli alakulásáról, me-

lyet a 6. ábra szemléltet. Ez jól mutatja a modell hiányosságát, miszerint a short

rate pozitív valószín¶séggel vesz fel negatív értéket.

Az eredmények alapján levonhatjuk azt a következtetést, hogy a jelen adatsoron

rövidtávon a két módszer hasonló pontossággal becsül, míg hosszabb távon a Va-

sicek modell közelíti meg jobban a piacon meg�gyelhet® adatokat.
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6. ábra. A short rate lehetséges alakulása (2011.03.04, 3 trajektória)

37



BECSLÉSI MÓDSZEREK A GYAKORLATBAN

A short rate jöv®beli alakulásának szimulációja:

> a <- exp(coef(VAS_nls_dur))[1]

> b <- exp(coef(VAS_nls_dur))[2]

> r <- exp(coef(VAS_nls_dur))[3]

> sigma <- exp(coef(VAS_nls_dur))[4]

> short <- numeric(50)

> short[1] <- r0

> for (i in 2:50) {

+ short[i] <- short[i - 1] + a * (b - short[i - 1]) + rnorm(1,

+ mean = 0, sd = sigma)

+ }

Az átlagid® meghatározása:

> dur <- function(c, t, y) {

+ LL <- ceiling(t)

+ DISCOUNT <- seq(to = t, by = 1, length = LL)

+ BOND <- 1/((1 + y)^DISCOUNT)

+ CF <- rep(c, LL)

+ CF[LL] <- CF[LL] + 1

+ DUR <- sum(CF * BOND * DISCOUNT)

+ DUR

+ }

> dur.hat <- function(COUPON, TTM, ytm) {

+ res <- numeric(length(COUPON))

+ for (i in seq_along(COUPON)) {

+ res[i] <- dur(c = COUPON[i], t = TTM[i], y = ytm[i])

+ }

+ res

+ }

> ev <- function(df) ceiling(df$ttm)

> AI <- function(df) (ev(df = df) - df$ttm) * (df$coupon)

> DUR <- function(df, ytm) dur.hat(df$coupon, df$ttm, ytm)/(df$prices +

+ AI(df))

> DUR(kotveny_nap, YTM)
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Az els® feladat több napra történ® elvégzése:

> load("tudom_NShiba.rda")

> nap <- split(kotveny, kotveny$numdatum)

> tudom_eh <- matrix(numeric(length(284)), nrow = 71, ncol = 4)

> BETA <- c(Beta0 = 0.8, Beta1 = -0.01, Beta2 = 0.08, Tau = 2)

> for (i in seq_along(subset(kotveny, id == "6143FM")$datum)) tudom_eh[i,

+ ] <- optim(BETA, nsfn, nsdf = nap[[i]], method = "BFGS")$par

> bill <- subset(kotveny, kotveny$ttm <= 1)

> bill_nap <- split(bill, bill$numdatum)

> tudom_NShiba <- numeric(length(nap))

> NShiba <- function(df, tudom_eh) {

+ with(df, sum((sns(ttm, tudom_eh) - ((1 + coupon)/(prices +

+ ((1 - ttm) * coupon)))^(1/ttm) + 1)^2)/length(ttm))

+ }

> for (i in seq_along(nap)) tudom_NShiba[i] <- NShiba(bill_nap[[i]],

+ tudom_eh[i, ])

A második feladat több napra történ® elvégzése:

> load("kimarad.rda")

> for (i in 1:length(nap)) nap[[i]] <- nap[[i]][order(nap[[i]]$ttm,

+ nap[[i]]$id), ]

> kimarad <- nap

> for (i in 1:length(nap)) {

+ kimarad[[i]] <- kimarad[[i]][seq_len(nrow(kimarad[[i]]))%%5 ==

+ 0, ]

+ }

> marad <- nap

> for (i in 1:length(nap)) {

+ marad[[i]] <- marad[[i]][seq_len(nrow(marad[[i]]))%%5 !=

+ 0, ]

+ }

> kimarad_eh <- matrix(numeric(length(284)), nrow = 71, ncol = 4)

> BETA <- c(Beta0 = 0.8, Beta1 = -0.01, Beta2 = 0.08, Tau = 2)

> for (i in seq_along(subset(kotveny, id == "6143FM")$datum)) {

+ kimarad_eh[i, ] <- optim(BETA, nsfn, nsdf = marad[[i]], method = "BFGS")$par

+ }

> kimarad_NShiba <- numeric(length(nap))

> NShiba2 <- function(df, kimarad_eh) {
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+ with(df, sum((nsprice.hat(kimarad_eh, coupon, ttm) - prices)^2)/length(id))

+ }

> for (i in seq_along(nap)) kimarad_NShiba[i] <- NShiba2(kimarad[[i]],

+ kimarad_eh[i, ])
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Pénzügyi matematika a középiskolában

"A mai társadalomban tájékozódni és alkotni tudó ember matematikai ismere-

teit kell megkövetelni, ami els®sorban a matematikai fogalmak, tételek gyakorlati

helyzetekben való ismeretét és alkalmazását jelenti."25

A modern pénz világában élünk. Számos pénzügyi termékkel vagyunk körülvéve:

az egyetemre lépve bankszámlát kell nyitnunk, kés®bb a legtöbbünk �zetését is

átutalással bonyolítják le, hitelt vehetünk fel, vagy befektethetjük a megtakarí-

tásainkat és még sorolhatnánk. Ezeket a pénzügyi szolgáltatásokat f®leg bankok

végzik és mint minden szolgáltatásnak, ennek is ára van. Ilyen ár a kamat is, ami a

kölcsönadott pénz használati díja. A pénzintézetek által használt kamatszámítási

módok alapjait a gimnáziumok 12. osztályában tanítják, így bár képesek lenné-

nek rá, sokan mégis megriadnak attól, hogy utánaszámoljanak melyik pénzügyi

szolgáltatás érné meg nekik legjobban. Sok kezdeményezés látott már napvilágot

azon célból, hogy b®vítse a lakosság pénzügyi ismereteit, ilyen például a Magyar

Nemzeti Bank, a Pénzügyi Szervezetek Állami Felügyelete és a Gazdasági Verseny-

hivatal által közösen indított cikksorozat, [12]. Az anyag kiválóan összefoglalja a

lakosság számára szükséges - elengedhetetlen - pénzügyi ismereteket, mely osztály-

f®nöki óra keretében kerülhetne feldolgozásra. Ezt kiegészítve konkrét termékek

matematikaórán történ® elemzésével az úgynevezett "pénzügyi analfabetizmus"

jelent®sen csökkenthet® lenne hazánkban.

Magyarországon jelenleg az oktatandó tartalmakat a 2003-as kerettanterv ([13])

határozza meg. Ebben a matematika tananyag felépítése els®sorban strukturális

elrendezés¶, azaz "meghatározott tudásterületek párhuzamosan, el®rehaladás köz-

ben önmagukban is b®vülve, mélyülve, a többi területet is szolgálva, azokkal össz-

hangban kerülnek feldolgozásra." Így a kamatszámítás alapja, a százalékszámítás

is a 6. osztályban való megjelenés után szinte minden évben el®kerül, folyamato-

san b®vülve, és egyre komplexebb feladatok megoldását igényelve. A kerettanterv

jelleg lehet®vé teszi a pedagógusok önálló, az oktatásra vonatkozó tartalmi dön-

téseit, tehát nincs kötelez®en el®írva, melyik anyagrészre mennyi id®t kell szánni,

mit kell pontosan megtanítani. A 2003-as kerettanterv gimnáziumi 12. osztályos
25A 2010. január 1-jét®l hatályos, Az érettségi vizsga részletes követelményeir®l szóló 40/2002.

(V. 24.) OM rendelet.
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részében megjelenik a "Kamatoskamat-számítás alkalmazása egyszer¶ gyakorlati

feladatokban." A dolgozatban ennek a résznek a tanítását szeretném kiegészíteni

és egy projektmunka tervet összeállítani, melyben a diákok egy valós életbeli pénz-

ügyi feladatot oldanak meg, így talán kés®bb magabiztosabban állnak hozzá egy,

a saját életükben felmerül® hasonló jelleg¶ problémához.

Tervezet

A bemutatott tervet egy nem matematika tagozatos gimnáziumi osztály 12. évfo-

lyamára szánom. Célom olyan diákok érdekl®dését felkelteni erre a témára, akik

nem els®sorban matematikára szakosodtak, esetleg nem is reál beállítottságúak.

Egy matematika szakos egyén ugyanis bátrabban leül majd feln®ttként a pénz-

ügyeit megtervezni, így jobban inspirálni a más érdekl®dés¶ tanulókat kell. Kö-

zépszint¶ érettségin a kamatszámítás kapcsán meghatározott követelmény, hogy a

diák "Tudja a kamatos kamatra vonatkozó képletet használni, s abból bármelyik

ismeretlen adatot kiszámolni"26. A jelenlegi tankönyvekben és feladatgy¶jtemé-

nyekben a sorozatok témakör után a legtöbb helyen megjelenik alkalmazásként a

kamatszámítás, így b®séges feladatmennyiség áll rendelkezésre e témában. Ami-

vel kib®víteném az anyagrészt: az egyszer¶ és kamatos kamatozással számított

értékeket részletesebben összehasonlítanám, többet foglalkoznék a törleszt®rész-

let fogalmával és egy projektmunka keretében ösztönözném a diákokat a pénzügyi

számítások gyakorlására. Három tanórára lebontott, részletesen kidolgozott anya-

got készítek, valamint egy projektmunka tervet, melyek felhasználhatóak - az adott

osztály képességeihez igazítva - a tananyag megtanításához. A projektmunka meg-

valósítását mindenképpen ajánlom, ennek összeállításához a jelen dolgozatban leírt

terven kívül nagy segítséget nyújthat [10]. Az óratervek a fogalmak, képletek meg-

tanításához készültek, az elmélyítéshez iktassunk be gyakorló órákat. Fontos, hogy

a gyakorláshoz a feladatokat olyan szövegezésben t¶zzük ki, ahogy a hirdetésekben

vannak, mert a projektmunka keretében - és nem mellékesen egy kés®bbi élethely-

zetben - ebben az alakban fognak vele találkozni. Ehhez kereshetünk a pénzin-

tézetek honlapjain adatokat, valamint [11] is kiváló feladatokat (és megoldásokat)

26http://www.oh.gov.hu/letolt/okev/doc/erettsegi_40_2002_201001/matematika_vk_2010.pdf
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tartalmaz. A projektmunkát 16 f®s csoportra készítem el®. Nagyobb létszám

esetén (ahol esetleg nem bontott osztályban tanulják a matematikát) megfelel®

módosításokkal lehet alkalmazni. Elképzelhet®, hogy az egyes óratervek megva-

lósítása nem fér bele 45 percbe, ekkor bontsuk fel és tárgyaljuk külön órákon az

egyes részeket.

El®zmények (2003-as kerettanterv alapján)

6.osztály: A százalék fogalma, alap, százalékláb, százalékérték. Egyszer¶ száza-

lékszámítás arányos következtetéssel.

7.osztály: Százalékszámítási és egyszer¶ kamatszámítási feladatok.

9.osztály: A százalékszámítás alkalmazása a gyakorlatban.

11.osztály: Exponenciális egyenletek.

12.osztály: Számtani és mértani sorozat esetén az n. tag és az els® n elem össze-

gének kiszámítása.
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Óravázlat (Lineáris kamatszámítás)

Ismétlés

Ismételjük át el®ször is a százalékszámítást. Közösen oldjunk meg néhány egyszer¶

százalékszámítási feladatot.

1. Januárban 175 Ft-ba került 1 kg cukor, de az ára hirtelen az eredeti 190 % -a

lett. Mennyiért tudom most megvásárolni?

2. Ha egy boltban most 400 Ft-ba kerül, akkor itt hány százalékos volt a drá-

gulás?

3. Egy éjjel-nappali üzletben 450 Ft-ra változott az ár, itt viszont 80 % -os volt

az áremelés. Mennyibe került a drágulás el®tt 1 kg cukor?

Ezekkel a feladatokkal feleleveníthetjük a százalékalap, százalékláb, százalékérték

fogalmakat és a közöttük lev® kapcsolatokat.

Lineáris kamatszámítás

Az új anyagot a táblára írva, közösen beszéljük meg. Gazdálkodj okosan pénzekkel

bemutatjuk, hogyan történik a kamatozás. Van egy alapt®kénk, legyen 50000 Ft,

melyre 10 % -os kamatláb érvényes, lineáris/egyszer¶ kamatozással számolva. Írjuk

fel a táblára az adatokat, az asztalra pedig rakjuk ki az 50000 Ft-ot, ez az alapt®ke.

Az egyszer¶ kamat mindig az alapt®kének a 10 % -a, tehát 50000 · 10
100

= 5000

Ft. Az els® év végén felvesszük a kamatot, azaz 5000 Ft-ot, ezt rakjuk másik

kupacba. Van tehát egy alapt®ke kupac, és egy kamat kupac, amit most nem

keverünk össze, hiszen az els® a banknál, a második nálunk van. Ha a szerz®dés

1 évre szólt, akkor felvesszük az alapt®két is, ez összesen alaptőke + 1 · kamat =

50000 + 1 · 5000 = 55000 Ft. Ez kerüljön fel a táblára. Ha nem 1 évre szól a

szerz®dés, akkor nem vesszük fel az alapt®két, ez tehát tovább kamatozik. Ekkor

a második év végén újból felvesszük a kamatot, azaz a kamat kupachoz ismét

hozzáteszünk egy egyszer¶ kamatot. Az alapt®ke kupac nem változik, a kamat

kupacba kerül további 5000 Ft. Ha 2 évre szól a szerz®dés, akkor most felvesszük
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az alapt®két is: alaptőke + 2 · kamat = 50000 + 2 · 5000 = 60000 Ft. Ezt írjuk

az el®z® számolás alá közvetlenül, hogy a két végeredmény egymás alá kerüljön.

Folytassuk együtt a számolást, írjuk fel az els® 5 évet. Ezután keretezzük be

az egyes évek végéig összesen felvehet® pénzmennyiségeket. Mit vesznek észre?

A diákok ezt megel®z®en tanultak a számtani sorozatokról, így elvárható, hogy

felismerjék, a kapott értékek számtani sorozatot alkotnak. Ezt hangsúlyozzuk ki,

állapítsuk meg, hogy a sorozat di�erenciája 5000 Ft, azaz éppen a kamat.

Most próbáljuk meg közösen általánosítani. Az alapt®két jelöljük T0-val, a kamat-

lábat p-vel (százalékban). Ekkor a k-val jelölt kamat

k = T0 ·
p

100
.

A példában L0 = 50000 Ft, p = 10 % , k = 50000 · 10
100

= 5000 Ft. Az egyes évek

végéig összesen felvehet® összegek

L1 = L0 + k

L2 = L1 + k = (L0 + k) + k = L0 + 2 · k

L3 = L2 + k = ((L0 + k) + k) + k = L0 + 3 · k

L4 = L3 + k = (((L0 + k) + k) + k) + k = L0 + 4 · k

L5 = L4 + k = ((((L0 + k) + k) + k) + k) + k = L0 + 5 · k.

Az eltelt évek számát n-nel, az n. év végéig felvehet® pénzt Ln-nel jelölve a képlet

Ln = L0 + n · k.

Vizsgáljuk meg, hogy az el®z® példában felírt egyenletek megfelelnek a képletnek.

Állapítsuk meg közösen a di�erencia általános alakját: k.

Fontos kiemelni, hogy a valós életben ezt a számítási módot akkor tudjuk alkal-

mazni, ha minden év végén felvesszük a kamatot. Ha ugyanis bent hagyjuk a

bankban, akkor jellemz®en nem az egyszer¶, hanem a kamatoskamat-számítási

módszert használják, amir®l a következ® órán lesz szó. Oldjunk meg együtt né-

hány, a következ®khöz hasonló feladatot ezzel kapcsolatban (a második példát
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mindenképp oldjuk meg, mert a projektmunkánál szükség lesz az EBKM mutató

ismeretére).

1. Ági 160000 Ft-ot rak be a bankba, mely erre 7, 5 % kamatot biztosít. Mek-

kora összeget vehet fel id®közben és lejáratkor 1, 2, 3 éves lekötés esetén? (a

kamatszámítás lineáris módon történik, az egyéb költségekt®l eltekintünk)

2. A valós életben a feltüntetett kamat nem mindig kerül ki�zetésre, mert külön-

böz® felmerül® költségek csökkenthetik az értékét. Viszont minden banknak

kötelez® közzétenni, hogy az egyes termékeire mekkora kamatot �zet tény-

legesen, a költségeket levonva, így a fogyasztók egyszer¶bben össze tudják

hasonlítani a különböz® bankok termékeit. Ez a mutató az EBKM (Egysége-

sített Betéti Kamatláb Mutató). A Pénz®rz® Banknál legalább 1 éves lekötés

esetén az EBKM 8 % . Ha Jancsi leköt 40 ezer Ft-ot, mekkora összeget vehet

fel id®közben, és lejáratkor 1, 2, ..., 5 éves lekötés esetén? (a kamatszámítás

lineáris módon történik)

Házi feladat

A használt feladatgy¶jteményben a kamatszámítás részben lév® egyszer¶ kamat-

számítást gyakoroltató feladatok közül válogathatunk.
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Óravázlat (Kamatoskamat-számítás)

Ismétlés

Ellen®rizzük le az el®z® órai házi feladatot, pár szóban ismételjük át az egyszer¶

kamatszámítást.

Kamatoskamat-számítás

Vegyük el® megint a Gazdálkodj okosan pénzeket. Az el®z® órához hasonlóan

jegyezzük az adatokat a táblára. Ismét 50000 Ft az alapt®kénk és 10 % a ka-

matláb, de most kamatos kamattal számolunk. Ismét emeljük ki, hogy a való-

ságban a bankok jellemz®en ezt a módszert használják, nem az egyszer¶ kamat-

számítást, tehát a projektmunkában ezzel kell dolgozniuk. Rakjuk le az alapt®-

két egy kupacba. Az els® év végén ennek a 10 % -a a kamat, ez 5000 Ft, amit

most nem veszünk fel külön, hanem bent hagyva a bankban az alapt®két nö-

veljük vele, ezt nevezzük éves t®késítésnek. Így egy kupacunk van, ami az els®

év végén 50000 + 50000 · 10
100

= 50000 · (1 + 10
100

) = 55000 Ft, ennyit vehetünk

fel, ha 1 évre szól a szerz®dés. Ha nem, akkor a bankban hagyjuk a pénzt, és

a megnövelt alapt®ke kamatozik tovább, azaz 55000 Ft-nak vesszük a 10 % -át,

55000 + 55000 · 10
100

= 55000 · (1 + 10
100

) = 60500 Ft. Ennyit vehetünk fel, ha 2 évre

szól a szerz®dés. Ezt írjuk az el®z® számolás alá közvetlenül, hogy a két végered-

mény egymás alá kerüljön. Folytassuk együtt a számolást, írjuk fel az els® 5 évet.

Ezután keretezzük be az egyes évek végén felvehet® pénzmennyiségeket. Mit vesz-

nek észre? A diákok ezt megel®z®en tanultak a mértani sorozatokról, így elvárható,

hogy felismerjék, a kapott értékek mértani sorozatot alkotnak. Ezt hangsúlyozzuk

ki, állapítsuk meg, hogy a sorozat kvóciense (1 + 10
100

) = 1, 1. Próbáljuk meg közö-

sen általánosítani. Az évek számát n, az n. év végén felvehet® pénzt Tn jelöli. Az

egyes évek végén felvehet® pénzmennyiségek

T1 = T0 · (1 + p
100

)

T2 = T1 · (1 + p
100

) = (T0 · (1 + p
100

)) · (1 + p
100

) = T0 · (1 + p
100

)2

T3 = T2 · (1 + p
100

) = ((T0 · (1 + p
100

)) · (1 + p
100

)) · (1 + p
100

) = T0 · (1 + p
100

)3.
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Az általános képlet

Tn = T0 · (1 +
p

100
)n.

Vizsgáljuk meg, hogy az el®z® példában felírt egyenletek megfelelnek a képletnek.

Állapítsuk meg közösen a kvóciens általános alakját: (1 + p
100

). Oldjunk meg

néhány példát ezzel kapcsolatban.

1. Éva néni a megtakarított pénzét, 150000 Ft-ot beteszi a bankba, ahol az

EBKM 4 %. A bank kamatoskamat-számítást alkalmaz és évente t®késít.

Mekkora összeget vehet fel Éva néni 1, 2, 3, 4, 5 év múlva?

2. Péter 200000 Ft-ot köt le a bankban, mely összegre - úgy gondolja - 2 évig

nem lesz szüksége. A bank legalább 2 éves lekötés esetén akciós, 7, 5 % -os

kamatot ígér (kamatos kamatszámítást alkalmaz, évente t®késít). Mekkora

összeget vehet fel Péter 3, 4, 5, 10 év múlva? (most tekintsünk el a költségek-

t®l)

Összehasonlítás

Emeljük ki a különbséget az egyszer¶ és a kamatos kamatozás között: az el®bbinél

az alapt®ke nem változik, mindig ugyanakkora összegnek számoljuk a kamatát -

azaz elég egyszer kiszámolni - míg a másodiknál a kamattal megnövelt alapt®ke

kamatozik tovább a következ® évben. Kérdezzük meg a diákokat, hogy melyik ka-

matozást választanák, ha a saját pénzükr®l lenne szó, majd számítsák ki az el®z®

feladatot egyszer¶ kamatozással is és hasonlítsuk össze az eredetivel. Állapítsuk

meg, hogy az els® év végén ugyanakkora a kétféle kamatozással számított érték,

azaz L1 = T1, míg a továbbiakban, azaz n > 1 esetén Ln < Tn. Miután ezeket

megbeszéltük, nézzük meg ábrán is, hogy mekkora az eltérés az órai példa esetén

(7. ábra). Érdekességként megmutathatjuk, hogy nem csak egész évekre számolva

hogyan néznek ki a felvehet® pénzmennyiségek (8. ábra). Matematikailag ebben

az esetben a t 7→ (1 + p
100
· t) és a t → (1 + p

100
)t, t ∈ R+

0 függvények összehason-

lítása történik. Emeljük ki, hogy t ∈ (0, 1) esetén az egyszer¶ kamatszámítással

magasabb értéket kapunk.
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7. ábra.
Lineáris (zöld) és kamatos (piros) kamatozás összehasonlítása az órai példán

Házi feladat

1. A használt feladatgy¶jteményben a kamatszámítás részben lév® kamatoskamat-

számítást gyakoroltató feladatok közül válogathatunk.

2. Katit az el®z® matematikaóra annyira elgondolkodtatta, hogy utána err®l

álmodott. Álmában a megtakarított zsebpénzét (32000 Ft) le akarta kötni

valamelyik bankban. Talált is egy nagyon kedvez® ajánlatot, az Álom Bank

legalább 1 éves lekötés esetén 90 % -os kamatot ígér. Az nem derült ki, hogy

egyszer¶ vagy kamatos kamatozást alkalmaz-e a bank. Számítsuk ki mindkét

módszerrel, mennyi pénzt vehetne fel (álmában) 1, 2, 5, 10 év múlva Kati.
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8. ábra. Lineáris (zöld) és kamatos (piros) kamatozás összehasonlítása

3. (szorgalmi) Bizonyítsd be az Ln és Tn között fennálló egyenl®tlenséget t =

0, 1
2
, 1
3
, 1, 2, 3 esetén.

Megjegyzés. Ehhez csak a nevezetes azonosságok alkalmazására van szükség.
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Óravázlat (Törleszt®részlet számítás)

Törleszt®részlet számítás

Vegyük el® megint a Gazdálkodj okosan pénzeket. El fogunk játszani egy hitelfel-

vételt és annak vissza�zetését. Négy f®szerepl® lesz: egy bankos ; egy hitelfelvev®

egyetemista, aki 120000 Ft személyi kölcsönt kér a banktól, mert új biciklit akar

venni; egy boltos, aki biciklit árul és egy munkaadó, akinél az egyetemista dolgozik.

Válasszuk ki a szerepl®ket, a bankos és a munkaadó kapjon pénzt. Az egyetemista

"bemegy a bankba" és kéri a kölcsönt. Miel®tt a bankos odaadná a pénzt, mond-

juk el, hogy ennek bizony feltételei vannak. Mivel a 120000 Ft-ot most egy ideig

a bank nem tudja használni, hiszen kölcsönadta, szeretné, ha ezért kárpótolnák

valahogy. Ez a kárpótlás úgy valósul meg, hogy a hitelt felvev® több pénzt �zet

vissza, mint amennyit kölcsönkért. Ahogy az el®z® órákon a bank használta a

mi pénzünket és ezért kamatot �zetett, most mi használjuk az ® pénzét és ezért

kamatot �zetünk. A másik feltétel, hogy szabályos id®közönként kell vissza�zetni

a pénzt, mindig ugyanakkora összeget. Ezt nevezzük a hitel törlesztésének. A

bankos tehát kiköti, hogy évi 25 % -os kamatlábra adja oda a pénzt, így havonta

31578 Ft-ot kér, és a törlesztés 4 hónapig fog tartani. Az egyetemista beleegyezik,

megtörténik a 120000 Ft ki�zetése. Honnan tudja vajon a bankos, hogy 31578

Ft-ot �zetve pontosan 4 hónap alatt lesz törlesztve a pénz? Nézzük meg, hogyan

gondolkodik. El®ször írjuk fel az adatokat a táblára:

kölcsön: 120000 Ft

törleszt®részlet: 31578 Ft

kamatláb: évi 25 %

törlesztés ideje: 4 hónap.

Mivel havonta törlesztünk, ki kell számolni az egy hónapra es® kamatlábat: évi

25 %⇒havi 25
12

= 2.083̇ % ≈ 0.02083. Ezt emeljük ki, a bankok legtöbbször éves

kamatlábat adnak meg és ha nem évente törlesztünk, akkor ezt át kell váltani.
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A kölcsönvett pénzt az egyetemista odaadja a boltosnak és megkapja a várva-várt

- képzeletbeli - biciklit. Eltelik az els® hónap, az egyetemista kap a munkaadótól

pénzt, melyb®l 31578 Ft-ot odaad a bankosnak (ezeket játsszák el a diákok). Írjuk

fel a táblára, hogy a havonta történ® be�zetések után mennyi marad a törlesztés-

b®l. Az els® �zetéskor a kölcsönvett pénz már kamatozott 1 hónapot, azaz

1. hónap vége: 120000 · 1.02083− 31578 ≈ 90922 Ft.

Eltelik a következ® hónap, az egyetemista ismét kap pénzt, melyb®l 31578 Ft-

ot bevisz a bankba. Az el®z® hónap végén maradt hitel tovább kamatozott. A

maradék összeg:

2. hónap vége: 90922 · 1.02083− 31578 ≈ 61238 Ft

3. hónap vége: 61238 · 1.02083− 31578 ≈ 30936 Ft

4. hónap vége: 30936 · 1.02083− 31578 ≈ 2 ≈ 0 Ft.

Tehát a 4. hónap végére tényleg elfogyott a törlesztend® hitel. Hogyan számol-

hatnánk ki a havi törleszt®részletet? Ha az (ismeretlen) törleszt®részletet x-szel

jelöljük, akkor

1. hónap vége: 120000 · 1.02083− x

2. hónap vége: (120000·1.02083−x)·1.02083−x = 120000·1.020832−x·1.02083−x

3. hónap vége: (120000·1.020832−x·1.02083−x)·1.02083−x = 120000·1.020833−
x · 1.020832 − x · 1.02083− x

4. hónap vége: (120000 · 1.020833 − x · 1.020832 − x · 1.02083− x) · 1.02083− x =

120000 · 1.020834 − x · 1.020833 − x · 1.020832 − x · 1.02083− x.

Azt szeretnénk, hogy a 4. hónap végén ne maradjon törlesztend® hitel, tehát az

utolsó kifejezés 0-val legyen egyenl®. Alakítsuk át egy kicsit a kifejezést:

120000 ·1.020834−(x ·1.020833+x ·1.020832+x ·1.02083+x) = 120000 ·1.020834−
x · (1.020833 + 1.020832 + 1.02083 + 1) = 0.
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Mit vehetünk észre? A zárójelben lév® összeg tagjai egy mértani sorozat egymást

követ® elemei, állapítsuk meg együtt, hogy a sorozat kvóciense 1.02083. A mértani

sorozat összegképlete segítségével egyszer¶bb alakban is fel lehet írni:

1.020833 + 1.020832 + 1.02083 + 1 = 1 · 1.020834−1
1.02083−1 ≈ 4.13.

Az egyenlet tehát

120000 · 1.020834 − x · 4.13 = 0,

melyb®l

x =
120000 · 1.020834

4.13
≈ 31553 ≈ 31578,

azaz tényleg ennyi a törleszt®részlet (az eltérés a számítások során végzett kerekí-

tésekb®l adódik). Emeljük ki, hogy a vissza�zetett pénz 4 · 31578 = 126312 Ft,

azaz 6312 Ft-tal kellett többet vissza�zetnünk, mint amennyit kértünk, ennyi volt

a �hitel ára�. Ezután oldjunk meg egy hasonló példát más számokkal, az elmélyítés

végett, de itt már kérjük, hogy ®k mondják a számolás menetét. Ha ez megvan,

akkor próbáljuk meg általánosítani a képletet. Jelöljük a felvett hitelt H-val, az

adott �zetési gyakorisághoz átszámított kamatlábat p-vel (százalékban), a �zetések

számát n-nel. A törleszt®részlet számlálója:

H · (1 +
p

100
)n,

nevez®je:

1 ·
(1 + p

100
)n − 1

1 + p
100
− 1

=
(1 + p

100
)n − 1

p
100

= ((1 +
p

100
)n − 1) · 100

p
.

Gyakoroljuk a számítást. Bontsuk az osztályt két részre, a két csoport eltér® ideig

tartó törlesztéssel fog számolni. Ez azért hasznos, mert a törleszt®részlet számítás

gyakoroltatása mellett az eredmények alapján meg tudjuk majd mutatni, hogy a

különböz® id®re felvett hitelekért mennyire eltér® pénzösszeget kell vissza�zetnünk.

A felvett hitel H = 300000 Ft, háromféle kamatláb legyen: p = 15 %, 20 %, 25 %,

és kétféle �zetési gyakoriság: havonta, félévente. Az A csapat 5 évre veszi fel a

hitelt, a B csapat 8 évre. Számolják ki az egyes törleszt®részleteket. Erre hagyjunk

id®t, majd miután elkészülnek írják fel a táblára az eredményeket és beszéljük meg,

ha probléma adódott valamelyikkel. Kérdezzük meg ®ket, hogy szerintük melyik
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esetben kell a legtöbbet vissza�zetni és tippeljék meg azt is, hogy mekkora lesz

ez az összeg. Ez után számolják ki pontosan és mindkét csapatból egy ember írja

fel az eredményt a megfelel® törleszt®részlet mellé. A törleszt®részletet jelöljük

x-szel, vissza�zetett összeget V -vel.

• p = 15 %

havonta: xA ≈ 7137 Ft, VA ≈ 428219 Ft

xB ≈ 5384 Ft, VB ≈ 516828 Ft

félévente: xA ≈ 43706 Ft, VA ≈ 437058 Ft

xB ≈ 32817 Ft, VB ≈ 525078 Ft

• p = 20 %

havonta: xA ≈ 7948 Ft, VA ≈ 476890 Ft

xB ≈ 6286 Ft, VB ≈ 603452 Ft

félévente: xA ≈ 48824 Ft, VA ≈ 488236 Ft

xB ≈ 38345 Ft, VB ≈ 613520 Ft

• p = 25 %

havonta: xA ≈ 8805 Ft, VA ≈ 528324 Ft

xB ≈ 7252 Ft, VB ≈ 696173 Ft

félévente: xA ≈ 54187 Ft, VA ≈ 541865 Ft

xB ≈ 44217 Ft, VB ≈ 707464 Ft

Ennyit kell tehát az egyes esetekben vissza�zetni a kölcsönvett 300000 Ft-ért.

Beszéljük meg, hogy a felvett pénz és a kamatláb mellett a �zetés id®tartama, és

gyakorisága is er®sen befolyásolja a vissza�zetett pénz nagyságát. Ennek oka, hogy

ha kevesebb id®re vesszük fel a hitelt, akkor magasabb a törleszt®részlet, ahogy

a számolásokból is kiderül. Egy törleszt®részlet be�zetése után a megmaradt hi-

tel tovább kamatozik, így ha magasabb összeget �zetünk be, kevesebb hitelünk
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marad, tehát kisebb pénzösszeg kamatozik tovább. Ezzel a jelenséggel kapcsolatos

fogalmak a t®ketörlesztés, és a kamattörlesztés. Nézzük meg például a p = 25 %-os

kamatlábú és havi gyakoriságú esetet a B csapatnál. Az els® hónap végére a hitel

300000 · (1 + 0.25
12

) = 306250 Ft-ra n®, melyb®l 300000 Ft a felvett t®ke, 6250 Ft

a kamat. Ha törlesztünk 7252 Ft-ot, akkor a második hónap elejére maradó hitel

306250 − 7252 = 298998 Ft, azaz a t®két csak 1002 Ft-tal csökkentettük (t®ke-

törlesztés), a többi pénz, 6250 Ft a kamat törlesztésére ment el (kamattörlesztés).

Ezzel szemben p = 15 % esetén az A csapatnál 300000 · (1 + 0.15
12

) = 303750, azaz a

7137 Ft-os törlesztés 303750− 7137 = 296613 Ft-ra, azaz 3387 Ft-tal csökkenti a

t®két. Így ez esetben a t®ketörlesztés 3387 Ft, a kamattörlesztés 3750 Ft. Annál

jobb tehát, minél nagyobb részét törlesztjük a t®kének, mert így kisebb összeg

kamatozik tovább. Erre nagyon fontos �gyelnünk hitelfelvétel esetén, különben

el®fordulhat, hogy hosszú ideig csak a kamatot törlesztjük, és végül a kölcsönvett

pénz többszörösét �zetjük vissza. Mutassunk egy ábrát egy (nem igazán kedvez®)

hitelfelvétel t®ke- és kamattörlesztésének alakulásáról a törleszt®részleten belül (9.

ábra), majd mutassuk meg, hogyan változik a fennmaradó hitel a törlesztés ideje

alatt (10. ábra). Vizsgáljuk meg az ábrákat alaposan és vonjunk le következteté-

seket. Például, ha azt tervezzük, hogy a törlesztési id®szak feléig �zetjük az el®írt

havi részletet, majd utána egy összegben el®törlesztünk, akkor az el®törlesztési díj

mellett még azzal is szembesülünk, hogy a felvett hitel 4
5
részét kell be�zetnünk,

pedig lineáris szemléletünk azt diktálná, hogy ekkorra már a t®ketartozás felét

ki�zettük.

Órai feladat. Lekötünk a Pénz®rz® Bankban 100000 Ft-ot 13 %-os kamatra 1

évre, havi t®késítéssel (azaz havonta hozzáadják az alapt®kéhez a kamatot és az

új alapt®ke kamatozik tovább). A banki gyakorlat szerint az évi 13 %-os kamathoz

havi 13
12

%-os kamat tartozik és az alapt®ke 1 év alatt az (1 + 0.13
12

)12-szeresére n®.

Azaz az év végén 100000 · (1 + 0.13
12

)12 ≈ 113803 Ft-ot kapunk, holott a 13 %-

os kamat 113000 Ft-ot jelentene. Mi okozza az eltérést? Mekkora a tényleges

kamatláb mértéke? Mekkora havi kamatláb esetén kapnánk 113000 Ft-ot év végén?

Mi történne a havi törleszt®részlettel és a vissza�zetett összeggel az órai példában,

ha ez utóbbi módszerrel állapítanánk meg a havi kamatot?
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9. ábra.
A kamat- (piros) és a t®ketörlesztés (zöld) alakulása a törleszt®részleten belül

Megoldás. Az eltérést az okozza, hogy a havi kamat kiszámításánál az egyszer¶ ka-

matszámítás elvét követve az éves kamatot osztják 12-vel, viszont ezután a havonta

történ® t®késítés miatt kamatos kamattal számolják ki az 1 év alatt felnövekedett

pénzmennyiséget. 113000 Ft-ot akkor kapunk, ha a havi kamatot is a kamatos ka-

matszámítás alapján számoljuk, azaz pK = 12
√

1 + 0.13 − 1 = 0.01024 = 1.024 %.

A banki gyakorlat pénz lekötése esetén az ügyfélnek kedvez, hiszen ahogy a fel-

adatban is látszik, lekötött pénzünk 13 %-a helyett ennek 13.8 %-át kapjuk meg

kamatként az év végén. Hitelfelvétel esetén viszont e számítási mód használata

kedvez®tlen az ügyfél szemszögéb®l nézve. Ugyanis a havi kamatot kamatos ka-

matszámítással számolva pK = 12
√

1 + 0.25−1 ≈ 0.01877, a havi törleszt®részlet ez

esetben 31452 Ft, így a 4 hónap alatt vissza�zetett összeg 125808 Ft lenne, ami 504
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10. ábra. A fennmaradó hitel alakulása

Ft-tal kevesebb, mint az órai példában kapott eredmény. Az EBKM megfelel®je a

hiteleknél a THM, azaz a Teljes Hiteldíj Mutató, ami már a banki gyakorlat alapján

kerül kiszámításra. Azaz az órai példában (1 + 0.02083)12 − 1 ≈ 0.2807 = 28.07 %

(a megadott 25 % helyett), amihez hozzáadva az egyéb költségeket megkapjuk a

THM-et. Ez tehát megmutatja, hogy ténylegesen mekkora kamatot kell �zetnünk

egy évre a kölcsönvett pénz után. Fontos megjegyezni, hogy ez a mutató sem

tartalmazza feltétlenül az összes költséget, ilyen például az el®törlesztés díja, szer-

z®désmódosítás díja, lakáshitel esetén közjegyz®i díj stb.
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Házi feladat

1. A használt feladatgy¶jteményben a törleszt®részlet számítást gyakoroltató

feladatok közül válogathatunk.

2. (szorgalmi) Bence szabadfelhasználású hitelt szeretne felvenni, 200000 Ft-

ot. Két ajánlat közül választhat, az egyiknél a THM 25 %, havonta kell

törleszteni és két évre szól a szerz®dés, a másiknál 23 % az éves kamat, 20

hónap alatt kell vissza�zetnie a kölcsönt kéthavi gyakorisággal. A THM-et

az utóbbi ajánlatnál nem tudjuk, csak azt, hogy a kamaton kívül nincs egyéb

költség. Mekkora lesz az egyes esetekben a törleszt®részlet és a vissza�zetett

összeg?
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Projektmunka leírása

A tanulókkal együtt fogunk megkonstruálni négy valós pénzügyi problémát, amivel

foglalkozniuk kell a tanórák mellett. Négy csoportra bontjuk az osztályt, mind-

egyik csoport kap majd egy feladatot, melynek megoldására lesz körülbelül négy

hetük, mely id® leteltével be kell mutatniuk az osztály el®tt, hogy mire jutottak. A

diákok kérhetnek, s®t kérjenek segítséget, ha elakadtak, erre biztosítsunk minden

héten egy konzultációs lehet®séget.

Célok

• A projektmunka els®dleges célja, hogy a tanulók nézzenek utána konkrét

banki ajánlatoknak, �gyeljék az err®l szóló hirdetéseket a média különböz®

csatornáin (TV, rádió, internet, plakát), legyenek tisztában vele, hogy hol,

milyen segítséget kaphatnak ezzel kapcsolatban. Ha elmélyülnek egy kicsit

ebben a témában, kés®bb nem fog számukra annyira idegenül hangozni.

→ tájékozódás a valós életben

• A munkához szükséges, hogy alaposan átgondolják a kapott feladatot, rész-

feladatokra bontsák a problémát, megtervezzék a megoldás menetét.

→ elemz® készség

• Fel kell osztaniuk egymás között az egyes részfeladatokat, mi az amit együtt

csinálnak, mik az egyéni feladatok. → szervez®készség

• A közös munka megbeszélést, egyeztetést, egymásra �gyelést igényel.

→ kapcsolatok er®sítése

• A csoportban végzett munka által egymástól is tudnak tanulni, gyakorolják

a közös problémamegoldást, amire esetleg egy kés®bbi munkahelyen szükség

lehet. → csapatjátékosság

• A megoldást be kell mutatniuk az osztály el®tt. → el®adókészség
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Csapatok, feladatok összeállítása

Az els® órát kezdjük a projektmunka megbeszélésével. Vázoljuk fel, hogy mir®l

is fog szólni, mennyi idejük lesz a megoldásra, mit várunk el a végén - ezt majd

a megbeszélés végén pontosan rögzítsük le. Bontsuk fel az osztályt heterogén

csoportokat képezve, hogy a munka során minél jobban tudják egymást segíteni, és

hogy ne legyenek "jobb" és "rosszabb" csapatok. Kezdjünk egy "brainstorming"-

gal arról, hogy ki milyen pénzügyi termékeket ismer. Ezeket címszavakban írjuk fel

a táblára, majd beszéljük meg, hogy melyik mit takar pontosan. Ezután próbáljuk

meg együtt megfogalmazni a feladatokat. A problémát foglaljuk valós keretbe,

konkrét élethelyzeteket állítsunk fel. Egy lehet®ség:

1. Évi és Imre egy �atal pár, akik közös lakást szeretnének venni körülbelül 8

millió Ft értékben. Ketten együtt 400 ezer Ft-ot keresnek havonta, melyb®l

maximum 100 ezer Ft-ot tudnak törlesztésre fordítani. A szüleikt®l kapnak

összesen 3 millió Ft-ot. Milyen lehet®ségeik vannak hitelfelvételre? (vázol-

junk fel három konstrukciót) Milyen plusz költségek merülhetnek fel?

2. Mari frissen végzett óvón®, szeptemberben áll munkába. Az egyetemi évei

végén plusz pénzre volt szüksége, ezért az utolsó félév elején (február 1-

én), egy összegben felvett 75000 Ft diákhitelt, amit most el kell kezdenie

vissza�zetni. Vázoljunk fel háromféle törlesztési lehet®séget. Milyen kedvez-

ményekre/plusz költségekre számíthat a törlesztés során?

3. Sára a nagyszüleit®l örökölt 1 millió Ft-ot, melyet le akar kötni egy bankban,

ugyanis legkorábban 5 év múlva van rá szüksége. Milyen lehet®ségei vannak

féléves, két hónapos és egy hónapos gyakoriságú t®késítés esetén?

4. A Szabó családba hamarosan új gyermek érkezik, ezért szükségük van egy

nagyobb kocsira, ami körülbelül 3 millió Ft-ba kerül. A szül®k keresete össze-

sen 300 ezer Ft, melyb®l 50 ezer Ft-ot tudnak törlesztésre fordítani havonta.

A régi kocsijukat 1 millió Ft-ért tudják eladni. Milyen lehet®ségeik vannak

hitelfelvételre? (vázoljunk fel három konstrukciót) Milyen plusz költségek

merülhetnek fel?
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Irányítsuk a megbeszélést, hogy egyenl® nehézség¶ és közös munkát igényl® fel-

adatok legyenek, de fontos, hogy minél nagyobb részük legyen a diákoknak a fel-

adatok kit¶zésében, mert így jobban magukénak érzik a problémákat. A feladatok

különböz® termékekre irányuljanak, ne csak az adatokban különbözzenek, mert

így a megoldás bemutatásakor �gyelniük kell arra, hogy a többi csapat megértse,

pontosan mir®l is van szó. Miután elkészültek a szövegek minden csapat válasszon

magának egy problémát, melyet pontosan jegyzeteljenek le. Ezután beszéljük meg,

mit is várunk el a feladattal kapcsolatban. Fontos, hogy világosak legyenek az el-

várások, készíthetünk róla egy nagyobb ábrát is, melyet elhelyezünk a teremben,

így nem lesznek félreértések.

Elvárások a projektmunkával kapcsolatban

Célja. A bemutatás célja az legyen, hogy a másik három csapat megértse az

adott problémára vonatkozó megoldási lehet®ségeket, a közöttük lev® különbsége-

ket.

Információ. Bármilyen, éppen aktuális ajánlattal dolgozhatnak, amit hirdetés-

ben látnak/hallanak, vagy amit ®k maguk találnak. Az információgy¶jtés elkezdé-

séhez adjunk támpontot. Nagy segítségükre szolgálhat hitelfelvételhez a PSZÁF

honlapján megtalálható Hitel- és lízingtermék választó program27, lekötéshez a

szintén ezen a honlapon lév® Terméktáblák menüpont, diákhitelhez pedig a diák-

hitel honlapja. Ezek a honlapok nem csak a konkrét ajánlatok feltérképezése miatt

hasznosak, hanem tájékozódnak a diákok arról is, hogy milyen paramétereket kell

egyáltalán �gyelembe venniük.

Menete. A bemutatás legalább 10, legfeljebb 20 perc hosszúságú legyen. El®ad-

hatja a csapat egyetlen tagja, de szerepelhetnek akár mind a négyen is. A végén

be kell számolniuk arról, hogy melyik csapattagnak mi volt a feladata. Használ-

hatnak számítógépet (amennyiben van interaktív tábla), ábrákat, képeket, ez a

fantáziájukra van bízva. Az el®adás végeztével a hallgatók kérdéseket tehetnek

27http://www.pszaf.hu/portal/fogyasztoknak/bal_menu/ptilekerdezo

61



PÉNZÜGYI MATEMATIKA A KÖZÉPISKOLÁBAN

fel a témával kapcsolatban - ha senki nem kérdez, akkor mi tegyünk fel néhány

kérdést.

Segítség. Óra végén kapnak majd egy útmutatót, ami segítségükre lehet a ter-

vezésben. Emellett biztosítsunk konzultációs lehet®ségeket (ezek id®pontját is be-

széljük meg), valamint a harmadik héten szánjunk egy tanítási órát arra, hogy ott

csak ezzel a feladattal foglalkozzanak. Ekkor is kérhetnek segítséget, valamint mi

is képet kapunk arról, hogy állnak a munkával.

Határid®k. A feladatra annyi idejük legyen, amíg ezzel a témával foglalkozunk,

körülbelül 1 hónap. Beszéljük meg a bemutatások pontos id®pontját. Lehet®leg

ne egy órán legyen mind a négy el®adás, inkább szánjunk rá két tanítási órát.

A harmadik hétre minden csapat készítse el legalább egy lehet®ség kiszámítását,

hogy meg tudjuk beszélni, ha esetleg alapvet® hiba van a számolásban, ez ne a

bemutatáskor derüljön ki.

Értékelés. Mindenképp értékeljük a projektmunkát, különben nem biztos, hogy

eléggé motiváltak lesznek a tanulók. Egy csapaton belül a tagok egyformán legye-

nek értékelve, így érdekeltek lesznek abban, hogy mindenki ugyanannyit dolgozzon.

Az értékeléshez állítsunk fel szempontokat, ezt megtehetjük a diákok bevonásával

is. Néhány szempont:

• a projekt bemutatása közérthet® volt-e

• matematikailag rendben voltak-e a számítások (kérjük be külön lapon a szá-

mításokat)

• mennyire sikerült csapatmunkát megvalósítani.

A projektmunkára mindenki egy témazárónak megfelel® érdemjegyet kapjon.
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Várható problémák

• Ha a diákok nem szoktak csoportban dolgozni, elképzelhet®, hogy nem pró-

bálnak együttm¶ködni, hanem a jobb képesség¶ekre bízzák a munkát. Külön

hívjuk fel a �gyelmet, hogy csoportmunkáról van szó, tehát minden csapat-

tagnak dolgoznia kell és ennek megvalósítása is értékelve lesz.

• A hirdetésekben nem biztos, hogy helyesen használják a fogalmakat. Ha

ezzel problémájuk akad, nyugodtan forduljanak hozzánk segítségért. Össze

is gy¶jthetik az ilyen hibákat, ezt is belesz®hetik az el®adásba.

• Lámpaláz miatt nem sikerül jól a bemutatás, holott teljesen jól állították

össze. Ezt ne számítsuk bele az értékelésbe, de a továbbiakban csináljunk

minél több olyan feladatot, ahol az osztály el®tt kell szerepelniük. Így jobban

hozzászoknak a hasonló helyzetekhez, amivel - ha máskor nem is - érettségin

biztosan találkoznak.

• Nem �gyelnek egymás el®adására a diákok. Erre megoldás lehet, hogy egy

csapat értékelésébe beleszámítjuk, ha valamelyik tagja jól kritizálja mások

bemutatóját, fontos észrevételeket f¶z hozzá, vagy helyénvaló kérdéseket tesz

fel az el®adással kapcsolatban. Ezen kívül hívjuk fel a �gyelmet arra, hogy

a témazáró utolsó feladata a négy el®adásra vonatkozó kérdésekb®l fog állni.

Útmutató a munkavégzéshez

1. Elolvassuk többször, alaposan a feladatot, megbeszéljük, hogy pontosan mi

is a kérdés.

2. Rendszerezzük az adatokat.

3. Felosztjuk egymás között, hogy ki mit fog csinálni. (információgy¶jtés)

4. Az összegy¶jtött információt közösen megbeszéljük.

5. Alkalmazzuk az adatokon a meg�gyelt lehet®ségeket.

6. Órán el®adható formába öntjük a megoldásokat, megtervezzük a bemutatás

menetét.
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Illusztratív megoldás - Diákhitel

A diákhitel nem egy szokványos hitelkonstrukció, hosszú ideig történ® rendszeres

hitelfelvétel esetén a számítások jelent®sen elbonyolódhatnak. Ezért célszer¶, ha

projektmunkaként egyszeri, egy összeg¶ hitelfelvételt t¶zünk ki, ekkor csak ennek

az összegnek a kamatozását kell vizsgálnunk. A diákhitel honlapján28 a keres®be

az ügyleti kamat kifejezést beírva találhatjuk meg a kamatszámítás menetét. Ezt

az információt osszuk meg a diákokkal, mert egyedül nem biztos, hogy megtalálják.

A kamatszámítás lineárisan történik, éves t®késítéssel, ezekr®l a fogalmakról volt

szó az órákon, tehát nem okozhatnak problémát.

A feladat szerint háromféle törlesztési konstrukciót kell felvázolni. A diákhitel

kamata törvényben el®írt (jelenleg 8.5 %), a törlesztést el kell kezdeni legkés®bb a

hallgatói jogviszony megsz¶nése utáni negyedik hónapban és a minimális törlesztési

összeg is meg van határozva. Ezért különböz® konstrukciókat f®ként az alapján

kaphatunk, hogy mennyi pénzt fordít havonta a törlesztésre Mari. Például 100000

Ft-os havi nettó �zetés mellett elképzelhet®, hogy csak a kötelez®en el®írt részletet,

a minimálbér 6 %-át tudja törlesztésre fordítani. Ez jelenleg 78000 · 0.06 = 4680

Ft. A [11]-ben található diákhitelhez kapcsolódó feladatok megoldásai alapján a

februárban felvett 75000 Ft-on lev® kamattartozás október 1-én (ekkor kap el®ször

�zetést) 75000 · 0.085 · 242
365
≈ 4227 Ft, a t®ketartozás 75000 Ft, ez nem változott,

hiszen évente t®késítik a kamatot. A törlesztés elkezdésével a t®ketartozás az év

végéig minden hónapban csökken 4680 Ft-tal, így az év végére 75000− 3 · 4680 =

60960 Ft, a kamattartozás ekkor 1407 + 4227 = 5634 Ft, tehát a következ® év

elején fennálló tartozás 66594 Ft. A második év végére a t®ketartozás 10434 Ft, a

kamattartozás 3064 Ft, így a harmadik év elejére fennálló tartozás 10434+3064 =

13498 Ft. A törlesztés harmadik évében a törleszt®részlet már a két évvel azel®tti

éves jövedelem 6 %-ának 1
12

része. Az adatokat az Adó- és Pénzügyi Ellen®rzési

Hivatal szolgáltatja a Diákhitel Központnak, de jól közelítünk, ha a havi jövedelem

6 %-ával számolunk, ami jelen esetben 6000 Ft. További 3 hónapig tart tehát a

törlesztés, az els® két hónapban 6000 Ft-ot törleszt havonta, míg márciusban a

fennmaradó 13498 − 2 · 6000 = 1498 Ft t®ketartozást, és 64 Ft kamattartozást,

így az utolsó havi törleszt®részlet 1498 + 64 = 1562 Ft, mellyel ki is egyenlítette a

28http://www.diakhitel.hu/
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tartozását.

El®fordulhat, hogy magasabb törleszt®részletet is tud vállalni Mari, vagy egy év

végi bónuszt arra áldoz, hogy el®törlesszen egy nagyobb összeget. Így más konst-

rukciókhoz jutunk, melyekhez a számolás a fent látott módon történik, hiszen

az el®törlesztés díjmentes (feltéve, hogy az átutalás közleményében feltüntetjük,

hogy el®törlesztésr®l van szó). A különböz® törlesztések értékelhet®ek a vissza�ze-

tett összeg nagysága alapján, persze ezt befolyásolja, hogy mennyi pénzt tudunk

a törlesztésre fordítani, hiszen nem biztos, hogy megengedhetjük magunknak az

el®törlesztést.

A projekt értékéb®l levon, ha a diákok

• nem vették �gyelembe az el®törlesztési lehet®séget és miután rákérdeztünk

sem tudták, milyen feltételei vannak

• nem tértek ki rá a bemutatásban, hogy a kamatláb változhat és miután

rákérdeztünk sem tudták ezt

• lineáris helyett kamatos kamatozással számolnak

• a kamatot nem évente t®késítik

• két év után nem térnek át a minimálbér meghatározott százalékáról a két

évvel azel®tti bér meghatározott százalékára

• nem tudják megindokolni, hogy mi alapján választottak a különböz® konst-

rukciók közül

• nem térnek ki a kedvezményekre/plusz költségekre.

A projekt értékét javítja, ha a diákok

• észreveszik, hogy 30 napos hónapokkal számolva egyszer¶södik a számítás és

csak minimális az eltérés a számított értékekben

• megvizsgálják, hogy az egyes konstrukciók esetén mekkora a ténylegesen

vissza�zetett összeg
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• az el®z®n kívül egyéb helyes szempontot találnak a konstrukciók összehason-

lítására

• értelmezik a különbséget az el®törlesztés és az el®teljesítés között

• gra�konokkal színesítik az el®adást.
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