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El6sz6

A hozamgoérbe azonos kockazati kategériaba esé kotvények hozamait abrazolja a
lejaratig hatraléve id§ fiiggvényében, azaz megmutatja, hogy az egyes jovébeli id6-
pontokhoz tartoz6 pénzaramlasokat mekkora hozamokkal értékeli, diszkontalja a
piac. Ezéltal informaciot nyerhetiink a piaci szerepl6k varakozasairél a gazdasag
jovébeni allapotat illetGen, igy a hozamgdrbe becslése kdzponti kérdés a gazdasagi
szerepl6k és a monetaris politika szemszogébdl. Emellett a hozamok ismeretében
arazhatova valnak a piacon megjelend 4j kotvények és a kamatldbak szdrmazékos
termékei is. A paraméteres modellek el6zetes feltételezésekkel élnek a hozamgorbe
alakjara vonatkozoan és a piacon megfigyelhetd arak segitségével hatarozzdk meg
a modell paramétereit. Attol fiiggGen, hogy hasznalunk-e valdszintiségszamitasi
modszereket a modell szarmaztatasara, statikus és dinamikus megkozelitések 1é-
teznek a hozamgorbe becslésére. Ahogy a matematika minden teriiletén, gy jelen
esetben is érvényes a mondés, "all models are false, but some models are use-
ful" (Box, 1976), lassuk tehat, hogy milyen jol hasznalhato modellek késziiltek a

kamatlabak lejarati szerkezetének vizsgalatahoz.

A diplomamunka elsG része egy rovid bevezetés a kotvények és kamatlabak vi-
lagaba. A maésodik részben statikus, a harmadik részben dinamikus moédszereket
mutatok be a teljesség igénye nélkiil [2],[4],[7],[9] alapjan. A bemutatott modszerek
koziil két statikus és egy dinamikus modellt implementaltam az R programcsomag
segitségével, a negyedik részben ennek folyamatat és magyar allamkoétvényekre valo
alkalmazasat targyalom. Az 6todik rész pedagbgiai témaja, ebben a kozépiskolai

szinten megjelend pénziigyi matematika tanitasaval foglalkozom.

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Prokaj Vilmosnak, akit6l a felmeriil6 kér-
déseimre gyors és preciz valaszra szamithattam barmikor a diplomamunka meg-
irdsa alatt, és aki a konzultaciok soran példdt mutatott arra, hogyan érdemes
hozzékezdeni egy probléma megoldasahoz. Koszéném tovabba unokatestvérem-
nek, Szildgyi Péter Gdbornak a szamitasokhoz hasznalt bGséges adatmennyiséget,
valamint Hertz Istvdnnak a hasznos tanacsokat és konyvajanlasokat. A pedagobgiai
részhez nytjtott segitséget és érdekes otleteket kdszondm tanéri szakos témaveze-

témnek, Vancsd Odonnek és szakdolgozo tarsamnak, Krusper Mdrténak.
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BEVEZETES

Bevezetés

Kotvényt elsGdleges piacon megvasarolva kolesont! adunk a kétvény kibocsato-
janak, aki lehet egy vallalat, 6nkormanyzat, vagy akar az allam. A kibocsato
kiteles egy fix jovébeli idépontban - ez a kotvény lejarati ideje? - visszafizetni a
mindenkori kétvénytulajdonosnak a kolesonbe kapott tékét, valamint szintén fix
idépont(ok)ban az elére meghatarozott kamato(ka)t. Bar a kotvény biztonsagos
befektetésnek szamit, kockazatunk igy is van, példaul a kibocsaté fizetésképtelen-
sége, vagy a kamatlabkockazat®. Ez utobbi akkor lép fel, ha lejarat elstt eladjuk
a kotvényt, hiszen ekkor a hozam (a befektetett tGke egységére adott idGszakasz
alatt jutd nyereség) a kotvény piaci aratol fog fliggeni, amit az aktualis piaci ka-
matlab hataroz meg. Minél hosszabb lejarati kétvényiink van, arfolyama annal
érzékenyebb a kamatlab ingadozésara, emiatt a rovid lejarati allamkotvényt tekin-
tik a legbiztonsagosabb befektetésnek, mivel ennél nemcsak a nemfizetés kockazata

alacsony, hanem a befektetési id6 rovidsége miatt a kamatlabkockéazat is.

A kotvényeket csoportosithatjuk kamatfizetésiik természete alapjan.

o clemi kétvény (zérdkupon kotvény)

Nevébdl adodoan nem fizet kupont, nyereségiink abbol szarmazik, hogy név-
érték alatti aron vasarolhatjuk meg és lejaratkor a névértéket kapjuk vissza.
Altalaban 1 évnél rovidebb lejarati idejd, mivel hosszabb tavi kotvenynél a

befektetGk méar elvarjék a rendszeres kamatfizetést.

e kuponfizetd kitvény

A lejaratig elére meghatarozott (altalaban félév vagy év) gyakorisaggal fizet
kupont, majd lejaratkor a névértéket is megkapjuk. Lehet fix vagy valtozo
kamatozéasi. Fix kamatozas esetén a kupon a névérték egy bizonyos szazalé-
kdban van meghatarozva, a valtozé kamatozasia kotvényhez tartozo kupont
pedig valamilyen kozismert ratahoz igazitjak (példaul BUBOR*+0.15).

'De a kétvény - a kolcsonnel ellentétben - kereskedhetd.

Zmaturity date

3interest rate risk

4Budapest Interbank Offered Rate (budapesti bankkozi kamatlab), a kereskedelmi bankok
kihelyezési ratajanak atlaga.
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A hozamgorbe az azonos kockédzati kategoriaba tartozo, kiilonbozd lejaratia kotveé-
nyekhez tartozo éves hozamokat szemlélteti a lejaratig hatralévs idé fliggvényében.
Az azonos kockazati kategoria fontos tényezd, ugyanis példaul egy vallalati kotve-
nyen a nemfizetés nagyobb kockazata miatt magasabb hozamot virunk el, mint

egy allamkétvényen. A hozamgorbét alakja szerint a kovetkezd tipusokba soroljuk.

e normdl (emelkedd) hozamgdrbe

A lejaratig hatralévs id6 novekedésével a hozam mértéke ng. Ez tiikrozi azt a
varakozast, hogy egy hosszabb tavi, igy kockézatosabb befektetésbsl tobbet
profitaljunk, mint egy rovidebb lejaratubol. Emellett azt jelzi, hogy a piaci

szereplék a gazdasag novekedésére és novekve inflaciora szamitanak.

o meredek hozamgdrbe

Akkor hasznéljuk ezt a kifejezést, ha a hosszabb lejarata kétvények hozama
joval a rovidebb lejarattak hozama felett van. Altalaban gyors gazdasagi

novekedés kezdetét, vagy egy recesszid végét jelzi.

e pipos/U alaki/S alaki hozamgirbe

A hozamgorbe nem monoton, névekedd és csokkend részei is egyarant meg-

figyelhetGek. Ez is inflacios varakozasokat tiikroz.

e vizszintes hozamgorbe

Akkor figyelheté meg, amikor minden lejaraton kozel azonos mértékiiek a
hozamok. A valésagban ritkan fordul el6, de elméletben gyakran hasznaljak,

ugyanis egyszertisiti a modellezés folyamatat.

o csokkend (inverz) hozamgdrbe

A piaci szerepl6k csokkend inflacidra és alacsony piaci kamatlabra szamita-
nak, ezért a hosszl lejaratt kétvények a révidtavihoz képest kisebb hozamot
biztositanak. Ennek magyarazata, hogy a varakozasok teljesiilése esetén a
joveben, az akkor kibocsatott kétvényekhez képest ezek mar magas hozami
befektetésnek fognak szédmitani, ezért az alacsonyabb hozamszint mellett is

érdemes lehet hosszutavra befektetni. Magyarorszagon jellemzd ez az alak,
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itt kozrejatszik az alacsonyabb hozamszintd eurodvezethez valé csatlakozas

kozeledte.
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1. dbra. Kiilonb6z6 alakd hozamgorbék
Kamatlabak

A hozamgorbét a kamatlabak lejarati szerkezetének is nevezik, azaz a hozamok
megfelelnek a kamatlabaknak, ezért a tovabbiakban a két fogalmat felvaltva hasz-
naljuk ugyanarra a mennyiségre. Az elemi kétvény arat adottnak véve tobbféle

hozamot definialhatunk. Legyen a T-elemi kotvény ara t-ben p(t,T)° ahol ¢ jeldlje

®Minden értéket a névérték aranyiban fejeziink ki, valamint (ahol kiilén nem jelezziik) foly-
tonos kamatozéssal szamolunk, az id6t években mérve.
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a mai datumot, T' pedig a kotvény lejaratanak idépontjat (¢t < T). s(t,T)-vel
jeloljiik és azonnali kamatldbnak® nevezziik a lejaratig megtartott p(t,T) elemi

kétvényen elérhetd hozamot, azaz p(t,T) - e*&T)(T=D) = 1 vagyis
p(t,T) = e~ sGDH-T=D

_In(p,T))
(T'—=1)

Ebbél az alakbol jol latszik, hogy egy elemi kotvény ara és azonnali kamatlaba

s(t,T) =

ellentétes irAnyba mozognak, ha az egyik né, a masik sziikségszertien csokken.”

Hataridds iigyleten® olyan szerzédést értiink, amikor a jelen idépontban megallapo-
dunk egy jovGbeli id6tartamon érvényes kamatlab mértékében. Harom id6pontunk
van: t < S < T, t-ben akarjuk megéllapitani, hogy mekkora lesz a (konstans) ka-
matlab az [S,T] intervallumon. Jeldljik f(¢,S,T)-vel ezt a kamatlabat, igy ha
1-et fizetiink S-ben, ezért T-ben e/(t:3T)(T=5) _t kell kapnunk. A pénzaramlasaink

a kiilonb6z6 idépontokban:

13 S T

0 1 o (6:8T)-(T—5)

Ezt a pénzaramlas struktiarat el tudjuk allitani elemi kétvények segitségével. Ah-
hoz, hogy S-ben 1-et fizessiink, el kell adnunk ¢-ben 1 db S-elemi kotvényt, ez

1 - p(t,S) pénzaramlasnak felel meg. Mivel a t-beli pénzaramlasnak 0-nak kell

p(t,S)
p(t,T)

lenni, ezt ki kell egyenstlyoznunk, ezért vesziink db T-elemi kotvényt, mely

egyenként p(t, T)-be keriil. Igy t-ben

p(t, )
1-p(t,S)+ < (=p(t,T)) = 0.
(.5) + B - (ple. )
A i’% db T-elemi kétvény T-ben ;)8;; - 1-et ér, tehat efST)(T=5) — %, ezt
atrendezve W p(t.T) — Inp(t. S)
npie, — Inpli,
t,5,T)=— .
f( ) ) ) T _ S
spot rate

TKét idopont kozott eltels id6 szamolasara lasd [4, 16.0.].
8forward rate agreement
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Az f(t,T) = limg_7 f(¢,5,T) mennyiséget hatdridds kamatldbnak® nevezziik. Ez
képletesen azt mutatja meg, hogy t-bél nézve egy T-ben 1étrejévs, azonnal megté-

rils befektetésen mekkora a hozamunk. Hataratmenettel

_Olnp(t,T)

Pillanati kamatldbnak'® nevezziik és r(t)-vel jeloljiik egy t-ben létrejove, és azonnal

megtériil6 befektetés hozamat, azaz
r(t) = f(t,1).
A p(t,T), s(t,T), f(t,T) mennyiségek egymasbdl kifejezhetGek:
p(t,T) = e s (T—1)

p(t> T) =e ]zT f(t,s)ds

__n(p@ET))
s(t,T) = r—n

T
S(LT) = % /1t F(t,5)ds

F(4T) = _81ng¥,T)
Os(t, T)
or

A kamatlabak lejarati szerkezetét e harom fiiggvény barmelyikével tudjuk szemlél-

f&,T)=s(tT)+ (T —1)

tetni. Feltételezve, hogy ¢ = 0, valamint T a lejaratig hatralévé ids, T — s(0,T")
a spot hozamgérbe, T +— f(0,T) a forward hozamgorbe, T — p(0,T) a diszkont-
fiiggveény.

Ha a piacon tetszéleges lejarati id6re biztositva lenne elemi kétvény, akkor ezek
arait abrazolva a lejarati id¢ fiiggvényében, megkapnank a diszkontfiiggvényt, eb-

b6l pedig a felirt egyenletek alapjan tudnank szarmaztatni a spot és a forward

forward rate
Oghort rate
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hozamgorbét is. Viszont az elemi kdtvények altalaban csak 1 évnél kisebb lejara-
ton keriilnek kibocsatasra, a hosszabb lejaratiak mar kuponfizetést is biztositanak,
ezért a hozamgorbe 1 éven tili lejarathoz tartozé pontjait legtébbszor kuponfizetd

kotvények adataibol kell becsiilniink.

Kuponfizeté kotvények

Egy kuponfizets kétvény arat elemi kétvények segitségével hatarozhatjuk meg. Te-
gyiik fel, hogy a kétvény a t <T; <15 < ... < T,, = T id6pontokban cy, ¢, ...,
kupont fizet, T-ben pedig az akkor esedékes kuponon feliil még a névértéket is.
Ez megfelel m db, egyenként ¢, (kK = 1,...,m) névértékid és 1 db 1 névértékd,
kiilénboz6 lejarati elemi kdtvénynek. A kotvény ara tehat ezen elemi kotvények

arainak osszege, C' = (c1,. .., ¢p) jeloléssel

k=1

96 98 100 102

ar (névérték %—-aban)

94

92

2010 2011

datum

2. abra. Egy kuponfizets kotvény ardnak alakulasa
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Az azonnali kamatlabbal kifejezve és ¢, = ¢ fix kamatozast feltételezve

P, T,C;m)= P(t,T,c,m) = Z ¢ e ST Te=t) 4 1. o=s(tD)(T=1)
k=1

Megjegyzés. Ha nincs kuponfizetés, azaz ¢ = 0, akkor P(¢,T,¢c,m) = p(t,T), tehat

visszakapjuk az elemi kotvény arat.

A ¢ értéket nevezziik kuponratanak, melynek kifizetése altalaban rendszeres id6-
kozonként torténik, éves gyakorisagot feltételezve a k. kuponfizetési idépont, T), =
Ty + (k —1). Ha egy kuponfizets kitvény arfolyama adott, ez nem hatarozza meg
egyértelmtien a kamatfizetési idépontokra vonatkozo s(t,Ty), k = 1, ..., m azonnali
kamatlabakat, ezért szokis egy atlagos hozamszintet szamolni, melyet lejdratig
szdmitott hozamnak'! neveziink és y(t, T)-vel jeléliink. Ezt ugy kapjuk meg, hogy

az Osszes jov6beli pénzaramlast ugyanazzal a kamatlabbal diszkontaljuk,
P(t, T’ C, m) = Z C- efy(th)'(Tk*t) + e*y(t,T)-(Tft)7
k=1

vagyis feltételezziik, hogy a hozamgorbe vizszintes. Az &drazo egyenletben igy egyet-

len ismeretlen van, ami a kotvényar ismeretében egyértelmtien meghatarozhato.

Az y(t,T) érték fiigg attol, hogy melyik kotvény arat felhasznalva szamitottuk ki,
ezt tiintessiik fel a jelolésben is: y(t,T) = y*(¢,T). Ez az érték - ahogy a neve is
jelzi - megadja, hogy mekkora a hozamunk, ha a P kétvényt lejaratig megtartjuk.
yP(t,T) az s(t,Ty), k = 1, ...,m azonnali hozamok egyfajta atlaga, melyet fel szok-
tak tiintetni a kotvényar mellett, segitve az egyes értékpapirok kézotti valasztast.
Kibocsataskor, ha a kotvényt névértéken aruljak, akkor a kuponrata megfelel a
kotvényen elérhet6 hozamnak.'? Ugyanis, ha adott a ¢ kuponrata és a kamatfi-

zetések m szama, akkor (kamatos kamatozast alkalmazva, mivel a gyakorlatban

Hyield to maturity, YTM
12 A bevezetés tovabbi részében feltételezziik, hogy t = 0, T a lejaratig, T}, a k. pénzaramlasig
hatralévs ids.
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ezzel szamolnak) az

1=

c 1 1 c c
(AT <1+y>m'( )

m
k=1

egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa y = ¢ . Ha viszont a kotvényt névérték fe-
lett/alatt aruljak, akkor a kuponrata feliil /alulbecsiili a kétvényen elérhetd ho-
zamot, ezért van sziikség a lejaratig szamitott hozam kiszamitésara, hiszen ez

tartalmazza a kotvény kibocsatéskori arabol szarmazo veszteséget /nyereséget.

Az Gsszehasonlitason kiviil még tn. referencia hozamgdrbe szarmaztatasara is

szoktak hasznalni a 171,15, ..., T, év mulva lejaro P, P, ..., P, benchmark kotveé-
nyekre kiszamolt lejaratig szamitott hozamokat. Ekkor a T1,T5,..., T, idétarta-

mokhoz hozzarendelik az y* (0, T}),y™2(0, Tz), . . .,y (0, T},) értékeket és ezt abra-
zoljak folytonos fiiggvényként, az egyes pontok kozott interpoldlva. Ez technikai-
lag egyszeriibb, mint a masik harom hozamgdrbe kivitelezése, viszont fontos latni,
hogy a kétféle dbrazolas eltérd tartalmi. Az el6zGekben bemutatott hozamgorbék
a legtobb piacon forgd kotvényt felhasznaljak a fiiggvény készitéséhez, mig a re-
ferencia hozamgorbe csak néhany kotvény lejaratig szamitott hozaméat dbrézolja,
mely hozamok kiszamitasadhoz azt feltételezi, hogy a hozamgorbe vizszintes. Ezért
ha egy 14j terméket a referencia hozamgorbével drazunk be, akkor ennek ara teljes
mértékben a hozamgorbe készitéséhez felhasznélt benchmark kotvények hozamatol

fog fliggeni.

Egy elemi kotvény lejaratig hatralévd ideje megmutatja, hogy a tulajdonos mek-
kora idGtavra fekteti be a pénzét, egy kuponfizeté kotvénynél azonban ez nem
megfelel6 mutato, mivel a lejarat elétt is torténik pénzaramlas. Ezért definialta

Macaulay'? a kotvények dtlagidejét'®

, mégpedig a jovébeli pénzaramlasokig hatra-
lévs idGtartamok stlyozott atlagaként, anndl nagyobb silyt adva egy id&tartam-
nak, minél nagyobb a hozza tartoz6 pénzaramlis hozzajarulasa a kotvény arfo-

lyamahoz. E mutatd kiszamitasdhoz feltételezik, hogy a hozamgorbe y értéken

13[8] alapjan
M Frederick Robertson Macaulay
5 duration
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vizszintes,
" PV(CF,) T e VT 1 & T
k=1 k=1 &~I=1 k=1

Az atlagid6 mértékegysége év, értéke a kovetkez6 pénzaramlasig hatralévs és a
lejaratig hatralévs id6 kozé esik (elemi kotvény esetén éppen a lejaratig hatralévs
id6vel egyezik meg). Minél nagyobb egy kotvény atlagideje, annal érzékenyebb
a kotvény ara a hozamvaltozasra, azaz annal nagyobb a kotvény kamatlabkocka-
zata. Mddositott dtlagidének'® nevezik azt az értéket, ami azt mutatja meg, hany

szazalékban véltozik a kétvény arfolyama a kamatlab egységnyi valtozasa esetén,

m
__ 9y _ 1 —yTy _
_9% _ CrL - € Ty, = Dp,
5 =5 ]; i » = Dp
azaz folytonos kamatozast feltételezve a két mutatd értéke megegyezik (kamatos

Dp
1+y

kamatlab kockazatat, ha a hozamvaltozas kismértéki, parhuzamos (azaz minden

kamatozés esetén D} = ). A (modositott) atlagidé akkor méri jol a kétvény
lejaraton ugyanakkora) és a hozamgorbe vizszintes. Az utobbi megkotés feloldhato
a Fisher-Weil atlagidé alkalmazasaval, mely az azonnali hozamgdrbével diszkon-

talja a pénzaramlasokat,
1 m . . 1 m
DEW:F'Z%'G (O’Tk)Tk'Tk:F'ch'p(U,Tk)‘Tk;
k=1 k=1

ez esetben viszont nem tudunk modositott atlagidét szamolni. A gyakorlatban
altalaban nem teljesiil a hozamok parhuzamos valtozéasa, ezért az atlagid6 szami-
tast egyre inkabb felviltja a kockAzatkezelésben népszerti mutatoszam, a VaR!?

alkalmazéasa.

A hozamgorbe becslése a piacon megfigyelhet6 kotvényarak felhasznélaséval tor-
ténik. A kévetkezdkben targyalt statikus és dinamikus hozzaallas kozotti kiilonb-
ség, hogy mig a statikus modellek nem feltételeznek semmilyen sztochasztikat,

a dinamikus szemléletben a kotvényarakat befolyasold piaci tényezGk sztochasz-

6 modified duration
"Value at risk
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tikus folyamatokként jelennek meg. A statikus modszerek egy adott nap adatai
alapjan el6allitjak az aznapra érvényes hozamgorbét, a dinamikus modellek ezen
tal a kamatlabak idGbeli fejlodését is probaljak megbecsiilni. Mindkétféle becslés
torténhet paraméteres és nemparaméteres médon. A paraméteres modellek a ho-
zamgorbét paraméteres fiiggvényként irjak le, amit a piaci adatokra alkalmazott
f6komponensanalizis eredménye indokol, miszerint a hozamgorbe viselkedését ke-
vés szamud paraméter jol magyarazza. A nemparaméteres modellek ezzel szemben
azt feltételezik, hogy a lehetséges hozamgorbék tere végtelen dimenzios, ezért nem
tehetGek el6zetes feltételezések a fliggvény alakjara vonatkozoéan. Ezek a modellek
tehat kizarolag az adatokra tamaszkodva becsiilik a hozamgorbét, igy a kotvények
illikviditasa és a hianyzo6 adatok erésen megnehezitik a kiilonb6z6 modszerek hasz-
nalatat. A nemzeti bankok nagy része a kovetkezd részben bemutatott eljarasokat
alkalmazza, kivétel ez alol Kanada, Japan, az Egyesiilt Kiralysiag és az Amerikai

Egyesiilt Allamok, ahol kiilénféle spline modszerek vannak hasznalatban.

10
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Statikus modellezés

Az egyes paraméteres statikus modellek abban térnek el egymastol, hogy kiilon-
boz6 fliggvényalakot feltételeznek a hozamgdrbére. Az alabbiakban a Nelson-Siegel

modszer és ennek egy kibGvitett valtozata, a Svensson modszer keriil bemutatasra.

118

Nelson-Siegel® moédszer

A modell feltevése, hogy a forward hozamgorbe egy allandoé egyiitthatdés masod-

rendi differencidlegyenlet megoldasa. © = (T'—t) jel6léssel a paraméteres fiiggvény:
_z r =
fns(x,0) =B+ Br-e 7 +52';'€ ™

ahol b = (Bo, p1, B2, T) a paramétervektor. 7 az id6komponens, 3, reprezentélja a

tavoli hataridés kamatlabat, (Sp + 1) pedig a pillanati kamatlabat, ezért

7>0

lim fns(z,b) =By >0
lim fys(z,0) = (Bo + B1) > 0.

By és T okozzak az esetleges "pupot" a hozamgorbében, 55 > 0 esetén ez valéban
pup, B < 0 esetén "volgy". A pup nagysagat [ abszolut értéke, mig elhelyez-
kedését [y és T egylitt hatarozza meg. A fiiggvényt hosszu lejaraton a Sy, révid
lejaraton a [, mig a kett§ kozotti részen a (5 paraméterrel allithatjuk be. A
kovetkez6 abran lathatjuk, hogy ez miért van igy. Az els6 komponens konstans,
tehat nem valik 0-v4 hosszu lejaraton. A maéasodik tag x = O-ban ;, majd me-
redeken tart 0-hoz, igy megfelel rovidtavi komponensnek, mig a harmadik tag
rovid és hosszi lejaraton is 0, igy ez lehet a kozéptavu lejaraton érvényes kamatlab

interpretacidja.

18Charles R. Nelson; Andrew F. Siegel
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1.0

0.6

0.4

0.2

lejarat (év)
3. abra. A Nelson-Siegel hozamgorbe komponensei 5y = 6, = 8o = 7 = 1 esetén
Az azonnali hozamgorbe és a diszkontfiiggvény integralassal kaphato meg:
1 v _z T _z
sns(z,b) = o fns(u,b)du = By — Bo-e 7 + (B1+ Pa) - o (1—e"7)
0

pNS(fE, b) — e I3 fns(ub)du _ 6—(51+,32)~T—50'CC+[(51+62)~T+52'J»‘]'6_%‘

12
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1

Svensson!® médszer

Svensson a modell rugalmassaganak noévelésére és az illeszkedés pontossaganak
javitasara a Nelson-Siegel fiiggvénycsalad egy extra komponenssel valo kibgviteé-
sét javasolja, mely &ltal a fliggvény képes még egy pupot/volgyet produkalni. A

fiiggvény két Gj paramétert tartalmaz:

fS(%b):ﬁo+51'6_%+52'—-6_%+ﬁg-— e 2,

x xr _x
71 T2

ahol b = (6o, p1, B2, P, T1, T2) a paramétervektor, 5y, 71,72 > 0.

Az azonnali hozamgorbe:
—_zx T —zx T _z —zx T _z
ss(@,b) = BotBy-(1—e n)-;wﬁg-(u—e e n)+53-((1—e ) )

Habéar a Nelson-Siegel modszer kevésbé altalanos, sokan inkabb azt hasznaljak, mi-
vel a kisebb dimenzi6 robosztusabb és stabilabb modellt eredményez. A Svensson
modszer hivei kozott is vannak, akik elgszor a Nelson-Siegel fiiggvényt illesztik az
adatokra, a kapott paraméternégyest kiegészitik két ajjal, és ezeket kezdeti érték-
ként hasznalva a Svensson fiiggvényhez végzik el a minimalizalast. Ezutédn csak
akkor alkalmazzak az eredeti Svensson modszert, ha a kapott (3 szignifikinsan

eltér 0-t6l és 7, nem tul kicsi.

YT ars E. O. Svensson

13



DINAMIKUS MODELLEZES

Dinamikus modellezés

A dinamikus modellekben egy elemi kotveény p(t,T') arat az (Q, F,P) valoszintségi
mértéktéren meghatarozott valésziniiségi valtozonak tekintjiik, ahol 0 < ¢t < T <
+oo. A lehetséges (t,T) parok halmazat jelolje Z. A kezelhetdség érdekében fel-
tessziik, hogy T — p(t, T) 1 valoszintiséggel sima fliggvény. A piaci résztvevék nem
latjak a jovot, dontéseiket csak az adott pillanatig elérhetd informéaciokra tudjak
alapozni. Ennek modellezésére definialtdk a filtracio fogalmét, mely egy béviilg
o-algebra sorozat, {F; }+>0, ahol Fs C Fi, ha s < t, és F; testesiti meg a ¢ id6pontig
elérhetd informaciomennyiséget. Jelen esetben feltessziik, hogy (€2, F,P)-n adott
egy {Fi }i>o filtracio, és minden T > 0 esetén a {p(t,7);0 < t < T} sztochasztikus
folyamat adaptalt ehhez a filtraciohoz.

Azt mondjuk, hogy a kamatlabak lejarati szerkezetét egy faktormodell adja meg,
ha létezik {Z;}i>0 1t6 folyamat, amely egy nyflt D C R* halmazbol veszi fel az
értékeit, hogy p(t,T) = PY(t,T, Z,) valamilyen (Zx D) > (t, T, z) — PP (1, T, z)
valos, determinisztikus fiiggvénnyel. Z; komponenseit nevezziik a modell faktora-
inak, melyek modellezik a gazdasig helyzetének azon részét a t idépontban, ami
relevans a kamatlabak lejarati szerkezetének szempontjabol. Altalaban feltessziik,

hogy {Z:}1>0 egy 1to diffuzio, azaz
dZ, = p\D(t, Z,)dt + o\ D (t, Z,)dW,,

ahol {W;};>0 k-dimenzios Wiener-folyamat és a u'?) : [0,00) x D +— R¥ drift és
0% :[0,00) x D +— R¥*F difftziés egyiitthatok olyan sima, determinisztikus fiigg-
vények, melyek garantaljak az egyértelmd erGs megoldas létezését. Kikotjiik, hogy
a kamatlab dinamikajara csak ezek a faktorok vannak hatassal, ezért feltessziik,
hogy a filtracio a Z; folyamat altal van generalva, F; = E(Z) =o{Z, u<t} A
kezelhetGség érdekében feltessziik még, hogy a difftzios tag egyiitthatomatrixa in-
vertalhato, ekkor a filtraciot a Z; folyamatot meghajté Wiener folyamat generalja,

azaz F;, = }"t(Z) = ]:t(W) =o{W,:u<t} t>0.

Mivel p(t, T) = PY(t, T, Z;), minden T > 0-ra {p(t,T)}o<i<r egy Ito folyamat:
dp(t,T) = pu®(t, Z,)dt + o (t, Z,)dW,,

14



DINAMIKUS MODELLEZES

p?) és o) determinisztikus fiiggvényekkel. Mivel

In PA(t, T, Z,),

ry = lim —
t ™t T —1t

{ri}i>0 is Ito folyamat ugyanazzal az FW) filtracioval:
dr(t) = p (t, r)dt + o (¢, r,)dW,.

Tegyiik fel, hogy a piac a (d + 1)-dimenzios {Bt(o),Bt(l), . ,Bt(d)}tzo sztochasz-
tikus folyamat Aaltal van megadva, ahol {Bt(i)}tzo az i-dik termék ardnak ids-
beli fejlodését adja meg. {BP}i>o jelképezi a bankbetétet, ezért ez pozitiv fo-
lyamat. BY = (Bt(o))_1 . (Bt(l), . ,Bt(d)) jeloli a diszkontalt arakat, {¢;}i>0 egy
d-dimenziés onfinanszirozo kereskedési stratégiat, mely szerint elGallitott portfolio
diszkontalt értéke egy sztochasztikus differencidlegyenlet formajaban adhaté meg:
dV, = <¢t,dét>, melyrdl feltessziik, hogy jol definialt, azaz az fg<¢s,d§3> szto-
chasztikus integral értelmezve van. A {¢;}i>0 stratégia megengedhetd, ha létezik
K € R™, hogy minden ¢ > 0, és w € Q esetén fg<¢s,dés> > —K.

Definicié. Arbitrdzsnak nevezzik a megengedhetd, onfinanszirozé {¢.}i>o0 keres-

kedési stratégidat, ha valamely T' > 0 -ra

T
B[ (ondB)=0) =1
0
€s
T ~
1@(/ (65,dB.) > 0) > 0.
0
A kovetkez§ tétel az eszkozarazas alaptételének egy egyszertisitett valtozata:

Tétel. Ha létexik ekvivalens martingdlmérték - azaz létezik P* ~ P valdsziniségr
mérték, hogy a (Bt,ft)tzo folyamat P* szerint martingdl - akkor nincs arbitrdzs a

pracon.

Gyengébb arbitazsfogalom esetén a tétel megforditasa is érvényes, ezért dltalaban

ugy tekintjiik, hogy az ekvivalens martingalmérték létezése és az arbitrazs hianya

15
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ekvivalensek. A P* ekvivalens martingalmértéket szokas kockazatmentes mérték-
nek is nevezni.

Célunk a (¢, T, 2) — PY(t, T, z) fiiggvény meghatarozasa arbitrazsmentes piacon.
Adott Z, esetén PP (t,T, Z,) egy T-elemi kétvény 4ra, ezért a modell arbitrizs-
mentes akkor és csak akkor, ha {(Bt(o))_l-P(Z)(t,T, Z4) Yo<t<r martingal minden

T > 0, ennek biztositasara toreksziink tehat a tovabbiakban.

16



DINAMIKUS MODELLEZES

Short rate modell

A short rate modellek szerint a Z(t) kozgazdasagi faktor egydimenzios és Z(t) =
r(t), azaz a kamatlabak lejarati szerkezetére csak a pillanati kamatlab alakulasa

van hatassal. A short rate dinamikaja tehat az egyetlen, ami a priori adott,
dr(t) = u(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW(t).

Ha adott r(¢) dinamikaja, akkor ismert a piacon 1év6 { B(t) };>¢ bankbetét folyamat

is, melyet a kovetkezSképpen definidlunk:
dB(t) =r(t)- B(t)dt

B0) =1

melynek megoldasa
B(t) _ efot r(s)ds.

A bankbetét az egyetlen adott termék, ezért ennek segitségével akarjuk meghata-
rozni az elemi kotvények arat. Mivel arbitrazsmentes piacon minden diszkontalt

arfolyamat P* martingal,

P2 = o (P DN 0)) = e (| 7))

Ezt atrendezve, egy T-elemi kétvény ¢ idépontbeli ara:

B(t)

p(t,T) = Ep- <W‘}"(t)> — Ep (effrw)du

]—"(t)) .

A P* kockdzatmentes mérték nem ismert, de azt tudjuk, hogy a piacon adott
termék diszkontalt érték folyamata martingal e mérték szerint. A bankbetét disz-

kontalt érték folyamata

azaz a konstans 1 folyamat, ami minden mérték szerint martingal. Ezért minden,
a piacon meglévé mértékkel ekvivalens mérték megfelel kockdzatmentes mérték-

nek, tehat ezt nem tudjuk egyértelmiien meghatarozni. Ebbdl kifolyolag az elemi
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kotvények ara sem hatarozhatéo meg egyértelmiten kizarolag a short rate P sze-
rinti dinamikajanak megadasaval. Ez nem azt jelenti, hogy ebben a modellben a
kotvényarak barmilyen értéket felvehetnek, hiszen kiilonboz6 lejarata kotvények
arainak ugy kell alakulni, hogy ne fordulhasson el6 arbitrazs a piacon. Réaadasul
(ahogy a kovetkezo részben kideriil), ha egy "benchmark" kotvény aranak dinami-
kajat adottnak tekintjiik, akkor a tobbi kotvény ara mar egyértelmiien meghata-

rozott.

A kockazat piaci ara

Készitsiink egy portfoliot két kiilonbozé lejarata elemi kétvénybdl, legyenek ezek
a lejaratok S és T. Alkalmazva az [to-formulat, a kovetkez6 dinamikat kapjuk a

T-elemi kotvény arara (az also index parcialis derivalast jelol):

. 1
d, P01 = ( P 4o Pt 4 502 : PT(;"T))dt + 0 PrDaw (t).

Az S-elemi kétvény ardinamikdjara hasonld egyenlet adodik. Jelolje (u®, u”) a

relativ portfolionkat, ekkor a portfolio értékének dinamikaja

dPrT) dP9)
p— . T - — S " ———
dV =V (u PO +u S )

Bevezetve a kovetkezs jeloléseket:

P 4y pirT 4 s0?- prT
P(T‘,T)

(r,T)
g - P'r
g o= T

P.T)
a®, 3% hasonléan, a portfélio értékének dinamikaja

awv =Vv. <(uT-aT+uS-aS)dt+(uT-BTJruS-BS)dW(t)).

18



DINAMIKUS MODELLEZES

Kockazatmentes portfoliot kapunk, ha a diffizios egyiitthato 0, ekkor
dv =V ((uT ol +uS aS)dt)
adodik, melyre az arbitrazsmentességi feltétel miatt teljesiil, hogy
]P(Vt cul ottt ot = r(t)) = 1.
A portfoliora tehat a kovetkezd egyenletrendszer irhaté fel:

u +ul =1

ul BT +u g% = 0.

Az els§ egyenlet a relativ portfolié definiciojabol adodik, a masodik a diffiizios
egylitthato eltiintetése. Az egyenletrendszert megoldva:
r_ B
= BT — 38
5 BT

u = —c

BT — BS°
Az arbitrazsmentességi feltétel igy a kovetkezd formaban irhato fel:

OéSBT _ aTﬂS

BT_/BS

1-valoszintséggel minden ¢-re. Ezt dtrendezve,

= ()

a®(t) —r(t) _ o’(t) —r(t)
pe(t) pr()

Vegyiik észre, hogy a bal oldali folyamat nem fiigg T-t6l, mig a jobb oldali nem

fiigg S-t6l. A kozos hanyados tehat nem fiigg S és T megvélasztasatol, igy a
kovetkezd megallapitast tehetjiik.
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Allitas. Tegyiik fel, hogy a kitvénypiac arbitrazsmentes. Ekkor létezik eqy A fo-

lyamat, hogy tetszdleges T vdlasztdssal

1-valosziniséggel minden t-re.
Mivel egy T-elemi kotvény ardinamikaja
dP"T) = (PD Tt 4 (P . gTYaW (1),

igy aT(t) a lokalis megtériilési rata a T-elemi kitvényen. r(t) a kockdzatmen-
tes termék megtériilési ratdja, ezért (ol (t) — r(t)) a T-elemi kdtvényhez tartozo
kockdzati prémium, amit az arbitrazslehetGség kizarasa érdekében kovetel meg a
piac. AT(t) a lokalis volatilitds, igy A(t) interpretécioja az egységnyi volatilitdsra
esd kockdzati prémium. A(t)-nek a szakirodalomban hasznéalatos neve a kockdzat

piaci dra, az el6z4 allitas tehat egyenértékd a kovetkezovel:

Allitas. Arbitrdazsmentes piacon az dsszes kitvényre megegyezik a kockdzat piaci

-

ara.

AR = O‘TL(fT)—a;(ﬂ egyenletet atrendezve, és behelyettesitve ol (¢) és T (t) értékét

a kovetkezd, igen fontos tételt fogalmazhatjuk meg:

Tétel (Lejarati szerkezet egyenlet). Egy arbitrdzsmentes kétvénypiacon P kielé-

giti a kévetkezd egyenletet:

1
P+ (u— Ao) P + 50 PP —rP? = 0
PO(T,r) = 1.

A kockéazat piaci ara nem egyértelm, ami azt jelenti, hogy ugyanahhoz a short rate
dinamikahoz kiilonb6z6 kotvénypiacok is elképzelhetGek. A kotvények iranti keres-
let és kinalat kozotti kapcesolat fogja meghatarozni, hogy a kétvényar folyamatok

melyik halmaza realizdlodik a piacon. Ez pedig mi méstol fiiggene, mint a piac
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szerepldinek viselkedésétdl (azaz kockazathoz valo hozzaallasatol). A piaci sze-
repl6k kockézatkeriilésének lerogzitésével, azaz A megadaséval mar egyértelmiive
tessziik, hogy mely kotvényarak fognak megvalosulni. A A(¢) folyamat megha-

tarozéasa torténhet egy "benchmark" koétvény ardinamikidjanak megadéasaval. Ha

ugyanis rogzitjiik egyetlen kotvény aranak dinamikajat, akkor A(t) = D‘TgT)—gm

miatt egyuttal A(¢) is adott lesz, és igy a lejarati szerkezet tétel segitségével méar
tetszGleges lejaratia kotvény ara kiszamolhatd. Vagyis az Osszes kotvényarat meg-

hatarozza a short rate, és egy "benchmark" kotvény aranak P szerinti dinamikéja.

Kockazatmentes mérték

Hogyan vélasszuk meg M-t egy konkrét esetben? Induljunk ki a kockdzatmentes

arazasbol. Egy T-elemi kétvény ara
plt,T) = B (&7 70 7 (1)),

Az arazéshoz nem elég, ha a short rate P szerinti dinamikajat ismerjiik, hiszen P*
szerint kell varhato értéket szdmolnunk. Tehéat meg kell hataroznunk az ekvivalens

martingalmérték szerinti dinamikéat.

Ha a piacon meglévé P mérték szerinti dinamika

dr(t) = p(t)dt + o(t)dW (t),
akkor ¢(t) adaptalt folyamattal

dW (t) = p(t)dt + dW™(t),

ahol W*(t) Wiener folyamat a P* ~ P mérték szerint, melyet a Girsanov tétel

alapjan hatarozhatunk meg. Ekkor
dr(t) = (u(t) + p(t) - o(t))dt + o(t)dW*(t).
Figyeljiilk meg, hogy csak a drift egyiitthatéja véltozott, a difftzids egyiitthato
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ugyanaz maradt.

A lejarati szerkezet egyenlet egyértelmtien meghatarozza a kotvényarakat, ha meg-
adjuk a yu, o és X\ értékeket. Tegyiik fel, hogy o-ra van mar egy becslésiink.?’ Ez
esetben az egyenlet felirasahoz elég, ha a (1 — Ao) értéket hatarozzuk meg, nincs
szitkség p és A\ értékeire kiilon-kiilon. o(t) = —A(t) valasztassal a short rate P*

szerinti dinamikéja
dr(t) = (u(t) = A@t) - o(t))dt + o (£)dW™(2),

azaz (i — Ao) éppen a short rate ekvivalens martingdlmérték szerinti driftjének

egyiitthatoja.

Allitas. A lejdrati szerkezetet egyértelmien meghatdrozza a short rate ekvivalens

martingdlmérték szerinti dinamikdjdnak megaddsa.

Azaz, a kockdzat piaci aranak meghatarozésa ekvivalens a short rate P* szerinti
dinamikajanak felirasaval. A short rate modellek ezért az eredeti mérték helyett
az ekvivalens martingalmérték szerinti differencidlegyenlet egyiitthatoit probaljak

meghatarozni. A differencidlegyenlet altalanos alakja
dr(t) = p(t,r(t))dt + o (t,r(t))dW*(t).

Ha feltételezziik, hogy a kockazat piaci ara A(t,r(t)) alaku, akkor a differenci-
alegyenlet megoldasaként kapott r(t) Markov-folyamat lesz a P* mérték szerint.
Emiatt egy T-elemi kotvény t-beli arat nem befolyasolja a pillanati kamatlab ¢

id6pont el6tti alakulasa, tehat
p(t,T) = PO(t, T,r) = P(t,T,r(t)).

A P(t,T,r(t)) figgvény alakjara feltételezésekkel élhetiink, ez alapjan tobbféle
short rate modellt kiilonboztetiink meg. A tovabbiakban az affin short rate modellt

targyaljuk.

20Mivel a diffazios egyiitthaté nem valtozik a mértékeserével, o-t becsiilhetjiik az adatokbol.
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Affin short rate modell

Az affin modellek feltételezése, hogy P(t, T, z) = eAGTH+BED) 2 ahol A és B sima
fiiggvények. Az affin elnevezés onnan ered, hogy ez esetben a forward kamatlab a
Z(t) kozgazdaségi faktor linearis (affin) fiiggvénye. E modell népszeriiségének oka,

hogy a lejarati szerkezet egyenletnek sok konkrét esetben "szép" megoldésa van.

Az affin modellt 6tvozve a short rate modellel kapjuk az affin short rate modellt,

melyben mindkét feltételezéssel élnek, azaz

o Z(t)=r(t)
o P(t,T,r) = eAGTIHBED)T ahol (¢, T) — A(t,T), (t,T) — B(t,T) sima,
determinisztikus fiiggvények.
P(t,T,r(t)) kielégiti a lejarati szerkezet egyenletet, ezért

A, T) ~ {14 B, T)} v — u(t, ) Bt T) + 3%t 1) - B(,T) = 0.

A peremfeltétel:
P(T,T,r(T)) =1,

melynek minden r(7") értékre teljesiilni kell, tehat

AT, T) = 0
B(T,T) = 0.

A és o fiiggvényeket gy szeretnénk megvalasztani, hogy biztositsak az egyen-

2

letet kielégit6 A és B létezését. Erre egy lehetGség, ha u és o a short rate affin

fiiggvényei, esetleg id6tdl fiiggs egyiitthatokkal, azaz

plt,r) = alt)-r+p(t)

o(t,r) = /() -r+0(t).
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Az egyenlet a kovetkezSképpen néz ki:

Au(t,T) — B(t) - B(t,T) + l5(1t) - B(t,T)

\)

—{1+Bt(t,T)—|—oz(t)-B(t,T)—%7(t)-B2(t,T)}-r = 0,

melynek tetszéleges ¢, T, és r értékre teljesiilni kell. Rogzitett ¢, T" esetén, mivel

az egyenletnek r minden értékére igaznak kell lennie

A6, T) = (1) - B, T) + 500) - BA(T) = 0

1
1+ Bi(t,T) +alt) - B(t,T) — E7(1t) -B*(t,T) = 0.
Igy A és B kielégiti a kovetkezs differencialegyenleteket

A, T) = 5(t)-B(t,T)+%5(t)-B2(t,T)
AT, T) = 0

Bt(t,T)+cx(t)-B(t,T)—%fy(t)-BQ(t,T) S
B(T,T) = 0.

A masodik egy Ricatti-féle differencidlegyenlet, amely nem tartalmazza A-t. Ennek

megoldasat az els6 egyenletbe helyettesitve A-t integralassal kaphatjuk meg.
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Vasicek modell?!

dr(t) = a-(b—r(t))dt+ odW(t)
r(0) = 7

ahol 79, a, b, ¢ > 0 konstansok.??

A modell rendelkezik az atlaghoz (b-hez) visszahz6 tulajdonséggal®®, ugyanis b-nél
magasabb kamatlab esetén a drift negativva, b-nél alacsonyabb kamatlab mellett
pozitivva valik. Tehat a kamatlab a litemben tér vissza a b szintre. Ez alapvetd,
hiszen a részvényarfolyamokkal ellentétben a kamatlabakra jellemzé, hogy hosszi-
tavon visszatérnek egy atlagos szinthez. Az egyiitthatok konstansok, igy r(t) egy
linearis sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa, ezért Gauss-folyamat, tehat
minden ¢ > 0 -ra pozitiv valoszintiséggel vehet fel negativ értéket. Ez a modell
legf6bb hatranya, viszont koriiltekinté paramétervalasztassal a negativ kamatlab
valoszintisége minimalisra csokkenthets. Ezért, és egyszerd szamithatosiga miatt

népszeri maradt az alkalmazasokban.

A pillanati kamatlab egy Ornstein-Uhlenbeck folyamat, a megoldéformula

t
r(t) =e <7“0 +b(e™ —1) + / - e“SdW(s)>,
0
azaz r(t) valoban normalis eloszlasu és

E(r(t)) = e (ro + b(e" — 1))

D2(r(t)) = 02(1_2—22“).

Az elemi kotvény aranak meghatarozasara kétféle modszer van.

210ldrich Alfons Vasicek

22 A Vasicek, és a kovetkezd szakaszban megjelend tovabbi modellek a short rate kockazatmentes
mérték szerinti dinamikajat probaljak felirni, ezért innentdl végig a P* mérték szerint dolgozunk.
Az egyenletekben megjelens W (t) tehat P* szerinti Wiener folyamat, de mostantol ezt kiilon
nem jeloljiik.

Z3mean reversion
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Els6 modszer?'. Ez a modszer 7(t) normalitasin alapul és nem hasznélja ki,

hogy affin modellben dolgozunk. Egy T-elemi kotvény ara
p(t.T) = E(e” 17O F (1),

ftT r(u)du is Gauss-folyamat (ez generatorfiiggvények segitségével mutathato meg)

és tudjuk, hogy

2

X ~N(m,s*) = E(eX)=e ™7,
ami igaz feltételes varhato érték esetén is, tehat

p(t, T) = e BUS r@dulF@)+3 D2 (7 r(u)dulF(1)

Ez alapjan a T-elemi kétvény ara kiszamolhato, az eredmény

p(t,T) = P(t,T,r(t)) = e T-ORI—tr(®)

2

ahol Ry, = b — 7 jeloléssel

R(7) = B = = - [(Roo = r)(1 = ™) = (1 — Y.

4a?

Masodik médszer. Most kihasznaljuk az affinitast és az el6z6 szakaszokban
targyalt differencidlegyenleteket oldjuk meg ebben a konkrét esetben. A megol-

dand¢ differencialegyenletek:

B/, T)—a-B{tT) = —1
B(T,T) = 0

A, T) = ab-B(t,T)—%aQ-B2(t,T)
AT, T) = 0.

24[5] alapjén
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Rogzitett T' mellett az els6 egy kozonséges differencialegyenlet, melynek megoldasa
1 —a-(T—t)
Bt,TY=--(1—¢ ).
a

A masodik egyenletet integralva

0.2

T T
A(t,T) = 7/ B*(s,T)ds — ab/ B(s, T)ds,
¢ ¢

behelyettesitve az els§ egyenlet megoldéasat

(BULT) - T+1)-(a®— 0%  o* BX(L,T)

A(t,T) = . -

A T-elemi kétvény ara
p(t,T) = P(t,T,r(t)) = AEDHBED 1),

A maéasodik modszer altalanosabb, nem csak normélis eloszlasu pillanati kamat-
1ab esetén hasznélhato, kevesebb szamolast igényel, valamint nem utolsésorban

elegdnsabb megoldés a kotvényarak kiszamitésara.
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Tovabbi modellek

A bemutatott modellek (beleértve az el6z6 szakaszban targyalt Vasicek modellt is)
altal feltételezett short rate dinamikdk a koévetkezd differencidlegyenlet specialis

esetei:

dr(t) = a(t)-(B8(t) —r(t))dt + o(t) -7 (t)dW(t)
r(0) = o

ahol t — «(t), t — B(t) és t — o(t) nemnegativ determinisztikus fiiggvények,
v >0, rp > 0 konstansok. A modell affin v =0 és v = % esetén.

Dothan modell.

dr(t) = (a-r(t))dt+ (o-r(t))dW(t)
r(0) = o

azaz a(t) = —a, f(t) =0, 0(t) =0 és y= 1.

A modell azt feltételezi, hogy r(t) egy geometriai Brown-mozgast kévet, azaz hogy
a kamatlabak ugyanigy viselkednek, mint a részvényarfolyamok. Ez a feltételezés
ma mar nem szamit elfogadottnak, ugyanis (ahogy mar emlitettiik) a részvényar-
folyamokkal ellentétben a kamatlabakra jellemzd6, hogy hosszutavon visszatérnek

egy atlagos szinthez. A megoldoképlet:

r(t) =ro- pla= G )W)

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modell.

dr(t) = a-(b—r@)dt+o-/rt)dW(t)
r(0) = ro

azaz a(t) =a, B(t) =b, o(t) =0 és vy =

N
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A modell orvosolja a Vasicek modell problémajat, ugyanis a short rate négyzet-
gyokétdl fiiggs volatilitas miatt a kamatlab nem valhat negativva. Raadésul, ha
teljesiil a Feller-kritérium, azaz ha ab > %02, akkor a kamatlab szigoriian pozitiv

marad. Emellett a modell megtartja az atlaghoz visszahizo6 tulajdonsagot.

Hull-White (kiterjesztett Vasicek) modell.

dr(t) = a(t)-(b(t) —r(t))dt + o(t)dW(t)
r(0) = rg

azaz v = 0.

A modell a Vasicek modell kiterjesztése, konstans helyett id6tsl fiiggs egylittha-

tokkal. A megoldés tovabbra is Gauss-folyamat.
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Becslési médszerek a gyakorlatban

Ahogy mar volt sz6 rola, a hozamgorbe elGallitasa egy adott napon rendkiviil egy-
szertien torténne, ha lenne a piacon tetszGleges T lejaratra T-elemi kétvény. Ez
viszont a valésadgban nem teljesiil, hiszen az elemi kétvényeket altalaban 1 évnél ke-
vesebb id6re bocsatjak ki, igy csak a rovidtavra érvényes hozamgorbét tudjuk koz-
vetleniil az adatokra illeszteni. 1 évnél hosszabb lejarat esetén csak a kuponfizetd
kotvények arai allnak rendelkezésiinkre, amik nem hatarozzdk meg egyértelmtien
a kuponfizetési idépontokra vonatkozo s(0,7%),k = 1,...,m azonnali hozamo-
kat, ezért becslési modszerekhez kell folyamodnunk. Jelolje o a paramétervektort,

ekkor a becslési eljaras menete statikus modelleknél a kovetkezs:

1. Kivalasztjuk a modellt, amely megadja a 7' +— s(0,T; &) azonnali hozamgor-

bét és a T — p(0,T; o) diszkontfiiggvényt paraméteres fiiggvényként.

2. Ezzel a hozamgorbével /diszkontfiiggvénnyel arazunk egy, a piacon 1évé kot-
vényt, azaz a hozamgorbe/diszkontfiiggvény megfelel pontjaival diszkon-
taljuk a kotvény pénzaramlasait és ezeket Gsszegezziik. Igy megkapjuk a

kotvény (brutto) elméleti arat paraméteres alakban.

3. Minden kotvényre elvégezve a szamolast elGallitjuk a P(0, T;, ¢, m; «) elméleti

kotvényarakat véges szamu T; lejarati idére.

4. Megkeressiik azt az a paramétervektort, melyre az elméleti és a valos arak
eltérése minimalis. Ezen paraméter melletti hozamgorbe/diszkontfiiggvény

lesz az adott napon a piacon megfigyelhetd hozamgorbe /diszkontfiiggvény.

Dinamikus modelleknél hasonlé a becslés menete, de itt a modell kivalasztasa még

nem biztositja rogtén a paraméteres hozamgorbét.

1. Kivalasztunk egy kamatlabmodellt, azaz meghatarozzuk paraméteresen a

short rate P* mérték szerinti dinamikajat.

2. Megoldva a lejarati szerkezet egyenletet, vagy ha lehetséges, egyéb modon

szamolva (példéul a Vasicek modellnél latott elsé modszerrel) megkapjuk az
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elméleti elemi kotvény arakat, azaz a diszkontfiiggvényt paraméteres alakban:
{p(0,T;),T = 0}.

3. Ezutan folytatjuk a statikus modszernél leirt menet 2. pontjaval és hasonlo
modon elGallitjuk az adott napra érvényes diszkontfiiggvényt, majd ebbdl

szarmaztatjuk az azonnali hozamgorbét.

A becslést magyar allamkotvény adatokon végeztem el, ugyanis igy nem kellett
szamolni a nemfizetésbdl adodo kockazattal, hiszen ez allamkotvények esetén (a
legtobb esetben) minimalis. A 2001.06.26 - 2011.03.04 idGintervallumra kaptam
adatokat 84 db koétvényre vonatkozoan, excel formatumban. Minden kdtvényhez
tartozik egy leirds, mely a kotvény paramétereit tartalmazza, lasd 1. téablazat.
Az egyes kereskedési napokon méar a bid/ask arak alapjan becsiilt egyetlen ar volt
feltiintetve minden kotvényhez, igy ezt az értéket vettem a kotvény aktualis piaci
aranak. Az arfolyamkockéazat kisziirése végett csak forintban kereskedett kotvé-
nyekkel dolgoztam. A 2009.07.31 el6tti arakban sok ismétlédést tapasztaltam,
valamint néhany kotvény esetén az ismétlédés késGbb is el6fordult, ezért ezeket
az adatokat kivettem a vizsgalt halmazbol. A becslést igy végiil 54 db kdtvényen
végeztem el, 2010.11.26-t61 kezd6dGen, ekkor mar nagy résziik kibocsétasra keriilt,
vagyis szinte minden napra volt 54 db aradatom. A vizsgalt kuponfizet6 kotvények
mindegyike évente egyszer fix kupont fizet, melynek értéke a névérték szazalékaban
van feltiintetve a kotvény leirasaban. A piacon a kotvényeket nettd aron jegyzik,
ennek meghatarozasahoz a kotvény pénzaramlasai jelenértékének 6sszegébdl még

le kell vonnunk az el6z6 kuponfizetés 6ta felhalmozodott kamatot, aminek értéke

t—"1,

Al = —" ¢,
Tn+1_Tn

ahol T),,1 a kovetkezs, T,, pedig az ezt megel6z6 kuponfizetés idSpontja, t = T
esetén Al := c. A diszkontalast kamatos-kamatszamitassal végeztem el, mivel a

gyakorlatban altalaban igy szamolnak.

Mindharom bemutatott modszert implementaltam, azaz volt egy Nelson-Siegel,
egy Svensson és egy Vasicek armeghatarozo fliggvényem. Egy koétvény elméleti
aranak kiszamitasahoz irt program alapdotlete |3, 164.0.] talalhato. A becslés so-

ran az eltérések silyozott négyzetosszegét minimalizaltam, silyoknak a kétvények
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EXPLANATION HUNGARY 2005 5% 09/05/17
LEAD MANAGER ROYAL BANK OF SCOTLAND PLC
DATASTREAM CODE 20985Q

ISIN CODE HU0000402045

DATE - ISSUE 2002.01.17

DATE - REDEMPTION 2013.02.12

TARGET MARKET DOM

MARKET HN

EXCHANGE LISTING FF BL BD SW

SECURITY TYPE BOND

MEDIUM-TERM NOTES N

CURRENCY HF

BOND TYPE STR

COUPON TYPE FIX

COUPON 6,75

FLOATING RATE BASE RATE
FLOATING RATE MARGIN

PAYMENTS PER YEAR 1

DATE - FIRST COUPON PAID 2003.02.12
ACCRUAL BASIS ACTUAL/ACTUAL
LIFE AT ISSUE 11,0712

ISSUE PRICE 100,788

AMOUNT ISSUED 297280800
AMOUNT ISSUED IN USD 3007199

1. tdblazat. Egy kotvény leirdsa

atlagidejét véve. A kotvények nagyobb része rovid lejarata volt, ezért vizsgaltam a
silyozatlan esetet is, hiszen a silyozott modszer hosszabb lejaraton ad pontosabb
eredményt. T&bb becslést elvégezve a Svensson fiiggvény tilparaméterezettnek
bizonyult ezekhez az adatokhoz, ezért csak a masik két modellel foglalkoztam

részletesebben.

A becslést egy adott napra az R programcsomagban meglévé nemlineéris legki-
sebb négyzetek modszerével végeztem el, ez a fiiggvény viszont az 0sszes napon
egyszerre torténé minimalizalas soran leallt, a 1épésszama elérte a maximumaét.
Ezért az egész idGintervallumra torténé optimalizalas a robosztusabb, optim nevii
fiiggvénnyel valosult meg, mely a legtobb esetben konvergélt. A becsléshez kezdeti

értéket kellett adni a minimalizdlando fiiggvény paramétereinek. Az optimalizalas
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nem miikodott tetszéleges kezdeti érték megadésaval, de mivel mindkét modell
esetén jol értelmezhetd a paraméterek jelentése, ezért lehetdség van a ténylegeshez

kozeli értékek meghatarozasara, melyeket vehetiink a becslés kezdeti értékének.

Lefuttatva a teljes adatsorra a becslést, minden napra kapunk egy Nelson-Siegel
és egy Vasicek paraméternégyest. Ezeket kiilon-kiilon atlagolva képet kaphatunk
arr6l, hogy az egyes modszerek milyen révid- és hosszatavi kamatlabra szamita-

nak.

> load("parameterek.rda")

> NSparam

BETAO BETA1 BETA2 TAU
0.03916676 0.01545974 0.06748235 2.30993671

> VASparam

a b r0 sigma
0.28207991 0.13525436 0.05293921 0.10005911

A Nelson-Siegel modellben az els§, a Vasicek modellben a méasodik paraméter
jelenti a hosszutavi kamatlabat, ennek el6rejelzésében tehat jelentGs eltérés mu-
tatkozik a két modszer kozott. A rovidtava kamatlab értéke viszont kozel hasonld
a két esetben, hiszen BETAO + BETA1 = 0.0546265 =~ r0.

Adott napon az 1 évnél kisebb lejaratt kotvények egyetlen pénzéramlast biztosi-
tanak a jovében, igy ebben az esetben az azonnali hozamok becslés nélkiil meg-
allapithatoak. Ezért els6ként azt vizsgaltam, hogy az egyes becslési modszerek
mennyire pontosan szamitjak ki az 1 éven beliil lejar6 kotvények hozamait. Az

egy napra, egy kotvényre vonatkozo eltérés a két modszerrel:
> load("tudom_NShiba.rda")

> load("tudom_VAShiba.rda")

> sum(sqrt (tudom_NShiba))/length(bill_nap)

[1] 0.002741796

> sum(sqrt (tudom_VAShiba))/length(bill_nap)
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[1] 0.00359088

tehat a Nelson-Siegel fiiggvény pontosabban, 0.27 %-os hibaval becsiil, de a Vasicek

modell hozamai is csak 0.359 %-kal térnek el atlagosan a tényleges adatoktol.

Ezt kdvetGen azt vizsgaltam, hogy a becsiilt hozamgorbék mennyire pontosan ha-
tarozzak meg olyan kotvények arat, amiket nem hasznaltam fel a hozamgoérbe
készitéséhez. Ehhez minden 5. kétvényt kivettem a mintabol, a maradék adatra
elvégeztem a becslést, majd arazva a kimaradt kotvényeket, 6sszehasonlitottam az

elméleti és a valos arakat. Az eredmény:

> load("kimarad_NShiba.rda")
> load("kimarad_VAShiba.rda")
> sum(sqrt (kimarad_NShiba))/length(kimarad)

[1] 0.004122804
> sum(sqrt (kimarad_VAShiba))/length(kimarad)

[1] 0.001262528

A Vasicek modszer lényegesen jobb becslést produkal, 0.125 %-os eltéréssel becsiili

meg a kimarado kotvények arat, a Nelson-Siegel modszer eltérése 0.4 %.

Csak egyetlen napra, 2011.03.04-re is elvégeztem a becsléseket. A 4. dbra mutatja
az b4 db kdtvényre elvégzett minimalizalas soran kapott becsléfiiggvényeket a tel-
jes lejarati idére. Jol latszik a stlyozott és silyozatlan médszerrel kapott azonnali
hozamgorbék kozotti eltérés rovid lejaraton a Nelson-Siegel esetben. T6bb becslést
elvégezve hasonlo volt a tapasztalat, a Nelson-Siegel fiiggvény rugalmasabb a Vasi-
cek fiiggvénynél. Az 5. abran lathat6 az ismert adatok elhelyezkedése a becsiiltek-
hez képest. Mindkét fiiggvény alulbecsiili az azonnali hozamokat, de egyértelm,
hogy a Vasicek pontosabb. Raadasul silyozott esetben a Nelson-Siegel fiiggvény
jelentGsen eltér a pontos adatoktol, mig a Vasicek a siilyozatlanhoz hasonlo szinten

becsiil.
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sulyozatlan hozamgorbe sulyozatlan diszkontfiiggvény
— o
s 4
o -
~ ~ 7 —~ 7]
IS S g
< — = fes)
E o | = -
S © (=)
@ B g 3 -
5 4
o o
! T T T T T T & ! T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
T (év) T (év)
sulyozott hozamgdérbe sulyozott diszkontfiiggvény
o
g8 4
~ - —
S g o
< © - < 0
e SR
o o
w0 g2 8 7
< o _]
T T T T T 1 D e B B B B —
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
T (év) T (év)
4. 4bra.

Azonnali hozamgorbék és diszkontfiiggvények 2011.03.04-én (piros szinnel a
Vasicek, z6ld szinnel a Nelson-Siegel becsléssel kapott eredmény)

A masodik feladat, azaz minden 5. kimarad6 kotvény aranak megbecslése soran a

kovetkezd eredményeket kaptam:

> load("kimarad.rda")

> sqrt(sum((NSbecsult_ar - valos_ar)~2))/length(kimarad)
[1] 0.158577
> sqrt (sum((VASbecsult_ar - valos_ar)"~2))/length(kimarad)

[1] 0.09193832
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sulyozatlan hozamgorbe sulyozatlan diszkontfiiggvény
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5. abra.

Az ismert adatok és a becslsfiiggvények 2011.03.04-én (piros szinnel a Vasicek,
z0ld szinnel a Nelson-Siegel becsléssel kapott eredmény)

> load("kimarad_dur.rda')

> sqrt (sum((NS_dur_becsult_ar - valos_ar)~2))/length(kimarad)
[1] 0.2809427
> sqrt (sum((VAS_dur_becsult_ar - valos_ar)~2))/length(kimarad)

[1] 0.09335776

tehat mindkét esetben pontosabb a Vasicek modszer és ismét lathato, az eredmé-
nyét nem befolyasolja jelentGsen, hogy silyozott, vagy silyozatlan minimalizalast

végziink.
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A Vasicek modell alapjan végzett becslés utan kapott paraméterek nem csak a
hozamgdrbe elGallitasara szolgdlnak, segitségiikkel meghatarozhatjuk a short rate
varhato értékét és szorasat, igy képet kaphatunk ennek jovébeli alakuldsarol, me-
lyet a 6. 4bra szemléltet. Ez jol mutatja a modell hidnyossagat, miszerint a short

rate pozitiv valoszintiséggel vesz fel negativ értéket.

Az eredmények alapjan levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a jelen adatsoron
rovidtavon a két modszer hasonld pontossaggal becsiil, mig hosszabb tavon a Va-

sicek modell kozeliti meg jobban a piacon megfigyelhets adatokat.

15 20 25

10

r(t) (%)

I I I I I I I
2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024

datum

6. abra. A short rate lehetséges alakulasa (2011.03.04, 3 trajektoria)
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A short rate jovébeli alakuldsanak szimuléci6ja:

a <- exp(coef(VAS_nls_dur))[1]
b <- exp(coef(VAS_nls_dur))[2]
r <- exp(coef (VAS_nls_dur)) [3]
sigma <- exp(coef (VAS_nls_dur)) [4]
short <- numeric(50)
short[1] <- r0
for (i in 2:50) {
short[i] <- short[i - 1] + a * (b - short[i - 1]) + rnorm(1,

mean = 0, sd = sigma)

+ + + VvV VvV VvV Vv Vv Vv VvV

Az atlagid6 meghatarozasa:

dur <- function(c, t, y) {
LL <- ceiling(t)
DISCOUNT <- seq(to = t, by = 1, length = LL)
BOND <- 1/((1 + y) DISCOUNT)
CF <- rep(c, LL)
CF[LL] <- CF[LL] + 1
DUR <- sum(CF * BOND * DISCOUNT)
DUR
}
dur.hat <- function(COUPON, TTM, ytm) {
res <- numeric(length(COUPON))
for (i in seq_along(COUPON)) {
res[i] <- dur(c = COUPON[i], t = TTM[i], y = ytm[il)

res

}

ev <- function(df) ceiling(df$ttm)

AI <- function(df) (ev(df = df) - df$ttm) * (df$coupon)

DUR <- function(df, ytm) dur.hat(df$coupon, df$ttm, ytm)/(df$prices +
AI(df))

DUR (kotveny_nap, YTM)

V + V.V V + 4+ 4+ + + + V + + + + + + + + Vv
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Az els6 feladat tobb napra torténd elvégzése:

load ("tudom_NShiba.rda")
nap <- split(kotveny, kotveny$numdatum)
tudom_eh <- matrix(numeric(length(284)), nrow = 71, ncol = 4)
BETA <- c(Beta0 = 0.8, Betal = -0.01, Beta2 = 0.08, Tau = 2)
for (i in seq_along(subset (kotveny, id == "6143FM")$datum)) tudom_ehl[i,
] <- optim(BETA, nsfn, nsdf = nap[[i]], method = "BFGS")$par
bill <- subset(kotveny, kotveny$ttm <= 1)
bill_nap <- split(bill, bill$numdatum)
tudom_NShiba <- numeric(length(nap))
NShiba <- function(df, tudom_eh) {
with(df, sum((sns(ttm, tudom_eh) - ((1 + coupon)/(prices +
((1 - ttm) * coupon)))~(1/ttm) + 1)~2)/length(ttm))
}
for (i in seq_along(nap)) tudom_NShiba[i] <- NShiba(bill_nap[[il],
tudom_eh[i, ])

+ VvV + 4+ + VvV VvV VvV VvV + VvV V V Vv VvV

A masodik feladat to6bb napra torténd elvégzése:

load("kimarad.rda")
for (i in 1:length(nap)) nap[[i]] <- nap[[i]][order(nap[[i]l]$ttm,
nap[[i]]$id), ]
kimarad <- nap
for (i in 1:length(nap)) {
kimarad[[i]] <- kimarad[[i]][seq_len(nrow(kimarad[[i]]1))%%5 ==
0, ]
}
marad <- nap
for (i in 1:length(nap)) {
marad[[i]] <- marad[[il][seq_len(nrow(marad[[i]1))7%5 !=
0, ]
}
kimarad_eh <- matrix(numeric(length(284)), nrow = 71, ncol = 4)
BETA <- c(Beta0 = 0.8, Betal = -0.01, Beta2 = 0.08, Tau = 2)
for (i in seq_along(subset (kotveny, id == "6143FM")$datum)) {
kimarad_eh[i, ] <- optim(BETA, nsfn, nsdf = marad[[i]], method = "BFGS")$par
}
kimarad_NShiba <- numeric(length(nap))
NShiba2 <- function(df, kimarad_eh) {

vV v + 4+ VvV VvV V 4+ 4+ 4+ V V + + 4+ V V + V V
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+ with(df, sum((nsprice.hat(kimarad_eh, coupon, ttm) - prices)~2)/length(id))
+ }

> for (i in seq_along(nap)) kimarad_NShiba[i] <- NShiba2(kimarad[[il],

+ kimarad_eh[i, ])
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Pénziigyi matematika a kozépiskolaban

"A mai tarsadalomban téjékozodni és alkotni tud6é ember matematikai ismere-
teit kell megkdvetelni, ami elsGsorban a matematikai fogalmak, tételek gyakorlati

helyzetekben valo ismeretét és alkalmazasat jelenti."?

A modern pénz viladgaban éliink. Szamos pénziigyi termékkel vagyunk koriilvéve:
az egyetemre lépve bankszamlat kell nyitnunk, késébb a legtobbiink fizetését is
atutalassal bonyolitjak le, hitelt vehetiink fel, vagy befektethetjiik a megtakari-
tasainkat és még sorolhatnank. Ezeket a pénziigyi szolgaltatasokat f6leg bankok
végzik és mint minden szolgéltatasnak, ennek is ara van. Ilyen ar a kamat is, ami a
kolcsonadott pénz hasznalati dija. A pénzintézetek &ltal hasznalt kamatszamitési
modok alapjait a gimnaziumok 12. osztdlyaban tanitjak, igy bar képesek lenné-
nek ra, sokan meégis megriadnak attol, hogy utdnaszamoljanak melyik pénziigyi
szolgaltatas érné meg nekik legjobban. Sok kezdeményezés latott mar napvilagot
azon célbol, hogy bévitse a lakossag pénziigyi ismereteit, ilyen példaul a Magyar
Nemzeti Bank, a Pénziigyi Szervezetek Allami Feliigyelete és a Gazdasagi Verseny-
hivatal altal kézosen inditott cikksorozat, [12]. Az anyag kivaloan Osszefoglalja a
lakossag szaméara sziikséges - elengedhetetlen - pénziigyi ismereteket, mely osztaly-
f6noki ora keretében keriilhetne feldolgozasra. Ezt kiegészitve konkrét termékek
matematikadran torténd elemzésével az tgynevezett "pénziigyi analfabetizmus"

jelentdsen csokkenthetd lenne hazankban.

Magyarorszagon jelenleg az oktatandé tartalmakat a 2003-as kerettanterv ([13])
hatarozza meg. Ebben a matematika tananyag felépitése elsGsorban strukturalis
elrendezésti, azaz "meghatarozott tudasteriiletek parhuzamosan, el6rehaladas koz-
ben énmagukban is béviilve, mélyiilve, a tobbi teriiletet is szolgalva, azokkal 6ssz-
hangban keriilnek feldolgozasra." Igy a kamatszamitas alapja, a szazalékszamitas
is a 6. osztalyban valdé megjelenés utan szinte minden évben el6keriil, folyamato-
san bgviilve, és egyre komplexebb feladatok megoldéasat igényelve. A kerettanterv
jelleg lehet6vé teszi a pedagogusok 6nalld, az oktatasra vonatkozo tartalmi don-
téseit, tehat nincs kotelezGen elGirva, melyik anyagrészre mennyi id6t kell szénni,

mit kell pontosan megtanitani. A 2003-as kerettanterv gimnaziumi 12. osztalyos

25 A 2010. janudr 1-jétol hatalyos, Az érettségi vizsga részletes kovetelményeirsl szolo 40/2002.
(V. 24.) OM rendelet.
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részében megjelenik a "Kamatoskamat-szamitas alkalmazasa egyszert gyakorlati
feladatokban." A dolgozatban ennek a résznek a tanitasat szeretném kiegésziteni
és egy projektmunka tervet dsszeallitani, melyben a didkok egy valds életbeli pénz-
tigyi feladatot oldanak meg, igy talan késébb magabiztosabban allnak hozza egy,

a sajat életiikben felmeriil6 hasonlé jellegti probléméhoz.

Tervezet

A bemutatott tervet egy nem matematika tagozatos gimnaziumi osztaly 12. évfo-
lyamara szanom. Célom olyan didkok érdeklGdését felkelteni erre a témara, akik
nem elsGsorban matematikara szakosodtak, esetleg nem is real beallitottsaguak.
Egy matematika szakos egyén ugyanis batrabban leiil majd felnGttként a pénz-
ligyeit megtervezni, igy jobban inspirdlni a mas érdekl6désd tanulokat kell. Ko-
zépszintd érettségin a kamatszamitas kapcsan meghatarozott kévetelmény, hogy a
didk "Tudja a kamatos kamatra vonatkoz6 képletet hasznalni, s abbol barmelyik

"26 A jelenlegi tankonyvekben és feladatgytijtemeé-

ismeretlen adatot kiszamolni
nyekben a sorozatok témakor utan a legtobb helyen megjelenik alkalmazéasként a
kamatszamitas, igy bdséges feladatmennyiség all rendelkezésre e téméaban. Ami-
vel kibéviteném az anyagrészt: az egyszer(i és kamatos kamatozassal szamitott
értékeket részletesebben Osszehasonlitanam, tobbet foglalkoznék a torlesztorész-
let fogalmaval és egy projektmunka keretében Osztondzném a didkokat a pénziigyi
szamitasok gyakorlasara. Harom tanorara lebontott, részletesen kidolgozott anya-
got készitek, valamint egy projektmunka tervet, melyek felhasznalhatoak - az adott
osztaly képességeihez igazitva - a tananyag megtanitdsdhoz. A projektmunka meg-
valositasat mindenképpen ajanlom, ennek 6sszedllitasahoz a jelen dolgozatban leirt
terven kiviil nagy segitséget nyujthat [10]. Az oratervek a fogalmak, képletek meg-
tanitasdhoz késziiltek, az elmélyitéshez iktassunk be gyakorld 6rakat. Fontos, hogy
a gyakorlashoz a feladatokat olyan szévegezésben tlizziik ki, ahogy a hirdetésekben
vannak, mert a projektmunka keretében - és nem mellékesen egy késGbbi élethely-
zetben - ebben az alakban fognak vele taladlkozni. Ehhez kereshetiink a pénzin-

tézetek honlapjain adatokat, valamint [11] is kivalo feladatokat (és megoldasokat)

Z6http://www.oh.gov.hu/letolt /okev/doc/erettsegi_ 40 _2002_201001/matematika_vk_2010.pdf
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tartalmaz. A projektmunkit 16 f&s csoportra készitem els. Nagyobb létszadm
esetén (ahol esetleg nem bontott osztalyban tanuljik a matematikat) megfelels
modositasokkal lehet alkalmazni. Elképzelhets, hogy az egyes oOratervek megva-
lositasa nem fér bele 45 percbe, ekkor bontsuk fel és targyaljuk kiilon 6rdkon az

egyes részeket.

El6zmények (2003-as kerettanterv alapjan)

6.osztaly: A szazalék fogalma, alap, szazaléklab, szazalékérték. Egyszeri széza-

lékszamitas aranyos kovetkeztetéssel.
7.osztaly: Szazalékszamitasi és egyszerli kamatszamitési feladatok.
9.0sztaly: A szazalékszamitas alkalmazasa a gyakorlatban.
11.osztaly: Exponenciélis egyenletek.

12.0sztaly: Szamtani és mértani sorozat esetén az n. tag és az els6 n elem Ossze-

gének kiszdmitasa.
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Oravéazlat (Linearis kamatszamitas)
Ismétlés

[smételjiik at elGszor is a szazalékszamitast. Kozosen oldjunk meg néhany egyszert

szazalékszamitasi feladatot.

1. Januarban 175 Ft-ba keriilt 1 kg cukor, de az ara hirtelen az eredeti 190 % -a

lett. Mennyiért tudom most megvasarolni?

2. Ha egy boltban most 400 Ft-ba keriil, akkor itt hany szazalékos volt a dra-

gulas?

3. Egy éjjel-nappali tizletben 450 Ft-ra valtozott az ar, itt viszont 80 % -os volt

az dremelés. Mennyibe keriilt a dragulas el6tt 1 kg cukor?

Ezekkel a feladatokkal felelevenithetjiik a szazalékalap, szazaléklab, szazalékérték

fogalmakat és a kozottiik levé kapcsolatokat.

Linearis kamatszamitas

Az 1j anyagot a tablara irva, kozosen beszéljiik meg. Gazdéalkodj okosan pénzekkel
bemutatjuk, hogyan torténik a kamatozas. Van egy alaptSkénk, legyen 50000 Ft,
melyre 10 % -os kamatlab érvényes, linearis/egyszerii kamatozéssal szamolva. Irjuk
fel a tablara az adatokat, az asztalra pedig rakjuk ki az 50000 Ft-ot, ez az alaptGke.
Az egyszerd kamat mindig az alaptSkének a 10 %-a, tehat 50000 - % = 5000
Ft. Az els6 év végén felvessziik a kamatot, azaz 5000 Ft-ot, ezt rakjuk masik
kupacba. Van tehat egy alaptSke kupac, és egy kamat kupac, amit most nem
keveriink Ossze, hiszen az elsé a banknal, a méasodik nalunk van. Ha a szerzddés
1 évre szolt, akkor felvessziik az alaptskét is, ez Osszesen alaptoke + 1 - kamat =
50000 + 1 - 5000 = 55000 Ft. Ez keriiljon fel a tablara. Ha nem 1 évre szl a
szerz6dés, akkor nem vessziik fel az alaptGkét, ez tehat tovabb kamatozik. Ekkor
a masodik év végén 1jbol felvessziik a kamatot, azaz a kamat kupachoz ismét
hozzatesziink egy egyszeri kamatot. Az alaptéke kupac nem valtozik, a kamat

kupacba keriil tovabbi 5000 Ft. Ha 2 évre sz0l a szerz6dés, akkor most felvessziik
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az alaptékeét is: alaptoke + 2 - kamat = 50000 + 2 - 5000 = 60000 Ft. Ezt irjuk
az el6z6 szamolas ala kozvetleniil, hogy a két végeredmény egymés ala keriiljon.
Folytassuk egyiitt a szamolast, irjuk fel az els6 5 évet. Ezutan keretezziik be
az egyes évek végéig Osszesen felvehet§ pénzmennyiségeket. Mit vesznek észre?
A didkok ezt megel6zGen tanultak a szamtani sorozatokrol, igy elvarhato, hogy
felismerjék, a kapott értékek szdmtani sorozatot alkotnak. Ezt hangsilyozzuk ki,

allapitsuk meg, hogy a sorozat differenciaja 5000 Ft, azaz éppen a kamat.

Most probéaljuk meg kézosen altalanositani. Az alaptékét jeloljik Tp-val, a kamat-

labat p-vel (szazalékban). Ekkor a k-val jelolt kamat

k=T, L.
100

A példaban Lo = 50000 Ft, p = 10%, k& = 50000 - % = 5000 Ft. Az egyes évek

végéig Osszesen felvehets Osszegek

Li=Ly+k

Lo=Li+k=(Lo+k)+k=Lo+2-k
Ly=Lo+k=((Lo+k)+k)+k=Lo+3-k
Li=Ls+k=(((Lo+Fk)+k)+k)+k=Lo+4-k

Ly =Li+k=((((Lo+k)+k)+k)+k)+k=Lo+5-k.

Az eltelt évek szamét n-nel, az n. év végéig felvehets pénzt L,,-nel jelolve a képlet

Vizsgaljuk meg, hogy az el6z6 példaban felirt egyenletek megfelelnek a képletnek.

Allapitsuk meg kozosen a differencia altalanos alakjat: k.

Fontos kiemelni, hogy a valés életben ezt a szamitasi moédot akkor tudjuk alkal-
mazni, ha minden év végén felvessziik a kamatot. Ha ugyanis bent hagyjuk a
bankban, akkor jellemzGen nem az egyszerii, hanem a kamatoskamat-szamitési
modszert hasznaljak, amirdl a kovetkezd oran lesz sz6. Oldjunk meg egyiitt né-

hény, a kovetkez6khoz hasonlo feladatot ezzel kapcsolatban (a méasodik példat
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mindenképp oldjuk meg, mert a projektmunkanéal sziikség lesz az EBKM mutato

ismeretére).

1. Agi 160000 Ft-ot rak be a bankba, mely erre 7,5% kamatot biztosit. Mek-
kora Osszeget vehet fel id6kozben és lejaratkor 1,2, 3 éves lekotés esetén? (a

kamatszamitas linearis modon torténik, az egyéb koltségektdl eltekintiink)

2. A valos életben a feltiintetett kamat nem mindig keriil kifizetésre, mert kiilon-
bo6z§ felmertils koltségek csokkenthetik az értékét. Viszont minden banknak
kotelezd kozzétenni, hogy az egyes termékeire mekkora kamatot fizet tény-
legesen, a koltségeket levonva, igy a fogyasztok egyszertibben Ossze tudjik
hasonlitani a kiillonb6z6 bankok termékeit. Ez a mutaté az EBKM (Egysége-
sitett Betéti Kamatlab Mutato). A Pénz6rz6 Banknél legalabb 1 éves lekotés
esetén az EBKM 8 % . Ha Jancsi lekot 40 ezer Ft-ot, mekkora Gsszeget vehet
fel idskozben, és lejaratkor 1,2, ...,5 éves lekotés esetén? (a kamatszamitas

linearis modon torténik)

Hazi feladat

A hasznalt feladatgytjteményben a kamatszamitas részben 1év6 egyszert kamat-

szamitast gyakoroltato feladatok koziil valogathatunk.
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Oravazlat (Kamatoskamat-szamitas)
Ismétlés

Ellenérizziik le az el6z6 orai hazi feladatot, par szoban ismételjiik at az egyszert

kamatszamitast.

Kamatoskamat-szamitas

Vegyiik el6 megint a Gazdalkodj okosan pénzeket. Az el6zé ordhoz hasonléan
jegyezziik az adatokat a tablara. Ismét 50000 Ft az alaptékénk és 10% a ka-
matlab, de most kamatos kamattal szamolunk. Ismét emeljiik ki, hogy a valo-
sdgban a bankok jellemz&en ezt a modszert hasznéljdk, nem az egyszerii kamat-
szamitast, tehat a projektmunkiban ezzel kell dolgozniuk. Rakjuk le az alapté-
két egy kupacba. Az els§ év végén ennek a 10 %-a a kamat, ez 5000 Ft, amit
most nem vesziink fel kiilén, hanem bent hagyva a bankban az alaptékét no-
veljiikk vele, ezt nevezziik éves tékésitésnek. Igy egy kupacunk van, ami az elsé
év végén 50000 + 50000 - % = 50000 - (1 + %) = 55000 Ft, ennyit vehetiink
fel, ha 1 évre sz6l a szerz6dés. Ha nem, akkor a bankban hagyjuk a pénzt, és
a megnovelt alaptSke kamatozik tovabb, azaz 55000 Ft-nak vessziik a 10 % -at,
55000 + 55000 - % = 55000 (1 + %) = 60500 Ft. Ennyit vehetiink fel, ha 2 évre
sz0l a szerz6dés. Bzt irjuk az el6z6 szamolas ald kozvetleniil, hogy a két végered-
mény egymas ald keriiljon. Folytassuk egyiitt a szamolast, irjuk fel az els§ 5 évet.
Ezutan keretezziik be az egyes évek végén felveheté pénzmennyiségeket. Mit vesz-
nek észre? A didkok ezt megelézGen tanultak a mértani sorozatokrol, igy elvarhato,
hogy felismerjék, a kapott értékek mértani sorozatot alkotnak. Ezt hangsilyozzuk
ki, allapitsuk meg, hogy a sorozat kvociense (1+ £%) = 1, 1. Probaljuk meg kozo-
sen altalanositani. Az évek szamat n, az n. év végén felvehets pénzt T, jeloli. Az

egyes évek végén felvehetd pénzmennyiségek
=T -(1++5)=(To- 1+ %5)) 1+ 55) =To- (14 £5)?
Ty= Ty (14 85) = (T 1+ ) - L+ ) - (L4 ) = To- (1+ )"
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Az altaldnos képlet

p
T,=Ty (14+—=—)".
Vizsgaljuk meg, hogy az el6z6 példaban felirt egyenletek megfelelnek a képletnek.
Allapitsuk meg kozosen a kvociens altalanos alakjat: (1 + 05).  Oldjunk meg

néhany példat ezzel kapcsolatban.

1. Eva néni a megtakaritott pénzét, 150000 Ft-ot beteszi a bankba, ahol az
EBKM 4%. A bank kamatoskamat-szamitast alkalmaz és évente tGkésit.

Mekkora Gsszeget vehet fel Eva néni 1,2,3,4,5 év mulva?

2. Péter 200000 Ft-ot kot le a bankban, mely 6sszegre - tigy gondolja - 2 évig
nem lesz sziiksége. A bank legalabb 2 éves lekotés esetén akcios, 7,5 % -os
kamatot igér (kamatos kamatszamitast alkalmaz, évente t&késit). Mekkora
osszeget vehet fel Péter 3,4,5,10 év milva? (most tekintsiink el a koltségek-
t61)

Osszehasonlitas

Emeljiik ki a kiilonbséget az egyszeri és a kamatos kamatozas kozott: az elgbbinél
az alaptGke nem valtozik, mindig ugyanakkora Osszegnek szamoljuk a kamatét -
azaz elég egyszer kiszamolni - mig a mésodiknal a kamattal megnovelt alaptéke
kamatozik tovabb a kovetkez6 évben. Kérdezziik meg a didkokat, hogy melyik ka-
matozast valasztanak, ha a sajat pénziikrGl lenne sz6, majd szamitsak ki az el6z6
feladatot egyszerti kamatozassal is és hasonlitsuk Ossze az eredetivel. Allapitsuk
meg, hogy az elsG év végén ugyanakkora a kétféle kamatozassal szamitott érték,
azaz L; = T, mig a tovibbiakban, azaz n > 1 esetén L, < T,,. Miutdn ezeket
megbeszéltiik, nézziik meg dbran is, hogy mekkora az eltérés az orai példa esetén
(7. abra). Erdekességként megmutathatjuk, hogy nem csak egész évekre szamolva
hogyan néznek ki a felveheté pénzmennyiségek (8. abra). Matematikailag ebben
az esethben a t — (14 {5 -t) ésat — (1+ 555)", t € Ry fiiggvények Gsszehason-
litasa torténik. Emeljiik ki, hogy ¢ € (0,1) esetén az egyszerti kamatszamitéassal

magasabb értéket kapunk.
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T0=50000 Ft, p=10%
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7. abra.
Linearis (z6ld) és kamatos (piros) kamatozas 6sszehasonlitasa az orai példan

Hazi feladat

1. A hasznalt feladatgytjteményben a kamatszamitas részben 1év§ kamatoskamat-

szamitast gyakoroltato feladatok koziil valogathatunk.

2. Katit az el6z6 matematikaéra annyira elgondolkodtatta, hogy uténa errdl
almodott. Almaban a megtakaritott zsebpénzét (32000 Ft) le akarta kotni
valamelyik bankban. Talalt is egy nagyon kedvezs ajanlatot, az Alom Bank
legalabb 1 éves lekotés esetén 90 % -os kamatot igér. Az nem deriilt ki, hogy
egyszeri vagy kamatos kamatozast alkalmaz-e a bank. Szamitsuk ki mindkét

modszerrel, mennyi pénzt vehetne fel (Alméaban) 1,2,5,10 év milva Kati.
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T0 = 50000 Ft, p = 100%
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8. abra. Linearis (z6ld) és kamatos (piros) kamatozas Osszehasonlitasa

3. (szorgalmi) Bizonyitsd be az L, és T, kozott fennallo egyenlStlenséget ¢ =
0, %, %, 1,2, 3 esetén.

Megjegyzés. Ehhez csak a nevezetes azonossagok alkalmazéasira van sziikség.
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Oravéazlat (Torleszt6részlet szamitas)
Torlesztérészlet szamitas

Vegyiik el6 megint a Gazdalkodj okosan pénzeket. El fogunk jatszani egy hitelfel-
vételt és annak visszafizetését. Négy {Gszerepls lesz: egy bankos; egy hitelfelvevd
egyetemista, aki 120000 Ft személyi kolesont kér a banktol, mert 4j biciklit akar
venni; egy boltos, aki biciklit arul és egy munkaado, akinél az egyetemista dolgozik.
Véalasszuk ki a szerepléket, a bankos és a munkaadé kapjon pénzt. Az egyetemista
"bemegy a bankba' és kéri a kolcsont. Miel6tt a bankos odaadna a pénzt, mond-
juk el, hogy ennek bizony feltételei vannak. Mivel a 120000 Ft-ot most egy ideig
a bank nem tudja hasznélni, hiszen kolcsénadta, szeretné, ha ezért karpotolnak
valahogy. Ez a karpotlas ugy valosul meg, hogy a hitelt felvevs tobb pénzt fizet
vissza, mint amennyit kolcsonkért. Ahogy az el6z6 6rédkon a bank hasznélta a
mi pénziinket és ezért kamatot fizetett, most mi hasznaljuk az 6 pénzét és ezért
kamatot fizetiink. A maésik feltétel, hogy szabalyos id6kozonként kell visszafizetni
a pénzt, mindig ugyanakkora Osszeget. Ezt nevezziik a hitel torlesztésének. A
bankos tehat kikoti, hogy évi 25 %-os kamatlabra adja oda a pénzt, igy havonta
31578 Ft-ot kér, és a torlesztés 4 honapig fog tartani. Az egyetemista beleegyezik,
megtorténik a 120000 F't kifizetése. Honnan tudja vajon a bankos, hogy 31578
Ft-ot fizetve pontosan 4 honap alatt lesz torlesztve a pénz? Nézziik meg, hogyan

gondolkodik. Elgszor irjuk fel az adatokat a tablara:

koleson: 120000 Ft
torlesztérészlet: 31578 't
kamatlab: évi 25%

torlesztés ideje: 4 honap.

Mivel havonta torlesztiink, ki kell szamolni az egy honapra es6é kamatlabat: évi
25 %=havi 2 = 2.083% =~ 0.02083. Ezt emeljiik ki, a bankok legt&bbszor éves

kamatlabat adnak meg és ha nem évente torlesztiink, akkor ezt at kell valtani.
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A kolcsonvett pénzt az egyetemista odaadja a boltosnak és megkapja a varva-vart
- képzeletbeli - biciklit. Eltelik az els6 honap, az egyetemista kap a munkaadotol
pénzt, melybél 31578 Ft-ot odaad a bankosnak (ezeket jatsszak el a didkok). Irjuk
fel a tablara, hogy a havonta torténd befizetések utdn mennyi marad a torlesztés-

b6l. Az elsé fizetéskor a kolesonvett pénz mar kamatozott 1 honapot, azaz
1. honap vége: 120000 - 1.02083 — 31578 ~ 90922 F't.

Eltelik a kovetkez6 honap, az egyetemista ismét kap pénzt, melyb6l 31578 Ft-
ot bevisz a bankba. Az el6z6 honap végén maradt hitel tovabb kamatozott. A

maradék Osszeg:

2. honap vége: 90922 - 1.02083 — 31578 ~ 61238 I't
3. honap vége: 61238 - 1.02083 — 31578 ~ 30936 Ft

4. honap vége: 30936 - 1.02083 — 31578 ~ 2 =~ 0 F't.

Tehat a 4. honap végére tényleg elfogyott a torlesztends hitel. Hogyan szamol-
hatnank ki a havi torlesztorészletet? Ha az (ismeretlen) torlesztdrészletet x-szel

jeloljiik, akkor

1. hoénap vége: 120000 - 1.02083 — x
2. honap vége: (120000-1.02083—1)-1.02083—x = 120000-1.02083%*—x-1.02083 —x

3. honap vége: (120000-1.020832% —x-1.02083 —x)-1.02083 —x = 120000-1.020833 —
x-1.02083% — z - 1.02083 — x

4. honap vége: (120000 - 1.020833 — z - 1.020832 — - 1.02083 — ) - 1.02083 — z =
120000 - 1.02083* — 2 - 1.02083% — 2 - 1.020832 — x - 1.02083 — .

Azt szeretnénk, hogy a 4. honap végén ne maradjon torlesztendd hitel, tehat az

utolso kifejezés 0-val legyen egyenld. Alakitsuk at egy kicsit a kifejezést:

120000-1.02083* — (- 1.02083% + 2 - 1.02083% 4z - 1.02083 + ) = 120000 1.02083* —
x - (1.02083% + 1.020832 + 1.02083 + 1) = 0.
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Mit vehetiink észre? A zardjelben 1évG Osszeg tagjai egy mértani sorozat egymast
kovetd elemei, allapitsuk meg egyiitt, hogy a sorozat kvociense 1.02083. A mértani

sorozat Osszegképlete segitségével egyszertibb alakban is fel lehet irni:

1.02083% + 1.020832 + 1.02083 + 1 = 1 . 1020831 o 4 13,

1.02083—1
Az egyenlet tehat
120000 - 1.02083* — z - 4.13 = 0,

melybdl
. 120000 - 1.02083*

4.13
azaz tényleg ennyi a torlesztérészlet (az eltérés a szamitasok soran végzett kereki-
tésekbdl adodik). Emeljiik ki, hogy a visszafizetett pénz 4 - 31578 = 126312 Ft,

azaz 6312 Ft-tal kellett tobbet visszafizetniink, mint amennyit kértiink, ennyi volt

~ 31553 ~ 31578,

a “hitel ara”. Ezutén oldjunk meg egy hasonlé példat mas szamokkal, az elmélyités
végett, de itt mar kérjiik, hogy 6k mondjak a szadmolas menetét. Ha ez megvan,
akkor probaljuk meg altalanositani a képletet. Jeldljiik a felvett hitelt H-val, az
adott fizetési gyakorisaghoz atszamitott kamatlabat p-vel (szazalékban), a fizetések

szamat n-nel. A torlesztGrészlet szamlaloja:

p

H-(1+—/7)"
nevezdje:
14+ -2\ 1 14+ &) —1 100
n 1@) _ 1@) —(1+ -2y o1y =2
I+ 56— 1 100 100 P

Gyakoroljuk a szamitast. Bontsuk az osztalyt két részre, a két csoport eltérd ideig
tarto torlesztéssel fog szamolni. Ez azért hasznos, mert a torlesztérészlet szamitas
gyakoroltatasa mellett az eredmények alapjan meg tudjuk majd mutatni, hogy a
kiilonb6z6 idére felvett hitelekért mennyire eltéré pénzosszeget kell visszafizetniink.
A felvett hitel H = 300000 Ft, haromféle kamatlab legyen: p = 15%, 20 %, 25 %,
és kétféle fizetési gyakorisdg: havonta, félévente. Az A csapat 5 évre veszi fel a
hitelt, a B csapat 8 évre. Szamoljak ki az egyes torlesztorészleteket. Erre hagyjunk
id6t, majd miutan elkésziilnek irjak fel a tablara az eredményeket és beszéljiik meg,

ha probléma adodott valamelyikkel. Kérdezziik meg 6ket, hogy szerintiik melyik
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esetben kell a legtébbet visszafizetni és tippeljék meg azt is, hogy mekkora lesz
ez az Osszeg. Fz utan szamoljak ki pontosan és mindkét csapatbdl egy ember irja
fel az eredményt a megfelel torlesztérészlet mellé. A torlesztérészletet jeldljiik

x-szel, visszafizetett Osszeget V-vel.
e p=15%

havonta: x4 ~ 7137 Ft, V4 ~ 428219 F't
xp ~ 5384 Ft, Vg ~ 516828 Ft

félévente: x4 ~ 43706 Ft, V4 ~ 437058 F't
xp ~ 32817 Ft, Vg ~ 525078 Ft

e p=20%

havonta: x4 ~ 7948 Ft, V4 ~ 476890 Ft
rp ~ 6286 F't, Vg ~ 603452 Ft

félévente: x4 ~ 48824 Ft, V4 ~ 488236 F't
rp ~ 38345 Ft, Vi ~ 613520 Ft

e p=25%

havonta: x4 ~ 8805 Ft, V4 ~ 528324 F't
xp ~ 7252 Ft, Vg =~ 696173 F't

félévente: x4 ~ 54187 Ft, V4 ~ 541865 Ft
xp ~ 44217 Ft, V =~ 707464 Ft

Ennyit kell tehat az egyes esetekben visszafizetni a kolcsénvett 300000 Ft-ért.
Beszéljiik meg, hogy a felvett pénz és a kamatlab mellett a fizetés idGtartama, és
gyakorisaga is erGsen befolyasolja a visszafizetett pénz nagysagat. Ennek oka, hogy
ha kevesebb idére vessziik fel a hitelt, akkor magasabb a torlesztérészlet, ahogy
a szamolasokbol is kideriil. Egy torlesztorészlet befizetése utan a megmaradt hi-

tel tovabb kamatozik, igy ha magasabb Osszeget fizetiink be, kevesebb hiteliink
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marad, tehat kisebb pénzosszeg kamatozik tovabb. Ezzel a jelenséggel kapcsolatos
fogalmak a tGketorlesztés, és a kamattorlesztés. Nézziik meg példaul a p = 25 %-os
kamatlabu és havi gyakorisagu esetet a B csapatnal. Az els6 honap végére a hitel
300000 - (1 4 %22) = 306250 Ft-ra n6, melybsl 300000 Ft a felvett téke, 6250 Ft
a kamat. Ha torlesztiink 7252 Ft-ot, akkor a masodik honap elejére maradoé hitel
306250 — 7252 = 298998 F't, azaz a tokét csak 1002 Ft-tal csokkentettiik (tGke-
torlesztés), a tobbi pénz, 6250 Ft a kamat torlesztésére ment el (kamattorlesztés).
Ezzel szemben p = 15 % esetén az A csapatnal 300000 - (1 + %) = 303750, azaz a
7137 Ft-os torlesztés 303750 — 7137 = 296613 Ft-ra, azaz 3387 Ft-tal csokkenti a
tokét. Igy ez esetben a toketorlesztés 3387 Ft, a kamattdrlesztés 3750 Ft. Annal
jobb tehé&t, minél nagyobb részét torlesztjiik a t&kének, mert igy kisebb Osszeg
kamatozik tovdbb. FErre nagyon fontos figyelniink hitelfelvétel esetén, kiilonben
el6fordulhat, hogy hosszu ideig csak a kamatot torlesztjiik, és végiil a kdlcsonvett
pénz t6bbszorosét fizetjitk vissza. Mutassunk egy dbrat egy (nem igazan kedvezs)
hitelfelvétel tGke- és kamattorlesztésének alakulasarol a torlesztdrészleten belil (9.
abra), majd mutassuk meg, hogyan valtozik a fennmarado6 hitel a torlesztés ideje
alatt (10. abra). Vizsgaljuk meg az abrakat alaposan és vonjunk le kovetkezteté-
seket. Példaul, ha azt tervezziik, hogy a torlesztési idészak feléig fizetjiik az eldirt
havi részletet, majd utdna egy osszegben el6torlesztiink, akkor az elGtorlesztési dij
mellett még azzal is szembesiiliink, hogy a felvett hitel % részét kell befizetniink,
pedig lineéris szemléletiink azt diktalnd, hogy ekkorra mar a téketartozas felét
kifizettiik.

Orai feladat. Lekdtink a Pénzdrzé Bankban 100000 Ft-ot 13 %-o0s kamatra 1
évre, havi tokésitéssel (azaz havonta hozzdadjik az alaptékéhez a kamatot és az
ij alaptdke kamatozik tovdbb). A banki gyakorlat szerint az évi 13 %-o0s kamathoz
havi ¥ %-0s kamat tartozik és az alaptdke 1 év alatt az (1 + %)12-3267"686/7'6 nd.

12
Azaz az év végén 100000 - (1 + %13)12 ~ 113803 Fi-ot kapunk, holott a 13 %-
0s kamat 113000 Ft-ot jelentene. Mi okozza az eltérést? Mekkora a tényleges
kamatlab mértéke? Mekkora havi kamatldb esetén kapndnk 113000 Ft-ot év végén?
Mz torténne a havi torlesztdrészlettel és a visszafizetett dsszeqgel az orai példdban,

ha ez utobbi mddszerrel dllapitandnk meg a havi kamatot?
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hitel = 1000000 Ft, p = 15%, n = 20 év
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9. abra.
A kamat- (piros) és a t6ketorlesztés (zold) alakulasa a torlesztrészleten beliil

Megoldds. Az eltérést az okozza, hogy a havi kamat kiszamitasanal az egyszeri ka-
matszamitas elvét kdvetve az éves kamatot osztjak 12-vel, viszont ezutan a havonta
torténd tékésités miatt kamatos kamattal szamoljak ki az 1 év alatt felndvekedett
pénzmennyiséget. 113000 Ft-ot akkor kapunk, ha a havi kamatot is a kamatos ka-
matszamitas alapjan szamoljuk, azaz px = ¥/1+0.13 — 1 = 0.01024 = 1.024 %.
A banki gyakorlat pénz lekotése esetén az iigyfélnek kedvez, hiszen ahogy a fel-
adatban is latszik, lekotott pénziink 13 %-a helyett ennek 13.8 %-at kapjuk meg
kamatként az év végén. Hitelfelvétel esetén viszont e szamitasi mod hasznélata
kedvezétlen az {igyfél szemszogébdsl nézve. Ugyanis a havi kamatot kamatos ka-
matszamitassal szamolva px = ¥/1 + 0.25—1 ~ 0.01877, a havi torlesztorészlet ez
esetben 31452 F't, igy a 4 honap alatt visszafizetett 6sszeg 125808 F't lenne, ami 504
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hitel = 1000000 Ft, p = 15%, n = 20 év
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10. abra. A fennmarad6 hitel alakuldsa

Ft-tal kevesebb, mint az érai példdban kapott eredmény. Az EBKM megfelelGje a
hiteleknél a THM, azaz a Teljes Hiteldij Mutato, ami mér a banki gyakorlat alapjan
keriil kiszdmitésra. Azaz az orai példaban (1 + 0.02083)'* — 1 & 0.2807 = 28.07 %
(a megadott 25 % helyett), amihez hozzdadva az egyéb koltségeket megkapjuk a
THM-et. Ez tehat megmutatja, hogy ténylegesen mekkora kamatot kell fizetniink
egy évre a kolecsonvett pénz utan. Fontos megjegyezni, hogy ez a mutatd sem
tartalmazza feltétleniil az Osszes koltséget, ilyen példaul az elGtorlesztés dija, szer-

z6désmodositas dija, lakashitel esetén kozjegyzG6i dij stb.
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Hazi feladat

1. A hasznalt feladatgytjteményben a torlesztérészlet szamitast gyakoroltatod

feladatok koziil valogathatunk.

2. (szorgalmi) Bence szabadfelhasznalast hitelt szeretne felvenni, 200000 Ft-
ot. Két ajanlat koziil valaszthat, az egyiknél a THM 25 %, havonta kell
torleszteni és két évre szol a szerzédés, a masiknal 23 % az éves kamat, 20
honap alatt kell visszafizetnie a kolesont kéthavi gyakorisaggal. A THM-et
az utobbi ajanlatnal nem tudjuk, csak azt, hogy a kamaton kiviil nincs egyéb
koltség. Mekkora lesz az egyes esetekben a torlesztérészlet és a visszafizetett

Osszeg?
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Projektmunka leirasa

A tanulokkal egyiitt fogunk megkonstrudlni négy valés pénziigyi problémat, amivel
foglalkozniuk kell a tanérak mellett. Négy csoportra bontjuk az osztalyt, mind-
egyik csoport kap majd egy feladatot, melynek megoldasara lesz koriilbeliil négy
hetiik, mely id6 leteltével be kell mutatniuk az osztaly elGtt, hogy mire jutottak. A
didkok kérhetnek, s6t kérjenek segitséget, ha elakadtak, erre biztositsunk minden

héten egy konzultacios lehetdséget.

Célok

e A projektmunka elsGdleges célja, hogy a tanulok nézzenek utana konkrét
banki ajanlatoknak, figyeljék az errdl szo6lo hirdetéseket a média kiilonbo6z6
csatornain (TV, radio, internet, plakat), legyenek tisztaban vele, hogy hol,
milyen segitséget kaphatnak ezzel kapcsolatban. Ha elmélyiilnek egy kicsit

ebben a témaban, késébb nem fog szdmukra annyira idegeniil hangozni.

— tajékozbddas a valos életben

A munkahoz sziikséges, hogy alaposan atgondoljak a kapott feladatot, rész-

feladatokra bontsék a problémat, megtervezzék a megoldas menetét.

— elemz6 készség

Fel kell osztaniuk egymas kozott az egyes részfeladatokat, mi az amit egyiitt

csindlnak, mik az egyéni feladatok. — szervezbkészség

A koz0s munka megbeszélést, egyeztetést, egymésra figyelést igényel.

— kapcsolatok erésitése

A csoportban végzett munka altal egymastol is tudnak tanulni, gyakoroljak
a kozos problémamegoldast, amire esetleg egy kés6bbi munkahelyen sziikség

lehet. — csapatjatékossag

A megoldast be kell mutatniuk az osztaly el6tt. — el6adbdkészség
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Csapatok, feladatok Gsszeallitasa

Az els6 orat kezdjiik a projektmunka megbeszélésével. Vazoljuk fel, hogy mirgl
is fog szolni, mennyi idejiik lesz a megoldésra, mit varunk el a végén - ezt majd
a megbeszélés végén pontosan rogzitsiik le. Bontsuk fel az osztilyt heterogén
csoportokat képezve, hogy a munka sordn minél jobban tudjak egymast segiteni, és
hogy ne legyenek "jobb" és "rosszabb" csapatok. Kezdjiink egy "brainstorming"-
gal arrol, hogy ki milyen pénziigyi termékeket ismer. Ezeket cimszavakban irjuk fel
a tablara, majd beszéljiik meg, hogy melyik mit takar pontosan. Ezutan probéljuk
meg egyiitt megfogalmazni a feladatokat. A problémét foglaljuk valds keretbe,
konkrét élethelyzeteket allitsunk fel. Egy lehet&ség:

1. Evi és Imre egy fiatal par, akik kozos lakast szeretnének venni kériilbeliil 8
millio Ft értékben. Ketten egyiitt 400 ezer F't-ot keresnek havonta, melybdl
maximum 100 ezer Ft-ot tudnak torlesztésre forditani. A sziileiktél kapnak
osszesen 3 millio Ft-ot. Milyen lehetGségeik vannak hitelfelvételre? (vazol-

junk fel harom konstrukeiot) Milyen plusz koltségek meriilhetnek fel?

2. Mari frissen végzett 6vond, szeptemberben all munkaba. Az egyetemi évei
végén plusz pénzre volt sziiksége, ezért az utolso félév elején (februar 1-
én), egy Osszegben felvett 75000 Ft didkhitelt, amit most el kell kezdenie
visszafizetni. Véazoljunk fel haromféle torlesztési lehetdséget. Milyen kedvez-

ményekre /plusz koltségekre szamithat a torlesztés soran?

3. Sara a nagysziileit6l 6rokolt 1 millio Ft-ot, melyet le akar kotni egy bankban,
ugyanis legkordbban 5 év milva van ra sziiksége. Milyen lehet6ségei vannak

féléves, két honapos és egy honapos gyakorisagi tékésités esetén?

4. A Szab6 csaladba hamarosan 1 gyermek érkezik, ezért sziikségiik van egy
nagyobb kocsira, ami koriilbeliil 3 millié Ft-ba keriil. A sziil6k keresete Gssze-
sen 300 ezer F't, melybdl 50 ezer Ft-ot tudnak torlesztésre forditani havonta.
A régi kocsijukat 1 millio6 Ft-ért tudjak eladni. Milyen lehet&ségeik vannak
hitelfelvételre? (vazoljunk fel harom konstrukciot) Milyen plusz koltségek

meriilhetnek fel?
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Iranyitsuk a megbeszélést, hogy egyenlé nehézségii és kozos munkat igényls fel-
adatok legyenek, de fontos, hogy minél nagyobb résziik legyen a didkoknak a fel-
adatok kitiizésében, mert igy jobban magukénak érzik a problémakat. A feladatok
kiilonb&z6 termékekre iranyuljanak, ne csak az adatokban kiilonb6zzenek, mert
igy a megoldas bemutatasakor figyelniiik kell arra, hogy a t6bbi csapat megértse,
pontosan mir6l is van sz6. Miutén elkésziiltek a szévegek minden csapat valasszon
maganak egy problémét, melyet pontosan jegyzeteljenek le. Ezutén beszéljiik meg,
mit is varunk el a feladattal kapcsolatban. Fontos, hogy vildgosak legyenek az el-
varasok, készithetiink rola egy nagyobb abrat is, melyet elhelyeziink a teremben,

igy nem lesznek félreértések.

Elvarasok a projektmunkaval kapcsolatban

Célja. A bemutatas célja az legyen, hogy a mésik harom csapat megértse az
adott problémara vonatkoz6 megoldasi lehetGségeket, a kozottiik levs kiilonbsége-
ket.

Informéacié. Barmilyen, éppen aktualis ajanlattal dolgozhatnak, amit hirdetés-
ben latnak /hallanak, vagy amit 6k maguk talalnak. Az informaciogytijtés elkezdé-
séhez adjunk tampontot. Nagy segitségiikre szolgalhat hitelfelvételhez a PSZAF
honlapjin megtalalhato Hitel- és lizingtermék valasztoé program?’, lekotéshez a
szintén ezen a honlapon 1év6 Terméktablak meniipont, didkhitelhez pedig a diak-
hitel honlapja. Ezek a honlapok nem csak a konkrét ajanlatok feltérképezése miatt
hasznosak, hanem tajékozodnak a didkok arrol is, hogy milyen paramétereket kell

egyaltalan figyelembe venniiik.

Menete. A bemutatas legalabb 10, legfeljebb 20 perc hossziségu legyen. ElGad-
hatja a csapat egyetlen tagja, de szerepelhetnek akiar mind a négyen is. A végén
be kell szamolniuk arr6l, hogy melyik csapattagnak mi volt a feladata. Hasznal-
hatnak szamitogépet (amennyiben van interaktiv tabla), abrakat, képeket, ez a

fantazidjukra van bizva. Az el6adas végeztével a hallgatok kérdéseket tehetnek

2Thttp: / /www.pszaf.hu/portal /fogyasztoknak /bal _menu/ptilekerdezo
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fel a témaval kapcsolatban - ha senki nem kérdez, akkor mi tegyiink fel néhany
kérdést.

Segitség. Ora végén kapnak majd egy utmutatot, ami segitségiikre lehet a ter-
vezésben. Emellett biztositsunk konzultécios lehetGségeket (ezek idGpontjat is be-
csak ezzel a feladattal foglalkozzanak. Ekkor is kérhetnek segitséget, valamint mi

is képet kapunk arrél, hogy allnak a munkaval.

Hatarid6k. A feladatra annyi idejiik legyen, amig ezzel a téméval foglalkozunk,
koriilbeliil 1 honap. Beszéljiik meg a bemutatdsok pontos idGpontjat. Lehetsleg
ne egy oran legyen mind a négy elGadas, inkdbb szanjunk ra két tanitasi oréat.
A harmadik hétre minden csapat készitse el legalabb egy lehetGség kiszamitasat,
hogy meg tudjuk beszélni, ha esetleg alapvetd hiba van a szamolasban, ez ne a

bemutataskor deriiljon ki.

Ertékelés. Mindenképp értékeljitk a projektmunkat, kiilonben nem biztos, hogy
eléggé motivaltak lesznek a tanulok. Egy csapaton beliil a tagok egyformén legye-
nek értékelve, igy érdekeltek lesznek abban, hogy mindenki ugyanannyit dolgozzon.
Az értékeléshez allitsunk fel szempontokat, ezt megtehetjiik a didkok bevonasaval

is. Néhany szempont:

e a projekt bemutatisa kozérthets volt-e

e matematikailag rendben voltak-e a szamitasok (kérjiik be kiilon lapon a sza-

mitasokat)

e mennyire sikeriilt csapatmunkat megvalositani.

A projektmunkara mindenki egy témazaronak megfelel§ érdemjegyet kapjon.
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Varhaté problémak

e Ha a didkok nem szoktak csoportban dolgozni, elképzelhetd, hogy nem pro-

béalnak egyiittmiikodni, hanem a jobb képességiiekre bizzak a munkat. Kiilon
hivjuk fel a figyelmet, hogy csoportmunkérol van szd, tehat minden csapat-

tagnak dolgoznia kell és ennek megvalositasa is értékelve lesz.

A hirdetésekben nem biztos, hogy helyesen hasznaljak a fogalmakat. Ha
ezzel problémajuk akad, nyugodtan forduljanak hozzank segitségért. Ossze

is gytjthetik az ilyen hibakat, ezt is belesz6hetik az elGadéasba.

Lampalédz miatt nem sikeriil jol a bemutatas, holott teljesen jol allitottak
Ossze. Ezt ne szamitsuk bele az értékelésbe, de a tovabbiakban csindljunk
minél t&bb olyan feladatot, ahol az osztaly elstt kell szerepelniiik. Igy jobban
hozzaszoknak a hasonl6 helyzetekhez, amivel - ha méaskor nem is - érettségin

biztosan talalkoznak.

Nem figyelnek egymés elGadasara a didkok. Erre megoldés lehet, hogy egy
csapat értékelésébe beleszamitjuk, ha valamelyik tagja jol kritizalja mésok
bemutatojat, fontos észrevételeket fliz hozzé, vagy helyénvald kérdéseket tesz
fel az elGadassal kapcsolatban. Ezen kiviil hivjuk fel a figyelmet arra, hogy

a témazaro utolso feladata a négy eldadasra vonatkozé kérdésekbdl fog allni.

Utmutaté a munkavégzéshez

1.

Elolvassuk t6bbszor, alaposan a feladatot, megbeszéljiik, hogy pontosan mi

is a kérdés.

Rendszerezziik az adatokat.

Felosztjuk egymas kozott, hogy ki mit fog csindlni. (informaciogydjtés)
Az Osszegytijtétt informéaciot kozosen megheszéljiik.

Alkalmazzuk az adatokon a megfigyelt lehetGségeket.

Oran eldadhato forméaba 6ntjiik a megoldasokat, megtervezziik a bemutatés

menetét.

63



PENZUGYI MATEMATIKA A KOZEPISKOLABAN

IMusztrativ megoldas - Diakhitel

A didkhitel nem egy szokvanyos hitelkonstrukcio, hosszi ideig térténdé rendszeres
hitelfelvétel esetén a szamitasok jelentGsen elbonyolodhatnak. Ezért célszertd, ha
projektmunkaként egyszeri, egy Osszeg hitelfelvételt tiizlink ki, ekkor csak ennek
az Osszegnek a kamatozasit kell vizsgalnunk. A didkhitel honlapjan®® a keresébe
az iigyleti kamat kifejezést beirva talalhatjuk meg a kamatszamitas menetét. Ezt
az informaciot osszuk meg a didkokkal, mert egyediil nem biztos, hogy megtalaljak.
A kamatszamitas linedrisan torténik, éves tékésitéssel, ezekrdl a fogalmakrol volt

sz0 az Ordkon, tehat nem okozhatnak problémat.

A feladat szerint haromféle torlesztési konstrukciot kell felvazolni. A didkhitel
kamata torvényben el6irt (jelenleg 8.5 %), a torlesztést el kell kezdeni legkéssbb a
hallgatoi jogviszony megsziinése utani negyedik honapban és a minimalis torlesztési
Osszeg is meg van hatarozva. Ezért kiilonboz6 konstrukcidkat féként az alapjan
kaphatunk, hogy mennyi pénzt fordit havonta a torlesztésre Mari. Példaul 100000
Ft-os havi netto fizetés mellett elképzelhets, hogy csak a kotelezGen elGirt részletet,
a minimalbér 6 %-at tudja torlesztésre forditani. Ez jelenleg 78000 - 0.06 = 4680
Ft. A [11]-ben talalhato didkhitelhez kapcsolodo feladatok megoldasai alapjan a
februarban felvett 75000 Ft-on lev kamattartozas oktober 1-én (ekkor kap el6szor
fizetést) 75000 - 0.085 - % ~ 4227 Ft, a t6ketartozas 75000 F't, ez nem valtozott,
hiszen évente tékésitik a kamatot. A torlesztés elkezdésével a tGketartozas az év
végéig minden honapban csdkken 4680 Ft-tal, igy az év végére 75000 — 3 - 4680 =
60960 Ft, a kamattartozas ekkor 1407 + 4227 = 5634 Ft, tehat a kovetkezs év
elején fennalld tartozas 66594 Ft. A masodik év végére a tGketartozas 10434 Ft, a
kamattartozas 3064 Ft, igy a harmadik év elejére fennallo tartozas 10434 + 3064 =
13498 F't. A torlesztés harmadik évében a torlesztérészlet mar a két évvel azelGtti
éves jovedelem 6 %-anak 1—12 része. Az adatokat az Ado- és Pénziigyi EllenGrzési
Hivatal szolgaltatja a Didkhitel Kézpontnak, de jol kozelitiink, ha a havi jovedelem
6 %-aval szamolunk, ami jelen esetben 6000 Ft. Tovabbi 3 honapig tart tehat a
torlesztés, az els6 két honapban 6000 Ft-ot torleszt havonta, mig marciusban a
fennmarad6 13498 — 2 - 6000 = 1498 Ft tGketartozast, és 64 Ft kamattartozast,
igy az utolso havi torlesztGrészlet 1498 4+ 64 = 1562 F't, mellyel ki is egyenlitette a

Zhttp://www.diakhitel.hu/
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tartozasat.

Elsfordulhat, hogy magasabb torlesztérészletet is tud vallalni Mari, vagy egy év
végi bonuszt arra aldoz, hogy elétorlesszen egy nagyobb Gsszeget. Igy mas konst-
rukciokhoz jutunk, melyekhez a szamolas a fent latott modon torténik, hiszen
az elGtorlesztés dijmentes (feltéve, hogy az atutalas kézleményében feltiintetjiik,
hogy el6torlesztésrdl van sz0). A kiilonbozs torlesztések értékelhetGek a visszafize-
tett Osszeg nagysiga alapjan, persze ezt befolyasolja, hogy mennyi pénzt tudunk
a torlesztésre forditani, hiszen nem biztos, hogy megengedhetjiik magunknak az

elGtorlesztést.

A projekt értékébdl levon, ha a didkok

e nem vették figyelembe az el6torlesztési lehetGséget és miutan rakérdeztiink

sem tudtak, milyen feltételei vannak

e nem tértek ki r4 a bemutatasban, hogy a kamatlab valtozhat és miutan

rakérdeztiink sem tudtik ezt
e linearis helyett kamatos kamatozéassal szamolnak
e a kamatot nem évente tGkésitik

e két év utan nem térnek &t a miniméalbér meghatarozott szazalékardl a két

évvel azel6tti bér meghatarozott szazalékara

e nem tudjak megindokolni, hogy mi alapjan valasztottak a kiilonb6z8 konst-

rukciok koziil

e nem térnek ki a kedvezményekre /plusz koltségekre.
A projekt értékét javitja, ha a didkok

e észreveszik, hogy 30 napos honapokkal szamolva egyszertisodik a szamitas és

csak minimaélis az eltérés a szamitott értékekben

e megvizsgiljik, hogy az egyes konstrukciok esetén mekkora a ténylegesen

visszafizetett Osszeg
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e az eléz6n kiviil egyéb helyes szempontot taldlnak a konstrukcidk dsszehason-

litasara
o ¢értelmezik a kiilonbséget az elGtorlesztés és az elételjesités kozott

e grafikonokkal szinesitik az elGadast.
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