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Bevezetés

A XX. szdzad masodik felében felgyorsult az élet, a rohamos technikai fejlédés

rengeteg kérdést vet fel. A napjainkban felmeriils gyakorlati problémak egy része jol

modellezhets a grafelmélet segitségével. Szakdolgozatomban ezen teriilet egyik spe-

cidlis részével, a merev grafok jellemzésével foglalkozom. A grafelmélet egy érdekes

részteriilete a matematikidnak, de tovabbi motivacio végett, illetve a témakdr fontos-

sdganak igazolasara kovetkezik most néhany olyan gyakorlatban felmeriils kérdés,

amelyek megvilaszolasahoz segitséget nytijt a merev grafok elméletének alaposabb

ismerete.

A)

Pilota nélkiili repiilGeszkozoket (angolul Unmanned Aerial Vehicle, UAV) a ka-
tonai repiilésben az 1960-as évek o6ta alkalmaznak olyan feladatokra, amelyek
tal veszélyesek ahhoz, hogy emberek életét kockaztassédk teljesitésiik érdeké-
ben vagy tul sokaig tartanak, igy csak tobb pilota lenne képes azt teljesiteni.
Ezek a gépek gyakran egy elére meghatarozott formaciot alkotva kozlekednek
a levegSben. A repiilés ideje alatt egy erre alkalmas miiszer segitségével az
egymastol vald tavolsag minden pillanatban mérhetd. Feltehetjiik a kérdést,
hogy egy-egy alakzat mennyire merev, azaz csupan ennyi informacioé birtoké-
ban megdrizhets-e az adott formacio a feladat végrehajtasa soran [15], [16],
[18].

A szenzorhalozatok sok intelligens érzékels egységbdl felépitett, autonéom mii-
kodésre képes elosztott szamitogépes halozatok, amelyek a tér kiilonb6z6 pont-
jain megfigyeléseket és esetleg beavatkozd tevékenységeket is végezhetnek. Az
alapvetd adatgyiijté funkcion kiviil az érzékel6 halozat képes adatfeldolgozas
és analizis jellegi feladatok elvégzésére is. Az alacsony arnak és a kis méret-
nek koszonhetGen a szenzorok a megfigyelt térrészben vagy annak kozelében
viszonylag siirtin és nagy szamban helyezkedhetnek el. Koltségmegtakaritas
céljabol azonban csak néhany szenzor képes a pontos sajat helyzetét megél-
lapitani. A t6bbi érzékels egység csupan a kozelében tartézkodo szenzoroktol

valo tavolsaganak mérésére képes. Felmeriilhet a kérdés, hogy melyik egysé-



gek szamara nélkiilozhetetlen a sajat helymeghatarozas ahhoz, hogy a tébbi

szenzor pillanatnyi koordinatai is ismertté valjanak szamunkra [15], [16].

Szintén fontos szempont lehet a kiépitett halozatok, illetve formaciok robusz-
tussaga. Természetesen adodo kérés, hogy lehetség szerint egy szenzor vagy
légi jarmd meghibasodasa és elvesztése, maskor néhany egység kozotti kap-
csolat megszakadasa minél kisebb mértékben nehezitse meg egy adott feladat
végrehajtasat [12], [15], [16].



1. fejezet

Sikbeli szerkezetek merevsége

A tovabbiakban grafok merevsége minden esetben a sikban értendd. A szakdol-
gozatomban elsGsorban a tobbszordsen redundansan pont-, illetve élmerev, valamint
globalisan merev grafok karakterizdcidjat és egymashoz valé kapcsolatat vizsgalom.
Ezenfeliil lehet6ség szerint elGallitasi tételeket is kimondok, illetve érdekes nyitott
kérdéseket emlitek meg. Ez a fejezet a mindezekhez sziikséges alapvets definiciokat
és elnevezéseket, a grafok merevségének fogalméat, valamint néhény nevezetes tételt

tartalmaz.

1.1. Sikbeli szerkezetek

1.1.1. Definici6 (Sikbeli szerkezet). Egy (G,p) pdrt sikbeli szerkezetnek neve-
ziink, ha G = (V. E) egy egyszerd, irdnyitatlan grdf, p : V +—— R? pedig a grdf

csucshalmazinak a sikba térténd leképezése.

1.1. abra. Sikbeli szerkezet



1.1.2. Definici6é (Realizacio). Az 1.1.1 definiciéban szereplé p : V — R? fiigg-
vényt a G = (V, E) grdf egy realizicidjanak hivjuk.

A bevezetd részben emlitett feladatok esetén az adott probléma egy graf és annak
egy realizicidja segitségével modellezhets. Tekintsiik most az alabbi példat. Vegyiik
a G = K33 graf két kiilonboz6 realizaciojat. (G, p) legyen olyan, amelyben a pontok
egy szabalyos hatszoget alkotnak, mig (G, ¢) olyan, amelyben a pontok koordinatai
algebrailag fliggetlenek egymastol. Ellendrizhets, hogy a (G, p) szerkezet kismérték-
ben deformalhaté a sikban, ellenben (G, q) nem. Ezen tulajdonsig miatt a most

kovetkezG definiciora hivatkozni fogok a késébbiek soran is.

1.1.3. Definici6é (Generikus realizacio). Egy (G, p) realizaciot generikusnak ne-

veziink, ha a csiucsok koordindtdi algebrailag figgetlenek.

Egy (G, p) realizacio merevségének definidlasahoz két tovabbi tulajdonségra van

sziikségiink.

-

1.1.4. Definici6 (Ekvivalencia és kongruencia). Azt mondjuk, hogy (G,p) és
(G, q) ekvivalensek, ha tetszileges e = (u,v) € E élre |p(u) — p(v)| = |q(u) — q(v)|
fenndll, valamint kongruenseknek nevezzik dket, ha az iménti |p(u) —p(v)| = |q(u) —

q(v)| egyenldséget tetszbleges u,v € V' csiespdrra teljesitik.

1.2. Szerkezetek mozgasa, illetve merevsége

Egy merev szerkezettdl azt varjuk, hogy ne lehessen azt a csuklok mentén defor-

malni. Mindezt most mar precizen is megfogalmazhatjuk.

1.2.1. Definici6 (Merevség 1.). A (G,p) szerkezet merev, ha létezik olyan € > 0,
amelyre teljesil az aldbbi feltétel: ha (G,q) ekvivalens (G, p)-vel és tetszdleges v € V
esetén |q(v) — p(v)| < e, akkor (G, q) kongruens (G, p)-vel.

A kovetkez6 fliggvény egy (G, p) sikbeli szerkezet lehetséges mozgasait irja le.

Rogton latni fogjuk, hogy ennek segitségével szintén megadhato a merevség fogalma.
1.2.2. Definici6 (Szerkezet mozgasa). (G,p) mozgdsa (G,q)-ba egy olyan
f:00,1] x V — R?
fiiggvény, amelyre
e minden v €V esetén f(0,v) =p(v) és f(1,v) = q(v)

4



e minden e = (u,v) € E esetén |f(t,u) — f(t,v)| = |p(u) — p(v)| bdrmely
0 <t < 1-re

o p(t,v) folytonos t-ben minden v € V esetén.

0] T @

@) E @
-

1.2. abra. Sikbeli szerkezetek mozgasa

1.2.3. Definici6 (Merevség I1.). Egy (G,p) szerkezetet merevnek nevezink, ha

kizdrolag vele kongruens szerkezetbe mozog dt.

A most ismertetett definicié ekvivalens a korabban megfogalmazott 1.2.1 defini-
cioval. Egy (G, p) merev szerkezet barmely f : [0,1] x V —— R? mozgasa sikban
torténd eltolast vagy forgatéast jelent. Az 1.2 abran négy szerkezet lathato. Az elsé
a szaggatott nyilak mentén deformalhato, ennek megfelelGen nem merev. A méaso-
dik és a harmadik graf azonban merev. A két eltérd realizacid jollehet ugyanahhoz
a grafhoz tartozik, de mégsem létezik olyan f : [0,1] x V —— R? mozgést leiro
fliggvény, amely az egyik realizaciot a mésikba viszi 4t. A negyedik graf barmely két

realizacioja kongruans egymaéssal.

1.2.4. Definici6 (Infinitezimalis mozgas). A (G,p) szerkezet infinitezimdlis

mozgdsa eqy u: V — R? fiigguénnyel irhato le, amelyre

(u(x) — u(y))(p(z) — p(y)) =0
barmely (z,y) € E esetén.

Tehat egy szerkezet vagy graf infinitezimalis mozgéasa egy olyan fiiggvény, amely
a pontokhoz sebességvektorokat rendelve egy olyan mozgéasiranyt ir le, amely so-
ran minden élhosszisag valtozatlan marad. Ezek koziil trividlisnak tekintheté az

elforgatas, illetve az eltolas, amelyekre a kdvetkez6 tulajdonséig jellemzs.



1.2.5. Definici6 (Trivialis infinitezimalis mozgas). Egy u infinitezimdlis moz-
gdst trividlisnak neveziink, ha felirhaté u(v) = Sp(v) + t alakban, ahol S € R**

antiszimmetrikus mdtriz, t pedig sikbeli vektor.

1.3. A merevségi matrix

Az infinitezimalis mozgasokat egy matrixba rendezve az infinitezimalis merevség
fogalmahoz jutunk. Most megmutatjuk, hogy &ltalanos esetben a merevség és az

infinitezimalis merevség egymassal egyenértékii.

1.3.1. Definici6 (Merevségi matrix). Egy (G,p) szerkezet merevségi mdtrizdt
R(G, p)-vel jeloljik. R(G,p)-nek |E| sora és 2|V| oszlopa van, az e = (u,v) élnek

megfeleld i-edik sora pedig az aldbbi:
R(G,p)1:<0 oo UL — V1 U — Vg ... 0 ... V1 — U1 Vg — Uy ... 0)

1.3.2. Definici6 (Infinitezimalis merevség). Azt mondjuk, hogy a (G,p) reali-

zacio infinitezimdlisan merev, ha merevségi mdtrixdnak rangjdra
r(R(G,p)) =2|V| -3

Mivel a trividlis infiniteziméalis mozgasok, azaz a sikban torténd eltolasok, illetve
a forgatas merdélegesek a merevségi matrix minden sorara, valamint az azoknak meg-

felels R(G, p)-beli sorok lineérisan fiiggetlenek, ezért r(R(G,p)) < 2|V| — 3.

1.3.3. Definici6 (Grafok merevsége). Egqy G = (V, E) grifot merevnek neve-
ziink, ha létezik olyan p : V — R? hozzdrendelés, amelyre (G, p) infinitezimdlisan

mereuv.

1. Példa. Tekintsiik az a grafot, amely harom pontjanak koordinatai rendre (0, 0),
(0,3) és (4,0). Ekkor

-4 0 4 0 0 O
R(G,p) = 0o -3 0 0 0 3
0O 0 4 -3 —4 3
Szémolassal ellenérizhetd, hogy a matrix sorai linearisan fiiggetlenek, azaz a re-

alizaci6 infinitezimalisan merev. Tehat a K3 graf merev.



2. Példa. Most tekintsiink egy olyan grafot, amely harom pontjanak koordinatai
egy egyenesre esnek. Legyenek ezek az egyszeriiség kedvéért (0,0), (1,0) és (2,0).
Ekkor

A masodik példaban a sorok nem fiiggetlenek, igy ugyanannak a merev grafnak

egy masik realizdci6ja mar nem infinitezimalisan merev.

1.3.4. Allitas (Inf. merevség és merevség kapcsolata). Ha egy (G,p) szer-
kezet infinitezimdlisan merev, akkor merev. A meqgforditds nem feltétlenil igaz.
Amennyiben azonban a szerkezet generikus, akkor az infinitezimdlis merevség eqyen-
értékd a merevséggel. llyen esetben a merevség csupdn a grdftol fiigg és nem annak

realizdcidjdtol.

1.4. Nevezetes tételek

A fejezet végén megemlitek harom olyan tételt, amelyek a merev grafok elmé-
letében jelentGs szerepet jatszanak. Els6ként Laman tételét mondom ki, amelyhez

sziikség lesz grafok fliggetlenségének és ritkasdganak fogalmara.

1.4.1. Definici6 (Fiiggetlenség). Egy (G,p) realizdcid figgetlen, ha R(G,p) so-
rai linedrisan figgetlenek, illetve eqy G = (V, E) grdf figgetlen, ha létezik olyan
(G, p) realizdcidja, amely figgetlen.

1.3.4 alapjan igazolhato, hogy amennyiben létezik fiiggetlen realizcio, akkor

minden generikus realizacio fiiggetlen.

1.4.2. Definici6 (Ritka grafok). Fgy G = (V, E) grdf ritka, ha tetszdleges X CV
és | X| > 2 esetén i(X) < 2|X| — 3 fenndll, ahol i(X) az X halmaz dltal feszitett
élek szamdt jeloli.

1.4.3. Tétel (Laman). [10] Egy G = (V, E) grdf pontosan akkor ritka, ha fiigget-

len.

A masodik tétel Hennebergtsl szarmazik és egy konstrukciot ad szamunkra.
Ennek segitségével tetszéleges méretii merev grafokat allithatunk eld, amelyekre
|E| = 2|V] — 3 teljesiil. A konstrukci6 lépéseit a 1.3 dbra szemlélteti.



1.4.4. Tétel (Henneberg). [3/ Egqy G = (V, E) egyszerd, dsszefiiggd sikbeli graf
pontosan akkor merev, ha létezik olyan feszitd részgrdfija, amely felépithetd a Ko

grafbol a kovetkezd két lépés tetszdlegesen ismételt alkalmazdsdval:
o (-kiterjesztés: wveqyiink a grifhoz eqy uj w csiucsot és kdssiik dssze két mdr

meglévd kilonbozd csiuccsal

o [-kiterjesztés: az eqyik €let eqy 1y csics segitségével osszunk fel, majd az ij

csucsol kosstik dssze eqy vele még nem szomszédos ponttal

Q/O

1.3. abra. Henneberg-féle konstrukcio

A harmadik tétel Lovasz és Yemini nevéhez fiz6dik. A graf élhalmazanak egy
bizonyos feltételeket teljesits fedése sziikséges és elegendd feltétel a merevség igazo-

lasara.

1.4.5. Definicio (Graf fedése). Azt mondjuk, hogy az X = {X1,...,X;} a
G = (V,E) grdf fedése, ha minden 1 < i < t esetén X; C V, valamint
{E(G[X1]),..., E(G[X{])} a grdf élhalmazinak egy particidjdt alkotja, ahol G[X]
az X dltal feszitett részgrdafot jeldls.

1.4.6. Tétel (Lovasz-Yemini). [11] A G = (V, E) grdf pontosan akkor merev, ha
barmely X fedésére teljesiil az aldbbi feltétel:

> 21X -3)=2[V| -3

Xex

Tobbek kozott a felsorolt tételekre tamaszkodva azt mondhatjuk, hogy a sikbeli

grafok merevségének karakterizacidja ma mar jol ismert teriilet. Megemlitem, hogy
egy G = (V, F) grafrol részben Laman tételére tamaszkodva, részben pedig egy
grafok iranyitdsara vonatkozo szubrutin segitségével algoritmikusan O(|V|?) id6ben
eldonthet6 a merevség kérdése. A tovabbiakban a most ismertetett fogalmakra és

eredményekre épiilg Gsszetettebb kérdéseket vizsgaljuk.



2. fejezet

Tobbszorosen redundansan merev

grafok

A el6z6 fejezet végén kimondott tételek megadtak a grafok merevségének teljes
karakterizaciojat. Kideriilt, hogy amennyiben egy graf merev, ugy |E| > 2|V| — 3,
valamint a Henneberg-tétel segitségével elGallitottunk merev grafokat is tetszéleges
pontszamon. A most kovetkez§ részben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy

néhany pont vagy él elhagyasa mennyiben befolyasolhatja a merevséget.

2.1. Alapfogalmak és megfigyelések
Els6ként a redundans pont- és élmerevség definicidjat ismertetem.

2.1.1. Definicié. A G = (V, E) grdf redunddnsan élmerev, ha egyrészt G merev,

mdasrészt barmely e € E esetén G — {e} is merev.

2.1.2. Definicio. A G = (V| E) grdf redunddnsan pontmerev, ha eqyrészt G merev,

mdsrészt barmely v € V' esetén G — {v} is merev.

Mindkét definicio természetes modon kiterjesztheté a tébbszorés redundancia

esetére is.

2.1.3. Definicio. A G = (V, E) grdf k-élmerev, ha egyrészt G merev, mdsrészt bdr-
mely k — 1 elem@ F C E esetén G — F is merev. A maximdlis k értéket a grdf

élmerevségi indexének nevezzik. Ezt a tovabbiakban R.(G) jeldli.

2.1.4. Definicié. A G = (V, E) grdf k-pontmerev, ha egyrészt G merev, mdsrészt
barmely k — 1 elemd U C 'V esetén G — U is merev. A mazimdlis k értéket a grdf

pontmerevségi indexének nevezzik. Ezt a tovdbbiakban R, (G) jeldli.



A kovetkezd megfigyelések a grafbeli pontok minimalis fokszamara, illetve feszi-

tett részgrafok merevségére vonatkoznak.
A) Ha R,(G) > k, akkor tetszéleges v € V esetén d(v) > k + 1.

B) Ha R.(G) > k, akkor tetszéleges v € V esetén d(v) > k + 1.

C) Legyen G = (V,E) egy tetszbleges graf. Barmely E' C FE esetén a
G = (V, E') grafra R.(G') < R.(G), illetve R,(G') < R,(G) teljesiil.

Masképpen fogalmazva R, és R, monoton nové fiiggvények.

Teljes grafok esetén egyszertien meghatarozhaté a pontmerevségi és az élmerev-

ségi index is.

2.1.5. Allitas (Teljes grafok merevségi indexe). Legyen n tetszdleges pozitiv
egész szam, valamint G = (V, E) egy n pontot tartalmazé grdf. Ekkor az aldbbiak

ekvivalensek:
1) G=K,
2) R(G)=n—2
3) Ry(G)>n—2
4) Ry(G)=n-1

Bizonyitas. Az allitds pontmerevséghez kapcsolod6 pontjai nyilvan igazak, hi-
szen egy csics elhagyasaval K, helyett az eggyel kisebb méretii K,,_; grafot kapjuk.
Az allitds élmerevségre vonatkozé részét indukcioval igazoljuk. Gyorsan ellenériz-
hetd, hogy n = 3 esetén R.(K3) = 1 teljesiil. Tegyiik fel, hogy n = 3,4, ...,n esetén
az allitas igaz. K, ,1-b6l n—1 élet elhagyva mindig marad egy K, részgraf vagy pedig
egy olyan n pontot tartalmazo G’ részgraf, amelyre az indukcios feltevés teljesiil, azaz
R.(G") =n—2. A G — G'-beli cstcsra pedig d(v) > 2, igy a Henneberg-konstrukcio
értelmében a pont hozzavétele tekinthets egy 1-kiterjesztésnek. Az allitasok megfor-

ditasa trividlisan igaz. g

2.2. Osszefiiggdségi és merevségi indexek kapcso-

lata

Az el6z6 szakasz végén egy specidlis esetben mar belattuk R,(G) és R.(G) kap-
csolatat is. Most az altalanos esetet tekintem at. Mindehhez a kévetkezd két lemméara

lesz sziikség.
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2.2.1. Lemma. [18] Legyen |V| > 5. Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) grdf nem teljes
és R,(G) = 2. Ekkor R.(G) > 2.

Bizonyitas. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy a feltételek teljesiilése
mellett R.(G) < 1. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan e = (v,w) él, amelyre a
G’ := (V, E — e) mar nem merev. Kénnyen lathato, hogy dg(v) > 3 és dg(w) > 3.
Tekintsiik a G” := G(V — v, E — E') grafot, ahol E' C E, melyek egyik végpontja v.
A feltevésiink szerint G” merev graf. Most vegyiik hozza G” grathoz a v csicsot és
E’ — e élhalmazt. Ez a miivelet egy 1-kiterjesztésnek, valamint esetlegesen néhany
él hozzavételének felel meg, ami azonban tovibbra is merev grafot eredményez. Fz

azt jelenti, hogy a kezdeti feltevésiink hamis és igy R.(G) > 2. o

2.2.2. Lemma. [18] Legyen k > 2 és G = (V, E) egy olyan nem teljes grdaf, melyre
R,(G) = k. Ekkor barmely M C E és |M| =m < k esetén R,(G— M) >k —m

teljestil.

Bizonyitas. Indukcios modszert alkalmazunk. Legyen e € E tetsz6leges. A k = 2
(ésigy m = 1) eset a 2.2.1 lemma segitségével egyszertien adodik, hiszen R,(G) = 2,
igy R.(G) > 2 esetén G' := G — e sziikségképpen merev. Most lassuk az indukcios
lepést. Legyen k > 2, valamint W C V tetszdleges, melyre |W| = k — 2. Azt kell
igazolni, hogy R,(G') > k — 1, hiszen akkor az m = 1 eset alapjan adodik a kivant

allitas. Két lehetGség van:

e Ha az e él legalabb egyik végpontja W-ben van, akkor G* := G — W merev
graf.

e Ha W nem fogja le az e élet. Mivel R,(G) = k, ezért R,(G*) > 2. Ekkor

G" := G* — e merev.

Mind G*, mind G” merev, igy R,(G') > k — 1. Ezzel készen vagyunk az indukcios

lépés igazolasaval. o
A 2.1.5 allitas alapjan teljes grafok esetében R,(G) = R.(G) + 1. Amennyiben
G # K, ugy forditott iranyu relacié6 mutatkozik.

2.2.3. Allitas (Merevségi indexek kapcsolata). [18/ Tegyiik fel, hogy a G grdf
nem teljes. Ekkor R,(G) < R.(G).

Bizonyitas. A 2.2.2 lemma segitségével fogunk bizonyitani. A £k = 1 eset
trividlis. Legyen most k£ > 1. Adott tehat egy nem-teljes graf, amelyre R,(G) = k
teljesiil. Legyen M C E tetsz6leges, melyre |M| = k — 1. Az el6z6 allitas alapjan
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R, (G — M) > 1, azaz R.(G — M) > 1. De ekkor R.(G) > k. g

Latni fogjuk, hogy nem csupan a pontmerevségi és élmerevségi indexek, hanem

grafok merevsége és Osszefiiggsége is relacioban allnak egymassal.

2.2.4. Definicié. Egy G = (V, E) grdf k-osszefiiggd, ha |V| > k + 1 és barmely
legfeljebb k — 1 elemd U C V' ponthalmaz elhagydsa esetén is dsszefiiggd marad. A
tovdbbiakban k(G)-vel jelolt Osszefliggbségi index az a mazimdlis k érték, amelyre a

G grdf k-dsszefiiggd.

2.2.5. Definicié. Egy G = (V, E) grdf k-€losszefiggd, ha barmely legfeljebb k — 1
elemii F C E élhalmaz elhagydsa esetén is dsszefliggd marad. A tovdbbiakban
M G)-vel jelolt élosszefiiggbségi index az a mazimdlis k érték, amelyre a G grif

k-élésszefiiggd.

Az OsszefiiggGséi és élosszefiiggiségi indexek kapcsolatat a kovetkezd allitas adja

meg.
2.2.6. Allitas. Tetszdleges G = (V, E) grdf esetén k(G) < MG).

Els6ként Lovasz és Yemini fogalmaztak meg kapcsolatot grafok pontosszefiiggs-
sége és élmerevsége kozott. Ennek egy erGsebb valtozatdt most bizonyitas nélkiil

kozlom.
2.2.7. Tétel (Lovasz-Yemini). [11] Ha k(G) > 6, akkor R.(G) > 4.

Joggal vetddik fel a kérdés, hogy milyen tovabbi kapcsolat létezhet az egyes
tulajdonsagok kozott. A kovetkezd allitasok ezeket tarjak fel.

2.2.8. Lemma. [18] Legyen G = (V, E) egy legaldbb négy pontot tartalmazd merev
grif. R.(G) > 2 csak akkor teljesiil, ha \(G) > 3.

Bizonyitas. Indirekt médon torténik a bizonyitéas. A feltételek teljesiilése mellett
AG) = 1 trividlisan kizarhato, igy tegyiik fel, hogy A(G) = 2. Ekkor léteznek olyan e
és f élek, melyek elhagyasaval a graf mar nem 6sszefiiggs. Amennyiben csak az e élet
hagyjuk el, igy a feltétel szerint G merev marad, azonban az iménti gondolatmenet
alapjan van két diszjunkt részgrafja, melyeket csupan egyetlen él kit 6ssze. Ez a graf

azonban nem lehet merev. o

2.2.9. Allitas (Merevség és élsszefiiggsség kapcsolata). [18] Legyen G egy
legaldabb négy pontot tartalmazd, osszefiiggd graf. Ekkor A(G) > R.(G) + 1.
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2.1. abra. A(GQ) és R.(G) kapcsolata

Bizonyitds. A 2.2.8 lemma altalanosithato. Tegyiik fel indirekt, hogy R.(G) = k,
de A(G) < k+1. Feltehetd, hogy A(G) = k. Ekkor 2.1 abra alapjan k—1 él elhagyésa
utén egy olyan G’ = G; U Gy U {e} graf keletkezik, amely nem lehet merev.

2.2.10. Lemma. [18] Legyen G = (V, E) tetszdleges, de nem teljes grif. R,(G) > 2
csak akkor teljesil, ha k(G) > 3.

Bizonyitas. A 2.2.8 lemma bhizonyitasa szinte szorol szora alkalmazhato. Most is
indirekt igazolunk. A feltételek teljesiilése mellett x(G) = 1 trivialisan kizarhato, igy
tegyiik fel, hogy x(G) = 2. Ekkor léteznek olyan v és w csicsok, melyek elhagyasaval
a graf méar nem Osszefliggs. Amennyiben csak a v csticsot hagyjuk el igy a feltétel
szerint G merev marad, azonban van két éldiszjunkt részgrafja, melyeknek csupéan

egyetlen kozos csiicsa van. Ez a graf azonban nem lehet merev.

2.2.11. Allitas (Pontmerevség és Ssszefiigglség kapcsolata). [18]/  Legyen
G = (V,E) egy tetszdleges graf. Ekkor k(G) > R,(G) + 1 pontosan akkor teljesiil,

ha a grdf nem teljes.

Bizonyitds. A bizonyitds a 2.2.10 lemma &ltalanositasaval és a 2.2.9 allitas

mintajara egyszertien felirhato. o

Osszegezve azt kaptuk, hogy nem-teljes grafok esetében R,(G) < R.(G). Azt
is tudjuk, hogy k(G) < A(G) minden esetben teljesiil. Tovabba belattuk, hogy
k(G) > R,(G) és AM(G) > R.(G). Nyitott kérdésként fogalmazza meg [18] a k(G)
és R.(G) kozotti esetleges relaciot. Példaval illusztralhato, hogy x(G) ismeretében
nem adhato felsg korlat R.(G) értékére. Tekintsiik ugyanis két teljes graf (K, és
K,) két ponton torténd dsszeragasztasat (2.2 dbra). Igy k(G) = 2, ellenben R.(G)
csupéan a grafok méretétol fiiggs tulajdonsag. Pontosabban R.(G) = min{m,n} — 2.

Also korlat azonban adhat6 2.2.3 allitas és 2.2.12 allitas alapjan.

2.2.12. Allitas (Pontmerevség és 6sszefiiggdség kapcsolata). Ha
k(G) > k+5, akkor R,(G) > k.
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2.2. abra. k(G) és R.(G) fiiggetlensége

Bizonyitds. Az allitas kovetkezménye a 2.2.7 tételnek.

Az allitas kovetkezménye, hogy R.(G) > k(G) — 5.

2.2.13. Kovetkezmény. A 2.2.11 dllitdst és a 2.2.12 dllitdst eqybevetve a kévetkezd

eredményre jutunk:
K(G)>k+5= R,(G) > k= k(G) > k+1

Ha k — oo, akkor k(G) = R,(G), azaz a kizrefogds egyre hatékonyabb korldtokat
biztosit R,(G) értékeére.

2.3. A k-élmerev grafosztaly

A tObbszorés redundans merevség témakore alapvetGen két nagy egységre
bonthat6 aszerint, hogy élek vagy pontok elhagyésat tekintjiik. El6bbi esetén k-
élmerevségrdl beszéliink. A k = 2,3 esetekben az alabbi allitdsok adnak pontos

karakterizaciot.

2.3.1. Definici6. Egy G = (V, E) grdfot erdsen minimdlisan k-élmerevnek neve-

ztink, ha nem létezik ugyanannyi ponton, de kevesebb élbdl dllo k-élmerev grdf.

2.3.2. Allitas. Egy G = (V,E) grdf pontosan akkor erdsen minimdlis 2-élmerev
grdf, ha az aldbbi két tulajdonsdg teljesiil:

o [E/ =2/V]-2
e minden X CV és|X| > 2 esetén ig(X) < 2|X|-3

Szemléltetésként tekintsiik a Ky grafot. Igazolhato, hogy R.(K,) = 2. Gyorsan

ellenérizhets, hogy K4 pontjainak barmely valodi részhalmazat kivalasztva teljesiil

14



a 2.3.2 allitasban szerepld két feltétel. A 3-szoros élmerevség esetében is hasonld

allitas fogalmazhaté meg.

2.3.3. Allitas. Egy G = (V,E) grdf pontosan akkor erdsen minimdlis 3-élmerev
graf, ha az aldabbi tulajdonsdgok teljesiilnek:

o [E] =2V
e minden X CV és |X| < |V|—1 esetén ic(X) <2|X|—3

o minden X CV és|X|=|V|—1 esetén ic(X) <2|X| -2

Ismert, hogy k& > 3 esetén is megadhato sziikséges és elégséges feltétel, azonban

annak ellenérzésére jelenleg nem ismert gyors algoritmus.

2.4. A 2-pontmerev grafosztaly

A tobbszords redundans pontmerevség elméletében fontos szerepet jatszanak a
2-pontmerev grafok. ElsGként grafok hatvanyait definidlom, majd ennek segitségével

példat mutatok 2-pontmerev gréafokra.

2.4.1. Definicié (Grafok hatvanyai). Adott eqy G = (V, E) grdf. Minden olyan
e = (u,v) ¢ E élet adjunk a grifhoz, amelyhez létezik legfeljebb k élbél dllo G-
beli ut, amelynek eqyik végpontja u, mdstk végpontja pedig v. Az igy kapott grdfot a
G = (V, E) grdf k-adik hatvanyénak nevezziik és G*-val jeliljiik.

2.4.2. Kévetkezmény. A definiciobol adodik, hogy G C G* C ... C G*.

2.4.3. Allitas (Korok négyzetének pontmerevsége). [18] Tekintsiik egy C kor
mdsodik hatvinydt. Ha |C(V')| > 6, akkor R,(C?) = 2.

Bizonyitds. Rogton lathato, hogy barmely pont elhagyasa utan a graf merev
marad, tehat R,(C?) > 2. Masrészt tekintsiink két olyan u és v pontot, amelyekre
e = (u,v) ¢ FE(C?). Ekkor osszeszamolva a megmaradd csicsok és élek szaméat
rogtén adodik, hogy R,(C?) < 2. Igy R,(C?) =2. o

Csupan az érdekesség kedvéért megemlitek egy ersebb allitast is hatvanygrafok

merevségével kapcsolatosan.

2.4.4. Allitas (Korok hatvanyainak pontmerevsége). [18] Legyen k > 2 és
tekintsiik a C* grdfot. Ha |C(V)| > 2k + 2, akkor k < R,(C*) < 2k — 2 teljesiil.
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2.3. abra. A Cy graf mésodik hatvanya

Brigitte Servatius vizsgalta els6ként a 2-pontmerev grafosztalyt és nevezte annak
tagjait birigid grafoknak 1989-ben megjelent publikaciojaban [14]. Ismert, hogy egy
merev graf élszaméara |E| > 2|V| — 3 teljesiil. A kovetkezd allitds megmutatja, hogy

2-pontmerev grafok esetében is adhaté hasonld alsé korlat.

2.4.5. Allitas (Also6 korlat az élszamra). [16] Tegyiik fel, hogy egy legaldbb it
pontbdl dllo grifra R,(G) = 2 teljesil. Ekkor |E| > 2|V| — 1.

Bizonyitds. Mivel egy tetszlleges v € V csiics elhagydsa utan a graf merev
marad, igy sziikségképpen d(v) > 3. K4 azonban az egyetlen 3-regularis merev graf,
mert |V| > 4 esetén a Laman-féle |E| > 2|V| — 3 feltétel sériil. Tehat 1étezik v € V,
amelyre d(v) > 4. A v csics elhagyasaval keletkez$ grafot jelolje G'. Mivel G
merev, ezért |E'| > 2|V’| — 3. Masrészt pedig |E| > |E' + 3|, illetve |V| = |V'| + 1.

Mindezt Osszevetve kapjuk a kivant allitast. o

Az élszamra vonatkozo alsé korlat ismeretében mar értelmes az alabbi definicio.

2.4.6. Definicié. Egy 2-pontmerev G = (V| E) grifot minimdlis tulajdonsdginak
(vagy roviden minimdlisnak) neveziink, ha barmely e € E él elhagydsdval kapott

G — {e} grdf mdr nem 2-pontmerev.

A minimalisan 2-pontmerev grafokat két részre oszthatjuk a kovetkezd definicid

alapjan.

2.4.7. Definicio. Jeldlje e(n, k) azt a legkisebb értéket, ami eqy n csicsbol dllo k-
pontmerev graf élszamdval megegyezhet. Segitségével most két ujabb tulajdonsdgot
definidlunk. Legyen G = (V, E) minimdlis k-pontmerev grdf. Ha |E| = €(|V|, k),
akkor a grdfot erdsen minimdlisnak (2.4 dbra), ellenkezd esetben pedig gyengén mi-
nimdlisnak (2.5, 2.5 és 2.8 dbrdk) hivjuk.
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2.4. dbra. Er6sen minimalis 2-pontmerev grafok

Az erésen minimalis 2-pontmerev grafoknak jelenleg ismert a teljes karakteriza-

cidja. A kovetkezd allitas tartalma az eddig leirtakbol mar egyszertien atgondolhato.

2.4.8. Allitas (Er6sen minimalis grafszerkezet). [1/] Legyen |V| > 5 és G =
(V, E) egy erdsen minimdlis 2-pontmerev grdf. Ekkor G-nek pontosan kettd harmad-

foki csucsa van, mig a t6bbi csics negyedfoki, iqy szikségképpen |E| = 2|V| — 1.

A kovetkezd allitas hatterében matroid struktira huzoédik. Errdl részletesebben
a negyedik fejezetben lesz sz6. Az allitas azonban kimondhaté ezen ismeretek nélkiil

is.

2.4.9. Allitas (Karakterizacio). [14] Egy G = (V, E) grdf akkor és csak akkor
erdsen minimdlis 2-pontmerev graf, ha pontosan ketté harmadfoki csicsa van és
létezik az élhalmazdnak egy olyan E = E1UFE>U...U Ey, particidja, amelyben barmely
1 <i <k esetén E — E; minimdlis redunddnsan élmerev (azaz barmely élet elhagyva

mdr nem redunddnsan élmerev), valamint az aldbbi két feltétel eqyike is fenndll:

o [y és By eqy-eqy hdromdagi csillag éleit alkotja a grdfban, mig a tobbi E; egyet-
len €lbol all vagy

o [ két szomszédos kézépponti, haromdgu csillag unidja a grdafban, a tébbi E;

pedig eqgyetlen €lbol dll.

2.4.10. Definici6. Egy G = (V, E) grdf tébbletén az |E|— (2|V|—3) értéket értjiik.

A tovdbbiakban ezt a szimot exc(G) jeldli.

Legyen G = (V, E)) egy minimalis 2-pontmerev graf. [14] veti fel a kérdést, hogy
letezik-e felsG korlat exc(G) értékére vagy sem. Példaval gyorsan kimutathatjuk
(2.6 abra), hogy exc(G) értéke tetszlegesen nagy lehet.

Legyen G = (V, E) egy minimalis 2-pontmerev graf, azaz R,(G) = 2. Minden
e € E élhez rendeliink egy V., € V ponthalmazt. Egy v € V cstics pontosan akkor

eleme a V, halmaznak, ha az e él és a v cstcs elhagyasaval kapott G’ graf nem merev.
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2.5. abra. Példa gyengén minimalis 2-pontmerev grafra

2.6. 4bra. Gyengén minimalis 2-pontmerev grafok névekvé tébblettel

A graf minimalitasa miatt a V, halmazok egyike sem iires, tagjait e-re nézve lényeges
pontoknak hivjuk.

Merev grafok konstrukcidja ismert a Henneberg-tétel segitségével. Servatius [14]
hasonlo elGallitasi tételt adott a 2-merev grafosztaly tagjaira. Ennek ismertetését
néhany fogalom bevezetésével kezdem. Legyen T egy olyan csillag-graf, amelynek
négy pontja van. Az elséfoku cstcsokat jelolje a, b és c. Tetszéleges G = (V, E) graf
esetén G+ T az a graf, amely G-bd6l és T-bdl keletkezik olymodon, hogy a két grafot

T els6fokd pontjai mentén Osszeragasztjuk.

2.4.11. Allitas (Konstrukcio). [14] Legyen G = (V, E) egy egyszeri grdf, melyre
R,(G) > 2 és exc(G) = 2 teljesiil. Legyen T' az imént definidlt csillag-grdf. Ekkor a

kévetkezd dllitisok igazak:

e G + T pontosan akkor minimdlis 2-pontmerev grdf, ha nem létezik olyan V,

halmaz, amelyik tartalmazza az {a,b, c} ponhdrmas mindegyikét

e ha G+ T nem minimdlis 2-pontmerev grdaf, akkor létezik egy olyan e € F éle
a grafnak, amelyre R,(G+T —e) <2 ésexc(G+T —e) =2

e mindig vdlaszthatd olyan {a, b, c} C V(G) ponthdrmas, amelyre R.(G—T) = 0,

azaz a G — T graf nem merev.
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2.7. 4bra. Er6sen minimalis 2-pontmerev grafok konstrukcidja

2.4.12. Allitas (Konstrukci6 - forditott irany). [14] Legyen G = (V,E) egy
legalabb 6t pontot tartalmazo grdf, amelyre R,(G) > 2 és exc(G) = 2. Legyen v € V.
olyan pont, amelyre d(v) = 3. Jelolje T' azt a hdromdgi csillagot, amelynek kozép-
pontja v, valamint T elsdfoki pontjait jellje x, y és z. Ekkor létezik eqy olyan e & E
él, amelynek végpontjai az {x,y, z} halmazba esnek és R,(G—T+e) > 2 (2.7 dbra).

2.8. abra. Ujabb példa gyengén minimalis 2-pontmerev grafra

Ebben az alfejezetben bemutattam a 2-pontmerevség karakterizacidojat, néhany

jellegzetes példat, illetve egy elGallitasi tételt.

2.5. A 3-pontmerev grafosztaly

A 3-pontmerev grafok karakterizacidjaval kapcsolatosan jelenleg kevés informacio
ismert, de az élszamra vonatkozoé alsé becslést megadhatjuk. Az tgynevezett ’size
independence property’ (azaz a minimélis élszam a pontok kétszerese és egy konstans

érték Osszege) tulajdonsig k = 3 esetén még teljesiil, de k > 3 esetén méar nem.

2.5.1. Allitas (Altalanos alsé korlat az élszamra). [13/ Legyen R,(G) > k.
Ekkor |E| > [ER V] + c(k), ahol c(k) egy csupdn k-tdl fiiggd, de |V |-tdl figget-
len egész érték. Amennyiben k > 3, 1igy minden erdsen minimdlis tulajdonsdgi k-

pontmerev grifra |E| = [52 V] + c(k) és c(k) > 0.

19



2.5.2. Allitas (Alsé korlat az élszamra). [13/ Legyen R,(G) > 3 és |V| > 6.
Ekkor |E| > 2|V| + 2.

Bizonyitds. A szerzék [13]-ban bizonyitjak, hogy nem létezhet olyan G = (V, E)
graf, amelyre R,(G) > 3 teljesiil és |E| < 2|V| 4 1. Ezutan a 2.5.1 allitas és a

2.9 abra egyiittesen igazolja az élszdmra vonatkozo alsé korlat helyességét. o

A kovetkezd allitas egy részleges karakterizaciot ad szamunkra. Hosszas szamo-

lassal igazolhat6 [13], én csupan bizonyitas nélkiil emlitem meg.

2.5.3. Allitas (Er6sen minimalis grafszerkezet). [13] Tetszileges |V| > 6 ese-
tén létezik G = (V, E) erdsen minimdlis 3-pontmerev grdf, amelyre |E| = 2|V| + 2
teljesiil. Minden ilyen grdifnak négy otodfoki pontja van, melyek eqy K, részgrdfot
alkotnak, mig a tobbi pont foka sziikségképpen négy. A feltétel sziikséges, de nem

elégséges.

2.9. dbra. Er6sen minimalis 3-pontmerev graf hat ponton

2.10. abra. Megfelel§ élszam mellett mégsem 3-pontmerev graf

Korabban tobb elgallitasi tételt is leirtam. Merev grafokat a Henneberg-
konstrukciéval, 2-pontmerev grafokat a Servatius-konstrukciéval épitettiink fel. A
3-pontmerev grafok esetében is megadhato egy ilyen eljaras, amelyhez sziikség van

a kovetkezd lemmara is.
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2.5.4. Lemma. [13] Legyen G = (V, E) egy erdsen minimdlis 3-pontmerev grdf.
FEkkor létezik két nem-szomszédos negyedfoki csicsa (a és c), amelyek szomszédosak
két otodfoki csicesal (b és d).

2.5.5. Definicidé. Haszndaljuk 2.5.4 jelolését. A ’4-5 X-Replacement’ mdvelet a ko-
vetkezdket jelenti. Eqgyrészt hagyjuk el az (a,c) és (b,d) éleket, mdsrészt vegyink a

grdfhoz eqy 1j e pontot és kossiik dssze az imént emlitett négy csicesal.

2.5.6. Allitas (Konstrukcid). [13] Legyen G = (V,E) egy erdsen minimdlis 3-
pontmerev grdf. A ’4-5 X-Replacement’ miveletet alkalmazva eqy erdsen minimdlis

3-pontmerev G' grafot kapunk |V|+ 1 ponton.

2.11. abra. Erdsen minimélis 3-pontmerev grafok hét és nyolc ponton

A 2.5.6 allitas alapjan ismert egy elGallitasi eljaras, valamint az élszamra is ad-
hato egy éles also korlat, de a 3-pontmerev grafok teljes karakterizacidja tovabbra is
nyitott kérdés. Szintén nem ismert jelenleg k£ > 4 esetén a grafok k-pontmerevségére

vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel.

2.6. Statisztikai redundans merevség

A kovetkez§ alfejezetben grafok statisztikai merevségérdl lesz szo, amely néhany
gyakorlati alkalmazés soran valhat hasznossid. A fogalom bevezetéséhez tekintsiik
tetszleges n > 4 esetén a W, kerék-grafot. Nyilvanvalo, hogy R.(W,,) = 2. A ko-
zéppont elhagyasaval a graf merevsége megsziinik, azaz R, (W,,) = 1. Eszrevehetjiik
azonban, hogy barmely mésik cstcs elhagyasaval kapott W/ tovabbra is merev. Ep-

pen ezt érzékelteti a kovetkezd definicio.

2.6.1. Definicié. Adott eqy G = (V, E) grdf és legyen 1 < i < |V| — 3 tetszdleges
egész szdm. A grdfbol ("i/l) kiilonbozé modon hagyhatunk el © pontol. Ezek kozil a
merev grafok szamdt jelélje r;. A G grdf statisztikai pontmerevségi indexe

T

Ry (G) = max {(i + 1)@}
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2.12. abra. A kerék-graf pontmerevsége

Alkalmazzuk mindezt a W,, grafra. Amennyiben két véletlenszertien kivalasztott

pontot hagyunk el, igy a merevség fennmaradésanak valosziniisége ’&T_)l A graf ak-
2
kor marad merev, ha a kor két szomszédos pontjat valasztjuk ki. Osszességében

elmondhat6, hogy ¢ = 2,..,n — 3 esetén ’z—_)l valoszintiséggel marad a graf merev.

n
2

2.6.2. Allitas (A kerék-graf statisztikai pontmerevsége). Minden n > 4 ese-
tén 1 < R,»(W,,) < 2 teljesiil.

Bizonyitds. 1 < R,«(W,,) trividlisan igaz. Definici6 alapjan

R,«(W,) = max {n— 1(i+1)}

S5 AT
igy azt kell csupan igazolni, hogy
(n—1)(t+ 1)il(n —1d)! < 2n!)
azaz egyszeriibb alakban
(t+ Dl (n—0i!(n—1) < 2n! (2.1)

teljesiil. Az egyenl6tlenség mindkét oldalan hagyjuk el azokat a tényezdket, amelyek
értéke 1. Igy mindkét oldalon éppen egy n tényezébdl allé szorzat marad. Egyrészt
ezek mindegyike pozitiv. Masrészt vegyiik észre, hogy a két oldal parokba rendezhetd
oly médon, hogy a jobb oldalhoz tartozé tényezé egyetlen esetben sem kisebb. Tehat

a kivant egyenl6tlenség teljesiil. o

Példa. Tekintsiik a W5 grafot. Ekkor

4 4 8

Ry (W,) = max{2=,3—,0,0} = -

(Wa) = max{2,35,0,0} = ¢
2.6.3. Allitas (A statisztikai pontmerevségi index hatarai). Ha egqy G
grifra R,(G) = k teljesil, akkor R,-(G) > k, azonban felsé korlit R,(G)

fiigguényében nem adhato.
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Bizonyitds. Az allitas elsé fele trividlisan igaz. Az esetleges felsG korlat 1étezésé-
nek cafolasdhoz tekintsiink a mar emlitett G = (V, E) grafot (2.2 abra) 2n ponton.
Ekkor R,(G) = 2. Szamolassal konnyen belathato, hogy tetszéleges i érték esetén
megadhato olyan n, amelyre p; > % teljesiil. Ennek kovetkeztében n — oo esetén
R (G) — o0 o

A statisztikai redundans merevség jellemzése egyel6re egy kevesebbet kutatott

témakor, de a gyakorlati felhasznélas szempontjabol mindenképpen relevans jelen-

tGséggel bir.
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3. fejezet

Globalisan merev grafok

A szenzorhalozatokrol szolo bevezeté példa mar utalt arra, hogy egyes gyakor-
lati alkalmazéasok soran nem csupan az adott graf merevsége, hanem realizaciojanak
egyértelmiisége is fontos kérdésként meriilhet fel. A most kovetkez§ fejezetben részle-
tesen bemutatom a témakorrel kapcsolatos, kétdimenzids esetre vonatkozo fontosabb

eredményeket.

3.1. Alapfogalmak és megfigyelések

A globélis merevség definiadldsahoz sziikség lesz az 1.1.4 definicioban bevezetett

fogalmakra.

3.1.1. Definicio (Szerkezetek globalis merevsége). Egy (G,p) realizdcié glo-
balisan merev, ha barmely azzal ekvivalens (G,q) realizdcid esetén (G,p) és (G,q)

kongruensek.

Tekintsiik egy adott G = (V, E) graf két globalisan merev realizdciojat. A
3.1.1 definicié alapjan a két szerkezet atvihet§ egymésba kizarolag eltolas, forga-
tas és tiikrozés segitségével.

Lattuk korabban, hogy egy G = (V, E) graf merevsége mikor fiiggetlen annak

realiziciojatol. Globalis merevség esetére is hasonlo kijelentést tehetiink.

3.1.2. Allitas (Egyértelmiiség). [1] A globdlis merevség generikus helyzeti szer-
kezetek esetében csak az adott griftol fiiggd tulajdonsdg, annak realizdciojatol azon-

ban mdr figgetlen.

Ennek fényében mér értelmet nyer a kovetkezd definicio.
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3.1.3. Definicié (Grafok globalis merevsége). Fgy G = (V, E) grifot globdli-
san merevnek nevezink a sikban, ha létezik olyan generikus realizdcioja, amely glo-

bdlisan merev.

Megjegyzem, hogy az 1.2 abran lathato negyedik graf globalisan merev. A defi-
nici6 alapjan teljesiil az az elvart tulajdonsag, hogy minden G = (V| E) globalisan

merev grafra R.(G) > 1 fennall.

3.1.4. Definici6 (Globalis k-élmerevség). A G = (V,E) grdf globélisan k-
élmerev, ha egyrészt G globdlisan merev, mdsrészt bdrmely k — 1 elemi F C E
esetén G — F' is globdlisan merev. A mazximdlis k értéket a grdf globéalis élmerevségi

indexének nevezziik. Ezt a tovdbbiakban Ry.(G) jeldli.

3.1.5. Definicié (Globalis k-pontmerevség). A G = (V, E) grdf globéalisan k-
pontmerev, ha eqyrészt G globdlisan merev, mdsrészt barmely k — 1 elemi U C V
esetén G — U 1s globdlisan merev. A maximdlis k értéket a grdf globalis pontmerev-

ségi indexének nevezzik. Ezt a tovabbiakban Ry, (G) jeléli.

3.2. Kapcsolatok egyéb grafosztalyokkal

Az el6z6 fejezetben kideriilt, hogy grafok merevségi és Osszefiiggdségi indexei
erds kapcsolatban allnak egymassal. Erdemes megvizsgalni, hogyan viszonyulnak
ezek a jellemz6k a globalis merevséghez. Els6ként a legerdsebb tételt mondom ki.

Bizonyitasat dsszetettsége miatt jelen dolgozatban nem részletezem.

3.2.1. Tétel (Karakterizacid). [4] Eqy G grdf akkor és csak akkor globdlisan me-
rev a sikban (Rge(G) > 1), ha G = K3 vagy a grdf 3-0sszefiggd (k(G) > 3) és
redunddnsan élmerev (R.(G) > 2).

A tételbdl a kovetkezd harom kisebb allitas is azonnal adodik.

3.2.2. Allitas (Pontmerevség és globalis merevség). Ha R,(G) > 2, akkor
R, (G) > 1.

Bizonyitds. Els6ként tekintsiik azt az esetet, amikor |V| = 4. Mivel a feltevés
szerint R,(G) > 2, ezért G = Ky és Ry (Ky) = 1. Most legyen [V| > 5 és
R,(G) > 2. Ekkor egyrészt 2.2.11 allitas kovetkeztében x(G) > 3, masrészt pedig
2.2.3 allitas kivetkeztében R.(G) > 2. Igy 3.2.1 tétel alapjan R,.(G) > 1is fennall. o

A megforditas nem igaz. A 3.1 dbra szemléletes példat is szolgaltat erre, hiszen

a kozéps6 pont elhagyéasa utan a graf mar nem merev.
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3.1. 4bra. Példa nem redundansan pontmerev, de globalisan merev grafra

3.2.3. Allitas (Elmerevség és globalis merevség). Ha R, (G) > 1, akkor
R.(G) > 2.

Bizonyitds. Egyszerd kovetkezménye a 3.2.1 tételnek.

Az allitas megforditasa ezuttal sem igaz. Szemléletes példat ad erre a 3.2 &bra.

3.2. 4bra. Példa redundansan élmerev, de nem globalisan merev grafra

3.2.4. Allitas (Osszefiigg6ség és globalis merevség). [2] Ha Ry.(G) > 1, ak-
kor k(G) > 3.

Bizonyitds. Egyszerd kovetkezménye a 3.2.1 tételnek.

A 3.3 abran lathato Kj 3 graf megfelel6 példa arra, hogy ez az allitds sem meg-
fordithato, hiszen méar az élszama alapjan sem lehet redundansan élmerev, igy pedig

globélisan merev sem.

3.3. dbra. Példa 3-Osszefiiggd, de nem globalisan merev grafra
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3.3. Hatszoros vegyes-0sszefiiggdség

Egy kis kitérs kovetkezik bizonyitasok nélkiil. Bevezetem a vegyes-OsszefiiggGség
fogalmat, amely [5] alapjan néhany esetben tanusitvanyként szolgalhat grafok glo-

balis merevségének igazolasidhoz.

3.3.1. Definicié (Vegyes vagas). Legyen G = (V| E) tetszdleges graf. Eqy (U, D)
pdrt a grdf vegyes vagdsdnak nevezink, ha U CV, D C E, valamint a G' = G—=U—-D

graf nem osszefiiggd.

3.3.2. Definicié (Vegyes-Osszefiiggdség). Azt mondjuk, hogy a G = (V, E) grif
hatszorosan vegyes-dsszefiiggd grdf, ha annak tetszdleges (U, D) vegyes-vdgdsdra
2|U| 4 |D| > 6 teljesiil.

Igazolhato, hogy egy ilyen graf bizonyos részgrafja sziikségképpen merev.

3.3.3. Allitas (Merev részgrafok). [5] Legyen G = (V,E) egy hatszorosan
veqyes-osszefiiggd grdf, valamint F C E tetszdleges, de legfeljebb hdrom €lbol dallo
halmaz. Ekkor G — F merev.

Ennél tobbet is mondhatunk, amennyiben a grafnak csupan egyetlen élét hagyjuk

el. Ekkor a 3.3.2 definici6 és a 3.2.1 tétel alapjan a kovetkezd allitas is igaz.

3.3.4. Allitas (Redundansan globalisan merev grafok). [5/ Legyen G =
(V. E) hatszorosan vegyes-dsszefliggd grdf. Ekkor Ry (G) > 2, azaz a grdf barmely

élét elhagyva is globdlisan merev grifunk marad.

A tovabbiakban hivatkozni fogok arra a specilis esetre, amikor x(G) > 6, ezért

ezt most kiilén megfogalmazom.
3.3.5. Kovetkezmény. [/] Legyen G = (V,E) egy hatszorosan dsszefiiggd grif,
azaz k(G) > 6. Ekkor G globdlisan 3-élmerev grif, azaz Ry(G) > 3.
3.4. Minimalitas és redundancia
Egy globalisan merev szerkezet élszaméra a kovetkez6 alsé korlat adhato.

3.4.1. Allitas (Minimalis élszam). /9] Legyen G egy globdlisan merev grdf,
melyre |V| > 4. Ekkor |E| > 2|V| — 2 teljestil.
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Az el6z6 alfejezet végén mar emlitésre keriilt a redundansan globalisan élmerev
grafok osztalya. A kordbbiakhoz hasonléan ismét bevezetem az erds, illetve gyenge

minimalitas fogalmaét.

3.4.2. Definicié (Minimalitas). Eqy globdlisan k-pontmerev G = (V| E) grdfot
minimdlis tulajdonsdgunak (vagy réviden minimdlisnak) neveziink, ha bdrmely e € E

él elhagydsdval kapott G — {e} grdf mdr nem globdlisan k-pontmerev.

3.4.3. Definicio (Erds és gyenge minimalitas). Jelilje e(n, k) azt a legkisebb
értéket, ami eqy n csiucsbol dllo globdlisan k-pontmerev graf élszamdval megegyezhet.
Segitségével ismét két ijabb tulajdonsdgot definidlunk. Legyen G = (V, E) minimdlis
globdlisan k-pontmerev graf. Ha |E| = €(|V|, k), akkor a grafot erdsen minimdlisnak,

ellenkezd esetben pedig gyengén minimdlisnak hivjuk.

Most megemlitek egy allitast, amellyel hasznos korlatot adhatunk a globalisan

k-pontmerev grafok élszaméra. A meglehetGsen Gsszett bizonyitast nem részletezem.

3.4.4. Allitas (Elszam als6 becslése). [12] Erdsen minimdlis globdlisan k-
pontmerev grdfok élszdmdra |E| > [ER2|V[] + c(k) mindig teljesiil, ahol c(k) egy
\V|-tdl fiiggetlen egész, illetve c(k) > 0 is fenndll, ha |E| = [E2|V|] + c(k).

A kovetkez6 két allitas alapjan R, (G) értéke jol becsiilhets x(G) ismeretében.
S6t, amennyiben k£ — oo, akkor R,,(G) =~ k(G).

3.4.5. Allitas (Globalis pontmerevségi index és pontmerevségi index).
Tegyiik fel, hogy Ry, (G) > k. Ekkor k(G) > k+ 2. Ebbil fakaddan tetszdleges v € V
esetén d(v) > k + 2, valamint |V| > k + 3.

Bizonyitds. Az allitas els6 része egyszeriien visszavezethetd a 3.2.4 allitasra, mig

masodik fele trividlisan teljesiil. o

3.4.6. Allitas (Globalis pontmerevségi index és pontmerevségi index).
Tegyiik fel, hogy egy G grifra K(G) > k + 5. Ekkor G globdlisan k-pontmerev, azaz
R, (G) > k.

Bizonyitds. Legyen U C V olyan, amelyre |U| = k — 1 teljesiil. A feltevés szerint
k(G) > k+5,igy k(G') > (k+5) — (k—1) =6, ahol G’ = G — U. A 3.3.5 allitas
alapjan Ry, (G") > 1, azaz R, (G) > k. o
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3.5. GlobAalisan 2-pontmerev grafok

A k =2 és 3 esetekben a globalis k-pontmerevség jellemzésével tobben is foglal-

koztak, elért eredményeiket a kovetkezd két alfejezetben ismertetem.

3.5.1. Allitas (Tulajdonsagok). [15/ Legyen G = (V, E) egy legaldbb it pontbdl

allo erdsen minimadlis globdlisan 2-pontmerev graf. Ekkor
o |[E[=2|V|
o minden csics fokszama 4

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy a G = (V, E) graf legalabb 6t pontbol all
és minimalis globalisan 2-pontmerev, de |E| < 2|V|. A grafnak biztosan van egy
v € V csticsa, amelyre d(v) > 4. Tekintsiik a G = (V' — {v}, E') grafot. G'-nek |V
csicsa és legfeljebb 2|V/| — 3 éle van, azaz nem redundansan merev. A 3.2.1 allitas
értelmében G’ nem lehet globalisan merev graf, ami ellentmond a feltevésiinknek.
A 3.4 4bra olyan globalisan 2-pontmerev grafra ad példat, amelynek élszaméara tel-
jesiil a |E| = 2|V] feltétel. Ezzel az allitas els§ felet belattuk. Az allitdas méasik
felének igazolasahoz tegyiik fel, hogy van egy legfeljebb harmadfoka v cstcs is. Ha
d(v) < 2, akkor a graf nem globélisan merev. Ha d(v) = 3, akkor toroljiik a grafbol
a harmadfoki csics egyik szomszédjat. Mivel igy d(v) = 2, az 0] graf nem lehet glo-
balisan merev. Tehat minden fokszam legalabb négy, de mivel az élszam kétszerese

a pontszamnak, igy sziikségképpen minden u € V' esetén d(u) = 4. g

3.4. dbra. Példa erdsen minimélis globalisan 2-pontmerev grafra

3.5.2. Tétel (Karakterizacid). [15/ Eqy G = (V,E) grdf akkor és csak akkor

erdsen minimdlis globdlisan 2-pontmerev grdf, ha az aldbbiak teljestilnek:
i) |E| =2|V]

ii) G J-szeresen osszefiiggd
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iii) G redunddnsan erdsen minimdlis 2-pontmerev grdf, azaz barmely élét elhagyva

erdsen minimdlis 2-pontmerev grdfot kapunk.

Bizonyitds. Elscként azt mutatom meg, hogy a feltételek elégségesek. Konnyen
belathato i) és ii) alapjan, hogy a graf sziikségképpen 4-regularis. Legyen v € V' egy
tetsz6leges pontja. Barmely e = (u,v) € E élre iii) kovetkeztében R, (G — {e}) > 2.
Legyen f = (v,w) € F tetsz6leges, amelyre f # e. Ekkor az e és f élek elhagyésa
utan d(v) = 2,azazR,(G—{e, f}) < 1. Azonban egyrészt iii) miatt R.(G—{v}) > 2,
masrészt ii) miatt (G — {v}) > 3. Tehat G — {v} graf globalisan merev. Mivel a v
csucs valasztasa tetszéleges volt, ezért Ry, (G) > 2.

Adodik, hogy az i) és ii) feltételek sziikségesek. A fennmarad6 rész indirekt
igazolhato. Tegyiik fel, hogy létezik olyan e € E, amelyre R,(G — {e}) < 1. Ekkor
azonban létezik olyan v € V| amelyre R.(G — {e} — {v}) = 0. Ennek belatasahoz
két esetet kell &tgondolni: az e él lefogja a v csticsot vagy sem. Mindkét eset azonnal

ellentmondasra vezet, mivel a feltevés szerint Ry, (G) > 2. o

A tétel megadta a grafosztaly karakterizaciojat. Az erds, illetve gyenge minima-

litas kapcsan megemlitek két olyan kérdést, amelyet |15] vetett fel.

A) Vajon erdsen minimalis globalisan 2-pontmerev grafok esetén is megadhato
a Henneberg-konstrukciohoz, illetve a Servatius-konstrukcidohoz hasonlé tétel,

amellyel a grafosztaly minden tagja elGallithato?
B) Létezik gyengén minimalis globélisan 2-pontmerev graf?

Az els6 kérdésre jelenleg sem ismert a valasz, a masodik kapcsan azonban Ka-

szanitzky Viktoria igazolta a létezést a Ky ,_4 graf (k > 9) segitségével.

3.6. Globalisan 3-pontmerev grafok

Els6ként ismét a minimadlis élszam kérdését vizsgdlom meg. Kiindulhatunk a
3.4.4 allitasbol, amely szerint |E| = [E£2|V[] + ¢(k). Hamarosan latni fogjuk, hogy
c(k) értéke k < 3 teljesiilése mellett fiiggetlen k-t6l. Igazolhat6é azonban [12], hogy

k > 4 esetén ez mér nem teljesiil.

3.6.1. Allitas (Tulajdonsagok, PPT-r6l 4 [12]). Legyen G = (V, E) egy leg-

alabb hat pontbol dllo erdsen minimdlis globdlisan 3-pontmerev graf. Ekkor

o |E|=[3VI]
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e minden csucs fokszima 5

Bizonyitds. Az allités els6 fele kovetkezik a 3.4.4 allitasbol annak fényében, hogy
a fejezet soran elGallitunk olyan globalisan 3-pontmerev grafokat tetszéleges |V| > 6
esetben, amelyekre c(k) = 0 teljesiil. Ennek értelmében minden ilyen graf atlagos
fokszama 5. Mivel azonban 3.4.5 allitas alapjan tetszéleges v € V esetén d(v) > 5,

ezért a graf sziikségképpen 5-reguléris. o

3.6.2. Allitas (Példa PPT-rél). Jelilje C3 eqy n pontbdl dllé kér harmadik hat-
vdnydt. Ekkor R,,(C®) > 3. Altaldnosan is elmondhatd, hogy bdrmely k < n — 2
esetén Ry, (C*) > k.

Most egy elGallitasi algoritmus kovetkezik, amely teljessé teszi a 3.6.1 Aallitas

bizonyitasat.

3.6.3. Definicid. Legyen Ca, a (v1,v2), (v2,v3), .., (Von,v1) €lekbdl dllo kor 2n pon-
ton. Tekintsik a C2,  grifot, azaz a Co, grdf négyzetét. Ezutdin adjuk a grifhoz a
(U1, Vn11), (V2,Un12), -y (Un, Vo) éleket. Az igy kapott grafot a tovdbbiakban Ry,
jeldli.

3.5. abra. A globalisan 3-pontmerev Ry, graf (n = 4)

3.6.4. Lemma. [12] Tetszdleges n > 3 esetén k(Ray,) = 5.

A kovetkezd allitast a szerzdk is csupéan bizonyitas nélkiil emlitik annak bonyo-

lultsagara és terjedelmére hivatkozva.

3.6.5. Allitas (Példa paros pontszam esetén). [18] Tetszileges n > 3 esetén
Ry (R2n) > 3.

3.6.6. Definici6 (2-kiterjesztés). Tekintsik a Cy, grifot, ahol n > 3 tetszdleges.

A grdf 2-kiterjesztése a kovetkezd lépések sorozatdbol dll:
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1) Vilasszuk ki a kor négy egymdst kivetd pontjdt (ss, s1, S €S S4)
2) Jelolje az s1 ponttal szemkozti csicsot Spyq

3) Adjunk a grifhoz egy v csicsot, majd kossiik dssze az 1) és 2) lépésekben kiemelt
ot ponttal

4) Végiil toroljik a grafbol az (sy1,s4) €s (s, s3) éleket

3.6.7. Allitas (Példa paratlan pontszam esetén). [12] Tetszdleges n > 3 ese-
tén Ryy(Ront1) > 3, ahol Ryyq1 az R, grdf 2-kiterjesztése.

A bizonyités nehéz, de az konnyen ellenérizhetd, hogy a Cy,-b6l 2-kiterjesztéssel
el6allo grafok teljesitik a 3.6.1-ben megfogalmazott miniméalis élszamra vonatkozo

feltételt, hiszen

5 5 1
|E(Rypy1)| = |E(Ryy)| +3 = 5(Qn) +3= 5(2n +1) + 3

3.6. dbra. Erésen minimalis globalisan 3-pontmerev grafok konstrukciéja

Osszességében elmondhaté, hogy a globalisan 3-pontmerev grafosztaly teljes ka-
rakterizacidja jelenleg még nyitott probléma. Ellenben létezik egy olyan konstruktiv
algoritmus, amely tetszdleges (de legalabb hat) ponton elGallitja az osztaly egy mi-

nimalis élszammal rendelkez6 tagjat.
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4. fejezet

Matroidelméleti megkozelités

Ebben a fejezetben els6ként a merevség hatterében hizodo absztrakt struktirat

és az azzal kapcsolatos alapfogalmakat, valamint elnevezéseket mutatom be.

4.1. Matroidok

A matroidok fogalmat Hassler Whitney amerikai matematikus vezetette be 1935-
ben elsGsorban a linearis fliggetlenség jellemzd tulajdonsagainak absztrakt modon

torténd megfogasara.

4.1.1. Definicié (Matroid). [17/ Legyen adott egy S véges halmaz, illetve S rész-
halmazainak egy F rendszere. Az M = (F,S) pdr matroidot alkot, ha az aldbbi
hdrom feltételt teljesiti:

o )eF
o X CY e Fesetén X € F (leszdllo tulajdonsdg)

o tetszbleges X C S részhalmaz esetén az F-nek X -ben fekvd és X -ben leghdvebb

tagjar azonos elemszamuiak

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti definicioval ekvivalens megfogalmazast ka-
punk, ha az els6 feltételt az alabbi alakban adjuk meg: F # ().

4.1.2. Definici6 (Fiiggetlenek). Az F tagjait a matroid figgetlenjeinek, mig a
tobbi részhalmaczt fiiggonek hivjuk.

4.1.3. Definicié (Rang). Az utolsd feltételben megfogalmazott mazimdlis elemszd-
mot az X halmaz rangjinak nevezzik. A matroid rangjin az S alaphalmaz rangjdt
értjik, melyet r(M) jelol.
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4.1.4. Definicié (Bazis). A mazimdlis elemszami figgetlen halmazokat bazisok-
nak nevezziik. A bdzisok halmazdt M(B) jeldli.

4.1.5. Definicié (Kor). A minimdlis elemszdmi fiiggd halmazokat a matroid ko-
reinek nevezziik. A kérok halmazdat M(C') jeloli.

A merevségi matroid fogalménak bevezetése elGtt roviden ismertetek néhany

egyszerd példat matroidokra.

A) Matrix-matroid: tekintsiink egy test feletti A matrixot, amelynek oszlopai le-
gyenek S elemei. Egy X C S halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha a matrix

megfelel6 oszlopai linearisan fiiggetlenek.

B) Grafikus matroid: tekintsiink egy G = (V, E) grafot. Eztttal S elemeit a graf
élei szolgaltatjak. Egy X C S halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha nem tar-

talmaz kort.

C) Uniform matroid: tekintsiink egy S halmazt és egy 1 < k < |S| egész szamot.
Egy X C S halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha | X| < k teljestil.

4.2. A merevségi matroid

Egy matroidot tobb moédon is megadhatunk: a fiiggetlen halmazokkal, a bazi-
saival vagy éppen rangfiiggvényének segitségével. A merevségi matroidot most a

fiiggetlenjeinek felirasaval definidlom.

4.2.1. Definicié (Fiiggetlen részgrafok). Adott G = (V,E) grdfnak tekintsik
egqy H = (U, F) részgrdafjat. Azt mondjuk, hogy F figgetlen G-ben, ha minden
X CV(H) és|X| > 2 esetén

im(X) < 2|X| -3

teljesiil, ahol ig(X) az X dltal feszitett élek szamat jeloli. Az tireshalmazt definidljuk
fiiggetlennek.

4.2.2. Definicié (Merevségi matroid). [/ A /.2.1 definicid segitségével egy
M = (E,I) matroidot kapunk a G = (V, E) grdf élhalmazdn, amelynek figgetlenjei
éppen az

I ={F CFE :F figgetlen G-ben}

halmaz elemei. Az M(G) = (E,Z) matroidot a G = (V, E) grdf merevségi matroid-

janak nevezziik.
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4.2.3. Kovetkezmény. Egy G = (V, E) grdf pontosan akkor merev, ha r(M(G)) =
2|V| — 3 teljesiil.

Valoban, szamolassal gyorsan ellenérizhetd, hogy példaul az 1.2 dbran lathato
négy pontbol allo grafok esetében r(M(Ky)) = 5, valamint tetszéleges e, f € E(Ky)
és e # f esetén r(M(K, —e)) =5, azonban r(M(K, — {e, f})) = 4.

4.2.4. Koévetkezmény. Tudjuk, hogy eqy G = (V, E) grdf pontosan akkor minimd-
lisan merev, ha merev és |E| = 2|V| — 3 teljesil. Ez azt jelenti, hogy a minimdlisan

merev részgrifok éppen az M(G) matroid bazisait alkotjdk.

4.3. M(G) komponensei

Hamarosan latni fogjuk, hogy egy G = (V| E) graf merevségi matroidjanak szer-
kezete mind a graf élmerevségérsl, mind pedig annak globalis merevségérsl arulko-
dik.

4.3.1. Definici6 (M-0Osszefiiggbség). Adott M(G) = (E,I) matroid élhalmazdin
definidljuk a kdévetkezd reldciot. Azt mondjuk, hogy e, f € E azonos ekvivalenciaosz-
talyba tartoznak, ha e = f wvagy létezik C € M(C), amelyre e € C és f € C is
teljesiil. A G = (V, E) grdfot M—dsszefiiggének nevezziik, ha M(G) dsszefiiggd, azaz
élhalmaza csupdn egyetlen osztdlybol dll. Amennyiben ez nem teljestil, akkor az egyes
ekvivalenciasztdlyok alapjin M-komponenseket kapunk, amelyek a graf egyes rész-

grdfjainak felelnek meg.

4.3.2. Allitas (M(G) és R.(G) kapcsolata). /4] Ha G = (V,E) nem tartal-
maz izoldlt pontot, valamint a 4.3.1 definicio értelmében M(G)-dsszefiggd, akkor
R.(G) > 2 teljesiil.

Bizonyitds. M(G) Osszefiiggdsége miatt tetszleges e € F él rajta van M(G)
egy korén. Ez azonban éppen azt jelenti, hogy a graf az e ¢l elhagyésa utén is merev

marad. g

Hamarosan latni fogjuk, hogy a most kdvetkez6 definicio segitségiinkre lesz az

allitas megforditasaban.

4.3.3. Definici6 (Majdnem 3—-0sszefiiggdség). Egy G = (V, E) grdfot nevez-
ziink majdnem S3-dsszefiiggdnek, ha a grdaf nem 3-szorosan dsszefliggd ugyan, de
egyetlen e €l hozzavételével mdr 3—0sszefliggdvé tehetd, azaz létezik olyan e = (u,v)
él, amelyre K,(G + e) = 3 teljesil. Jelolje ezt a tulajdonsdgot a tovdbbiakban
ko(G) = 37.
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4.3.4. Allitas (M(G) és R.(G) kapcsolata). [4/ Tegyiik fel, hogy egy adott G =
(V,E) grifra K,(G) = 3~ és R.(G) > 2 teljesiil. Fkkor a grdf szikségképpen M-

osszefiigqd.

Bizonyitds. Indirekt modon igazoljuk az allitast. Tegyiik fel, hogy a G = (V, F)
graf nem M-osszefiiggs és jeldlje H,y, ..., H, a kiilonb6z6 M-komponenseket

(¢ > 2). Jelolje X; a kizarolag H; &altal lefogott cstcsok halmazat, azaz

X =V(H;) - JV(H))
i)
Ennek elemszama legyen x;. Hasonloképpen legyen Y; azon pontok halmaza, amelye-
ket mésik komponenshez tartozo él is lefog. Igy tehat Y; := V(H;) — X;, elemszamat
jelolje y;. Legyen x; és y; Osszege n;, amely éppen H; csticsainak szaméat adja meg.

Ezt atgondolva az alabbi egyenl6tlenség adodik:

q q
> i >2lJvil
=1 i=1

Mivel a feltevésiink szerint G redundénsan merev graf, igy minden éle eleme a me-
revségi matroid egyik korének és minden kor - és igy minden komponens - élszama
legalabb négy. Azt is tudjuk, hogy a graf kozel 3-Gsszefiiggd, ezért tetszGleges 7 ese-
tén y; > 2, valamint minimalisan harom komponens létezésekor pedig y; > 3. Jeldlje
most M(H;) egy bazisat B;. Ekkor

q q

q q q q q
UBI=DY 1Bl =) (2n—3)=2> n;—3¢> (221’ + Zy) +Y yi—3¢ =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=1 =1
—2\V|+3¢—2—3¢=2|V| -2

gy azonban ellentmondasra jutottunk, hiszen r(M(G)) = 2|V| — 3, azaz a fenti

bazisok unidja egy kort alkotna a matroidban. o

4.3.5. Kovetkezmény (M(G) és globalis merevség kapcsolata). Legyen
G = (V, E) egy globdlisan merev grdf. Fkkor a 3.2.1 dllitds alapjin x(G) > 3 és
R.(G) > 2, tehdl a grdif M—dsszefiiggd.

4.3.6. Kovetkezmény (M(G) és R,(G) kapcsolata). Legyen G = (V,E) egy
olyan grdf, amelyre R,(G) > 2 teljestl. Ekkor a 2.2.3 dllitds alapjin R.(G) > 2,
illetve a 2.2.10 lemma alapjin (G) > 3 teljesiil. Igy 4.8.4 dllitds kovetkeztében a
graf M—dsszefiiggd.
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Merev
grafok

Red. élmerev
grafok

M(G)
Osszefliggd

Glob. merev
grafok

Red. pontmerev
grafok

.«

4.1. abra. A targyalt grafosztalyok kozotti kapesolatok |V| > 4 feltétel mellett

A 4.3.6 megfigyelés jelen tudasunk mellett méar egyszerid koévetkezményként

adodott, de korabban |14] egy kozvetlen bizonyitassal is igazolta az Gsszefiiggést.

A kovetkezs allitds tulajdonképpen a 2.4.9 allitds atfogalmazasa az M-

Osszefiiggség fogalmanak felhasznalaséval.

4.3.7. Allitas (M(G) és R,(G) > 2 kapcsolata). [1/] Legyen G = (V,E) egy n
pontbol dllo graf, melynek élszama 2n — 1. Ekkor R,(G) > 2 pontosan akkor teljesiil,
ha létezik a grdf élhalmazdnak eqy olyan E = EyU EyU. ..U Ey particidja, amelyben
barmely 1 < i < k esetén E — E; kort alkot M(G)-ben, valamint az aldbbi két feltétel
eqyike is fenndll:

o [ és Ey eqy-eqy haromdgu csillag éleit alkotja a grdfban, mig a tobbi E; csupdn

eqyetlen élet tartalmaz

o [ két eqymdssal szomszédos kézépponti, hdromdgu csillag unidja a grdfban,
a tobbi E; pedig csupdn eqyetlen élet tartalmaz

4.4. A merevségi matroid egyértelmiisége

Matroidok esetén is értelemezhetjiik a tobbszords Osszefiiggdség fogalmat az

alabbi definici6 alapjan.

4.4.1. Definici6. Legyen k egy tetszdleges pozitiv egész szdm, valamint M(G) =
(E,T) egqy matroid, melynek rangfiggvényét jelélje r. Azt mondjuk, hogy az E halmaz
egy (X,Y) particidja fiiggbleges k-szeparacio, ha az aldbbi két feltételt teljesiti:
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1) min {T(X),T(Y)} >k
2) r(X)+rY)<r(E)+k—-1

4.4.2. Definicié. Egqy M(G) = (E,Z) matroid fiiggdleges Osszefiiggbségi indexe az
a legkisebb 7 egész szdm, amelyre létezik a matroidnak fiiggdleges j-szepardcidja. Ezt
az értéket a tovdbbiakban k(M) jeldli. Amennyiben M nem szepardlhatd, gy legyen

k(M) =r(E).

A kovetkezé allitas értelmében egy hétszeresen Osszefiiggs grafot mér egyértel-

mien meghataroz a merevségi matroidja.

4.4.3. Allitas. [8] Legyenck G = (V,E) és H = (U, F) olyan grdfok, amelyekre
M(G) és M(H) izomorf eqymdssal. Ha k(G) > 7, akkor G is izomorf H-val.

Teljes grafok esetében M(G) fiiggdleges osszefiiggségi indexe egyszeriien sza-

molhat6 az alabbi allitas alapjan.

4.4.4. Allitas. [8] Legyenn > 4 és tekintsiik a K, teljes grafot. Ekkor k(M(K,,)) =

n — 2.

A kovetkezd allitas alapjan k(G) ismeretében M(G) fiiggsleges GsszefiiggGségi

indexe szdmolhato.

4.4.5. Allitas. [8] Legyen k > 6 és lekintsiink eqy G = (V, E) grdfol, amelyre
k(G) = k teljesiil. Ekkor k(M(G)) = k — 2.

4.5. Grafok poligonja

A most kovetkez§ szakaszban azt mutatom meg, hogy bizonyos szerkezetii grafok
esetében az M-0sszefliggdség és a merevség kérdése egyszeriibben eldonthets. Ehhez

els6ként a poligonok fogalmét vezetem be.

4.5.1. Definicié (Poligon). Legyen G = (V, E) 2-szeresen dsszefiiggd grdf, ¢ >
3 egész szdm, valamint Xy, Xo,..., X, a V ponthalmaznak olyan ciklikus (azaz

X, = X.) részhalmazai, melyekre teljesilnek az aldbbiak:
a) | XiNnX;|=1,hali—jl=1
b) | XinX;| =0, ha |i —j| > 2
c) {E(Xy,...,E(X.)} az E élhalmaz egy particidja
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Ekkor (X1,..,X.) a grif ¢ méretd poligonja.

4.5.2. Allitas (Merevség és poligonok). [4/ Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) grdf-

nak van ¢ méretid poligonja. Ekkor
a) G nem M-dsszefiiggd

b) ha c > 4, akkor G nem merev

Bizonyitas. Legyen (Xi,...,X.) a graf poligonja, valamint E; := FE(X;).

Koénnyen lathatéan igaz az alabbi egyenl&tlenség-sorozat:

r(B) <Y r(E) <) (21X =3) =2|V|+2c—3c=2[V]-c
i=1 i=1
Mivel definicié szerint ¢ > 3, ezért r(E) < 2|V| — 3. Elgszor a méasodik allitasunkat
latjuk be. Tegyiik fel, hogy ¢ > 4. Igy r(E) < 2|V| — 4, ami éppen azt jelenti, hogy
a graf nem merev.

Az elsé allitast indirekt modon igazoljuk. Tegytik fel, hogy a graf M-6sszefiiggd.
Igy persze merev is és ¢ = 3 sziikségképpen teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a fenti
egyenlGtlenség-sorozat mindeniitt egyenlGséggel teljesiil, azaz r(F) = > r(E;). Fel-
tevésiink szerint a graf M-osszefiiggd, azaz barmely két éle rajta van a matroid egy
korén. Mivel r(E) a matroid rangja, igy kiilonb6z6 X;-kbél valasztott éleket nem
tartalmazhat a matroid semelyik kore sem. Ellentmondésra jutottunk, mert hamis

volt az indirekt feltevésiink, miszerint a graf M-osszefiiggd. o

4.5.3. Kovetkezmény. Legyen ¢ = 3. Tegyiik fel, hogy eqy G = (V, E) grifnak
létezik ¢ méretd poligonja. Fkkor R,(G) <1 teljesiil.

4.6. Grafok szeparalasa

Végezetiil azt fogom megvizsgalni, hogy egy graf szeparalhatésaga milyen kap-
csolatban all annak merevségi jellemzgivel. Eszrevehetd, hogy amennyiben Gy és G
M-bssszefliggd grafok, akkor azok 2-Osszege is M-—0sszefiiggs. Ezt a gondolatme-

netet folytatva tovabbi hasznos allitasokhoz juthatunk.

4.6.1. Definicié (Szeparacid). A G = (V, E) grif k-szepardcidjinak nevezink egy
(G1,Ga) pdrt, ha az aldbbiak teljesiilnek:

o (1 és Gy éldiszjunkt részgrdifjai G-nek

V(Gy)| > k+1
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e G=G UG,
o V(Gh)NV(Gy)| =k

4.6.2. Definicio (Szeparator). Ha (G1,G2) egy k-szepardcidja G-nek, akkor a
V(G1) NV (Gy) ponthalmazt a grdf k-szepardtordnak nevezzik.

Grafok k-Osszefligg@ségét a szeparacio fogalmanak segitségével is megfogalmaz-

hatjuk, ami ekvivalens a mar jol ismert definiciéval.

4.6.3. Definicié (Osszefiiggéség). Egy G = (V, E) grifot k-dsszefiiggonek hi-
vunk, ha |V| > k 4+ 1 és nem létezik olyan j-szepardcidja a grdifnak, amelyre
0<j5<Ek—1 telesiil.

Az uj fogalmak felhasznéalasaval els6ként az alfejezet elején emlitett gondolatme-

net megforditasit mutatom meg.

4.6.4. Allitas (Szeparaciok M-6sszefiiggssége). [{] Legyen (G1,G3) egy 2-
szepardcidja o G = (V, E) grdfnak. Ha a G grif M-idsszefiiggd, akkor G1 és Gs
1s M-dsszefliggd.

A 4.2 adbran lathaté graf nem merev. A kovetkezékben mutatok egy gyorsan

ellenérizhets bizonyitékot, amelynek segitségével ezt igazolni lehet.

4.2. abra. Egy sikbeli graf keresztez6 2-szeparatorai

4.6.5. Definicié (Keresztezd 2-szeparatorok). Legyen {x1,x2} €s {y1,y2} két
kiilonbézd 2-szepardtora a kélszeresen dsszefiiggd G = (V, E) grafnak. Azt mondjuk,

hogy {x1,x2} keresztezi {y1,y2}-t, ha x1 és xo kiilonbozd komponenseibe esik a G —
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{y1,y2} grifnak. Kénnyen ldthato, hogy amennyiben {x1,xo} keresztezi {y1,y2}-t,
akkor {y1,y2} is keresztezi {xq,x2}-t. Ennek alapjin okkal mondhatjuk, hogy a fenti

esetben {x1,x2} €s {y1,ya} keresztezik egymdst.

4.6.6. Allitas (Merev grafok 2-szeparatorai). [4/ Legyen G = (V, E) egy me-
rev grdf. Ekkor k(G) > 2, de a grdfnak nem léteznek {x1,x2} és {y1,y2} keresztezd

2-szepardtoras.

Bizonyitds. Az allitas rovid atgondolas utan kovetkezik a 4.5.2 allitasbol, hiszen
a keresztezG 2-szeparatorok a grafban éppen egy olyan poligon létezését vonjak

maguk utdn, amelynek mérete négy. o

Az eddig leirtakbol méar kiolvashaté az M—osszefiiggd grafok karakterizacios té-

tele is.

4.6.7. Tétel (M—0sszefliggdség karakterizacidja). [4] Tetszdleges G = (V, E)
graf pontosan akkor M-dsszefiiggd, ha k(G) > 2, a grdfnak nincs poligonja, valamint

minden (G, Gy) 2-szepardcid esetén mind Gy, mind Gy redunddnsan merev részgrdf.

Korabban mar lathattunk konstrukcios tételeket bizonyos grafosztalyok esetében.
Most bizonyitas nélkiil kdvetkezik két allitas, amelyek segitségével egy M—0sszefiiggs
G = (V, E) gratbol allithatunk el§ szintén M-osszefiiggs G' = (V + v, E') grafot.

4.6.8. Allitas (M-Osszefiiggéség megmaradasa). [4] Legyen G = (V,E) egy
M-édsszefiiggd grif, w € V, v € V, valamint e = (u,v) ¢ G. Ekkor G' = G + e is
M-dsszefiiggd.

4.6.9. Allitas (M-Osszefiiggdség megmaradasa). [4] Legyen G = (V,E) egy
M-dsszefiiggd graf. Ekkor a Henneberg-féle konstrukcic tetszdleges 1-kiterjesztésével
keletkez6 G' = (V' E') grdf is M-dsszefiiggd.

4.3. dbra. M-0osszefiiggd grafok konstrukcidja K4-bol

A fejezet soran kideriilt, hogy egy graf merevségi tulajdonsagai szoros kapcso-

latban allnak a hozza tartoz6 merevségi matroid szerkezetével. Ismert egyrészt azon
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grafosztaly karakterizacioja, amelynek merevségi matroidja Osszefiiggs, masrészt
olyan konstrukcios tételek, amelyek segitségével az osztaly tagjait elGallithatjuk.
Mindezen feliil a 4.1 4bra a kordbban targyalt grafosztalyokkal fennallo tartalma-

zasi relaciokat példak segitségével dbréazolja.
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Fuggelék

A merev grafok elméletének intenziv fejlédésével egyre tobb részosztaly alakult
ki, azonban a kiilonb6z6 szerzGk jelolésrendszere egyel6re meglehetGsen eltérd. Jelen

szakdolgozat az alabbiakat hasznalja.

Jelolés | Grafosztaly

R.(G) | A G = (V, E) graf élmerevségi in-
dexe

R,(G) | A G = (V, E) graf pontmerevségi
indexe

R, (G) | A G = (V, E) graf globalis élme-
revségi indexe

Ry, (G) | A G = (V, E) graf globalis pont-
merevségi indexe

R:(G) | A G = (V,E) graf statisztikai re-

dundans pontmerevsége

4.1. tablazat. Jelolésrendszer
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani Jordédn Tibornak az érdekes témafelveté-
sért, a szakmai tanacsokért és rendszeres Gtmutatasért, valamint készénom azt a

tiirelmet és biztatast, amelyet a szakdolgozatom elkészitéséhez t6le kaptam.

Tovabbéa hélas vagyok mindazoknak, akik egyetemi éveim soran segitettek és

tamogattak.

46



