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1. Bevezetés

A matematikai szakirodalomban olyan problémakat neveznek multi-robot rend-
szernek, amelyekben grafokkal reprezentalhato titvonalak hélozatanak bejarasat kell
megoldani. Ezen probléméak koziil alapvets jelentéséggel bir a stlyozott élbejarasi
feladat (Capacitated Arc Routing Problem, tovabbiakban CARP), melynek lényege,
hogy ki kell szolgalni egy utcahalézat utcait, egy kozponti depénak nevezett helyrél
induld, kapacitassal korlatozott, egyforma jarmivekbdsl allo flotta segitségével.

A feladat célja a jarmiivek altal bejart itvonalak koltségének minimalizalasa. A
CARP az ismertebb jarmdiranyitasi feladat (Vehicle Routing Problem, VRP) élekre
vonatkoztatott parjanak tekinthetd, és bizonyitottan NP-nehéz. [24]

A gyakorlatban a CARP feladat és valtozatai szamos, olyan magéan- és kzhasznu
tarsasag munkaja soran jelentkeznek, ahol bizonyos pontok, helyszinek helyett utca-
szakaszok kiszolgalasa sziikséges. Gyakran el6fordul, hogy tobb kiilonb&z6 feltételt is
figyelembe kell venni, ilyenek példaul heterogén jarmiiflotta, kiszolgalasi id6korlatok,
tiltott U-fordulok, egyiranyn utcéak. [4]

A legkorabbi gyakorlati problémak, amelyek felmeriiltek, az utcaseprés és a villanyora-
leolvasas feladata volt. A szemétgytijtés szervezése szintén modellezheté CARP-pal,
ebben az esetben a cél az igények egyenletes elosztasa az utvonalak kozott, de ennek
a feladatnak szdmos kiilonb6z6, specialis valtozatat targyaltdk a szakirodalomban,
ezek a késGbbhiekben részletes felsorolasra keriilnek.

Az utcak téli stkossdgmentesitésének megszervezése is megfogalmazhatéo CARP
feladatként, itt néhany esetben hataridék, és egyéb feltételek, példaul utcaszaka-
szokra vonatkozo prioritasok is szerepet jatszanak.

A munkam egyik célja, hogy a grafok éleinek bejarasaval kapcsolatban megfogal-
mazott problémék attekintése mellett a CARP-ot részletesen bemutassam. A feladat
pontos megfogalmazasa mellett bemutatom a hagyomanyos megoldasi modszereket,
és Osszefoglalom a feladattal kapcsolatos friss matematikai eredményeket.

A feladattal kapcsolatban szamos olyan gyakorlati problémét megemlitek, amely-
nek a megoldasdhoz a CARP-ra, vagy valamelyik valtozatara van sziikség. Kiilon ki-
térek a CARP feladat tobb depds valtozatara, amelyet a klasszikus CARP alapjan
fogalmazok meg.

A dolgozat méasik célja, hogy bemutassak egy olyan eljarast, amellyel a tobb
depos CARP feladat hatékonyan, az egy depods valtozattal megegyez6 id6 alatt meg-
oldhato. Az eljaras részeinek és miikodésének atfogd bemutatasa utan ismertetem

az algoritmus megvalositasaval kapott eredményeket.



1.1. Torténeti attekintés

Az els6 élbejarasi feladatnak a Konigsbergi hidak problémaja tekinthetd, amelyet

Euler oldott meg 1735-ben. A feladat, amelyet ma Euler-ut probléméanak hivunk, a
kovetkezdképpen fogalmazhato meg:[41]
Adott eqy G = (V, E) dsszefiiggd grdf, taldaljunk benne egy olyan zdrt utat, amely E
minden élén pontosan eqyszer halad végig, vagy dontsik el hogy ez nem lehetséges.
Euler bebizonyitotta hogy ilyen ut akkor és csak akkor létezik, ha G minden cst-
csanak foka paros, évekkel kés6bb Fleury mutatott egy algoritmust, ami megadja az
Euler utat.[20]

A kovetkezo felmeriils feladat a Kinai postas probléma(Chinese Postman Prob-

lem, CPP) volt, amelyet Kwan Mei-Ko kinai matematikus 1962-ben fogalmazott
meg:[33]
Adott eqy G = (V, E,C) dsszefiiggd grdf, ahol C az élek koltségének mdtriza. Ta-
laljunk eqy olyan utat amely minden élen legaldbb egyszer végighalad, €s teszi ezt a
lehetd legrovidebb iton. Ha G teljesen iranyitott, vagy teljesen irdnyitatlan, a CPP
polinomiélis id6ben megoldhato [16] [13], de ha G vegyes graf, akkor a probléma NP-
nehézzé valik. [35] A CPP-nek és variansainak énmagaban is jelentGs szakirodalma
van, amelyrdl [19] -ben olvashaté Gsszefoglalé.

1974-ben Orloff vezette be a Vidéki Postas probléméat (Rural Postman Problem,

RPP): [34]
Adott eqy G = (V, E, C) irdnyitatlan graf, ahol C' az élek kiltségének mdtriza. Ke-
resstink eqy minimdlis kéltségi utat, amely eqy adott R C E részhalmaz minden élén
végighalad legaldbb egyszer. Az RPP NP-nehéz [28], és a nehézsége abbol kovetkezik,
hogy nehéz megallapitani hogy kapcsoljuk 6ssze az R részeit tartalmazé komponen-
seket az utba. Megmutathatd, hogy az RPP és az utazoiigynok-feladatok osztalyai
ekvivalensek. Az RPP-hez létezik 3/2 -approximacios algoritmus [22], és az is igaz,
hogy a probléma polinomialis id6ben megoldhaté amennyiben az R csiicsai altal
kifeszitett részgraf csak adott fix szami komponensbdl all. Ennek a megoldasara
szamos ismert eljaras létezik. [25]

Az alabbi Min-Max k-kinai postés probléma (MM k-CPP) Fredericksontol szar-
mazik 1978-bol: [23]

Adott eqy dsszefiiggd, iranyitott G = (V, E,C) grdf, ahol C az élek kiltségének mdt-
riza, €s eqy kiltintetett csics, amit deponak nevezink. Taldljunk k darab, a depobol in-
dulo kort igy, hogy minden élen legaldbb eqy kor végighalad, és a leghosszabb it hoss-
sza minimdlis. A tobbi postas feladattal ellentétben, amelyekben az Osszes megtett
ut minimalizilasa sziikséges, ennél a problémanal a feladat a végrehajtési id6 mini-

malizaldsdnak tekinthetd. Frederickson az emlitett cikkében egy 2_Tl—approximé\qci(’)s.



algoritmust is bemutatott a feladathoz. 23]

A stlyozott élbejarasi feladatot (Capacitated Arc Routing Problem, CARP) Gol-
den és Wong fogalmazta meg 1981-ben: [24]
Adott eqy dsszefiiggd, irdnyitott G = (V, E,C,Q) grdf, ahol C az élek kiltségének
mdtriza és Q) az élek igényeinek mdtriza. Tovdbbd adott eqy kitintetett csics, amit
deponak neveziink, valamint W kapacitdsi eqyforma robotokbdl dllo flotta. Taldljunk

a depobol indulo kérdket, amelyekre:
1. Minden pozitiv igénnyel rendelkezd élt pontosan eqy kor szolgdl ku.

2. Az eqy robot dltal kiszolgdlt igények sszege mindeqyik robot esetében kisebb,
mint W.

3. Az korok dsszkiltsége minimdlis.

A silyozott kinai postés probléma(Capacitated Chinese Postman Problem, CCPP)
a CARP olyan valtozata, amelyben a graf minden éléhez pozitiv igény tartozik,
Cristofidestdl szarmazik 1973-bol [13]. A CARP és a CCPP feladat is NP-nehéz,
és szintén NP-nehéz feladat hozzajuk 3/2-approximacios megoldast talélni. Ennek
bizonyitasa [24]-ban talalhato. Egyetlen ismert eljaras van, amely approximcios
megoldast ad a CARP-ra, de csak abban az esetben, ha a G graf éleinek koltségei
kielégitik a haromszog-egyenlStlenséget. Ez egy 7/2 — 3/W-approximécios algorit-
mus, az A-ALG, és Wohlk publikdlta 2008-ban. [43] Az A-ALG Frederickson RPP-re
adott 3/2-approximécios algoritmusét [22] hasznalja, amellyel elgszor konstruél egy
nagy kort, amelyet utana optimalisan darabol fel megfelel6 szamiu részre.

A grafok bejarasi problémainak létezik egy mésik nagy csoportja, ezek a cstcs-
bejarasi feladatok. A fontos kiilonbséget az elnevezésiik is megmutatja, utobbiak
esetében a graf bizonyos csicsait kell végigjarni az élek helyett. A CARP-pal analog
csucsbejarasi feladat a sulyozott jarmiiranyitasi feladat (Capacitated Vehicle Rou-
ting Problem, CVRP):

Adott eqy dsszefiiggd, iranyitott G = (V, E,C,T) grdf, ahol C az élek kiltségének
matriza, T a csucsok igényeit tartalmazo vektor, adott eqy kitiuintetett csics, amit
deponak neveziink, tovdbbd rendelkezésiinkre dall eqy W kapacitdsi egyforma robotok-

bol dllo flotta. Taldljunk olyan kiordket, amelyek a depébdl indulnak, és:
1. G minden csicsdat pontosan egy robot szolgdlja ki.

2. Az eqy robot dltal kiszolgdlt igények dsszege mindegyik robot esetében kisebb,
mant W.

3. Az utak 6sszkéltsége minimdlis.



Megmutathato, hogy a CVRP CARP feladatté alakithato, és a CARP feladat
is felirhato CVRP problémaként [24], igy a két feladat-osztély ekvivalens. Ezekre
az atalakitasokra tobb megoldas is létezik [5] [7], azonban mindegyik esetben bi-
zonyos valtozok rogzitése, vagy végtelen koltségi élek bevezetése sziikséges, igy a
CARP feladatbol keletkez6 CVRP graf nagyobb és bonyolultabb szerkezeti lesz,
mint az eredeti. Léteznek a CARP megoldasara olyan eljarasok, amelyek a feladatot
CVRP-vé¢ alakitjak, és a kapott feladat megoldasabol nyerik vissza az eredeti CARP
megoldéasat, ezek azonban leginkdbb a graf méretének ndévekedése miatt el6nytele-
nek. Hatékonyabb megoldast szoglaltathat a CVRP megoldésara hasznalt modszer

atalakitdsa oly modon, hogy a CARP kozvetlen megoldasara alkalmas legyen.



2. A klasszikus CARP

Ebben a fejezetben az elézéleg megfogalmazott klasszikus CARP feladat targya-
lasa kovetkezik. A feladat matematikai modelljének pontos bemutatasa utan megol-
dasok elgallitasara alkalmas heurisztikus algoritmusokat ismertetek. Ezeknek a kdzos
jellemz&je, hogy érvényes megoldast szolgaltatnak a feladatra, azonban nem kapunk
arrol informéciot, hogy a kapott megoldésok milyen mingségtick. Ebben nytijtanak
segitséget a mésodik részben ismertetésre keriilg also6 korlat-becslé algoritmusok.
Ezek segitségével bizonyos esetekben még a megoldas optimalitdsdnak ténye is meg-
allapithatd. A szakirodalomban négy kiilonb6z6 benchmark-adatbéazist hasznalnak
a CARP-megoldé algoritmusok hatékonysagénak felmérésére, amelyek gdb [6], val

[11], kshs [29] és egl [18] néven ismertek, és az interneten elérhetGek [8].

O e
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1. abra. A ¢db19 feladat

Az 1. 4bran az emlitett adatbéazisok egyik feladata lathato. A tovabbiakban is ezt
az egyszerd minta grafot fogom hasznalni illusztracioként. A dep6 az l-es csucsban
talalhato, 3 robotunk &ll rendelkezésre 27 kapacitassal. Az éleken vesszével elva-

lasztva a hozzajuk tartozo koltség és igény olvashato.

2.1. Matematikai modell

A CARP matematikai modelljétn Golden és Wong [24] cikke, valamint Assad és
Golden [4] kényve alapjan mutatom be. A CARP egészértéki programozasi feladat-

ként definidlhatd. A hasznalt jelolések a kovetkezGek:
e G = (V,E) : irdnyitatlan graf, amelyben az 1-es cstics a dep6
o ¢;j :az (i,7) € £ él koltsége
o d; :az (i,j) € E él igénye
e (G csucsait 1,...,n-nel jeloljik, és az 1 csics lesz a depd

5



e (' : a robotok kapacitasa

Feltessziik, hogy V(i,7) : C' > d;;

e K : a robotok szdma

e R : a porzitiv igénnyel rendelkezé élek halmaza

e N(i):

Bevezetiink még 4 valtozo-csoportot:

xfj legyen 1, ha a k robot athalad e(i, j)-n i-bdl j felé, kiilonben pedig 0

olfj

felé, kiilonben 0

az 1 csticesal szomszédos estucsok halmaza G-ben

legyen 1, ha a k robot kiszolgalja e(i, j)-t mikozben athalad rajta i-bél j

e uf legyen 1, ha S-bsl nem 1ép ki olyan él, amin &thalad a k robot, kiilonben 0

e % legyen 1, ha S-ben van olyan kir, amin a k robot végighalad, kiilonben 0

Ezekkel a jelolésekkel a CARP az alabbi modon irhato fel:
(CARP)

MmZZc,] Ty

k=1 (i,5)

Feltételek:

Z ('sz - 332) =0
JEN(3)
k
ng Z lzg
K

S+ =1

k=1
ZZM <C

15 k. € {0,1}

159 Vg

Z :L‘k —n?yk <9 -1
(1,7)€(S,5)

k k
Z Ty +ug >1
(4,5)€(S,5)
uf +yh <1, ul,yk € {0,1}

VieVik=1,...,

V(i,j) € B,k =1,...

V(i,j) € Ek=1,...

VS0 £ScCi{2...

VS0 £SC{2,...

VS:0#ScC{2...



Az (1) feltétel azt garantéalja, hogy az egyes robotok utvonala folyamatos, azaz
minden egyes csiicshol pontosan annyi kimend élen halad 4t a robot, mint amennyi
bejovs élen. A (2) feltétel megszabja hogy egy kiszolgalt élen mindenképpen végig
is kell a megfelel§ irdanyban haladnia a robotnak, a (3) miatt pedig minden igénnyel
rendelkez6 élt ki kell szolgalni. A (4) minden robot esetén azt jelenti, hogy az altala
kiszolgalt élek igényének Gsszege nem haladja meg a kapacitast. Az (5) feltétel azt a
tényt irja le, hogy minden élen, minden irdnyban egy robot legfeljebb egy alkalom-
mal haladhat végig. Megfigyelhetjiik hogy eddig |V | «K + K+ | E |+ | E | *K %2
darab feltételt irtunk fel. A modell nehézségét azonban a kovetkezs (6)(7)(8) felté-
telek adjak, melyek szama a benniik szerepl6 lehetséges S halmazok szdma miatt
exponencialisan sok. Ezeknek a feltételeknek kozosen az a jelentése, hogy egyrészt
megtiltjak, hogy 6ssze nem kapcsol6do korokbal 4116 megoldast elfogadjunk (6nma-
gaban az (1) feltétel ezt megengedi), masrészt viszont lehetévé teszik, hogy zart

koroket tartalmazé ttvonalakat elfogadjunk.

2.2. A CARP megoldasa

A CARP feladat NP-teljessége miatt nem létezik olyan eljards, ami varhatéan
polinomiélisan sok lépésben megad egy optimalis megoldast, de a feladattal foglal-
kozo6 kutatok hatékony heurisztikus modszereket dolgoztak ki a CARP megoldésara.
Ezek, bar az altaluk szolgaltatott megoldasok optimalitasarol semmi nem allithato,
érvényes megoldasokat szolgaltatnak a feladatokra. Az évek soran folyamatosan fej-
lesztették Gket, és a felmeriil specialis feladatok megoldasara alkalmas valtozatok

lattak napvilagot.

@ 28 @k 1.5 O: 7.2

4.5

)

2. abra. Optimalis megoldas a gdbl9 feladatra

A megoldasra hasznalt klasszikus heurisztikikat mutatom be a kovetkezGkben.
Ma mar léteznek ezeknél hatékonyabb algoritmusok a hagyoményos CARP meg-
oldasara is, de ezek a bonyolult eljarasok is az egyszer(i heurisztikdkon, Gtleteken

alapulnak. A kovetkez§ jeloléseket vezetem be segitségiil az algoritmusok leirdsdhoz:
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2.2.1.

e RE : a ki nem szolgalt igénnyel rendelkez6 élek halmaza az eljarasok kozben

e RD : a ki nem szolgilt igények Osszege az eljarasok kdzben

e SP(i,j) : az i-b6l j-be vezets legrovidebb ut koltsége

Path Scanning algoritmus

Algoritmus 1 Path Scanning algoritmus

1: while (RE # () do

— =
=

12:

Legyen X egy iires kor
while (X iires, vagy az el6z6 lépésben tudtunk élt hozzaadni) do
function ELT VALASZT(X)
X-hez egy hozzdadando6 élt kivalaszt
end function
if (A kivalasztott élt hozzaadva a robot kapacitésat tullépjiik) then
Hazatérés a depoba a legrovidebb tton
else
A kivalasztott ¢l hozzdadasa X-hez
end if

end while

13: end while

A Path-Scanning algoritmus Golden, DeArmon és Baker 1983-as cikkében jelent

meg.|[6] Legnagyobb el6nye az egyszer( szerkezete és konnyt implementalhatosaga.

A szerzék 6t kiilonbo6z6 heurisztikat javasoltak a kovetkezdként hozzaadott él kiva-

lasztéséara.

Ha i az aktudlis utolso cstcs az X utvonalon, vegyiik hozza X-hez az (i, j) élt,

ha nem sért kapacitas-feltételt és

1.

¢;.j/RD minimalis, vagy
¢;.j/ RD maximalis, vagy
SP(j,1) minimalis, vagy
SP(j,1) maximalis, vagy

SP(j,1) maximalis, ha a robot kapacitasanak kevesebb mint a felét hasznalta
fel, kiilonben SP(7,1) minimalis.



Ezeket a heurisztikdkat onalloan hasznéltak, és mindegyikre kiilon Path-Scanning
algoritmust lefuttatva kivalasztottdk a legjobb eredményt. Ennek az eljarasnak a
neve Patch-Scanning. Ezt a késébbiekben Pearn fejlesztette tovabb tugy, hogy a
Path-Scanning algoritmus futas kézben minden lépésben véletlenszertien valasszon
ki egyet a heurisztikak koziil. [38]

Az 6t élvalaszto heurisztika miikodését a gdbl9 példan mutatom be. Az utolsod
heurisztikdt fogom hasznalni, de minden lépésben a tobbi altal ajanlott valasztasi
lehetGségeket is megadom. Az 3. Abrén az algoritmus elsG lépése lathato, az els
robot indul el a depobol. Kiilonbo6z§ szinekkel jeloltem a valaszthato éleket, rajtuk
pedig a hozzijuk tartozo c;;/RD illetve SP(j,1) értékeket vesszével elvalasztva.
Ezek alapjan az els§ és a harmadik heurisztika az (1,5) élt valasztja, a tobbi pedig

z (1,2) élt.

3/63,3

4/58.4

O O—F—0

3. dbra. Path-Scanning 1. lépése a gdbl9 feladatra

Az 6t6dik heurisztikaval az (1,2) él keriilt kivalasztasra. Ez az allapot lathato
a 4. abran. Ebben az esetben a kovetkezd 1épésben az elsé heurisztika a (2,3) élt

valasztja, a masodik a (2,4)-et, a harmadik a (2, 5)-6t, az utolso ketts pedig a (2, 7)-

et.
O—O—O—0

1. lépes B 2/49.6

4. abra. Path-Scanning 2. lépése a gdb19 feladatra




A (2,7) élen haladt tovabb a robot, ahogy a 5. abran lathato. Itt csak két él
koziil valaszthat. A (7,3) élt az els§ és a negyedik heurisztika alapjan vélaszthatja,
a tobbi szerint a (7,5) élen folytatja az utjat. Amikor athalad a kivalasztott (7,5)
élen, nem marad szabad kapacitasa, igy a legrovidebb tuton visszatar a depoba. A
robot végleges ttvonala a 6. 4bran lathato. A vékony z6ld vonallal jelolt (1,5) élen a
robot a depdba valé vissztérésekor a kiszolgalasa nélkiil halad végig. Az algoritmus
ugyanigy folytatodik a kévetkezd robot elindulaséval, és akkor ér véget, ha minden

igény kiszolgalasra keriilt, vagy elfogytak a rendelkezésre all6 robotok.

! / 7/40,1

()

. 6415
1. lepes 2. lepes

O
©
@
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5. abra. Path-Scanning 3. lépése a gdb19 feladatra

- 5 o
Vigsza a depoba O 3. lepes

1. lepes 2. lepes

()
)
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©
@

6. abra. Path-Scanning 4. lépése a gdb19 feladatra

2.2.2. Augment-Merge algoritmus

Az Augment-Merge algoritmust Golden és Wong 1981-ben megjelent munkéjuk-
ban mutattak be. [24] A megtakaritds kiilonb6z6 értelmezésével tobb varidcoban is
megvalosithato az algoritmus, és igy kiilonb6z6 megoldasokat kaphatunk. Az algo-
ritmust ismét a gdb19 feladaton mutatom be. Megtakaritasként a megtett itvonalak
koltségének csokkenését értelmeztem.

Az els6 lépésben a graf minden éléhez kiilon 1étrehozott korok kozil a (2,3) a

leghosszabb. Az ezen szerepls élek koziil (7,2)-t és (3,7)-et vehetjiik hozza a ka-

10



Algoritmus 2 Augment-Merge algoritmus
1: G Minden éléhez egy kiilon kort hozunk létre, ezek halmaza H

2: function AUGMENT

3: while H # () do

4: Legyen a leghosszabb H-beli kor X

5: while (X ki nem szolgalt élei koziil tudunk kiszolgalasra
valasztani olyat, ami nem sért kapacitas-feltételt) do

6 A kivalasztott ¢l hozzdadasa X-hez

7 A hozzaadott élhez tartozo kort toroljiik H-bol

8: end while

9 end while

10: end function

11: A keletkezett kordk halmaza legyen L

12: function MERGE

13: Minden L-beli kérparra szamoljuk ki, hogy a két kor unidjanak koltsége

mennyi megtakaritassal jar a két kor kiilon vett koltségéhez képest
14: while (L-ben van két olyan kor, amelyeket Gsszekapcsolva nem sértiink

kapacitas-feltételt és a megtakaritasuk pozitiv) do

15: Kapcsoljuk 0ssze a legnagyobb megtakaritassal egyesithet part
16: Frissitsiik a kor-parok megtakaritasait
17: end while

18: end function

pacitaskorlat betartasa mellett, az ezekhez tartozo kiilon kordket pedig toroljiik. A
fennmaradé korok koziil a leghosszabb a (4,2) élhez tartozd, ehhez is hozza lehet

venni éleket. Az igy keletkezett korokhoz tartozo élek lathatoak a 7. dbran.

4.3 a 2,9

O O =0

7. abra. Augment-Merge 1. lépése a gdbl19 feladatra
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A nagy korok, és a benniik szerepld kiszolgélt élek:
1. {(2,3)(2,7)(3,7)}, koltsége 17, hasznalt kapacitasa 21
2. {(2,4)(1,2)(1,4)}, koltsége 16, hasznalt kapacitésa 17
3. {(6,8)(1,6)}, koltsége 14, hasznalt kapacitasa 13
4. {(5,7)(1,5)}, koltsége 14, hasznalt kapacitasa 14
5. {(2,5)}, koltsége 10, hasznélt kapacitésa 1
A nagy korokbol képzett, kapacitast nem sérté parokhoz tartozé megtakaritasok:
e 1UDH: 8
e 2U5: 0
e 3UH:0
e 3U4: 0
o 4Ub: 8

Az egyforman 8 megtakaritassal jaro 1 U5 és 4 U 5 egyesitések koziil a kapacitast
jobban kihasznald 1 U 5-re esik a valasztas. A keletkezG kor koltsége 19, hasznalt
kapacitasa 22 lesz. A kapacitas megsértése nélkiil a korok koziil mar csak a 3-as és
4-es egyesithetd 0 megtakaritassal. A megoldéasként keletkezs 3 ttvonal kiilonb6z6

szinnel lathato a 8. 4bran.

8. dbra. Augment-Merge eredménye a gdb19 feladatra
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2.2.3. Construct and Strike algoritmus

Algoritmus 3 Contsruct and Strike algoritmus
1: while (RE # 0) do

2. while (RE # () és lehet kort létrehozni) do

3: function CONSTRUCT

4: Hozzunk létre egy X kort élek hozzdadaséval

5: tgy, hogy RE \ X Osszefliggd maradjon

6: end function

7: function STRIKE

8: G-bdl vegyiik el X-et

9: RE =RE\ X

10: end function

11: A Match altal korabban hozzaadott élek eltavolitasa G-bél
12: function MATcCH

13: Oldjuk meg a Matching feladatot G-n

14: Adjuk hozza G-hez a sziikséges éleket, hogy Euler-grafot kapjunk
15: end function

16: end while

17: end while

Christofides 1973-as cikkében [13] a stlyozott kinai postas feladat (Capacitated
Chinese Postmen Problem, CCPP) bemutatésa mellett ismertette a Construct and
Strike algoritmust, mint megoldési mddszert. A CCPP a CARP azon specialis esete,
amikor a graf minden éléhez porzitiv igény tartozik, igy ez az algoritmus a CARP
megoldasara valtoztatas nélkiil alkalmas. A szerz§ nem adta meg pontosan a Con-
struct 1épésben hasznalatos élvalasztési kritériumot, erre altalaban a Path-Scanning
algoritmus targyalasakor méar bemutatott heurisztikik egyikét szokas hasznalni. Az
algoritmus miikédésének bemutatasihoz, csakigy mint a Path-Scanning esetén, az
5. heurisztikit fogom hasznélni.

A Construct and Strike elsG lépéseként az alkalmazott heurisztikiaval ugyanazt
az Gtvonalat kapjuk mint a Path-Scanning esetében, ez a 6. 4bran mar lathato volt.
A kovetkezs lépésben a kiszolgélt éleket elvessziik a grafbol, a 0 foku csticsokkal

egyiitt. A megmarado G’ graf lathato a 9. abran.
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5,5 33

9. abra. Construct and Strike, els§ ttvonal elvétele a gdb19 feladat esetén

Erre megoldva a Matching feladatot, a 10. 4bran lathat6 grafot kapjuk, szagga-

tottan jelolve a Matching altal hozzavett éleket.

9.6

10. abra. Construct and Strike, els§ Matching feladat megoldasa a gdbl9 feladatra

Ebben a grafban a 11. dbran lathatd kor keriil kivalasztasra az 5. heurisztika
alapjan. Ennek a kornek az éleit, és a korabban a Matching altal hozzavett éleket
a grafbol elvéve, majd a maradék grafon a Matchinget djra megoldva, és 4j kort

keresve kapjuk a 12. dbran lathaté megoldéast.

9.6

11. abra. Construct and Strike, masodik tutvonal a gdb19 feladatra
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12. abra. Construct and Strike, harmadik ttvonal a gdbl9 feladatra

2.2.4. Metaheurisztikak

Az elmilt évtizedben a probléma-specifikus eljarasok és klasszikus heurisztikak
fejlesztésével szemben nagy szerepet kaptak az optimalizalasi feladatok megoldéasa-
ban a metaheurisztikik. A metaheurisztikdk olyan eljarasok, amelyek az adott fel-
adat egy megoldas-jeloltjét iterativan probaljak meg tovabb javitani. Mikodéstikhoz
nem kell sok feltételt szabni a feladattal kapcsolatban, és a megoldasok allapotte-
rét nagyon hatékonyan be tudjak jarni. Hatranyuk, hogy nem adnak informéciot a
megoldas koltségérsl az optimalis megoldashoz képest. Szamos tipusuk koziil azokat
fogom megemliteni, amelyek segitségével a CARP-ot megoldottak.

A Simulated Annealing egy 1épésében az addigi megoldés-jeldlt segitségével va-
laszt egy 1j megoldast, majd p valoszintiséggel elfogadja azt 4j jeloltnek. A p valo-
sziniiséget a két megoldas koltségének viszonya hatarozza meg, ha az 0j megoldas
koltsége kisebb, mint az addigi jelolt akkor p = 1, és mindenképpen elfogadja az j
megoldast 4j jeloltnek. Az algoritmus el6rehaladaséval a p értéke egy paraméter altal
szabalyozva folyamatosan csokken. Eglese 1994-ben mutatott be egy ilyen eljarast
az utcak sikossdgmentesitésének problémajara. 18]

Egy maéasik metaheurisztika a Tabu keresés, amelyben egy folyamatosan frissi-
tett listank van azokrdl a megoldésokrol, amelyekre nem szeretnénk tovabblépni az
aktualis megoldas-jeloltrél. Ez a lista nem csak a rosszabbnak vélt, hanem azokat
a megoldéasokat is tartalmazhatja, amelyeket kordbban mér bejartunk. Minden 1é-
pésben keresiink egy olyan 1j megoldast, amely nem szerepel a listaban, és arra
tovabblépiink. Fzt az eljarast hasznalja a CARPET nev( algoritmus, amelyet Herz
és tarsai publikaltak 2000-ben. [26] Valamint létezik egy teljesen determinisztikus
Tabu keresés is a CARP megoldasara, amely érvénytelen megoldasokat is megenged,

viszont biinteti Gket a koltségfiiggvényben. |12]
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A metaheurisztikdk Gjabb csoportjat alkotjdk a genetikus algoritmusok. Ezeknek
szamos tipusa létezik, azonban az alapelv kozos benniik: megoldasok egy halmazabol
az elemek egymassal valo keresztezésével egy 1j halmaz keletkezik, amelybdl a meg-
felelg elemeket az 1in. fitnessiik alapjan kivalasztjuk és az igy kapott halmaz elemeit
ujra keresztezziik egymassal. Lacomme 2004-ben bemutatott genetikus algoritmusa
[30] egyike a legjobban teljesit6 CARP-megold6 eljarasoknak. Az elemek kereszte-
zése egyetlen nagy korrel torténik, és a fitnesst az hatarozza meg, hogy a kor milyen
jol darabolhato fel kisebb kordkre.

2.3. Also6 korlat becslések

A heurisztikdk és metaheurisztikak eredményeinek vizsgalatahoz sziikséges, hogy
a kapott megoldasok koltségét el tudjuk helyezni az optimalis megoldas kéltségéhez
viszonyitva. Az optimalis megoldast azonban csak a legritkibb esetekben ismerjiik.
Ilyenkor lehet hasznos olyan korlatok ismerete, amelyek alulrol becsiilik az optimalis
megoldast, és igy segitségiikkel feliilr6l becsiilhetjiik a megoldasaink eltérését az
optimélishoz képest.

Ezeknek az als6 korlatoknak az elGallitasara szamos eljaras létezik, amelyeket
alapvetfen két csoportba sorolhatunk. Az elsé csoportba tartoznak azok az also
korlatok, amelyek csak grafelméleti szemponthol kozelitik meg a feladatot. A maso-
dikba pedig azok, amelyek lineéris programozasi modellt is hasznalnak. Az elébbiek
tobbsége Matching algoritmust hasznal az alsé korlat szamitasahoz.

Fontos megjegyezni, hogy az alsé korlatot szamol6d algoritmusok &ltalaban nem
foglalkoznak a pozitiv igénnyel rendelkezé élek bejarasanak koltségével, hiszen a fel-
adat megoldasa miatt azokat legalabb egyszer mindenképpen be kell jarni. Azokat
az éleket, amelyeket ezeken kiviil kell bejarni, vagy amelyeket ezek koziil tobb al-
kalommal is be kell jarni, sziikségtelen éleknek nevezziik. Az el6bbi megjegyzéssel
Osszevetve lathato, hogy egy alsoé korlat meghatarozasa ekvivalens a sziikségtelen
élek koltségének meghatirozasaval.

Az els6 algoritmus, amellyel also korlatot lehet szamitani, a CARP-pal egyiitt je-
lent meg Golden és Wong cikkében. [24] Ez az algoritmus, az MLB (Matching Lower
Bound) tgy probalja megbecsiilni a sziikségtelen élek koltségét, hogy az eredeti G
graf alapjan bizonyos szabalyokkal felépitett G’ grafra megkeresi az optimalis Mat-
ching értékét. Ezt ugy teszi, hogy elGszor a depobdl kiléps élek szamat hasonlitja
Ossze a minimalisan sziikséges robotok szaméaval, tehéat az (1, G\ 1) vagast vizsgalja.
Mivel a depobol minden robotnak ki kell lépnie, és utana vissza is kell érkeznie,
igy a depobdl ki vagy belépd ttvonalak szamanak legalabb annyinak kell lennie,

mint a sziikséges robotok szamanak kétszerese. Ez alapjan épiti fel az 4j G grafot,
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amelynek egyik tulajdonsaga, hogy a depd tobb példanyban taldlhaté meg benne,
valamint bizonyos csticsok helyett megfelel§ tulajdonsagu élek szerepelnek.

Egy méasik megkozelitést alkalmaz az NSLB (Node Scanning Lower Bound),
amely az R-beli (azaz pozitiv igénnyel rendelkezd) élek depotol vett tavolsaga alap-
jan becsiili meg a hozzajuk valo eljutashoz sziikséges utak minimélis hosszat. [36] Ez
az MLB-nél csak néhany specialis feltétel teljesiilése esetén ad jobb korlatot, viszont
a kett6t 6tvoz6 MPLB (Matching Path Lower Bound) mindketténél jobb eredményt
szolgaltat. [37] Ezt ugy teszi, hogy az NSLB-t bizonyos részgrafokra felhasznalva
épit fel egy G’ grafot, amelyre utana kiszamitja az optimalis Matching értékét. Et-
t6l csak a G graf felépitésének modjaban kiilonbozik az LB1, [11] amely a legjobb
eredményt adja azok koziil az alsé korlatok koziil, amelyek csak a (1,G \ 1) vagast
hasznaljak fel.

A hatékonyabb eljarasok més vagasokat is hasznélnak. Legyen U egy depot tar-
talmazoé csticshalmaz. Az U altal generalt részgraf, valamint a V' \ U komplementer
csicshalmaz altal generalt részgraf koltségét LB1 korlattal becsiilve, és ezt kiilon-
b6z6 U halmazokra tobbszor ismételve, a kapott korlatok maximuma lesz az LB2
also korlat. Fontos megemliteni, hogy az egy lépésen beliil haszndlt vagasok mindig
diszjunktak. [11] A legjobb alsé korlat amely Matching-et hasznal, az MCNDLB
(Multiple Cuts Node Duplication Lower Bound), amely az LB2 elvén alapul, azon-
ban minden egyes lépésben egy hatékonyabb algorimust hasznal a G \ G(U) graf
koltségének becslésére. [42]

Az also korlat becslések masodik nagy csoportjat alkoto eljarasok a CARP-nak,
vagy valamelyik vele rokon feladatnak a relaxaciojat oldjak meg. Belenguer és Be-
navent 1998-ban ismertettek egy eljarast, amely vagosik modszerrel oldja meg a
CARP relaxaciot. [9] Két feltétel-csoportot hasznalnak a megoldasban. A kapacitéas-
feltételek 1ényege, hogy minden vagas esetében a depdt nem tartalmazd H részgrafra
a vagason keresztiil legalabb annyi robotnak oda-vissza végig kell haladnia, amennyi
a H-beli igények kiszolgalasdhoz legalabb sziikséges. Paratlan vagésnak nevezziik, ha
egy vagas paratlan szamu élbdl all. Ezek esetében a paratlan vagas feltétel az, hogy a
paratlan szamia élen oda és vissza is at kell haladni, tehat legalabb egy sziikségtelen
él keletkezik. A feltételek szemléletes jelentése tehat az, hogy egy adott élhalmazhoz
legalabb hany sziikségtelen él tartozik.

A HRLB (Hierarchical Relaxations Lower Bound) 2002-b6l az LB2-h6z hason-
loan iterativan valaszt vagasokat, és altaluk érvényes feltételeket, amelyekre meghe-
csiili a sziikségtelen élek koltségének minimumat. [3] A hasznélt vagasok a korabbi
modszerektdl eltéréen nem diszjunktak, igy egyes élek tébb élhalmazhoz tartozo

feltételben is szerepelnek, és a keletkez6 relaxacios feladat megoldasaval pontosabb
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becslés kaphato az alsé korlatra. Minden egyes 1épésben a kordbbi vagasok altal lét-
rejott feltételeket is felhasznalja a relaxécid, amelyet minden 1épésben tjra meg kell
oldani.

A HRLB-vel egy id6ben Belenguer és Benavent bemutatta 0j vagosikos algorit-
musat. [10] A korabban altaluk, illetve a HRLB-ben is hasznalt kapacitas és paratlan
vagas feltételeken til tovabbi feltételeket, és a hozzajuk tartozé azonositési algorit-
musokat ismertettek, amelyek segitségével az Osszes tesztadaton elérték, vagy meg-
novelték az addig ismert also korlatokat, és ezzel egyiitt szdmos ismert megoldésrol

mutattdk meg, hogy optimalis.

2.4. A CARP optimalis megoldasa

Elsfordulhat bizonyos esetekben, ha masért nem is, matematikai kivancsisagbol,
hogy egy CARP feladatnak meg akarjuk tudni az optiméalis megoldasat, és nem
elégsziink meg a heurisztikdk eredményeivel. Mivel tudjuk, hogy a probléma NP-
nehéz, nem varhatjuk el, hogy minden esetben polinomiélis id6ben megkaphassuk a
megoldést, azonban vannak olyan eljarasok, amelyek segitségével bizonyos esetekben
ennél joval gyorsabban eljutunk az optimumhoz.

A CARP optimélis megoldasa Branch and Bound eljarason alapulé algoritmu-
sokkal lehetséges, melyek alapotlete az, hogy épiteni kell egy dontési fat amelyben a
megoldasok fel vannak sorolva. Alsé korlatok és megfelels vagésok segitségével a fa
bizonyos részeit le lehet vagni, ezutan el kell dénteni, hogy a fa melyik részére kell to-
vabbi vizsgalat céljabol tovabblépni. Az els§ ilyen megoldas a CARP-ra Hirabayashi
és szerzGtarsai nevéhez fiz6dik 1992-bél. 27|

A vagosik modszerrel kombinalva kapjuk a Branch and Cut algoritmust, amely a
dontési fa minden csicsaban néhany alkalommal megprobal érvényes egyenlGtlensé-
geket hozzaadni a feladathoz. Igy az also korlatok szamitasa a szomszédos cstcsokra
lassabb lesz az 1j feltételek miatt, a kapott korlatok viszont jobbak lesznek, igy
Osszességében kevesebb alkalommal kell az alsé korlatok szamitasat végrehajtani.
[31] Tovabbi valtozatai is léteznek a Branch and Bound algoritmusnak, azonban
ezeket nem kozvetleniil hasznaljak a CARP megoldéasara, hanem a bel6le konstrualt
CVRP feladatot oldjak meg. [15]

18



3. A CARP variansai

Ebben a fejezetben a klasszikus CARP feladat moédositott, illetve altalanositott
eseteit mutatom be. Mindegyikrél elmondhaté, hogy a valo életben felmeriils problé-
mak megoldéasa soran fogalmazodtak meg, mindegyik esethez legalabb egy példat is
megemlitek. Az egyes esetek megoldasi modszerei altalaban a probléméara egyedileg

konstruélt heurisztikdk, ezeknek a bemutatasa tilmutat a dolgozat keretein.

3.1. CARP iranyitott vagy vegyes grafokon

A klasszikus CARP feladat definiciojaban iranyitatlan graf szerepel, azonban
szamos gyakorlati alkalmazasi teriileten sziikség lehet egyirdnyu utcdk, illetve egy
utca két oldalanak kiilon, illetve akar parhuzamosan torténd kiszolgalasa is. Ezekhez
a CARP iranyitott, valamint vegyes grafon valo értelmezése sziikséges. Az igy kapott
feladatot iranyitott esetben DCARP-nak (Directed Capacitated Arc Routing Prob-
lem), vegyes graf esetében MCARP-nak(Mixed Capacitated Arc Routing Problem)
nevezziik. Fzekhez a feladatokhoz is léteznek interneten elérheté benchmark teszt-
adatok, amelyekkel az eljarasok tesztelhetGek.

Az MCARP megoldasa specidlisan megvaltoztatott Augment-Merge és Path-
Scanning algoritmusokkal lehetséges, amelyek figyelembe vesznek egyéb megszorita-
sokat, példaul tiltott fordulokat is.

3.2. CARP kiilonbozé célfiiggvényekkel

Minden grafbejarasi feladattal kapcsolatban elmondhato, hogy a szokasos cél-
fliggvény altalaban a teljes megtett it minimalizaldsara vonatkozik. Ezzel szemben
a gyakorlatban el6fordul, hogy ettdl kiilonb6z6 célok a fontosabbak, példaul a hasz-
nalt jarmiivek szaimanak minimalizalésa, a leghosszabb it hosszanak minimalizalasa,
vagy a terhelések egyenletes elosztasa a jarmiivek kozott.

Egy ilyen probléma, amikor kiilénb6z6 jarmitivekbdl allo flottank van, és az egyes
jarmtvek hasznélatdnak van egy fix koltsége. A feladat kittizésétdl fliggden az egyes
jarmttipusokbol végtelen sok, vagy akar megadott szamu is rendelkezésiinkre allhat.
Ilyenkor a célfiiggvény a jarmiihasznalatbol ereds fix koltségek és a megtett utvonal
hosszabol eredd koltség dsszege, amelyet minimalizélni akarunk.

A korabban emlitett MM k-CPP értelmezhets egy olyan CARP feladatként, ahol
a jarmi kapacitasa végtelen, és a cél pedig a leghosszabb it minimalizalasa.

A DCARP feladatnak létezik olyan verzidja, ahol az egyes éleken felmeriils kolt-
ség attol fiigg, hogy az élen mikor torténik az igény kiszolgalasa. A gyakorlatban
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felmeriil6 bizonyos esetekben, példaul a téli hoeltakaritaskor ez a megkozelités sok-

kal valoszertibb, mint szigora kiszolgéalasi hatarid6k megadasa.

3.3. CARP hatariddkkel

A CARP feladat hataridékkel (CARP with Time Windows, CARPTW) a klasszi-
kus CARP feladatnak felel meg, azzal a hozzdadott megkotéssel, hogy minden él
kiszolgalasanak egy megadott idintervallumon beliil kell megkezd&dnie.

A légiiranyitédsban a repiil6gép-jaratoknak fix indulési ideje van, vagy legfeljebb
nagyon kis cstiszas engedélyezett a tervezettdl, igy 0 hossztisagi, vagy nagyon révid
hataridékkel rendelkez6 CARPTW feladat irhato fel rajuk. Az utcaseprés szervezé-
sekor figyelembe kell venni a forgalmas idészakokat a kiemelt Gtvonalakon. A téli
sikossagmentesitésnél pedig bizonyos ttszakaszok elsGbbséget élveznek, tehat hama-

rabb kell 6ket takaritani, mint masokat. A felsorolt problémak mind megoldhatoak
CARPTW feladatként.

3.4. CARP t&bb depéval

A tobbdepds CARP (Multi Depot CARP, MD-CARP) egy olyan CARP feladat,
ahol az egyes jarmtivekhez kiilon-kiilon van megadva a cstics, ahonnan indulniuk, és
ahova érkezniiik kell. A leggyakoribb esetben az indulasi és érkezési dep6é megegyezik,
de eléfordul az is, hogy az indulési és érkezési hely kiilonboz6. Az MD-CARP felada-
tokban altalaban heterogén flotta szerepel, azaz a jarmtvek kapacitésai kiilonb6z&ek
lehetnek.

3.5. CARP kozbeesd allomasokkal

A CARP kozbeess allomasokkal(CARP with Intermediate Facilities, CARP-IF)
az el6z6 tobb depos eset egyik altalanositésa, amikor az egyes jarmivek az utvonaluk
bejarasa kozben kapacitasuk djratoltésére szorulnak, amit tobb kiilonb6z6 helyen
egyforman elvégezhetnek. Ez el6fordulhat példaul szemétszallitas esetében, amikor
egy varosban tobb szemétlerako is van, és el kell donteni, hogy a jarmtvek mikor

melyikbe menjenek lerakni az 6sszegytijtott szemetet.

3.6. CARP mozgb depodkkal

A CARP ezen verziojaban két kiillonbozd tipusi jarmd van, melyek koziil csak
az egyik tipus jar lerakodni a depdba, a masik tipus az el6z6 tipusa jarmiiveket lato-

gatja. Ennél a feladatnél az egyes jarmiitipusok itvonalanak meghatérozasa mellett
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el kell donteni, hogy két jarmi mikor és hol taldlkozzon atrakodas céljabol. Ez olyan
esetben lehet hasznos, amikor a kiszolgalo jarmii, példaul s6szord autd kisebb kapa-
citasi, és ezért rendszeresen utan kell tolteni egy nagyobb kapacitasi teherautobol,

aminek csak az a dolga, hogy a s6szor6 autot kiszolgalja.

3.7. CARP behajtasi engedélyekkel

Elsfordulhat hogy bizonyos megkdtések miatt, mint példdul magassagi korlat
egy alagttban, nem lehet minden élt minden jarmitvel kiszolgalni. Erre az esetre
vonatkozik a CARP behajtasi engedélyekkel, amelyben minden egyes ¢lhez meg van

adva, hogy a jarmiivek koziil melyik szolgalhatja azt ki.

3.8. Periodikus CARP

A periodikus CARP (Periodic CARP, PCARP) egy olyan CARP, ahol egy hosszabb
id6tartamot vesziink figyelembe, és az egyes éleket tobb alkalommal is ki kell szol-
galni. Ez el6fordul példaul a szemétszallitdsban, amikor bizonyos haztartasokbol
hetente 2-3 alkalommal is el kell szallitani a szemetet. A feladat kitiizéséhez alta-
laban az is hozzatartozik, hogy meg kell adni, hogy az egyes kiszolgalasi id6pontok

kozott legalabb és legfeljebb mennyi idének kell eltelnie.

3.9. CARP sztochasztikus igényekkel

A CARP sztochasztikus igényekkel annyiban kiilonbo6zik a klasszikus feladattol,
hogy az egyes élek igényei rogzitett értékek helyett valoszintiségi valtozok. Ez felme-
riillhet a szemétszallitads, a postai kézbesités, vagy a hoeltakaritas esetén is, amikor

a pontos igények nem ismertek.
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4.

A tobb depos CARP feladat

4.1. Matematikal modell

A t6bb depés CARP modelljében az eredetihez képest csak néhany valtozas

szerepel. A hasznalt jelolések:

e G = (V,E) : iranyitatlan graf

o ¢;;:az (i,j) € E ¢l koltsége

o d;; :az (i,j) € E él igénye

e (G csucsait 1,...,n-nel jeloljiik

e D, : ak robot depdja

e () : a k robot kapacitasa

e Feltessziik hogy V(i,j) Vk : Cy > d;;

e K :arobotok szdma

e R :a poritiv igénnyel rendelkez6 élek halmaza

e N (i) : az i csticesal szomszédos csiicsok halmaza G-ben

Bevezetjiik a klasszikus esetben is hasznalt 4 valtozo-csoportot:

. xf}h legyen 1, ha a k robot melynek a depdja h, athalad e(i, j)-n i-bsl j felé,

kiilonben pedig 0
lfj?h legyen 1, ha a k robot melynek a depdja h, kiszolgalja e(i, j)-t mikézben
athalad rajta i-bol j felé

° ulg’h legyen 1, ha S-bél nem lép ki olyan él, amin athalad a h depébdl indulo
k robot, kiilénben 0

° yg’h legyen 1, ha S-ben van olyan kor, amin a h depébol induld k robot végig-
halad, kiilonben 0

(MD-CARP)



Feltételek:

S @t -2 =0 VieVk=1,...,K (9)
JEN(i)
k,h k,h s —
L V(i,j) e B, k=1,...,K (10)
K
Do+ =1 v(ij)ep ()
k=1
> ity < Gy Vk (12)
i
150 b e 0,1} V(i 5), k (13)
> alt—niyb <9 -1 VS 0#£Sc{l,....n}\ Dy (14
(i.9)€(5.5)
Yol >1 VS:0#£Sc{l,....n}\ Dy, (15)
(i.9)€(5.5)
ub+ys <1, uf,yk € {0,1} VS:0£Sc{l,....n}\ Dy (16)

A (9)-(13) feltételek szinte teljesen megegyeznek az egy depos modellben latott
(1)-(5) feltételekkkel, egyediil a robot kapacitasat ellenérzs (12)-es feltétel jobb olda-
lara keriilt az egyedi kapacitas. A (14)-(16) feltételcsoportban jelentsebb valtozést
jelent, hogy a kiiliinb6z6 depdkhoz tartozo robotokhoz kiilénb&z6 S halmazok tar-
toznak. Ennek a harom feltételnek az értelmezéséhez meg kell figyelniink, hogy mar
az egy depo6s modellben sem volt semmilyen Osszefiiggés az egyes robotok ttvonala-
ira vonatkozo feltételek kozott, hiszen mindegyik benniik szereplé valtozo6 egyedileg
az adott robotra vonatkozik. Tehat ha az egy depds modellt agy tekintjiik, hogy
el6szor kivalasztunk egy robotot, majd a ra vonatkoz6 Osszes S halmazra felirjuk
a feltételeket, akkor ezt ugyantigy megtehetjiik itt is, és nem okoz problémat, hogy

maéasok lesznek az S halmazok.

4.2. Megoldasi médszerek

A t6bb depos CARP feladatra az egy deposhoz képest sokkal kevesebb specifikus
megoldas 1étezik. A Path-Scanning, Contstruct and Strike, Augment-Merge algorit-
musok egyszert modositasokkal alkalmassa tehetGek a megoldasra. Az egy depos
CARP-nal megismert also6 korlatokat meghatérozé eljardsok tébb dep6 esetén nem
ismertek, igy az algoritmusok hatékonysagarol nem rendelkeziink informacioval.

Az ismert metaheurisztikak segitségével ebben az esetben is lehet megoldasokat
talalni. Eglese a téli sikossagmentesitési feladatra adott egy megoldast, amely Si-

mulated Annealing-et hasznal [17], kés6bb ennek egy tovabbfejlesztett valtozatat is
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bemutatta. [32] Erdekes megoldasi dtleten alapul Amberg és tarsainak algoritmusa,
amely nem kozvetleniil a CARP feladatot, hanem a belGle szarmaztatott stlyozott
minimalis feszit6fa-problémat oldja meg Tabu kereséssel, majd az igy nyert megol-
déasbol kapja vissza a CARP megoldasat. [2] A t6bb depos CARP &ltalanositasanak
tekinthetd a kordbban méar emlitett CARP kozbiilsé alloméasokkal, erre ad megoldast

szomszédsagi kereséssel Polacek és tarsainak algoritmusa [39], valamint [1].
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5. Algoritmus a tobb dep6s CARP feladat megol-
dasara
5.1. Az eljaras osszefoglalasa

A megoldo eljaras otletéhez a CVRP egyik megoldasi modszerét vettem ala-
pul. A korabban emlitett CVRP a CARP-hoz nagyon hasonl6 feladat, azonban élek
helyett a graf bizonyos cstcsainak bejarasi sorrendjét kell megadni. Ennek a problé-
méanak még a CARP-nal is nagyobb ismertsége és szakirodalma van, a gyakorlatban
felmeriils szinte 6sszes logisztikai probléma ennek az altalanositasdnak tekithetd.

A CVRP egyik ilyen valtozata a Rich Pickup and Delivery Problem (RPDP),
ennek megoldasa kapcsan taldlkoztam az ALNS ( Adaptive Large Neighbourhood
Search) algoritmussal, amely egy Simulated Annealing-et hasznalé szomszédséagi ke-

resés, és részletes leirdsa [40]-ben olvashato.

Algoritmus 4 ALNS metaheurisztika
1: function ALNS(S, € megoldasok, ¢ € N)

2: Shest = S = So

3: repeat

4: s=S

5: q kiszolgalt igényt torliink s-bol

6: a ki nem szolgalt igényeket beillesztjiik s-be
7: if koltség(s) < koltség(Spest) then

&: Shest = S

9: end if

10: if elfogad(s, S) then

11: S=s

12: end if

13: torlG és beillesztG heurisztikak silyozasédnak frissitése
14: until megallasi feltétel teljesiil

15: end function

Az algoritmus egy Sy kezdeti megoldasbol indul ki, amelyet valamilyen egyszeri
heurisztikaval lehet elGallitani, majd a {6 részében minden egyes iteracidoban harom
lényeges 1épés torténik. ElGszor kivalasztunk egy torls algoritmust, amely bizonyos
szamu kiszolgalt élt eltavolit az aktualis S megoldasbol, az igy kapott megoldas s.
Ezutén egy beilleszt6 algoritmus kivalasztasa torténik meg, amely az RE-beli éleket
egyesével beilleszti s-be. A harmadik 1épésben kiszamitjuk, hogy mennyi a keletke-

zett s megoldas koltsége, és ez alapjan eldontjiik, hogyan folytatjuk az algoritmust.
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Ha az igy kapott s megoldas koltsége az eddigi legolcsobb, akkor elmentjiik 1j legol-
cs6bb megoldasként Sp.q-nek, és bedllitjuk, hogy a kévetkezd iteracios 1épésben méar
ebbdl a megoldasbol induljunk ki, vagyis ez legyen az S. Ha nem olcsobb, akkor az
alapjan, hogy mennyivel dragabb, egy kiilon eljarassal dontjiik el, hogy a kovetkezd
iteraciotol kezdve ez legyen-e S. Az ALNS egy tanul6 algoritmus, erre utal a nevében
talalhato "Adaptive" jelzG is. Az egyes t0rl6 és beilleszté heurisztikak teljesitményét
értékelve folyamatosan valtoztatja azok kivalasztasanak valoszintiségét. Az egysze-
riibb megvalésithatosag és a paraméterek pontosabb megvilasztasanak lehet&sége
miatt ezt a lépést kihagyom az algoritmusombdl, a heurisztikdkhoz rogzitett si-
lyozas fog tartozni. Az egyes lépéseket, a torl6 és beilleszté algoritmusok tipusait

részletesen is bemutatom.

5.2. A megoldasok felépitése

A CARP egy megoldasanak azt tekintjiik, ha a rendelkezésre &ll6 robotok mind-
egyikérsl meg tudjuk mondani, hogy milyen sorrendben jarja be G éleit, és ezek koziil
melyiket szolgalja ki, valamint az dsszes R-beli élt kiszolgalja valamelyik robot. Meg-
figyelhetd, hogy a ki nem szolgélt élek két szempontbol fontosak a megoldésokban:
az egyik, hogy az utvonalak folytonossagat biztositjak, a masodik pedig az, hogy
rajtuk valo athaladas koltséggel jar. Barmely (a,b) és (c,d) kiszolgalt élek kozott
ki nem szolgélt élek sorozata talalhato (ami esetleg O hosszisagu). Ha ezt az élso-
rozatot a b és ¢ kozotti legrovidebb tthoz tartozo élek sorozatéaval helyettesitjiik,
akkor szintén megoldast kapunk, amelynek koltsége legfeljebb annyi, mint az eredeti
megoldés koltsége. Ha tehat minden robothoz megadjuk az altala kiszolgdlt élek
sorozatat tgy, hogy minden kiszolgalt élhez megadjuk azt is, hogy milyen irdnyban
halad at rajta a robot a kiszolgalasakor, akkor egyértelmtien definidlt bejarast ka-
punk. A 13. dbran a gdb19 feladat optimalis megoldéasa lathaté ilyen forméban, az
egyes éleken olvashato szam azt jeloli, hogy a robot altal kiszolgalt igények soraban
hényadik helyen szerepel az adott él.

Gondot jelenthet viszont az, hogy a CARP matematikai modellje nem engedi
meg, hogy egy élen egy irdnyban tobb alkalommal is dthaladjon egy robot, és nem
tudhatjuk elére, hogy a legrovidebb utak hasznalnak-e azonos éleket tobb alkalom-

mal. Erre a problémara jelent megoldast az alabbi allitas:

5.1. Allitds. A CARP barmely, kiszolgdlt élek sorrendje és kiszolgdldsuk irdnya dl-
tal definidlt megolddsdbol eldallithato olyan, legfeljebb ugyanakkora kéltségid megol-
dds, amelyben minden €l minden robot utvonaldban eqy irdnyban legfeljebb eqyszer

szerepel.
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13. abra. A gdbl19 feladathoz tartoz6 optimalis megoldas felépitése

Bizonyitas: Megadunk egy eljarast, amely minden ttvonalat kiilén-kiilon atala-

kit agy, hogy megfeleljen a szabalyoknak.

e (. lépés: Tobbszor el6forduld élek megkeresése. Ha egy él tobbszor fordul eld,
akkor a kiszolgalasa "athelyezheté" az élek kozott, vagyis mindegy, hogy a

kiszolgalasa melyik dthaladaskor torténik meg.

e 1. lépés: Valasszuk ki azt az élt, amelyik a legtobbszor fordul elg. Ha ennek
az elGfordulasa ketténél kevesebb, vagy kettG és az él R-beli, vagy kettd, és
ellentétes iranytak az athaladasok, 1épjiink tovabb a koévetkezd 1épésre. Ha
kettonél tobbszor fordul els, akkor lennie kell két olyan elGfordulasdnak, ami-
kor ugyanolyan iranyban halad rajta a robot. Keressiik meg ezt a két el6-
fordulasat, és ha ezek koziil valamelyiken torténik meg a kiszolgalésa, akkor
azt helyezziik at egy maésik el6fordulasra. A maésik lehetséges eset az, hogy
kett&szor fordul els, azonos iranyban és nem R-beli az él. Mindkét esetben
van egy olyan utvonalunk, amely Dj-ban kezd&dik és végzidik, és van rajta
egy (i,7) él amelyen ebben a sorrendben két alkalommal is végighalad a ro-
bot, de egyik esetben sem szolgédlja ki az élt. Legyenek a két végighaladas
kozotti csucsok: 2, 7, X1, o, ..., L1, T, 1, J. Bz az ttvonalrészlet lathato a 14
abran. Helyettesitsiik ezt a cstcs-sorozatot ¢, x,,, Tpm_1, ..., T2, 1, J-vel, ami a
15 abran lathato. Ekkor a robot altal kiszolgalt élek halmaza nem valtozik,
tehat megoldast kaptunk, viszont a keletkezett tutvonalbol kikeriilt az (i, j)
¢l mindkét dthaladésa, tehat a kapott megoldéas koltsége 2 * ¢; j-vel kevesebb
mint elGtte. Bzt a 1épést egészen addig ismételjiik, amig taldlunk olyan élt,
ami megfelel a feltételeknek, és mivel kézben az ttvonal hossza csokken, igy

az eljaras el6bb-utobb véget ér.

e 2. lépés: Vélasszuk ki az elsd olyan élt, amelyen kétszer haladunk &t azonos

irdnyban, ezek koziil az egyik alkalommal ki is szolgaljuk. Ha ilyen nincs, ak-
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14. abra. Utvonal, amelyben az (i, ) él ugyanabban az iranyban két alkalommal

O ORON0

15. abra. Utvonal az 1. lépésben végrehajtott csere utan

szerepel

kor készen vagyunk. Tegyiik fel hogy talaltunk egy ilyen (i,j) élt. Ekkor a
két athaladas kozotti atvonal i, j, x1, 29, ..., Tpm_1, Tm, 1, alakd. Ez lathato a
16 abran, ahol az (i,7) él piros szine jeloli az él kiszolgalasat. Helyettesitsiik
ezt i, 7,4, Tm, Tm_1, - - -, Ta, 1, J Utvonallal. Ekkor egy olyan dtvonalat kapunk,
amelynek hossza megegyezik az eredetivel, viszont benne az (7, j) élt mar a 17
abran lathaté modon, szabélyosan jarjuk be, mindkét irdnyban egy alkalom-
mal. Ezutan lépjiink vissza az el6z6 1épésre. Mivel az (7,7) él két ellentétes
irAnyt bejardsa egymés mellé keriilt, igy barmely késGbbi lépésben torténd
bejarasi sorrend csere utan szintén ellentétes irdnyd marad a bejarasuk, tehat
ezzel az élen tobbet nem kell javitanunk,vagyis a javitasra szorul6 élek szdma

csOkkent, igy nem keriilhetiink végtelen ciklusba. [

On08 ORONORM0

16. abra. Utvonal, amelyben az (i,j) ¢l ugyanabban az irdnyban két alkalommal

szerepel, és ezek koziil az egyik alkalommal kiszolgélasra keriil

O 008 ORON0,

17. abra. Utvonal a 2. lépésben végrehajtott csere utan
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Megjegyzendd, hogy mivel az élek tObbszoros bejarasa tobbletkoltséget okoz,
ezért a kapott megoldas elegend§ iteracios 1épés utan nem fog tobbszoros élbejara-
sokat tartalmazni, tehat ez a javito algoritmus csak elméleti szempontbol fontos. Az
allitas alapjan megtehetjiik, hogy a megoldasokat olyan formaban keressiik, hogy
minden egyes robothoz megadjuk az élek kiszolgalasanak sorrendjét és iranyat.

Egy kapott S megoldas C'(S)-sel jelolt koltségét a alabbi képlet hatarozza meg:

C(S) = Z cijz" + REs * Crp
(4,9)

A képletben szereplé6 RFEg az S megoldasban ki nem szolgalt igények szamét jeloli,

a Crp paraméter pedig a ki nem szolgalt igényekhez tartozo biintetést.

5.3. Floyd-Warshall algoritmus

A CARP-ot megoldo eljarés elsé 1épése, hogy minden u, v csticsparhoz meghata-
rozzuk a koztiik levé legrovidebb ut koltségét. Erre a célra Floyd-Warshall algorit-
must hasznalok, amely O(n?) lépésben a grafban levé dsszes pontparhoz meghaté-

rozza a legrévidebb utak koltségét.

Algoritmus 5 Floyd-Warshall algoritmus
1: pathli][j] = ¢ ;, ha (i,7) € E; 0 ha i = j; kiilénben oo

2. fori=1...ndo

3: for j=1...ndo

4 for k=1...ndo

5 pathl[i][j] = min(pathli][j], path[i][k] + path[k][j])
6: end for

7 end for

8 end for

Az eljarast Robert W. Floyd 1962-ben publikalta |21], téle fiiggetleniil alkal-
mazta Stephen Warshall grafok tranzitiv lezartjanak meghatarozasara. Eredménye-
ként csak az egyes pontparokhoz tartozo legrévidebb ut koltségét kapjuk meg, magat
az utvonalat nem. Amennyiben ez sziikséges, az utvonalak megkapasara az algorit-
mus egy modositott valtozatat lehet hasznalni. A bemutatésra keriil6 modszer soran
ezt nem hasznaljuk, hiszen az algoritmus futasa kozben keletkez6 ttvonalaknak csak
a koltségét hasznaljuk fel, maga a konkrét bejarasi utvonal egy koztes lépésben nem
hordoz informéciot. Az eredményiil kapott megoldasban szerepld utvonalak példaul
Dijkstra-algoritmussal megkaphatoak, igy csak a feltétleniil sziikséges utak keriilnek

kiszamitasra.
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5.4. Kezdeti megoldas

A szomszédsagi keresés kezdeti megoldésanak elGallitdsara Path-Scanning algo-
ritmust alkalmazok. Az élvalasztési kritériumokat az aldbbiak szerint hataroztam
meg, mindegyik esetben feltételezve azt, hogy a jarmi az adott lépésben az i cstics-

ban van:

1. Valasszuk ki a legkisebb ki nem szolgalt igénnyel rendelkezé (i, j) élt, ha ilyen
nincs, akkor vilasszuk ki azt a ki nem szolgalt élt, amelyik ¢-bél a legrévidebb

aton elérhetd.

2. Valasszuk ki a legnagyobb ki nem szolgélt igénnyel rendelkezé (i, j) élt, ha ilyen
nincs, akkor valasszuk ki azt a ki nem szolgalt élt, amelyik -b6l a legrévidebb

aton elérhetd.

A kapott Sy megoldas Kgg koltsége, és egy p paraméter alapjan szamitjuk ki a

Simulated Annealing hasznéalatahoz sziikséges kezdeti hémérsékletet:

T _ —px Cso
start — T 11

1H§

Ezt a T értéket minden lépésben egy T, paraméterrel szorozva csokkentjiik. A hémér-
séklet arra szolgal, hogy segitségével meghatarozzuk egy kapott s megoldas elfoga-

dasanak valoszintiségét. Ennek pontos leirdsa a vonatkozo 5.8 szakaszban olvashato.

5.5. Costdifference matrix létrehozasa és frissitése

A kezdeti megoldas felépitése utan létrehozunk, és a késébbiekben folyamatosan
frissitiink egy tombot, amelyben minden &k robothoz és d ki nem szolgalt igényhez
elmentjiik, hogy a robot utvonalidba melyik helyen, milyen athaladési sorrendben
és milyen koltséggel lehet az igény kiszolgalasat beilleszteni. A tomb mérete |R| *
K x 3, azonban minden iteracios lépésben ebbdl csak az RE-beli igényekhez tartozo
értékeket hasznaljuk. A tomb egy [d, k| eleme, amely a d igényhez és k robothoz

tartozik, az alabbi informaciot tartalmazza:
e CDId, k]: a digény k robot utvonalaba valé legolesobb beillesztésének koltsége.

e INDId, k]: a legolcsobb lehetséges beillesztés sorszama a robot ttvonalaban,

azaz a k robot altal hanyadik kiszolgalt igény lenne a d.

e DIRId, k]: a legolcsobb lehetséges beillesztés esetén a robot milyen irdnyban
haladna at a d igényhez tartozo (i, j) élen, ahol ¢ és j gy van meghatéarozva,

hogy 7 < j.
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— ha a robot ¢ — j irdnyban halad végig az élen, mikozben a d igényt
kiszolgélja, akkor DIR[d, k| = 1

— ha a robot j — ¢ irdnyban halad végig az élen, mikoézben a d igényt
kiszolgélja, akkor DIR[d, k| =0

Egy [d, k] elem értékeinek kiszamitdsa az alabbi modon torténik, erre csak olyan
lépésben keriil sor, amikor d € RE. Tegyiik fel, hogy a k robot az aktudlis s meg-
oldasban z darab igényt szolgal ki, utvonalanak koltsége C(s) = ¢, fennmarado

kapacitasa pedig w.

Algoritmus 6 CostDifference frissitése
1: if di,j > w then

2: CDld, k] = 00

3: else

4: CDld, k] = 00

5: forind=1...24+1do

6: for dir=0...1do

7: Nllessziik be a d igényt a k robot ttvonaldba ugy,
hogy az ind-edik kiszolgalt igény legyen,
és a robot a dir irdnynak megfelelGen haladjon at rajta.

8: Legyen a keletkezett titvonal koltsége u

9: if u—c< CDId, k] then

10 CD[d, k] =u—c

11: INDId, k| = ind

12: DIRId, k] = dir

13: end if

14: Toroljiik ki a d igényt a k robot ttvonalabol

15: end for

16: end for

17: end if

Az algoritmussal kapott értékek a legkisebb koltségii beillesztési lehetéséghez
tartoznak. Megjegyzendd, hogy az IND[d, k| és DIR[d, k] értékeket csak abban az
esetben mentjiik el, ha C'D|d, k]-ra véges értéket kapunk. Ez azért lehetséges, mert
a kés6bbiekben csak azok koziil a C'D-beli értékek koziil fogunk valogatni, amelyek
végesek, a végtelen értékeket nem vessziik figyelembe. A frissitésre szoruld értékek
mindig azok, amelyeknek a kiszolgalasa megsziint, vagy amelyeknél az értékhez tar-
tozd k robot dtvonala megvaltozott. A sziikséges frissitések szamontartasara két

halmazt hasznalunk:
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e UR: elemei igények, d € UR azt jelenti, hogy a d igényhez tartoz6 Osszes

értéket frissiteni kell.

e UK: elemei robotok, £ € UK azt jelenti, hogy a k robothoz tartoz6 Osszes

értéket frissiteni kell.

A halmazok kiilonvalasztasara azért van sziikség, mert bizonyos lépésekben nem
sziikséges mindkét halmaz elemeinek frissitése. Ahol frissités torténik, ott mindig

meg fogom jegyezni, hogy az melyik halmazra vonatkozik.

5.6. Torlé algoritmusok

A t6rl6 algoritmusok az aktuélis S megoldasbol egyedi stratégiajuk szerint valasz-
tanak kiszolgalt igényeket, amelyek kiszolgalasat torlik a megoldasbol, és az éleket

athelyezik RE-be, a kiszolgdlatlan élek halmazaba. Egy torlés 1épései:
1. a torlendd igények kivalasztasa
2. a kivalasztott igények kikeriilnek a kivalasztott robot atvonalabol
3. az igények bekeriilnek RFE-be
4. a robot utvonaldnak koltsége tjraszamolodik
5. a robot bekeriil U K-ba

6. a torolt igények bekeriilnek U R-be

Az egyes torl6 algoritmusok csak az 1. lépésben kiilonboznek egyméstol, a tobbi
mindegyik esetében ugyanugy torténik. Az 1. lépésben tobbes szam hasznalatara
azért van sziikség, mert vannak olyan torl6 algoritmusok, amelyek egy lépésben tobb
élt, vagy akar egy egész robot utvonalat is kitorlik. Az egy iteracios lépésben torlésre
keriil6 igények 7' szdma minden egyes 1épésben a megadott korlatok koziil vélet-
lenszerten keriil kivalasztasra. A hasznélt also és fels korlatokat a T'I, paraméter
segitségével kapjuk meg: T'1 € {min(max(4, Tf‘é*R), 25) ... min(max(6, T1,* R),50)}
A torlési eljaras addig ismétlédik, amig a torolt igények szama el nem éri T1-t.

Mindegyik t6rl6 algoritmushoz tartozik egy paraméterként megadott sily, ame-
lyek alapjan minden iterdcios 1épésben véletlenszerien valasztjuk ki az aktudlis 1é-
pésben alkalmazasra keriil6 algoritmust.

A t6rl6 algoritmusokat az Augment-Merge algoritmus gdb19 feladatra adott meg-
oldasan mutatom be, amely a 18. abran lathato. Az egyszeriiség kedvéért a minimalis
TI = 4 esetet mutatom be, azaz a torlések addig folytatédnak, amig 4 igény torlésre

nem keriil. Az els6 ketts véletlen algoritmushoz nem mellékelek példakat.
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3.3 5.1 0.8

O o e

18. abra. Augment-Merge eredménye a gdbl9 feladatra, a torlG algoritmusok bemu-

@E lJ.

tatasdhoz

5.6.1. Véletlen torlé algoritmus

Ez a legegyszertibb t6rl6 algoritmus, véletlenszertien kivalaszt sziikséges szami

kiszolgalt igényt, és torli ket az Gket kiszolgald robotok titvonalaibol.

5.6.2. Véletlen titvonalat t6rl6 algoritmus

Kivéalaszt egy robotot véletlenszertien, és torli az Osszes altala kiszolgélt igény

kiszolgalasat.

5.6.3. Véletlen csiicshoz tartozo éleket torld algoritmus

Véletlenszertien kivalaszt egy csiicsot, és az Osszes ra illeszkedd élhez tartozo
kiszolgalt igényt torli. Példaul az 1-es csicsot valasztva az (1,2),(1,4),(1,5),(1,6)
élek kiszolgalasa keriil torlésre, amint az lathato a 19. d&bran. Az, hogy egy igény
kiszolgalasa torlésre keriil, nem feltéleniil jelenti azt, hogy utana a robot nem halad
at az élen. El6fordulhat, hogy két masik, altala kiszolgalt él kozott a torolt igényhez
tartozo él tovabbra is szerepel a legrévidebb ttvonalban. Ebben a konkrét példaban,
mivel a depora illeszked§ élek igényeinek kiszolgalasai torlédtek, ez mindegyik torolt

élre igaz.

5.6.4. Leghosszabb sziikségtelen titvonalat t6rl6 algoritmus

Megkeresi a leghosszabb olyan utat, amit egy robot két kiszolgalt él kozott tesz
meg, és az 0sszes kiszolgalt igényt torli az adott dtvonalbol. Ebben az esetben ez az
at a piros szinel jelolt robothoz tartozik, az (1,5) és (5,7) élek kiszolgalasa utan 8
koltséggel tér vissza az 1-es csicsig, hogy az (1,6) élt kiszolgéalja. A robot ttvonala-

nak torlése utani allapot lathato a 20. dbran.
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20. abra. Leghosszabb sziikségtelen atvonal torlésének eredménye a gdbl9 feladatra

5.6.5. Nem csatlakozé csiicshoz tartozé éleket torlé algoritmus

Az algoritmus elGszor véletlenszertien kivalaszt egy robotot, majd keres az tut-
vonalaban olyan csicsokat, amelyek kozott sziikségtelen élek vannak. A masodik
lépésben a tébbi robot ttvonaldbol torli az 6sszes olyan kiszolgélt igényt, amelyek a
korabban kivalasztott csicsok valamelyikére illeszkednek. A példdban a kék szind ro-
botot kivalasztva ezek a csiicsok a 2 és az 5, a hozzajuk tartozo (1,2)(1,5)(2,4)(5,7)

élek keriilnek torlésre. Ez lathato a 21. aAbran.
(==

55 3.3

OO

21. abra. Nem csatlakoz6 csticshoz tartozo élek torlésének eredménye a gdbl9 fel-

4.3

adatra
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5.6.6. Hasonld igényeket torlé algoritmus

Az algoritmus véletlenszertien kivalaszt egy igényt, amelynek veszi az m mennyi-
ségét. ElGszor torli az 6sszes olyan igényt, amelynek a mennyisége m, majd torli az
Osszes olyan d igényt amelynek az my mennyiségére m — i <= my <=m + 1. Ez az
eljaras egészen addig folytatodik amig minden lépésben 1-el névelve az ¢ értékét a
torolt igények szama eléri T'I-t. Az példaban az (1,5) élt kivalasztva a hozzé tartozo
igény 5, igy el6szor az 5 igénnyel rendelkezd élek kiszolgalasa keriil torlésre, ezek
az (1,5) és a (6,8) élek. Mivel az igy tordlt igények szama csak 2, az [5 — 1,5 + 1]
intervallumba es6 igények is torlddnek. Ezek a (2,3) és a (2,4) élekhez tartoznak,
veliik egyiitt mar elegendd szami igény torl6dott. A torlés eredménye lathato a 22.

abran.

4.5
5.5 3.3 5.1 0.8

OO o smwey

22. dbra. Hasonl6 igények torlésének eredménye a gdbl9 feladatra

5.6.7. Szabad kapacitas alapjan torlé algoritmus

Miikédése annyiban tér el az el6z6 algoritmustol, hogy egy igény helyett egy ro-
botot valaszt véletlenszertien, és a robot szabad kapacitasaval megyegyezd, valamint
annal kisebb mennyiségi igényeket torli. A minta megoldasban a zdld robotot ki-
valasztva a szabad kapacitasa 10, ilyen igény nincs, ezért elGszor torli a 9 igénnyel
rendelkezé élek kiszolgalasat. Ezek a (2,7) és az (5,7) élek. A t6rolt igények szama
még nem elegendd, igy a 8 igénnyel rendelkezd éleket is torli, vagyis az (1,6)-ot és a
(3,7)-et. Az eredmény a 23. abran lathato.
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23. 4bra. Szabad kapacités alapi torlés eredménye a gdbl9 feladatra

5.7. Beilleszt6 algoritmusok

A beilleszt6 algoritmusok szerepe az, hogy az aktualisan RFE-beli igényeket egye-
sével beillesztik az aktualis S megoldasba. Minden iteracios 1épésben egészen addig
illesztenek be igényeket, amig RE # (), vagy az RE-beli igényeket mar nem lehet

szabalyosan beilleszteni. Egy igény beillesztésének lépései:

1. a beillesztendd igény kivalasztasa, legyen ez d

2. a digény bekeriil a kivalasztott k robot ttvonalaban az I N D[d, k]-adik helyre
3. az utvonalban elment&dik hozza az élen valé athaladas DIR[d, k] irdnya

4. a robot utvonalanak koltsége tjraszamoldodik

5. a robot bekeriil U K-ba

6. az igény kitorlédik RE-b6l

7. UK elemeinek frissitése

A beillesztéseket végz6 algoritmusoknak két csoportja van, az egyik csoportba
soroland6 a moho algoritmus, a méasikba pedig az el6relato algoritmusok. A torl6 al-
goritmusokkal megegyez&en, mindegyik beillesztG algoritmushoz tartozik egy para-
méterként megadott sily, amelyek alapjan minden iteracios 1épésben véletlenszertien

valasztjuk ki a alkalmazando beilleszté algoritmust.

5.7.1. Moho beilleszt6 algoritmus

A mohé algoritmus mindig a lokalisan legjobb megoldast valasztja, ebben az
esetben ez azt jelenti, hogy megkeresi azt a d igényt, amelyet a legolcsébban tud
beilleszteni az aktualis s megoldasba. Ez pontosan az az igény, amely a C'D métrix

RE-beli igényekhez tartozo oszlopaiban taldlhaté legkisebb értékhez tartozik.
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5.7.2. El6relatd beilleszt6 algoritmusok

Az el6relato algoritmusok azonos elv alapjan miikodnek, csak egy ¢ paraméter
megvalasztasaban kiilonboznek egymastol. Az algoritmusok minden d igényhez sza-
mitanak egy RCD(t,d) értéket, amely azt probalja szamszeriisiteni, hogy mennyivel
jarhatunk rosszabbul ¢ 1épéssel kés6bb, ha az aktudlis lépésben nem a d igényt illeszt-
jik be a szaméra lehetséges legolcsobb moédon. Az algoritmusok minden lépésben
azt a d igényt illesztik be, amelyre a kapott RC D(t, d) érték maximaélis. A beillesztés
a lehetséges legolcsobb modon torténik, tehat annak a £ robotnak az tutvonalaba,

amelyre C'D|d, k] minimalis.

Algoritmus 7 RCD(t,d) kiszamitasa
1: function RCD(t € {2...5}, d € RE)
for k=1...K do
minlk] = CDI[d, k]

end for

RCD = —min|0]
fort=2...tdo
RCD = RCD + minli]

9: end for

2
3
4
5: min értékek koziil a legkisebb ¢ darab rendezése
6
7
8

10: end function

5.7.3. Legnagyobb igényt beilleszt6 algoritmus

A legnagyobb igényt beilleszt algoritmust a tesztelés els§ tapasztalatai alapjan
vezettem be. Azt vettem észre, hogy azokban a feladatokban, ahol a robotok Osszes
kapacitasa nagyon kozel van a kiszolgalando igények 6sszes mennyiségéhez, gyakran
el6fordult hogy az igények kiszolgélasat nem sikeriilt megfelelGen szétosztani, és igy
kiszolgéalatlan igény maradt a megoldasban. Ennek az elkeriilésére fogalmaztam meg
ezt az algoritmust. Mindig megkeresi a legnagyobb d € RE igényt, és a hozza tartozo

minimalis C'D|[d, k| értékkel megfelelGen beilleszti a k robot ttvonalaba.

5.8. A kiindulasi megoldas kivalasztasa

Minden iteracios lépés végén el kell dénteniink, hogy a kévetkezd lépésben melyik
megoldasbol induljunk ki. Két lehet&ségiink van; az els§ hogy nem valtoztatunk, és
ugyanabbol az S-bél indulunk, mint amelyikbdl az aktualis 1épésben. A maésodik

pedig, hogy az aktuélis 1épésben keletkezett s megoldast elfogadjuk 1) kiindulasi
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megoldasnak. Ha s az addigi legjobb, akkor mindenképpen elfogadjuk 0j S-nek, ha

nem, akkor az alabbi val6szintiséggel fogadjuk el:

(C(S)-C(s))

Pelfogad =e€ T

A kapott valosziniiség szemléletes jelentése, hogy a kezdeti Ty,-tal szdmolva egy
S-nél p szazalékkal rosszabb s megoldast % valoszintiséggel fogadunk el. Mikdzben
T értékét folyamatosan csokkentjiik, ez a valoszintiség nd, igy biztositva azt, hogy

az algoritmus a futasa sorédn ne ragadjon lokalis minimumban.
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6. Szamitasi eredmények

A programot C# nyelven készitettem Microsoft Visual Studio 2010 segitségével, a
grafok megjelenitéséhez Graphviz programot hasznéltam. A szamitasi teszteket egy
2.4Ghz-es processzormagon végeztem. A mesterkéltnek ting megfogalmazas oka,
hogy a processzor ugyan két magos, azonban az egy szalon futé kéd csak az egyik
magot veszi igénybe. Az elvégzett teszteket két csoportba soroltam. Az elsé cso-
portba tartoznak a klasszikus CARP feladathoz létez6 benchmark adatok, ezeket az
algoritmus eredményességének felmérése miatt oldottam meg, hiszen megoldéasaikrol
és a hozzajuk tartozo6 also korlatokrdl béséges dokumentacié talalhatd. A méasodik
csoportban az egy depds benchmark adatok tobb depdsra modositott valtozatai,

illetve egyszerii szerkezetii négyzethalos un. grid grafok tartoznak.

6.1. Klasszikus CARP benchmark tesztek

A benchmark adatbézisokat J.M. Belenguer honlapjarol toltottem le. [8] A kshs
tesztadatokat Kiuchi és tarsai hasznaltik egy parhuzamos Branch & Bound eljaréds
tesztelésére [29], a gdb adatok Golden-t6l szarmaznak [6]. A val tesztek Benavent
és tarsai cikkében jelentek meg [11], 10 kiilonbo6z6 grafhoz generaltak a jarmiivek
kapacitasanak megvaltoztatasaval kiilonboz6 eseteket. Ezeknek az adatoknak kozos
jellemz&i hogy kézzel, véletlenszeriien hozték létre Gket, és a grafokban az Gsszes
élhez pozitiv igények tartoznak.

A negyedik csoportban taldlhatoak az egl feladatok, amelyek Eglese-t6l szér-
maznak, és valos adatok felhasznéalasaval késziiltek. [18] A tesztadatok az Egyesiilt
Kiralysagban talalhaté Lancashire megye keleti és déli teriiletének uthalozatéan ala-
pulnak, az ezeket reprezentald grafokhoz hozzarendelt kiillonb&z6 kapacitasu jarmii-
vek Osszesen 24 egl feladatot hataroznak meg.

Az algoritmust mindegyik esetben 10 alkalommal futtattam, és ezek koziil a
legjobb eredményt vettem figyelembe. A hasznélt paraméterek az alabbiak voltak

(az ettol eltérs eseteket jelezni fogom):
o Iterdcioszam: 1000

e p = 0.01 Azaz a kezdeti hémérséklettel szamolva egy annal 1%-kal rosszabb

megoldas elfogadisanak valoszintisége %
o T'I, = 0.3 Azaz egy lépésben az Osszes igény legfeljebb 30%-a keriil torlésre.

o Az Osszes torl6 és beilleszté heurisztika silyozéasa egyenld, tehat mindegyiket

ugyanakkora valdszintiséggel valasztja az algoritmus.
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A téblazatok oszlopaiban lathaté értékek:

e Név: a feladat neve

e V: a graf csticsainak szdma

e R: a porzitiv igénnyel rendelkez§ élek szama

e D: az 0sszes igény mennyisége

e K : a rendelkezésre 4ll6 robotok szama

e (. a robotok kapacitasa

e [ B: alegjobb ismert also korlat (Lower Bound) [15]

e UB: a legjobb ismert megoldas (Upper Bound) [15]

® Spest: Az algoritmussal kapott legjobb eredmény

%: Spest €ltérése a legjobb ismert megoldastol
I: Syt megtaldlasahoz sziikséges iteraciok szama

T az algoritmus futasi ideje ezredmasodpercben

Az elsé tablazatban lathatoak a kshs adatokhoz kapott megoldasok. A feladatok

kis mérete miatt mindegyik esetben nagyon gyorsan megkaptam az ismert optimalis

megoldasokat. Mindegyik esetben elegendd lett volna 1000 helyett 100 iteracié fut-

tatasa is, igy azonban a futasi idék jobban 6sszehasonlithatoak a tébbi eredménnyel.

1. tablazat. kshs adatok tesztje

Név V. R D K C LB UB  Spest % I T
kshsl 8 15 535 4 150 14661 14661 14661 0 16 47
kshs2 10 15 497 4 150 9863 9863 9863 0 48
kshs3 6 15 565 4 150 9320 9320 9320 O 46
kshs4 8 15 594 4 150 11498 11498 11498 0 31 44
kshsb 8 15 443 3 150 10957 10957 10957 0 43 47
kshs6 9 15 389 3 150 10197 10197 10197 0 3 46

Az gdb adatok tesztelését az elGzGekkel megegyez6 paraméterekkel kezdtem,

azonban néhéany esetben nem kaptam meg a vart eredményt, ezeket *-gal jeloltem,

majd az iteracidoszamot 10000-re névelve tjra futtattam a programot. A valtoztatas
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a sziikséges futasi id6t hozzavetslegesen 10-szeresésére novelte ezekben az esetekben.
gy az Gsszes feladatra megkaptam az ismert legjobb megoldast. Koziiliik a legna-
gyobbaknak, a gdb9-nek és a gdb23-nak az optimalis megoldasai a 24. illetve a 25.

abran lathatoak.

2. tablazat. gdb adatok tesztje

Név V. R D K C LB UB Spa % I T
gdbl 12 22 22 5 5 316 316 316 O 17 121
gdb2 12 26 26 6 5 339 339 339 O 120 168
gdb3 12 22 22 5 5 275 275 275 O 7 157
gdb4 11 19 19 4 5 287 287 287 O 7 109
gdbb 13 26 26 6 5 377 377 377 O 68 155
gdb6 12 22 22 5 5 298 298 298 O 72 135
gdb7 12 22 22 5 5 325 325 325 O 9 135
gdb8 27 46 249 10 27 348 348 348 O 796 288
gdb9 27 51 258 10 27 303 303 303 0 *7857 4004
gdbl0 12 25 37 4 10 275 275 275 O 78 150
gdbll 22 45 224 5 50 395 395 39 O 95 388
gdbl12 13 23 212 7 35 457 458 458 O 29 71
gdbl3 10 28 245 6 41 534 536 536 O 807 94
gdb14 7 21 8 5 21 100 100 100 O 13 75
gdbl5 7 21 112 4 37 58 58 28 0 3 73
gdbl6 8 28 116 5 24 127 127 127 O 18 115
gdbl7 8 28 168 5 41 91 91 91 O 2 118
gdbl8 9 36 153 5 37 164 164 164 O 35 257
gdbl9 8 11 66 3 27 55 55 25 0 2 37
gdb20 11 22 107 4 27 121 121 121 O 371 64
gdb2l 11 33 154 6 27 156 156 156 O 63 174
gdb22 11 44 205 8 27 200 200 200 O 314 332
gdb23 11 55 266 10 27 233 233 233 0 *2919 4798
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24. abra. A gdb9 feladat optimélis megoldéasa
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25. abra. A gdb23 feladat optimalis megoldasa

Az egl tesztadatok az el6zGeknél jelentGsen nagyobb mérettiek, ezeknek a tesz-
telését 100000 iteracioval végeztem, és az s jeld adatok esetében a T'I, paramétert
0.2-re csokkentettem. Kiilondsen a nagyobb feladatokban, ahol sziikebb a robotok
rendelkezésre allo kapacitasa, az algoritmus nem teljesitett olyan jol, mint a korébbi
példédkban. Ezzel egyiitt is, az ismert legjobb megoldasokat legalabb 2-3%-ra sikeriilt
megkozelitenie. Az egl — s4 — C adat esetében a legjobb eredményt 250000 iteracio
futtatasaval kaptam.

A val [11] tesztadatok vizsgalatanak megkezdésekor sajnos észre kellett vennem,
hogy az adatokban hiba van, a feltiintetett élek koltségeinek Osszege nem egyezik
meg azzal az értékkel, amely az igénnyel rendelkez§ élek silyainak osszegeként meg
van adva. Az els§ futtataskor kapott eredmények is latvanyosan jobbak lettek az
also korlatoknal is, igy ezek tesztelésétdl eltekintettem.

Az egy depos tesztek Osszefoglaldsaként megallapithatd, hogy a program a leg-
nagyobb egl adatok kivételével mindegyik esetben optimélis, vagy kozel optimalis

megoldést talalt a feladatra.
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3. tablazat. egl adatok tesztje
Név \%4 R D K C LB UB Shest % 1 T

eglel-A 77 51 1468 5 305 3548 3548 3548 0 2679 33331
egl-el-B 77 51 1468 7 220 4487 4498 4498 0 5720 33467
eglel-C 77 51 1468 10 160 5580 5595 9609 0,25 57550 30531
egle2-A 77 72 1879 7 280 5012 5018 5018 0 6334 81170
egl-e2-B 77 72 1879 10 200 6284 6317 6348 0,49 54772 76923
egle2-C 77 72 1879 14 140 8319 8335 8343 0,09 49795 73858
egle3-A 77 87 2188 8 280 5898 5898 5898 0 62248 133351
egl-e3-B 77 87 2188 12 190 7711 7775 7801 0,33 91841 134434
egl-e3-C 77 87 2188 17 135 10244 10292 10307 0,14 94325 135238
egled-A 77 98 2453 9 280 6395 6444 6470 0,40 87912 175938
egl-e4-B 77 98 2453 14 180 8935 8961 9026 0,72 75101 167209
egl-ed-C 77 98 2453 19 130 11493 11562 11634 0,62 44610 161766
eglsl-A 140 75 1394 7 210 5018 5018 5018 0 13576

egl-s1-B 140 75 1394 10 150 6388 6388 6421 0,51 83116

egls1-C 140 75 1394 14 103 8517 8518 8526 0,09 42166

egl-s2-A 140 147 3174 14 235 9825 9884 10140 2,59 67205 246779
egl-s2-B 140 147 3174 20 160 13017 13100 13402 2,30 87492 229691
egl-s2-C 140 147 3174 27 120 16407 16425 16746 1,95 90934 272197
egl-s3-A 140 159 3379 15 240 10145 10220 10509 2,82 75003 337190
egl-s3-B 140 159 3379 22 160 13648 13682 13878 1,43 58516 129694
egl-s3-C 140 159 3379 29 120 17163 17188 17549 2,10 99409 322439
egl-sd-A 140 190 4186 19 230 12141 12268 12577 2,51 27000 670728
egl-s4-B 140 190 4186 27 160 16098 16321 16645 1,98 92836 547373
egl-s4-C 140 190 4186 35 120 20430 20481 *21218 3,59 241403 1374939

6.2. Tobb depbs tesztek
6.2.1. Modositott benchmark adatok tesztelése

Az algoritmus tobb depos tesztelését két 1épésben végeztem. ElGszor az egy depods
tesztadatokat modositottam tgy, hogy a K darab robotot egy kézponti depé helyett
az els¢ K csicsra helyeztem el. Mindegyik esetben ugyanazokat a paramétereket
hasznaltam mint az egy depos esetben, hogy a futasi id§ 6sszehasonlithato legyen.
Lathato, hogy tobb depd hasznalata nem okozott valtozast a futasi idGkben. Az is
megfigyelhetd, hogy a kapott eredményeket az eredeti egy depods feladatok eredmé-
nyeivel 0sszehasonlitva tobb depo ilyen jellegli hasznalata nem minden esetben okoz

jelentGs csokkenést a koltségben.
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4. tablazat. Modositott kshs adatok tesztje

Név V.. R D K (C  Sps I T
kshs1-MD 8 15 535 4 150 9617 4 50
kshs2-MD 10 15 497 4 150 8099 10 51
kshs3-MD 6 15 565 4 150 9061 3 48
kshs4-MD 8 15 594 4 150 9851 646 49
kshs5-MD 8 15 443 3 150 10353 13 44
kshs6-MD 9 15 389 3 150 10197 1 60
5. tablazat. Modositott gdb adatok tesztje
Név V. R D K C Sy 1 T
gdbl-MD 12 22 22 5 5 294 18 191
gdb2-MD 12 26 26 6 5 315 157 300
gdb3-MD 12 22 22 5 5 259 77 199
gdb4-MD 11 19 19 4 5 266 63 147
gdb5>-MD 13 26 26 6 5 350 90 293
gdb6-MD 12 22 22 5 5 279 20 255
gdb7-MD 12 22 22 5 5 304 72 209
gdb8-MD 27 46 249 10 27 368 473 320
gdb9-MD 27 51 258 10 27 271 *2991 4300
gdbl0-MD 12 25 37 4 10 275 20 189
gdb11-MD 22 45 224 5 50 387 185 485
gdbl12-MD 13 23 212 7 35 410 133 80
gdb13-MD 10 28 245 6 41 530 987 101
gdbl4-MD 7 21 8 5 21 96 22 57
gdb15-MD 7 21 112 4 37 56 7 62
gdbl6-MD 8 28 116 5 24 125 88 124
gdbl7-MD 8 28 168 5 41 91 2 124
gdb18&MD 9 36 153 5 37 158 37 162
gdb19-MD 8 11 66 3 27 55 6 44
gdb20-MD 11 22 107 4 27 121 97 71
gdb21-MD 11 33 154 6 27 154 227 154
gdb22-MD 11 44 205 8 27 196 492 393
gdb23-MD 11 55 266 10 27 225 *5273 5084
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6. tablazat. Modositott egl adatok tesztje

Név V. R D K C  Skest I T
egl-el-A-MD 77 51 1468 3050 3176 16971 33035
egl-el-B-MD 77 51 1468 7 220 3915 7929 33861
egl-el-C-MD 77 51 1468 10 160 4590 60195 30612
egl-e2-A-MD 77 72 1879 7 280 476 30584 82605
egl-e2-B-MD 77 72 1879 10 200 5127 89798 81351
egl-e2-C-MD 77 72 1879 14 140 6157 50982 76428
egl-e3-A-MD 77 87 2188 8 280 5004 19323 143980
egl-e3-B-MD 77 87 2188 12 190 6092 64671 133983
egl-e3-C-MD 77 87 2188 17 135 7254 96656 143914
egl-ed-A-MD 77 98 2453 9 280 5427 26601 190541
egl-e4-B-MD 77 98 2453 14 180 6756 32364 183397
egl-e4d-C-MD 77 98 2453 19 130 8309 95162 166053
egl-s1-A-MD 140 75 1394 7 210 3992 24015 66476
egl-s1-B-MD 140 75 1394 10 150 4626 55347 53635
egl-s1-C-MD 140 75 1394 14 103 6098 59038 47767
egl-s2-A-MD 140 147 3174 14 235 7225 38579 305478
egl-s2-B-MD 140 147 3174 20 160 10127 68178 246138
egl-s2-C-MD 140 147 3174 27 120 13631 43237 290314
egl-s3-A-MD 140 159 3379 15 240 7934 32218 409217
egl-s3-B-MD 140 159 3379 22 160 10628 98713 365357
egl-s3-C-MD 140 159 3379 29 120 13909 84165 362423
egl-s4-A-MD 140 190 4186 19 230 10096 27180 602484
egl-s4-B-MD 140 190 4186 27 160 14127 88895 566427
egl-s4-C-MD 140 190 4186 35 120 19600 35001 625008

Grid grafokon értelmezett feladatok tesztelése

lathato a fejezet végén a 38. abran.
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A t6bb depods tesztek masodik csoportjat grid grafokon végeztem. A paraméte-
reket a korabbiakkal megegyezGen valasztottam, csak az iteracidszamot allitottam
10000-re. A grafokban minden csics koltsége és igénye 1, a jarmiivek szamat, ka-
pacitasat és elhelyezését valtoztattam a tesztelés sordn. A részletes tesztelésre 6x10

méreti grafot valasztottam, de ennél nagyobb 24x16-o0s grafra kapott megoldés is

A 6x10-es gridben 104 él taldlhato, ezekhez ugyanennyi igény tartozik. Az ered-

ményeket tablazatban foglaltam 6ssze. Az elsé 4 esetben a depdkat az 1-es és 60-as



csucsban jeloltem ki. (26,27,28,29 abrak) A kovetkez 4 esetben 3 dep6t helyeztem
el a graf 3 sarkaban az 1-es, 10-es, 60-as cstucsokban.(30,31,32,33 abrak) Ezek utan
3 esetben 4 depot helyeztem el a graf 4 sarkdban.(34,35,36 abrak) Végiil a graf

belst részeire helyeztem 4 depot, a 13, 18, 43, 48 cstucsokba, és mindegyikbe 1-1 30

kapacitasa robotot, ez lathato a 37. abran.

7. tablazat. 6x10-es méretd grid tesztje

Abra sorszama Depok E K C Sy 1 T
26 1,60 1,1 2 60 116 1186 149854
27 1,60 2,1 3 40 118 1321 96555
28 1,60 2,2 4 30 120 2362 49119
29 1,60 3,1 4 30 126 3171 81265
30 1,10,60 ,1,1 3 40 116 2772 103980
31 1,10,60 2,1,1 4 30 118 4029 99550
32 1,10,60 2,1,2 5 24 120 5879 71925
33 1,10,60 2,22 6 20 130 3915 42264
33 1,10,51,60 1,1,1,1 4 30 118 3200 93392
35 1,10,51,60 2,1,1,1 5 24 120 7225 100470
36 1,10,51,60 2,1,1,2 6 20 122 8230 73624
37 13,18,43,48 1,1,1,1 4 30 120 8508 100923

P

Az eredményekkel kapcsolatban megallapithato, hogy nem okoz tdl nagy eltérést

a jarmiivek szadmanak, kapacitédsainak és elhelyezésének valtoztatasa. Egy kis ten-

dencia megfigyelhetd azzal kapcsolatban, hogy a jarmiivek kapacitasanak csokkenése

esetén nem minden esetben tudnak a tavoli élek kiszolgdlasdhoz sziikségtelen élek

kozbeiktatésa nélkiil eljutni. Nagyobb grafok részletes vizsgélata esetén elGfordulhat,

hogy ezek a tendencidk felerGsédnek, erre azonban a rendelkezésemre allo szamitési

kapacitassal nem volt lehetGségem.
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7. Osszefoglalas

A munkam egyik célja volt a grafok éleinek bejarasaval kapcsolatos klasszikus
problémak attekintése. A konigsbergi hidak probléméjatol jutottam el a silyozott
élbejarasi feladatig, a CARP-ig, amely szinte mindegyik egyéb élbejarasi feladat al-
talanositdsanak tekinthet§. A CARP-pal kapcsolatban megfogalmaztam a feladat
pontos matematikai modelljét, és bemutattam a XX. szazad masodik felébdl szar-
maz6 klasszikus megoldasi modszereket. A Construct and Strike, Path-Scanning,
és Augment-Merge algoritmusok miikodését példakkal is illusztraltam. Fzek mellett
megemlitettem az utobbi 10 évbdl szarmazoé friss kutatasok eredményeit a feladatot
megold6 metaheurisztikakkal, és a megoldéasra alsé korlatot szolgaltatod eljarasokkal
kapcsolatban is. A teljesség igénye nélkiil felsoroltam szamos olyan gyakorlati, lo-
gisztikai problémét, amelyek a CARP valamilyen véltozatanak tekinthetd feladatot
definidlnak. Ezek egyikének, a tobb depos CARP-MD feladatnak megfogalmaztam a
matematikai modelljét, és megemlitettem a vele kapcsolatos kutatéasi eredményeket.

A masik célom az volt, hogy bemutassak egy eljarast a tobb depés CARP feladat
megoldasara. A megoldasi modszer Otletét egy masik logisztikai feladat, a CVRP
egyik megoldasa szolgaltatta. Megmutattam, hogy az eljaras eredményeként kapott
megoldasok miért megoldasai a CARP-nak. Részletesen ismertettem az eljaras fel-
épitését, és az egyes részeinek miikodését. Az algoritmust megvaldsitod, dltalam irt
program eredményeit Osszehasonlitottam a klasszikus CARP feladathoz 1étez§ is-
mert benchmark-adatok segitségével. A program segitségével a legtobb feladathoz
megtalaltam, és a tobbi esetben is megkozelitettem az ismert legjobb megoldast. Az
algoritmus t6bb depos teszteléséhez az egy depds mintaadatok modositott valtoza-
tait, valamint grid grafokat hasznaltam. Megallapitottam, hogy az algoritmus futési
ideje az egy- és a tobb depos esetben lényegében megegyezik.

Osszességében a szakdolgozatom céljat sikeriilt teljesitenem, miikds, hasznal-

haté eljarast mutattam be a tébb depos CARP megoldasara.
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