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1. Bevezetés
Utemezéselméleti problémak szamtalan helyen felbukkannak. Altalanosan fogalmazva,

a cél bizonyos tevékenységek elvégzésére olyan idobeosztast talalni, amely figyelembe
veszi a rendelkezésre allo er6forrasokat, és valamilyen szempont szerint optimalis. Az
Utemezeési problémakban munkak elvégzését titemezziik gépeken, bizonyos feltételek
mellett egy adott célfuggvényt optimalizalva. A feladat tehat egy Utemezés
meghatarozasa, amely megmondja, hogy melyik munkat mikor és melyik gépen
végezziik. Altalanos szabaly, hogy minden gép egy id6ben legfeljebb egy munkan
dolgozhat, és minden munkat egy id6ben legfeljebb egy gépen végezhetiink, lasd [1].

A dolgozat téméaja az olyan Utemezési problémak vizsgalata, ahol a gépek
parhuzamosak és dedikaltak, a célfuggveny a teljes dtfutdsi idé vagy az atlagos atfutasi
idé, és az unaris er6forrasokon tul (ezek a gépek), tovabbi erdforrdsokat is
igényelhetnek a munkak, amelyeken osztozniuk kell. Vizsgalni fogom a probléma
kiilonboz6 specialis eseteit, polinomidlis egzakt, és approximacios algoritmusokat
mutatok be, illetve illusztralom azok miikodését. Ezen Kiviil az 5. fejezetben
megvizsgalom a problémat abban az esetben, amikor a célfliggvény nem a teljes atfutasi
1d6, hanem az atlagos atfutasi 1do.

A probléméak modellje (Iasd [2,3]): adott az elvégzendé munkak egy N =1{J,,J,,...,J,}
halmaza és m gep: M;,M,,...,M_ . A gépek parhuzamosak (teljesen egyformak) és
dedikaltak: mindegyik munka egy meghatarozott gépen ker(l feldolgozasra, ezért az N
halmazt elére felosztjuk m részhalmazra, N,,N,,...,N, -re, ésaz N, halmaz munkait
csak az M, gepen dolgozhatjuk fel, 1<i<m.A J; munka megmunkalasi ideje p; >0,

ennyi id6t vesz igénybe a munka elvégzése.

A munkak feldolgozéasa lehet megszakithaté vagy nem-megszakithatd. Ha egy munka
megszakithato, akkor a feldolgozasa nem feltétlenil folyamatos. Ha nincsenek tovabbi
korlatozasok, akkor a gépek egymastdl fiiggetleniil miikdnek.

Feltesszlk, hogy a munkdk még hozzaadott megujuld erdforras(oka)t is igényelhetnek.

Adott 1 >1 féle erbforras, és o, >1 egység barmikor elérhetd a u erbforrasbol,
1<u<A.Egy J; munkanak p;, >0 egységre van sziksége u eréforrasbol a

veégrehajtasa soran. Azok a munkak, amelyeket kiillonboz6 gépekhez rendeltiink, és

melyeknek a u eréforrasra van sziikségiik akkor dolgozhatok fel parhuzamosan, ha a

teljes er6forras felhasznalasuk nem haladja meg a o, -t: zj P <0,
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Egy adott titemezés esetén a J; munka befejezési ideje az az id6pillanat, amikor J,
elkészul. Egy S Utemtervben a J; munka befejezési idejet Cj(S)-eI jeloljuk. Az S teljes
atfutasi ideje max; C,(S), amit C,,,,(S)-el jelélink, mig az dtlagos dtfutdsi idé n -
szerese a ), C, (S). A legkisebb teljes atfutasi idejii vagy a legkisebb atlagos atfutasi

idejii litemezést optimalisnak nevezziik, és S -gal jelsljiik, atto] fiiggden, hogy mi a
problémaban a célfliggvény.

A problémak jelolése: o | S|y, ahol ,,»” helyén,,C__ ” vagy ,,chj " szerepel. Az

»a " helyén ,, PDm” vagy ,,PD”, szerepel, melyek koziil az els6 azt jelenti, hogy a

parhuzamos és dedikalt gépek szama m, mig a masodik esetben a gépek szama része az

inputnak. A ,, 8 helyén ,reslop”, ,,reslop,pmtn”, , resicp, pmtn”” és
~resiop,pmtn” ” valamelyike szerepel. Mindegyik esetben A erdforras all
rendelkezesre, o, <o Vu-re, 1< u<i,eés p,, <p Vj-rees Vu-re, 1<j<n,

1< u < A. Az elsd esetben a munkak nem szakithatéak meg, a méasodik esetben
megszakithatoak, a harmadik esetben megszakithatdak az er6forrast nem igényld
munkak, azaz azok a munkak, melyek nem igényelnek eréforrast, végiil a negyedik
esetben megszakithatoak azok a munkdk, melyek igényelnek (legaldbb egy) erdforrast.
A 2. fejezetben a legegyszeriibb problémakat mutatjuk be, ahol 1 =0 = p =1, azaz
egyetlen egységnyi er6forras all rendelkezésre. Ezt az er6forrast a munkak egy
részhalmaza igényli, a tobbi nem. Minden eréforrast igénylé munkéanak a feldolgozas
sorén egy egysegre van sziiksége az eréforrasbol, igy egyidejlileg kett6 vagy tobb
er6forrast igénylé munkat nem lehet elvégezni.

Ennek a modellnek szamos alkalmazasat ismerjuk olyan esetekben, amikor egy kdz6s
készléket tobb felhasznald kozott kell megosztani. Vegyunk példaul egy szamitdgép-
halézatot, ami m PC-b6l és egy nyomtatobdl all. Mindegyik PC-n adott programok
futnak, melyek vagy hasznaljak a haldzati nyomtatét példaul fajlok nyomtatasara, vagy
nem. Ebben az esetben a PC-ket adott parhuzamos és dedikalt gépkent értelmezziik, a
nyomtato jatssza az eréforrds szerepet, €s a fajlok kinyomtatasa megfelel az er6forrast
igénylé munkak feldolgozéasanak.

Ezekre a feladatokra csak akkor Iétezik polinomialis algoritmus, ha a gépek szama 2
vagy ha az er6forrast nem igényl6 munkak megszakithatoak. Ha az er6forrast nem

igényl6 munkak nem szakithatoak meg, akkor a feladat mar 3 gép esetén is NP-nehéz.
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Tehét a legtobb feladat NP-nehéz. Ezekre a feladatokra kozelits algoritmusok
segitségével lehet megengedett megoldast talalni. Egy H algoritmus kozelitd
algoritmus, ha mindig talal megengedett megoldast, polinomiddben fut, és ha
valamilyen inputra az algoritmus outputja egy S,, Utemezés, akkor 3o >1, hogy

Cone (51 )/Co (S7)< @, ha a célfiiggvény a teljes atfutasi id8.

Az « -t kozelitési hanyadosnak, az algoritmust « -kozelitd algoritmusnak nevezzik. A
kdzelitési hanyados éles, ha létezik egy példanya a feladatnak, melyre

Crue (541 )/Cre (87)= & vagy legalabb C,,, (S, )/Coe (S7) = @, ahol a feladat mérete

végtelenhez tart, ha a célfliggvény a teljes atfutasi id6. Egy pozitiv ¢ -ra az (1+ g)-
kozelitd algoritmusok csaladjat polinomialis idejli kdzelité sémanak (PTAS) nevezziik.
A 3. fejezet 3.1. alfejezetében egyetlen tetszOleges méretii eréforras all rendelkezésre, a

gépek szama 2, és a munkak nem szakithatoak meg. Ezt a feladatot PD2|resl--|C,., -
szal jeloljiik, ahol tehat az eréforras nagysagara és p, -kre (a J; munkanak ennyi

egységre van sziiksége az er6forrasbol a végrehajtasa soran) nincs felsd korlat,

1< j <n. (Ne okozzon félreértést a 2. fejezetben szereplé p,, 1<i<m jel6lés!) Erre a

feladatra létezik polinomidlis algoritmus.

Ez a modell egy emberi eréforras elosztas esetével illusztralhato. Vegyiink két
csoportot, amelyek kiilonb6zo projektekben vesznek részt. Egy projekt elvégzéséhez az
illetékes csoportvezetd kéréssel fordulhat a felsé vezetéshez, hogy iranyitson at a
csoport szamdra segéderdt azért, hogy azok segitsenek a csoportnak a projekt
teljesitésében. A vezetésnek o embere van, akiket erre a célra ki tud jel6lni.

Itt a csoportok megfeleltethetdk a gépeknek, a projektek a munkaknak, és a o ember
egy o méretd eroforrasnak.

A 3. fejezet tovabbi alfejezeteiben aPD2 | res211|C,,,, a PD2|res222|C, ., €sa

max ?

PD2|res311|C,,,, feladatok szerepelnek, melyekben egy munka egynél tobb erdforrast

is hasznalhat, ¢s melyek koziil az els6 megoldhat6 polinomialis 1d6 alatt, mig a masik
ketté NP-nehéz, ezért nem lehet altalanositani a fejezetben talalhaté algoritmusokat.

A 4. fejezetben A darab egységnyi er6forras all rendelkezésre (o= p=1), ésa

munkaknak legfeljebb egy erdforrasra van szukseguk. Itt azt a munkat, aminek

szliksége van a u erbforrasra, u -erdforras munkdanak nevezzik, 1< u< A, ésaz

er6forrast nem igénylé munkakat 0-erdforrdas munkaknak is nevezhetjik. Minden g -
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er6forras munkanak egy egységre van sziksege a u er6forrasbol a végrehajtasa soran,

ezert nem hajthatd végre egyszerre két olyan munka, melyeknek ugyanarra az
er6forrasra van sziikségiik. Azt az esetet vizsgaljuk, amikor a munkak feldolgozasa
nem-megszakithatd, valamint amikor az er6forrast nem igénylé munkak
megszakithatoak.

A modellt sok szituaciora lehet alkalmazni, amelyekben kiilonb6z6 eszkdzoket vagy
készllek egységeket kell megosztani tobb felhasznald részére.

Példanak vegyink egy m munkaélloméasbdl allé szamitdgép haldzatot, és két
nyomtatot, amelyikbdl az egyik szines nyomtatd. Mindegyik munkaallomason adott
programok futnak, melyek vagy hasznaljak valamelyik nyomtatot, vagy nem. Példaul
bizonyos fajlok nyomtatasat kell elvégezni, amelynek egy része szines nyomtatast
igényel. Ebben az esetben a munkaallomasokat parhuzamos es dedikalt gépeknek
tekintjik, és a nyomtatok ket hozzaadott eréforrasként szerepelnek.

Az 5. fejezetben a célfliggvény az atlagos atfutési ido, és csak a legegyszertibb
feladatokat vizsgaltam meg: 1 =0 = p =1, azaz egyetlen egységnyi er6forras all
rendelkezésre, raadasul minden gépen csak 1-1 er6forrast igénylé munka van.

Erre a feladatra bemutatok egy nem tal hatékony kozelit6 algoritmust, de az kérdés

maradt, hogy ez a feladat megoldhat6-e polinomialis id6 alatt, vagy NP-nehéz-e.



2. Egy egységnyi erbéforras
Ebben a fejezetben azokkal a feladatokkal foglalkozunk, melyekben egyetlen egységnyi
eroforras all rendelkezésre, lasd [2].

Mindegyik N, halmazt (i =12,...,m) osszuk fel két részhalmazra, Q,-re és R;-re, ahol
Q, -ben csak eréforrast nem igényld munka, és R, -ben csak eréforrast igénylé munka

van, N.=R uQ., N=U"N..

N, N, N, =@ esetén p(Ni'j:z Z'pj ,és p(@)=0.

3N,
3, eN; esetén p(J;):=p({J;})=p;.
Egy tetszéleges S (temezésre jelolje C,(S) a legkorabbi olyan idépontot, amikorra az
Osszes munka elkészll az M; gepen. (Ne okozzon félreertest, hogy egy J; munka
befejezési idejét C,(S)-el jeloltik!) Ha nem okoz félreértést, C,(S) helyett egyszertien
C, -t irhatunk.
Vilagos, hogy C,, (S)=max{C,(S)|i=1,...,m}. Mivel C,(S)> p(N,)=p(Q )+ p(R,),
(1) Cpo(S)=max{p(Q)+ p(R)|i=12,...,m}.

Ezt a relaciot gép-alapu alsé korlatnak nevezziik. Mivel egyidejiileg két eréforrast
igényl6 munkat nem lehet feldolgozni, ezért
(2) Cmax (S)Z Z p(RI)

i=1
Ezt a relaciot erdforrds-alapu also korlatnak nevezzilk. Mindkeét also korlat, (1) és (2),
fliggetlen attol, hogy a munkéakat megszakithatjuk-e vagy nem.
Ebben a fejezetben gyakran hasznaljuk a csoportosité eljaras személetet. Vi -re

(1<i<m) Q -bdl egyetlen kotegelt munkat hozunk létre, amit & -vel jelolink, és R. -
bol is Iétrehozunk egyetlen kotegelt munkat, amit p, -vel jeldlunk. A kotegeket Gsszetett

munkaknak tekintjiik, a kotegeken beliil a munkékat tetszéleges sorrendben dolgozzuk

fel, sziinet nélkal.

A 2.1. alfejezetben a PDm|resl11|C PDm|res111,pmtn” |C __ stb. feladatok

komplexitasat elemezziik. Megmutatjuk, hogy a feladat NP-nehéz, ha m > 3, és erésen
NP-nehéz, ha m valtozo. A 2.2. alfejezetben kozelité algoritmusokat fogunk vizsgalni a

csoportosito eljaras szemlélet alapjan. Mutatunk egy legjobb ilyen algoritmust. Ezen
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kiviil sz6 lesz arrdl, hogy ha az eréforrast nem igénylé munkakbol gépenként legfeljebb
két koteget készithetiink, akkor lehet jobb algoritmust tervezni. A 2.3. alfejezetben

mutatunk egy polinomialis idejii kozelité sémat a feladatra, rogzitett m esetén.

2.1. Komplexitas eredmeények

Ebben az alfejezetben a PDm|res111|C PDm | resl1l,pmtn” |C, ., stb. problémak

max
komplexitdsat elemezzilk, lasd [2]. Megmutatjuk, hogy a probléma megoldhato linearis
id6 alatt, ha m =2, attdl fliggetlenil, hogy a munkéakat megszakithatjuk-e vagy nem.
Tovabba megmutatjuk, hogy megoldhato linearis id6 alatt, ha m > 2 és az er6forrast
nem igénylé munkak megszakithatéak. Végiil megmutatjuk, hogy gyengén NP-nehéz,
ha m > 3 rogzitett, és erésen NP-nehéz, ha m része az inputnak, még akkor is, ha az
eréforrast igényld munkék megszakithatoak.

A PD2|res111|C,,, ésa PD2|resl1l,pmtn|C, . problémara adunk egy egyszerii a

csoportosito eljards szemléleten alapul6 algoritmust.
PD2 algoritmus (lasd [2])
Input: EQy példanya a PD2|res111|C, . vagy a PD2|resl11,pmtn|C, .,

problémanak
Output: Egy optimalis S™ litemezés
1. R -bdl p,, R,-bdl p,, Q,-bdl & es Q,-bdl &, kioteg készitése.
2. M, gépre p,, majd & sziinet nélkiil a 0 idéponttol kezdve.
3. &, az M, gépre, a 0 idéponttdl kezdve, majd p, amilyen koran csak
lehetséges, azaz max{p(R,), p(Q, )}-tél.
4. S”:az eredményiil kapott litemezés. Stop.
1. Példa: R :=1{J;,.., Js ), Q= {Je--do )y Roi= {ign o dis s Qo= {Jigrev s Jno )
Ji,-..,Jd,, megmunkalasi idoi legyenek rendre 5, 6,2, 1, 8,2,15,1,3,3,2,4,8, 1, 2, 4,
3,6,2,4.
Kotegek: p,, &, p, és &,. A kotegeken beliil a munkak sorrendje tetszéleges. Legyen
a p, -beli munkak sorrendje (J,,J,,J,,3;,J,), a & -belieké (J;,J,,3;,J,), a p, -belieké
(I d15: 315, 3150 930, 3y, ) és @ &, -belieké (3,5, 50,317,056, 50 )

p(R)=22, p(Q,)=21, p(R,)=20 és p(Q,)=19.
max{p(Rl), p(Qz )} =22= p(Rl)'
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1. Tétel (lasd [2]): A PD2|resl11|C,,, ésa PD2|resl11,pmtn|C, . megoldhaté O(n)

id6 alatt a PD2 algoritmussal.

Biz.: Az S” (a PD2 algoritmus outputja) nyilvan megengedett és optimalis, mert
C,=p(Q)+ P(Ry). C, =max{p(R,). p(Q,)i+ P(R,),

tehat Cmax(S*) eléri valamelyik also korlatot, (1)-et vagy (2)-t.

Nyilvan O(n) 1d6 elég PD2 futdsdhoz, és az eredményiink fiiggetlen attdl, hogy
megengedtilk-e a megszakithatosagot vagy sem. m

Most a PDm | res111,pmtn” |C, . problémara adunk polinomialis megoldast, ahol
m>2.
PDm1 algoritmus (lasd [2])
Input: Egy példanya a PDm|resl11,pmtn” |C, . problémanak
Output: Egy optimalis S™ itemezés
1. Vi-re i=1-t6l i=m-ig: R-bél p, és Q,-bdl & koteg keszitése.
2. M, -en a 0 idéponttdl kezdve kezdve p, .
F.:= p(R,), p, koteg befejezési ideje.
M, -en F, -t6l kezdve & .
3. Vi-re i=2-t6l i =m-ig:
3.1. M,-naz F_,-t6l kezdve p,, ahol F._, p, , kiteg befejezési ideje az
M, , -en.
3.2. F=F_ +p(R), p koteg befejezési ideje az M, -n.
3.3. Kezdjiik megmunkaélni a & kotegetaz M,-n,a [0,F,_,]
idsintervallumban. Ha p(Q,)> F,_,, akkor szakitsuk meg a munkat
F._,-nél, és folytassuk F,-nél. (F, -tl kezdve még p(Q,)—F_, id6

kell, hogy befejezzik & megmunkalasat.)



4. S’:az eredményiil kapott litemezés. Stop.
2.Példa: m==4, N:={J,,...,d}, J,....,J,, megmunkalasi idéi legyenek
ugyanannyiak, mint az 1. Példaban. R :={J,,J,,J;}, Q ={3,,J5. 3¢}, R, :=1{J4, 35},
Q,=1{3,,310. 30} Rei={90,30s ), Q= {304,356, J3s by Ry = 1317, 956 Q= {350, J00 -
Kotegek: p,, &, 0., &\ sy &, p, €S &, Legyen a p, -beli munkak sorrendje
(3,,3,,3,), a & -belieké (J,,3,,3;), a p,-belieké (J,,J,), a &, -belieké (J,,,J,,3,,), a
p,-belieké (J,,,J,,), a & -belieké (J,,,35,355), @ o, -belieké (J,5,J,,) s a &, -belieké
(191 950)-
F =p(R)=13, F,=13+ p(R,)=17, F, =17+ p(R,)=29 és F, =29+ p(R,)=38.
p(Q,)=20, p(Q,)=7 és p(Q,)=6. p(Q,)> F,, ezérta &, koteget megszakitjuk F,-
nél, es folytatjuk F,-néel.

*

S
13 17 24
M 1 ‘]1 2 ‘JS ‘]4 6 5
M 2 ‘]10 7 9 ‘]8 7 ‘]11
M 3 i ‘]16 ‘115 ‘]13 ‘]12
M 4 ‘]19 ‘J20 ‘J18 ‘]17
0 6 7 13 17 24 29 38

2. Tétel (lasd [2]): A PDm|resl1l,pmtn”|C,, probléma megoldhaté O(n) idé alatt a
PDm1 algoritmussal.
Biz.: S” nyilvan megengedett, és mivel
Cal5")- max{max(pi@) RIS 0(R).

=1= i=1
tehat Cmax(s*) eléri valamelyik alsé korlatot, (1)-et vagy (2)-t, ezért S™ optimalis. Az 1.
lépés O(n) id6t igényel, mig a tobbi O(m)-et, és mivel m<n, O(n) idé elég PDm]1
futdsahoz. m
Mostantol feltessziik, hogy az eréforrast nem igénylé munkak nem szakithatéak meg.
Megmutatjuk, hogy a PD3|res111|C, . és méga PD3|resl1l,pmtn™ |C__ probléma

IS NP-nehéz. A kovetkezd problémat hasznaljuk a redukciora.



Particio: Adottak e,,...,e, pozitiv egészek, ahol > & =2E, T ={L,...,t}. Léteznek-e
T, és T, részhalmazok, hogy T, "\ T, =&, T,UT, =T és ziglei = ngzej =E?
Kdzismert, hogy a Particié gyengen NP-teljes.

3. Tétel (lasd [2]): A PD3|resl1l|C,, ésméga PD3|resl1l,pmtn” |C, . feladat is
gyengen NP-nehéz.

Biz.: Tetszbleges Particiora definialjuk a kovetkez6 példanyat a PD3|resl11|C, ., vagy
a PD3|resl11,pmtn™ |C, . feladatnak n=t+5 munkaval.

Q=1{J,....3.}, R =13},

Q ={Ji2fs Ry ={J0af,

Q= {‘Jt+4}’ R; = {‘]t+5}'

A megmunkalési idok a kovetkezok:

p;=¢€;, J=1...,t, p., =1,

P2 =Pua=E+1, ps=Pus=E.
Vegyiik észre, hogy pontosan egy eréforrast igénylé munka van minden egyes gépen. A
tétel bizonyitdsdhoz megmutatjuk, hogy a probléménak ebben a konstrualt esetében

pontosan akkor létezik egy S, iitemezés, melyre C,_ (S,)<y = 2E +1, ha a Particionak
van megoldasa.

Tegytlk fel, hogy a Particionak van megoldasa, és T, és T, az elvart részhalmazai a T
halmaznak. A kivant S, iitemezés létezik, és a kdvetkezOképpen irhato le. Egyik gépen
sincs szunet. Az M, geép kezdi a megmunkalasta J; ( j €T,) munkakkal, majd a J,,,
munka kovetkezik, vegil a J; ( j €T, ) munkdikkal fejezédik be. Az M, gép
megmunkaljaa J,,, ésaztana J,,, munkat. Az M, gépenasorrend: J, ., J,.,-
Konnyt leellenérizni, hogy az imént ismertetett litemezés megengedett, és hogy

C e (So) =Y.

Most tegyuk fel, hogy a kivant S, titemezés létezik. Mivel minden gépen a teljes
munkaterhelés y , ebbél kovetkezik, hogy C,. (S,)=y és egyik gépen sincs sziinet.
Ezen kiviil az er6forrast igénylé munkak 6sszes megmunkalasi id6i 2E +1, igy a

[O,ZE + 1] id6intervallumban minden iddpillanatban pontosan egy ilyen munka van
feldolgozas alatt. Mivel a J,,, ésa J,,, munkak nem megszakithatoak, ezért az egyiket
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a [0, E +1] intervallumban dolgozzuk fel, mig a mésikat a [E,2E +1] intervallumban.
Ezérta J,,, és J,., eréforrast igényld munkakat a [0,E] és a [E +1,2E +1]
intervallumhoz rendeljiik hozza. Emiatt a J,,, munkat muszaj az M, gépen a [E,E +1]
intervallumban feldolgozni. A t6bbi munkat az M, gépen két intervallumban, mégpedig
a [0,E]-ben és az [E +1,2E +1]-ben kell feldolgozni, amibél kovetkezik, hogy a
Particionak van megoldasa. m

Most tekintsiik a PD|res111|C,,, problémat, ahol a gépek m szama valtozo.

4. Tétel (lasd [2]): Haaz m resze az inputnak, akkor a PD |res111|C . €s méga

PD|resl1l,pmtn”™ |C,.. feladat is erésen NP-nehéz.
Biz.: Megtaléalhato [2]-ben. m

2.2. Kozelitb algoritmus csoportosito eljarassal
Most az NP-nehéz feladatokhoz polinomialis idejii kozelit6 algoritmusokat fogunk

vizsgalni a csoportositd eljaras szemlélet alapjan, lasd [2].
5. Tétel (l&sd [2]): Minden olyan algoritmus esetén, mely a csoportositd eljaras

szemléleten alapul, a PDm|res111|C,,, probléma peldanyai kozil létezik olyan, hogy

3.1 ha m paratlan
Cou(8) 5 ]2 2m’ ’
ConclS) 121 ha m Paros,

2 2(m-1)

ahol S az algoritmus outputja, S™ az optimalis litemezés.

Biz.: Legyen m paratlan. Konstrualunk olyan példanyat a PDm|res111|C, .,
feladatnak, ahol C,.,(S)>((3/2)— (I/2m))C,...(S") teljesill.

Legyen Vj-re p; =1 egység. Legyen minden gépen m munka, melybdl 1-nek kell az
er6forras.

Nyilvéanvald, hogy Cmax(S*): m egység. Példaul: a [0,m] intervallumban minden gép
folyamatosan dolgozik, az M, gép a hozza tartozé eréforrast igénylé munkat az [i -1, i]
intervallumban dolgozza fel, i =1,...,m.

Kotegek: p, (megmunkalasi ideje 1 egység), & (megmunkalasi ideje m—1 egység).

Ketfele gép: az egyik gépen p, koteg utan jon & koteg, a masik gepen forditva.
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A gépeket ugy rendezzik sorba, hogy
M,,...,M,: elso fajta gép (legkorabban CW=m+u-1-nél vegeznek),

M,.......M,, : mésodik fajta gép (legkordbban C'® = m+(m —u —1)-nél végeznek).
01 2 u m u+m-1
M, m-1
M, 1 m-1
|
|
M, 1 m-1
I\/|u+l m-— 1
I\/|u+2 m-— 1
|
|
M, m-1 1
0 m+1 (m-1)+(m-u)

Ebbél kovetkezik, hogy C,..(S)>min{m+ max{u —1,m—u—1}|u=1,...,m}.

Paratlan m -re a minimumot u = (m—1)/2 esetén érjik el. igy C,_ (S)>(3m-1)/2, és

Coas(S) S3m=l 3 1 , ahogy allitottuk.
C IS 2m 2 2m

> ) =

max

Legyen most m paros.

A PDm|resl1l|C, ., feladat egy specialis példanya:

Minden gépen 1 eréforrast igényld munka, melyeknek megmunkalasi ideje m/ (m —1)
egységaz M,,...,M_ , gépeken,az M gépen ¢, ahol ¢ egy kicsi pozitiv szam.

Az M,M_ , és M_ gépen 1 masik munka, melyek megmunkalasi ideje m — m/(m —1),
m-m/(m-1) és m egység.

A tobbi M, gépen (2 <i<m-2) 2 er6forrast nem igénylé munka, melyek
megmunkalési ideje (i —1)(m/(m—1)) és m—i(m/(m—1)) egység.

Nyilvanvalé, hogy Cmax(S*): m+ & egység. Példaul: a [0,m] intervallumban az M,
gépek (1<i<m-1) folyamatosan dolgoznak, és a hozzajuk tartozo6 eréforrast igényld
munkat az [(i —1)(m/(m-1)),i(m/(m—1))] intervallumban dolgozzék fel. Az M, gép a
[O, m+ g] intervallumban folyamatosan dolgozik, és a hozza tartozo6 eréforrast igényld
munkat az [m,m + ¢] intervallumban dolgozza fel.

Kotegek: p;, & .
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Kétféle gép: az egyik gépen p, koteg utan jon & koteg, a masik gépen forditva.

A gépeket ugy rendezziik sorba, hogy

M,,...,M, : elsé fajta gép (legkordbban C® = m + (u—1)m/(m —1))-nél végeznek),
M,.......M,, : méasodik fajta gép (legkorébban C® = m+(m—u—2)m/(m-1))+ & -nal

vegeznek).

Ellenérizhetd, hogy a legkisebb értéke max{C®,C?'}-nek u = m/2-nél van, és

max(C®,C )= C¥ — (3m)/2)- (m/(2(m - 1)

Ezért
3m__m
Cou(S) . 2 2(m-1) .0 3 1
o >—— . n
Cruc(S) m+e 2 2(m-1)

Most egy algoritmust mutatunk be, ami az 5. Tétel korlatait betarté Gtemtervet ad.
GT algoritmus (lasd [2])
Input: Egy példanya a PDm|resl11|C_ . problémanak

Output: Egy S heurisztikus utemezes

1. Ha szukséges, a gépeket szamozzuk at ugy, hogy

p(R,)=max{p(R/)|i=1...,m}.
2. R::iZi:p(Ri).

3. Vi-rei=1-t6l i=m-ig: R.-bdl p. és Q,-bdl & koteg készitése.

4. Ha m péros és p(R,)<

! 1 R, akkor u :=% és menjink a 7. Iépésre;

kilénben menjink az 5. l1épésre.
5. Ha m paratlan, akkor x:=m; kulénben x:=m-1.
6. A gépeket vizsgaljuk meg a szdmozasuk sorrendjében, és keressiik meg a

legkisebb u indexet (1<u<m), hogy

- 2 2X 2 2X
7. M, gépen p,, majd & koteg sziinet nélkiil a 0 id6ponttol kezdve. Ha

u>2, vk-ra k=2-t6l k =u-ig M, gépen p,, majd & koteg sziinet

nélkiil Y "p(R;)-t6l kezdve.
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8. Vk-ra k=u+1-t6l k=m-ig M, gépen &, koteg a nulla idéponttol
kezdve.
9. M, gépen p, koteg max{p(Qm),Zi“:1 p(R, )}-tc’il kezdve.
10. Vk -ra k =m—1-t6l (visszafelé) k =u +1-ig M, gépen p, koteg
max{p(Q, ),C, ., }-t6l.
11. S; : az eredményil kapott Gtemezes. Stop.
Nyilvanvald, hogy az algoritmus lefut O(mn) idé alatt.
3. Példa: Legyen ugyanaz, mint a 2. Példa.
A gépeket (igy szamozzuk ét, hogy az 1. és a 4. gépet felcseréljik: R, :=1{J,,J,,J,},
Q=1{J0 s de ) Ri={30dis ) Q= {J10, Js0 -
Kotegek: p,, &, 0., &0 Py &, p, €S &, Legyen a p, -beli munkak sorrendje
(37, 3,5), a & -belieké (J,5,J,,), a p,-belieké (J,,J;), a &, -belieké (J,5,,,J,,), a p,-
belieké (J,5,J,,), a & -belieké (J,,J,,,35), @ p, -belieké (J,,3,,3,) és a &, -belieké
(34,6 35)-
p(R)=9, p(R,)=4, p(R,)=12 és p(R,)=13, ezért R=9+4+12+13=38.

1 1 2
——R==38=12+—< p(R,)=13.
—1 3 3 p( 4)

X=3.

9= p(Rl)S(%—%j38:12+§, 13=p(R)+ p(R2)>12+%, ezért u=2.

max{p(Q,), p(R,)+ p(R,)} = max{1113} =13, ezért C, =13+ p(R, )= 26.
max{p(Q,).C,} = max{7,26} = 26, ezért C, = 26+ p(R,)=38.

C,=p(R)+ p(Q)=9+6=15 és C, = p(R )+ p(R,)+ p(Q,)=13+20 =33, ezért
C,..(Ss)=38=R, tehat itt S, optimalis.
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9 13 15 33
M, Iy Jig Jig] Ja
M, Jo | Juo J; Jy
M; [Jis J, a6 Jis i
M, B3] J. , [.1 9,
0 7 9 1113 26 33 38

6. Tétel (lasd [2]): A PDm|resl11|C, ., probléma esetén, a GT algoritmus

eredmenyeként kapott S, Utemezésre:

3.1 ha m paratlan
Cmax (SG) < 2 2m , 1
c_(s*) |3 1 h .
max —————, ha m paros,
2 2(m-1)

és a korlat éles, igy nincs a GT algoritmusmal jobb, a csoportosito eljaras szemléleten
alapul6 polinomidlis idejii kozelitd algoritmus.

Biz.: S, nyilvan megengedett.

Nyilvan max{C, |i=1,...,m}=max{C,,...,C, .}

LN

u-—

Ezen kivil max{C, [i=1,...,u}< Y p(R))+max{p(Q)...., p(Q, ;) p(Q,)+ p(R,)},

ahol max{p(Q,)..... P(Q, ), P(Q,)+ P(R,)} < C, (S7), ezért

u—.

max{C, |i=1...uj<y p(R )+ Cran(S”).

Il
JUN

LN

Ha a 4. lépes feltételei fennallnak, akkor az 1. lepés miatt

5 0(R)<( D -1Jo(R,)< () s -t el

igy, ha C__(Sg)=max{C,,...,C, } = max{C,,...,C,., } = max{C,,...,C, |, akkor a tétel

' ~Mu+l
els6 allitasa fennall, még akkor is, ha u =1 vagy u =m, feltéve, hogy a 4. lépés
feltételei nem allnak fenn.

Tegyiik most fel, hogy u=m és C__(S;)=C,.,- Ha

u+l-
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Cuos=max{ R )+ (0. 0(R)+ 30(R),

u
i=1 i=u+1

akkor S; optimalis, és a tétel els¢ allitasaval készen vagyunk. Ezért tegyiik fel, hogy

Cuoi= mx [ (@) (R )+ 3 p(R)<Couls ) S0(R)

u+2<v<m

Ha a 4. lépés feltetelei fennallnak, akkor az 1. 1épés miatt

& m m 1
R)<[ ™ 1|p(R )< D 1] = R.
i:l,lz+lp( ) (2 jp( ) [2 jm_l

Ha nem, akkor paros m -re definici6 szerint p(R,)> (1/(m—1))R. Paratlan m esetén,

mivel p. aleghosszabb erdforrast felhasznalo koteg, p(Rm)Z ( m)R .EzZért u

definicioja miatt, mindegyik esetben,

Tehat a tétel els6 allitasa fennall.

Az 5. Tételbdl kovetkezik, hogy a korlat éles. m

Ha jobb teljesitményt akarunk, akkor el kell hagynunk a csoportosito eljaras
szemléletet, lasd [2]. Ha az eréforrast igényld munkakbol gépenként egy koteget, az
er6forrast nem igénylé munkakbol legfeljebb ket kdteget készituink, akkor lehetséges

olyan algoritmust tervezni, ami létre hoz olyan S,, temezést, melyre

3L ha m paratlan
Cmax(SH)S 2 m+1’ ’
Cmax(s ) 3—i, ha m paros.

2 m

Azonban tetsz6leges m -re egy ilyen algoritmus leirasa és elemzése tulsagosan
technikai, mikozben a javulas jelentéktelen. Példaul m =3-ra és m=4-re 4/3-rél 5/4-

re javul a kozelitési hanyados.

2.3. PTAS
Ebben az alfejezetben mutatunk egy polinomialis idejti kozelité sémat (PTAS) a

PDm|res111|C,, feladatra, lasd [2]. Régzitett m-re és ¢ € J0,1]-re a séma futési ideje

az input méretének polinomialis figgvénye, de nem az m -nek és az 1/ -nak.

C:= max{zm: p(R, ) max{p(Q, )+ p(R,)! j :1,...,m}}

i=1
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S : A GT algoritmus outputja. Nyilvanvalé, hogy C,..,(S¢)= C..(S7)=C.

A 6. Tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy C, . (S )< %C , amibé] kovetkezik, hogy

3

C<Crls)< -C.

Ugyanis C, . (Ss)=max{C,,...,C,,C,.,}, ésha C,_(Ss)= max{Cl,...,Cu}, akkor

Co(S6) < X (R )+ max{p(Q, )., Q1) P(Q, )+ PR} < G- 2 +C = (3~

ahol x=m, ha m pératlan; x=m-1, ha m paros.

Hau=m és C,(S;)=C,.,, akkor C,,.(Ss)<2C, mertha

u+l?

Cuvs = Max{p(R,.)+ Qi) X, PR )+ 37, P(R,)f, akkor € (S)<C  és ha

v-1

Coa = max {p(@Q,)+ PR )+ p(R,)), akkor

u+2<v<m
Con(Ss)<C+Y " p(R)<C+(E-L)c=(E-L)c<:C.

-~ - g .
E =—,
16,5

~ 2t
0y,0,,... valés szdmsorozat, ahol ¢, = (%j (t=12,...).

N':={J,eN|sC < p(d,)<sC) (t=12,...).

Nyilvanvalo, hogy N*,N?,... paronként diszjunktak.

dt, {1{&1} hogy p(N o )s @ < £C, mert ha nem létezne, akkor
&

p(N)> (QW@ ami ellentmondas.
&

0:=0,.

Osszuk fel N -et A -re, A,-re és A,-ra:

A= {Jj | p(Jj)> éC} (-,nagy munkak™),

A, = {Jj | C > p(Jj)> 52C} (,,kdzepes munkak”),
A ={3,167C > p(3, )} (kis munkak”).

Nyilvan A, =N", igy p(A,)<&C.

Ezen kivil

~ _ 2Fm/<5ﬂ

& &
@ Lz z[—j

m m

17
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A PTAS a feladatunkra nagy vonalakban: kezdjik az titemezést csak a ,,nagy munkak”

feldolgozasaval, melyek kezdési idoi a 5°C tobbszordsei. Aztan a hézagokat kitoltjik a
er6forrast igénylo ,,kis munkakkal”. Végiil a megmaradt munkak esetében a moho

maodszert alkalmazzuk.

./, azon Utemezések halmaza, ahol a ,,nagy munkak” kezdési ideje a 5°C nem-
negativ egész tobbszorose.

1. Lemma (lasd [2]): S, egy Utemezés a PDm|resl11|C, . feladatra, ami optimalis az

./, -beli titemezések kozott. Ekkor

- max

Cus(83)< Co87)+ 2 maT <.

ahol C :=§C(1+ mo).

Biz.: A 2. Lemma bizonyitasahoz hasonld, és megtalalhat6 [2]-ben is. m

Legyen A a [0,5—50[ intervallumban talalhatd, a 5°C -nek nem-negativ egész
tObbszordseinek halmaza.

Legyen ./, azon (itemezesek osztalya, amely tartalmazza az Gsszes lehetséges

Utemezését a ,,nagy munkaknak”, ahol a kezdési idok A-beliek. Az 1. Lemmabdl és a
»hagy munkak” definicidjabol kdvetkezik, hogy van ilyen ttemezés.

Vegyiink egy tetszdleges .~/ -beli S, itemezest.
Legyen 7, <7, <---<7, a,nagy munkak” kiilonbdzd kezdési és befejezési iddinek

novekvo sorozata. A befejezési idoknek (természetesen) nem kell A -belieknek lenniuk.
(4) q <3M  3m?,
1)
ugyanis: CmaX(S*)s CmaX(S*)+%mc9€ <C, ezért CmaX(S*)< gc(1+ ms).
Egy gépen maximum b ,,nagy munka” van, igy b&C < CmaX(S*)< SC(1+ ms).
Ebbdl kovetkezik, hogy b < %(u m&), és mivel g < 2bm, ezért
3m

q <%(1+ mé)m :7+3m2.

Sy-re 1, :=[0,7,] 1, =[z, 0, 0, =[rt) - Iy = qu_l,TqJ, l, = qu,OOl.
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Ebbdl kovetkezik, hogy 1, (0 <k <q) belsejében a,,nagy munkak” kozil egyik sem
kezdédik, vagy fejezodik be.

I legyen index halmaz, ahol k I, pontosan akkor, ha I, -ban nincs olyan ,,nagy
munka”, melynek sziiksége van az er6forrasra.

vk eI -raazok a gépek, melyeken nincs munka I, -n alkotjak a A, halmazt.
Mivel z, a befejezési ideje az utolso ,,nagy munkaknak”, igy q € I

LP(S, ): lineéris program, ami hozzaveszi a ,.kis munkak” koziil azokat, melyeknek
sziiksége van az er6forrasra, az S;-hez nem-megszakithatdan. Legyenek a géepek ugy

beszamozva, hogy az els6 m’ gép legyen az, ahova rendeltlink ilyen ,,kis munkat”, azaz

RNA=J,hai>m'". Legyenaz I, intervallum hossza i,, k =0,...,q.

LP(S,):

X, : az 6sszmegmunkalasi ideje azoknak a ,,kis munkéaknak”, melyeknek szliksége van
az er6forrasra, és az M, gépen az |, intervallumon munkaljuk meg.

Az ilyen ,,kis munkakat” csak olyan 1, intervallumon tudjuk megmunkalni, melyre

kel ,éscsak A, -beli gépen.
(5) Min> X,
i=1

(6) ink Sik,k IS T,
i1

M;eAy

@ 2% =PRNA)I=L...m,

©8) X, >0,i=1...mkel.

(6): Azoknak a ,,kis munkaknak”, melyeknek sziiksége van az erdforrasra, és az |,
intervallumon munkaljuk meg, az 6sszmegmunkalasi ideje nem lehet tobb, mintaz 1,
intervallum hossza (i, ), mert nem lehet atfedés eréforrast igénylé munkak kozott.

(7): Minden olyan ,,kis munkat”, melynek sziiksége van az er6forrasra, hozzarendeliink
a megfelel6 géphez az |, intervallumban.

Az LP(S,)-nek mindig van megengedett megoldasa, mert g e I és i, = .
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(5): Ha S, jeloli a kapott iitemezést, akkor Cmax(S_B)= 7, +Z:xiq , ahol 7, konstans,

igy D" X, -t kell minimalizalni.

A= A(g,m) algoritmus (lasd [2])

Input: EQy példanya a PDm|resl11|C, ., feladatnak, & >0

Output: Egy S, heurisztikus Utemezés

1. Hatérozzuk meg &-bdl ¢ -ot és & -t. Osszuk fel N -et A -re, A,-reés

A;-ra (,,nagy munkakra, ,,kdzepes munkakra” és ,,kis munkakra”). Ha

szukséges a gépek atszamozasa ugy, hogy R N A, #<J,hal<i<m’ és

RNA=0J,hai>m".

megkeresése. ./ : azon Utemezesek osztalya, amely tartalmazza az

0sszes lehetséges Utemezeéset a ,,nagy munkaknak”, ahol a kezdési idék

A-beliek. VS, €./, Utemezéshez a tobbi munkat is hozzavesszik a

kovetkez6 modon:

2.1.

2.2.

2.3.

Egy ¢, optimalis megoldas megkeresese az LP(SB) linearis
programnak (i=1...,m", kel ).

Minden I, , k € I intervallumra, rendeljiik hozza R, N A, -beli
legfeljebb «, teljes megmunkalasi idejii munkakat az M, géphez az
I, intervallumban (i =1,...,m"). A munkak barmilyen sorrendben
johetnek és nem-megszakithatéan rendeljik a gépekhez a gépek
szamozasanak sorrendjében:

Az M, gépkezda z,-nal,és i=1...,.m-1-reaz M,,, gép
kozvetlenul azutan kezd, hogy M, végzett.

Ha egy munka nem fér az elérhetd intervallumba, ideiglenesen
tegyuk félre.

Vi-re i =1-t6l i=m-ig p, koteg készitése a megmaradt R, -beli
munkakbol, azaz az R, n A, -beli munkakbol és azokbol az R, N A, -

beli munkakbol, melyeket 2.2.-nél félretettiink. Kezdjuk a p, -es

koteget az M, gépen z, +zzlaiq idéponttél. Ezutan
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Vi=1...,m-1-re kezdjik a p,,,-es koteget az M,,, gépen
kozvetlenul azutan, hogy a p, koteg befejez6dott az M, gépen. Ha
p, Ures, akkor hagyjuk figyelmen kivil M, -t.

2.4.i=1...,m-re amaradék Q,-beli munkakat moh6 modon rendeljik
M, -hez: tetszdleges sorrendben, nem-megszakithatoan, a legkorabbi

olyan idépontban kezdve, hogy a munkak beleférjenek a megmaradt
hézagokba az aktualis (itemezésben.
3. A kapott litemezésekbdl valasszuk ki azt, amelyiknek a legkisebb a teljes

atfutasi ideje. Legyen S_ a kapott Gtemezés. Stop.
7. Tétel (lasd [2]): Az A= A(s,m) algoritmus PTAS a PDm|resl11|C,, feladatra.
Biz.: Be fogjuk bizonyitani, hogy az algoritmus altal kapott ttemezés teljes atfutasi
ideje <(1+£)C,,.(S7), és konstans & -ra és m -re polinomiddben fut.
Az 1. Lemmabol kdvetkezik, hogy Cmax(S;)< C . Mivel egy ,,nagy munka”
megmunkalasi ideje nagyobb, mint &C , ezért S;-ban a ,,nagy munkak” kezdési id6i A -
beliek. Ezért 3S_ €., hogy az S; -beli munkdk (mind ,,nagy munkak”) kezdési id8i
megegyeznek az S -ban a ,,nagy munkék” kezdési iddivel. Ebbdl kdvetkezik, hogy a 2.
1épés elsdésorban az S; -ra vonatkozik.

Nézziik most LP(S;)-ot. Jel6lje S azt az itemezést, amihez a ,,nagy munkak” mellett

a ,kicsi” er6forrast igényld munkakat is hozzarendeltiik (2.1. és 2.2. 1épés). Ekkor
C(Sg):: Coro (§;): T, + zzlaiq , ahol «, optimalis megoldasa a linearis programnak
(i=1....m", kel ). Ebbél kovetkezik, hogy C(S;)<C,..(S5).

Mivel m < (, az optimélis megoldasban legfeljebb m’+q nem-nulla valtozé van.

Hivjuk a pozitiv ¢, értékeket ,,nem-rés értéknek” (,,non-split value”), ha o, =0
k = k'-re, kiillénben ,,rés értéknek” (,,split value™).

Ha a, .nem-rés érték”, akkor o, = p(R N A,). Ezért minden R, N A,-beli munkat
nem-megszakithaté médon hozzarendeliink az 1, intervallumhoz a 2.2. lépésben.
Ha o, ..res erték”, akkor az 1, -ban az M,-n talalhato ,kicsi” er6forrast igényld

munkak(, melyeket nem-megszakithatéan dolgozunk fel itt) 6sszmegmunkalasi ideje
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nagyobb, mint «, —6°C . Legfeljebb m’'+q ,rés érték” van. (3)-bol és (4)-bsl
kovetkezik, hogy azoknak a ,,kicsi” eréforrast igénylé munkaknak az
0sszmegmunkalasi idejének, melyeket C(S;)-ig nem lehet feldolgozni, egy felsé

korlatja

~?2

(9) (m+@)5°C < M3°C +3m&C +3m25°C < % +35°C <7ZC.

Jelolje S azt az Utemezést, amit az S -bol kapunk a 2.4. 1épés utan. Legyen M, az a
gép, ahol S befejezddik. Legyen az M, gépen a C(S;) utan az A, -beli munkak
6sszmegmunkalasi ideje r,,, az R, n A;-beli munkake r,, , és vegil a Q, N A, -belieké
r,- Legyen a C(Sy) ésa C,p.(S) Kozti szinet ideje r; . Ekkor

Co(S)=C(S; )+ Mg+ Ty 1,41

C(S;) utan az M, gépen csak akkor van sziinet, ha ugyanekkor egy erdforrast igényld
munkat dolgoz fel egy masik gép. De C(S;) utan csak ,,kozepes” és ,,kicsi” eréforrast
igénylé munkat dolgozunk fel. (9)-bdl kovetkezik, hogy r, +r. +r < p(A,)+72C, és
mivel p(A,)<ZC,ezért C, (S)<C(S;)+ r, +8¢C.

A 2.2. |épés utan legfeljebb g+1 szinet van gépenként O és C(S;) kozott, és ez a szam

a2.3. és a2.4. l1épés utan se ndvekszik. Amikor hozzavesszilk a ,,kicsi” eré6forrast nem
1gényld munkakat ezekbe a hézagokba, két esetet kell tekinteniink. E18szor, ha M,
gépre minden , kicsi” er6forrast nem igényld munka belefér a hézagokba, akkor r, =0.
Ebben az esetben nem névekszik a teljes atfutasi ids, és C,,(S)< C(S;)+ r,, +82C -bdl
és C(S; )< C,..(Sz)-bol kovetkezik, hogy

Coe(S)< Cre(S2)+82C .

Kiilonben, ha ,kicsi” er6forrast nem igényld munkékat kell feldolgozni C(S;) utan az
M. gépen, a C(S;) elbtti 6sszes hézag hossza most kisebb, mint §°C . (3)-bol és (4)-

bol kovetkezik, hogy a 0 és C(S;) kozotti hézagok 6sszhosszanak egy felso korlatja
(q+1)5°C < (3? +3m? +1jcszc <3sC+32°C +%C <7&C.

Ebbél kovetkezik, hogy p(N,)>C(S;)+r, —72C.

sq
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Nyilvan C...(S:)= p(N,), ezért
Cru(S) < (C(Sp )+ 1y )+ 85C < (C,i (S5 )+ 78C )+ 82C = C, (S )+ 152C .
Jol latszik, hogy a C,,, (S) <Chx (S; )+15§C egyenl6tlenség érvényes az 1. esetben is.

C <C,..(S")<(3/2)C -bél, (3)-bol és az 1. Lemmabol kovetkezik, hogy

- max

Cr(S)< Cran (S5 )+152C < cmax(s*)+gmac +155C < cmax(s*)+ggc +155C

=C,.(s7)+1652C <C, (5" J1+16,58)=C (" J1+2).

Most mar csak azt kell megmutatni, hogy az algoritmus fix m-re és ¢ -ra

polinomidében fut. Egyrészt az ./, -beli Utemezések maximalis szama nem nagyobb,

mint O((l/&z)m/ﬁ). Maésrészt a feltételek és valtozok szama az LP(S,) lineéaris

programban nem nagyobb, mint m -nek egy fuggvénye: (5)-ben a valtozok szama m’,

(6)-ban a feltételek szama m a valtozok szdma nem nagyobb, mint m’m , (7)-ben a

feltételek szama m'’, a valtozok szama nem nagyobb, mint m’m , s végul (8)-ban a

feltételek és valtozok szdma m’|l

, ezen kivil m"<m, m <q, (4) és (3).

Tehat az A= A(g,m) algoritmus PTAS. =
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3. Tobb eréforras

Ebben a fejezetben a PD2|resl--|C,., ésa PD2|res211|C, . feladattal, valamint ezek
altalanositasaival foglalkozunk, lasd [3]. Mivel a PD3|resl11|C,,, feladat NP-nehéz,
ezert a fejezetben a gépek szama végig 2 lesz.

A 3.1. alfejezetben a PD2|resl--|C,,, , & 3.2. alfejezetben a PD2|res211|C, .,

feladatra linearis idejt algoritmust adunk. A 3.3. alfejezetben megmutatjuk, hogy a

PD2|res222|C,,, ¢ésa PD2|res311|C,,, feladat NP-nehéz.

3.1. Egyetlen tetszbéleges méretii eroforras
Ebben az alfejezetben a PD2|resl--|C,,, feladattal foglalkozunk, ahol az N, -beli

munkakata M, gépen dolgozzuk fel ésa N, = N \ N, -beli munkéakat a M, gépen, lasd
[3]. Az eréforrasbol o egység barmikor elérhetd, és a J; munkanak p; egységre van
sziiksége az er6forrasbol a végrehajtasa soran. Megmutatjuk, hogy a feladat megoldhato
O(nlogn) idé alatt.

p(Q)= > p; haQc N, és Q=@

J;eQ
ésp(@):=0.J, eN; esetén p(J;):=p({3;})=p,.

N,-reés N,-re N/ ={3, |3, eN,,p, =1} (ie{L2},re{0L...,0}).

VS -re C,(8)2 LB, == p(Ny ) (i e 1.2)).

LB, := max{LB,,LB,}.

B algoritmus (lasd [3])
Input: Egy példanyaa PD2|resl--|C . feladatnak

Output: Egy optimalis S™ litemezés
1. Rendezziik mindegyik gépen a munkakat az eréforras igényiik szerinti

nem-csokkend sorrendbe. Definidljuk N/ -eket (i € {L,2},r € {01,...,0}).
2. Szamitsuk ki p(N)-eket (i e {L,2},re{01,...,0}).
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3. Szémitsuk ki az LB, eés LB, also korlatokat. Ha LB, = LB, kiilonbdz6
u és v parokra, valasszuk azt, amelyikhez a legkisebb u tartozik.
4. Az M, gépen N, N/,...,N/ sorrendben jonnek a munkahalmazok, az
M, gépen NJ,NJ*,...,NJ sorrendben.
5. Az M, gépen 0 idépontnal kezdiink sziinet nélkiil. Ha LB, > LB, = LB,
akkoraz M, gépenis 0 id6pontnal kezdiink sziinet nélkiil. Egyébként a
0 idéponttol elkezdjiik N.,N;,..., N, -et sziinet nélkil, majd a
37 p(Np)-t81 folytatjuk az N2, NS™,..., NS -t (sziinet nélkil). S': az
eredményil kapott Gitemezes. Stop.
Az 1. lépés O(nlog n) ideig tart. Mivel a nemures N; és N, halmazok szdma nem
haladja meg az n -et, a tobbi lépés O(n) ideig tart.
4.Példa: ¢:=3, N:={J,,..., 0,0}, Jp,...,J,, megmunkalési iddi legyenek rendre 2, 3,
6,1,7,536,1,23,3,1,3,3,4,2,1,2,6. NJ:={3,,3,,3,}, N2 :={3,,3, 3},
Ny =1{3,, 35}, NP ={Jg, 310, 30s )y N2 = {00,305}, NZ:= {310, 305, 316} No = {305, 06 )
NS = {J10, J50}-
Az algoritmus csak a munkahalmazok sorrendjét hatarozza meg (a 4. 1épésben), legyen
a munkahalmazokon beliil a munkék sorrendje tetsz6leges. Legyen az N.’-beli munkak
sorrendje (J,,J,,3,), az N2 -belieké (J,,J,,J;), az N} -belieké (J;,J,), az N -belieké
(34,930, 35,), az N2-belieké (J,,,J,,), az NZ2-belieké (I, 55,3, ), az N3 -belieké
(35, J5) ésaz N2 -belieké (J,4,3,,)-
p(N?)=11, p(N7)=13, p(N})=9, p(Nf)=6,
p(NZ)=4. p(N7)=10, p(N3)=3 és p(N;)=8.
LB, =39 és LB, =25, ezért LB_=39.
LB, =LB,, = 38.
Mivel 39=LB, > LB, =LB,, =38, ezért mindkét gépen 0 idépontnal kezdiink sziinet

nelkl.
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8. Tétel (lasd [3]): Az S™ valdban optimalis.
Biz.: El6sz6r megmutatjuk, hogy S™ megengedett. Ha LB, > LB, , akkor egyik gépen

sincs szlinet, igy akkor lenne nem-megengedett, ha létezne olyan u és v, amelyre

u+v>o és

LN

u-—

p(Nl')< > p(Nz’), és atfedés van N, és N, kozott. Ekkor ellentmondasra jutunk:

r r=v

LB, > LB, = > p(N;)+ S p(N;)> S p(Ny )+ S p(Ny )= LB,.

r=v r=u r=0 r=u

I
o

u-1

Ezért, ha LB, > LB, akkor S™ megengedett és CmaX(S*): LB, .
Ha LB, < LB, =LB,,, akkor az u és v valasztasa garantalja a megengedettséget, és
Cpe(S)=max{LB,, LB, }.

Tehat S™ valamelyik alsd korlatot eléri, igy S~ optimalis. m

3.2. Két egységnyi méretii er6forras
Most a PD2|res211|C,, feladattal foglalkozunk, ahol az N, -beli munkékata M,

gépen dolgozzuk fel ésa N, = N \ N, -beli munkakat a M, gepen, lasd [3]. A 2

er6forrasbol 1 egység barmikor elérhetd. Megmutatjuk hogy a feladat megoldhatd O(n)

1d¢ alatt.
N, =N°UN'OUNZUNM (i e{1,2}), ahol az N? -beli munkaknak nincs sziikségik
egyik eréforrasra sem, az N -beli munkaknak az 1-es szamu eréforrasbol, az N2 -beli

munkaknak a 2-es szamu eréforrasbol 1 egységre van sziikségiik, valamint az N**-beli
munkaknak mindkét eréforrasbol sziikségiik van 1 egységre.

vS-re C,..(S)>LB, := p(N,) (ie{L2}).

LB, := max{LB,,LB,}.

C,..(S)>LB,, ahol

LB, := p(Nf’2)+ p(N;’2)+ max{p(Nll)+ p(Nf), p(N§)+ p(sz), p(Nll)+ p(Né), p(Nf)+ p(Nf)}
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D algoritmus (lasd [3])

Input: Egy példanya a PD2|res211|C__ feladatnak

max
Output: Egy optimalis S” litemezés
1. Ha sziikséges, szdmozzuk at a gépeket és/vagy az er6forrasokat ugy,
hogy p(Nj)z max{p(Nll), p(Nf), p(Ng), p(sz)} legyen.
2. Az M, -es gépen a 0 idéponttél N, majd N, sziinet nélkil. Az M, -es
gépen a 0 idéponttol NZ, majd N2%, N3, és végil NJ sziinet nélkal.
3. Az M, -es gépen a max{p(Nll)+ p(Nf), p(N22)+ p(N;’Z)} idéponttél N/,

majd a

max{p(N2)+ p(N? )+ p(NZ) p(NZ )+ p(N3?)+ p(N2) p(NZ)+ p(N32)+ p(N )}

idéponttél N;2. S™: az eredményiil kapott Gtemezés. Stop.
Konnyti ellendrizni, hogy az algoritmus O(n) ideig tart.
5.Példa: N:={J,,...,3,}, J;....,J,, megmunkalasi idéi legyenek ugyanannyiak, mint
a 4. Példaban. Atszamozas utan: N3?:=1{J,,J,,35}, NZ:={J,,Js, 35}, N3 :=1{J;;,dss},
NS = {Ji0, Jpots NI2i={J5,,d0 b N2 = {300,300, 306 b Ni =435, 350, N2 = {34,350, 310 -
Legyen az N}?-beli munkak sorrendje (J,,,J,,), az N; -belieké (J,,J,,,J,5), az N;-
belieké (J,,3,), az N -belieké (Jy,J,,,J,,), az N>*-belieké (J,,J,,J;), az N2 -belieké

(35, 5,3,), az N} -belieké (J,5,3,;) és az NJ -belieké (J,4,J,,).
4,

p(N;?)=4, p(N7)=10, p(N})=9, p(N})=6,

p(N22)=11, p(NZ)=13, p(N})=3 és p(N?)=8.

max{p(N} )+ p(N2) p(N2)+ p(N2?)}= max{15,24} = 24

max{p(N;)+ p(N ) p(N ) p(NZ )+ p(NG*)+ p(NZ) p(NZ )+ p(NG* )+ p(N; )

= max{25,34,27} =3

S™:
9 15 24 34 38
M, 8 J; ng i1 [J1o Jis | Jug Jis 1z [Jhs
M, 5 Jo P J2 (s I 1 Rt 20
0 13 24 27 35
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9. Tétel (lasd [3]): Az S valdban optimalis.

Biz.: S” nyilvan megengedett. Az M, p(N,)< LB, id6 alatt végez. Az M,
max{p(N})+ p(NP )+ p(N) p(NZ )+ p(N;2 )+ p(N7) p(NZ )+ p(N;2 )+ p(N3 )i+ p(N}*)
= max{p(N,), p(N}?)+ p(N;? )+ max{p(N)+ p(N7) p(N?)+ p(N3 )

<max{LB,,LB,} ido alatt végez.

Tehat S™ valamelyik alsd korlatot eléri, igy S~ optimalis. m

3.3. Két és harom eréforras: NP-nehéz
A B és a D algoritmus nem altalanosithato tobb eréforras vagy nem-egység méretii 2

er6forras esetére. Megmutatjuk, hogy 2 eréforras esetén, melyek mérete 2 a

PD2|res222|C, ., NP-nehéz. Ezen kivil a D algoritmus nem altalanosithato a tobb,

mint 2 egység méretli eréforrds esetére. Megmutatjuk, hogy 3 egységnyi méretii

eréforras esetén a PD2|res311|C, ., NP-nehéz, lasd [3]. Mindkét feladat esetén egy

munka egynél tobb eréforrast is hasznalhat.

10. Tétel (lasd [3]): A PD2|res222|C,,, feladat gyengen NP-nehéz.
Biz.: Tetszoleges Particiora definialjuk a kovetkez6 példanyat a PD2|res222|C,..,

feladatnak n =t+8 munkaval.

Az M, -en a munkaknak 2 csoportja van:

U -munkak (U,,i=12,...,t) és X -munkak ( X,, X, és X;).
Az M, -n is a munkaknak 2 csoportja van:

Y -munkak (Y,, Y, és Y,) és Z-munkak (Z, és Z,).

A megmunkalasi idok:
p(U,):=5¢,i=1...t,
p(X,):= p(X,):= p(X,):
p(¥,):= p(Y,):= p(Y;):=3,
p(Z,):=p(z,):=5E -3.

Az U -munkaknak nincs sziikségiik er6forrasra, a Z -munkakra mind szikségik van

1,

mindkét er6forrasbol 2 egységre.
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Az X - és Y -munkaknak a kovetkez6 sziikségletiik van az er6forrasokbol:

Munka | 1. er6forras | 2. er6forras
X, 0 2
X, 1 1
X, 2 0
Y, 2 0
Y, 1 1
Y, 0 2

Bizonyitando: létezik S,, melyre C__ (S,)<y =10E +3 pontosan akkor, ha a

Particionak van megoldéasa.

Tegytk fel, hogy a Particionak van megoldasa, és T, és T, az elvart indexhalmazok.
Olyan S, iitemezés, melyre C__ (S,)= Y, a kovetkezéképpen irhato le. Egyik gépen
sincs sziinet a [0, y] intervallumban. Az M, gép az (Y,,Z,,Y,,Z,,Y,) sorrendben, az M,
gép az (X,,7,(U), X,,7,(U ), X,) sorrendben dolgozza fel a munkakat, ahol z,(U) a T,-
b6l vett indexti, 7,(U) a T,-bél vett indexti U -munkék tetszéleges sorozata.

Tegyik most fel, hogy S, létezik. Ebbdl kdvetkezik, hogy C,. (S,)=y, és egyik gépen
sincs sziinet a [0, y] intervallumban. Az eréforras igények miatt az M, gép csak azalatt
dolgozhatja fel az X, munkat, amigaz M, gép az Y, munkat dolgozza fel k € {1,2,3}-
ra. Mivel az 9sszes megmunkalasi id6 egész, ezért S;-ban az 0sszes kezdési és
befejezési id6 egész.

El6sz6r megmutatjuk, hogy S,-banaz M, gépen nem lehet két Y -munkat kozvetlentl
egymas utan feldolgozni. Tegytk fel, hogy Y, -t és Y, -t kdzvetlentl egymas utan
dolgozzuk fel (ebben a sorrendben), ahol p,q e {1,2,3} és p=q.Az M, azalatt
dolgozza fel az X ,-t,amigaz M, az Y, -t dolgozza fel, és az M, azalatt dolgozza fel
az X,-t,amigaz M, az Y, -t dolgozza fel. Nincs hézag X és X, kozott, mert egy

lehetséges hézag hossza egy egész szam lehetne 1-t61 4-ig, de nincs olyan U -munka,

ami beleillene egy ilyen hézagba. Legyen az X -t megel6z8 U -munkak indexeinek
halmaza Q,, ésaz X, utdn kdvetkez8 U -munkak indexeinek halmaza Q,. Az M,
gépen a munkak lehetséges sorrendje (Zl,Yp,Yq,ZZ,Yr), ahol Y, egy Y, -t6l és Y, -tol

kiilonbozd Y -munka. Ekkor az M, gépen a munkak lehetséges sorrendje
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(@) X,,X,,0,U),X,), ahol p,(U) a Q -bél vett indexi, ,(U) a Q,-bél vett
indextit U -munkadk tetszéleges sorozata. Ekkor az 6sszmegmunkalasi ideje (pl(U )-nak
5E —1, mig ¢,(U)-nak 5E +1. Ez ellentmondés, mert mindegyik U -munkéanak a
hossza az 5 tGbbszorose.

Tehataz M, gépen a munkak sorrendje (Yp,Zl,Yq,ZZ,Y,)valamilyen p,qésr
harmasra. Ebbdl kovetkezik, hogy két egymast kovetd X -munkét U -munkék
valasztanak szet. Legyen az X -teés X, -tszétvalaszté U -munkak indexeinek halmaza
Q. ésaz X -tés X -tszétvalaszto U -munkak indexeinek halmaza Q,. Ekkor az M,
gépen a munkak sorrendje (X ,,¢,(U), X, »,(U), X, ), ahol ¢,(U) a Q,-bél vett indexi,
»,(U) a Q,-bél vett indexii U -munkék tetszoleges sorozata.

Tegyiik fel, hogy ¢,(U ) hossza kevesebb, mint 5E . Ekkor az M, gépen ¢,(U)

1+ (5E —5)-nél nem késdbb fejezddik be, migaz X, legkorabban 5E -nél kezdddhet.
Tegyiik fel, hogy ¢,(U ) hossza tobb, mint 5E . Ekkor az M, gépen ¢,(U) 1+ (5E +5)-
n¢l nem korabban fejezddik be, mig az X, legkésébb SE + 3-nél kezdddhet.

Tehat ¢,(U) és ¢,(U) hossza 5E , ezért a Particiénak van megoldasa: T, := Q, és
T,=0Q,. =

11. Tétel (lasd [3]): A PD2|res311|C, ., feladat is gyengén NP-nehéz.

Biz.: Tetszoleges Particiora definialjuk a kovetkez6 példanyat a PD2|res311|C,.,,

feladatnak n =t +8 munkaval.

A 10. Tétel bizonyitasaban hasznalt 4 csoportot vessziik ugyanolyan megmunkalasi
idékkel.

Az U -munkaknak nincs sziikségiik er6forrasra, a Z -munkaknak mind sziikségik van

mindharom eroforrasra.
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Az X - és Y -munkaknak a kovetkez6 sziikségletiik van az er6forrasokbol:

Munka | 1. er6forras | 2. eréforras | 3. er6forras
X, 1 1 0
X, 1 0 1
X, 0 1 1
Y, 0 0 1
Y, 0 1 0
Y, 1 0 0

Ezutén hasonl6 a bizonyitas, mint a 10. Tétel bizonyitésa. m
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4. Kulonbozo eroforrasok

Ebben a fejezetben a PDm |resi11|C, . ésa PDm|resAll,pmtn”|C, _ feladattal
foglalkozunk, ahol a munkéknak legfeljebb 1 er6forrasra van sziikségiik, lasd [3].
N=N,u--UN, és N, =N’UN"U---UN/, i=1...,m, ahol N*-benaz M,
géphez tartozo u -eréforras munkak vannak, és N/ -k kozott lehetnek uresek is,
i=1...,m, u=01...,1.Egy tetszéleges S itemezésre jeldlje C,(S) a legkorabbi
olyan idépontot, amikorra az 6sszes munka elkésziil az M, gépen. Ha nem okoz

félreértést, C,(S) helyett egyszeriien C, -t irhatunk.

Vilagos, hogy C,..,(S)=max{C,(S)[i=1...,m}. Mivel C,(S)=> p(N,)=" p(N*),

©=0
A
Ca (S) > max Zp(N(’)H:l,Z,...,m :
u=0
Ezt a rel&cidt gép-alapu also korlatnak nevezziik. Mivel két olyan munkat, melyek

ugyanazt az er6forrast igénylik, egyidejlileg nem lehet feldolgozni, ezért

C,..(S)> max{i p(N#)| :1,2,...,/1} .

i=1
Ezt a relécidt erdsforrés-alapa also korlatnak nevezzik. Ezek az also korlatok
fliggetlenek attol, hogy megengediink-e megszakithatdsagot vagy sem.
Ez a modell kib6vithetd egy altalanosabb feladatta, ahol a munkakhoz atallitasi és
eltavolitasi idok tartoznak. Az atallitds megelézi a tényleges munkafolyamatot, és a
feldolgozashoz alkalmassa teszi a munkat, de nem mindig van ra sziikség. Atallitasra

minden gépen sziikség van az els6 munka feldolgozasa elétt, és akkor, amikor két

egymast koveté munka koziil az egyik N/ -beli, a masik N/ -beli, 1 # u,,

i, =01, 4, i=1...,m.Nincs sziikség atallitasra két N/ -beli munka kozott,
u=01...,4,i=1...,m. Vegyuk figyelembe, hogy ha egy N/ -beli munkat
feldolgozunk, akkor nem sziikseges az 6sszes maradék N/ -beli munkat kozvetlentl

utana feldolgozni. Tehat valamelyik N/ -beli munkékat fel lehet dolgozni egyetlen
kotegként, vagy fel lehet osztani tobb kotegre, ahol minden koteg elsé munkajanak
sziiksége van atallitasra. Minden N/“-h6z hozzarendelink egy s/ atallitasi id6t. Amikor

az egyik gépen torténik atallitas, akkor a tobbi gépen barmilyen tevékenyseg torténhet.
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Hasonl6an az eltavolitas a tényleges munkafolyamat utan torténik, amit akkor kell

végrehajtani, amikor egy koteg feldolgozasa befejezddik, még az ezt kdvetd koteghez
tartozo atallitas elott. Minden N/ -hoz hozzarendellink egy t* eltavolitasi id6t. Amikor
az egyik gépen torténik eltavolitas, akkor a tobbi gépen barmilyen tevékenyseg
torténhet. Erre a modellre a teljes atfutasi id6 az utolso eltavolitas befejezési ideje.
Ebben a fejezetben is gyakran fogjuk hasznalni a csoportositd eljaras személetet. Itt Vi -
re(l1<i<m)és Vu-re (0< u<A)N/-bél H/ koteget készitunk, ha nem Gres. A
kotegeket Osszetett munkaknak tekintjiik, a kotegeken beliil a munkakat tetszdleges

sorrendben dolgozzuk fel, sziinet nélkiil. Vegyik észre, hogy egy H’ (1<i<m)

koteget barmikor fel lehet dolgozni, de egy H/ koteget nem leheta H/' kotegekkel
egyszerre feldolgozni, ha k =1,2,....m, k=i, 1< u<A.

Tobb alkalommal egy megfelel open shop feladatbol nyerilink algoritmikus Gtleteket.
Az open shop modellben minden munka elvégzése miiveletekre bomlik, melyek
elvégzése egy-egy meghatarozott gépen torténik. A miiveletek elvégzésének sorrendje
minden munka esetén tetszéleges. Tehat minden munkéhoz gépek tartoznak, ahol a
miiveleteket fel kell dolgozni. A gépek sorrendje nem adott, és a feladat megoldasa
soran valasztani kell egyet, kiillonb6z6 munkékhoz, kiilonb6z6 sorrend tartozhat. Egy
munka egyszerre most is legfeljebb egy gépen lehet, azaz ugyanannak a munkanak két
miivelete egyszerre nem futhat két gepen. Az open shop feladat szabvanyos jel6lése,

ahol a gépek szama m, és a cél a teljes atfutasi idé6 minimalizalasa: Om||C,,, (haa

munkak nem szakithatoak meg) és Om|pmtn|C_. (ha a munkak megszakithatoak).

Ha a gepek szama valtozo, akkor a feladatok jelolése: O||C,,, és O|pmtn|C,,,,.
Gonzalez és Sahni megoldottaaz O2||C,, feladatot O(n) ido alatt (lasd [4,7]), mig az

03| C,..x gyengéen NP-nehéz. Az O||C,,, erésen NP-nehéz; tulajdonképpen NP-nehéz

X

eldonteni, hogy létezik-e olyan Utemezés, melynek teljes atfutasi ideje legfeljebb 4.

Masrészt az O |pmtn|C,,, feladat megoldhato polinomialis iddben.
A 4.1. alfejezetben linearis idejii algoritmust adunk a PD2|resi11|C . feladatra és

annak altalanosabb valtozatara is atallitasi és eltavolitasi idokkel. A 4.2. alfejezetben a

PDm|resAll,pmtn” |C,_ feladat komplexitasat elemezziik. A 4.3. alfejezetben

mutatunk egy egyszerii moho kozelit6 algoritmust a PD | resA11|C, ., feladatra, melyre
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a kozelitési hanyados legfeljebb 2. A 4.4. alfejezetben mutatunk egy polinomidlis ideji
kozelitd sémat (PTAS) a PDm|resAll|C,,, feladatra.

4.1. Két gép: nem-megszakithatd, er6forrast nem igénylé
munkak
Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy a PD2|resi11|C,,, feladat megoldhatd

linearis id6 alatt, még akkor is, ha a munkakhoz atallitasi és eltavolitasi id6k tartoznak,
lasd [3].

El6szor nézzik a feladatot atallitasi és eltavolitasi idok nélkiil. Vegyiik észre, hogy a
A =1 esetet mar megvizsgaltuk. Alkalmazzuk a csoportosito eljaras szemléletet, és
vezesslk vissza a feladatot a 2 gépes open shop feladatra (O2|| C,,,, ). Készitstink
legfeljebb A + 2 Gsszetett munkat: K., K2, K,,...,K,. A K,,...,K, munkak

mindegyike két tevékenységbdl all: valamilyen sorrendben végrehajtja az M, ésaz M,

gép. A K, munkék feldolgozasi id8i az M, gépen a(K, )= p(N/), ésaz M, gépen

b(K, )= p(N#) (=1...,2).

A Kg-tcsak az M, dolgozza fel, és a(KOA):: p(Nf), b(KOA)::O. Hasonldan a K -t
csak az M, dolgozza fel, és a(KOB)::O, b(K(f‘):z p(NS).

Ezeket O(n log n) id6 alatt talalhatjuk meg: rendezzik sorba mindkét gépen a munkakat

az igényelt er6forras sorszama szerinti novekvo sorrendben, kezdve az eréforrast nem

igénylé munkakkal, folytatva az 1-es szdmu eréforrast igénylé munkakkal stb.

Vu=1l-rea K, munka ket tevékenysége nem végezhetd el egyszerre. Masrészt Ke

vagy K¢ barmi massal egy idében feldolgozhato: a megfeleld gépen feldolgozhatd

akkor is, ha a masik gép feldolgoz valamit, barmi legyen is az. igy ez olyan, mint egy

kétgépes open shop. Egy optimalis S, open shop titemezés kaphat6 pl. a kdzismert

Gonzalez-Sahni algoritmussal, ami a munkak szamat figyelembe véve linearis ideji,

lasd [4,7].

Vegyik észre, hogy

Co(S5 )= max{a(KOA)+ ia(Ky), b(K2)+ ib(Ky), max{a(K,, )+b(K, )|1< u < /1}} ,
u=1 u=l

ami megfelel a teljes 4tfutasi id6 optimalis értékének az eredeti feladatban. S -bol az
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eredeti feladatra megoldas: K, helyett N;* vagy Nj', melyekben az eredeti munkak

tetszOleges sorrendben johetnek.

Most nézzik a feladatot atallitasi és eltavolitasi idékkel: s*, t*.

Ke, K& és K, (1<u<2), alK,), b(K,) stb., mint fent. K, -hoz atallitasi és

eltavolitasi iddk: s,(K,, )=s¢, t(K, )=t

ie{l,2}, u=1...,4.
K, -hoz és K, -hez:
), k)=t sk k)=
Sz(Kég):: 3(2)' tz(K:):z tg’ Sl(KOB):z tl(KoB):: 0.
Az igy kapott open shop-ra létezik linearis idejti algoritmus, lasd [5]. Az kapjuk, hogy
A
Cox (S;)z max{sl(K§)+ a(Kg*)+ tl(KOA)+ Z(sl(K#)+ a(KH)+ tl(K#)),
u=1
A
Sz(Kt‘J3 )+ b(KoB )+ tz(KOB )+ Z(Sz(Ku)+ b(Ku)Jr tZ(K// ))'
u=1
maximinls (6,06, ., alk, )bl <<

ami megfelel a teljes atfutasi id6 optimalis értékének az eredeti feladatban. Vegytik

észre, hogy mins, (K, )+t,(K, )s,(K, )+ (K, )+a(K, )+b(K,) alehets legkisebb idé,
ami alatt K, munka feldolgozhato.

Mar korabban megallapitottuk, hogy az dsszetett munkakat O(n log n) 1do alatt
alakithatjuk ki. Azoknak az dsszetett munkaknak, melyeknek legalabb az egyik
tevekenysege nem-nulla, az 6sszes szama legfeljebb n. Eredményiinket a kdvetkezd
tétel foglalja dssze.

12. Tétel (lasd [3]): A PD2|resi11|C,,, feladat megoldhaté O(nlogn) idé alatt, még

akkor is, ha vannak atallitasi és eltavolitasi idok.
Ez a polinomialis idej{i algoritmus nem &ltalanosithatd tébb mint két gép esetére. A 3.
és 4. Tétel szerint, ha az erdforrdast nem igénylé munkak nem szakithatéak meg €s

nincsenek atallitasi és eltavolitasi idok, a PD3]|resl11|C, ... gyengen NP-nehéz, és a

PD|resl1l1|C,,, er6sen NP-nehéz. Ezért a kovetkezd alfejezetben az eréforrast nem

X

igényl6 munkak megszakithatoak lesznek, lasd [3].
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4.2. Megszakithatd, eré6forrast nem igénylé6 munkak
Elészor a PDm|res211,pmtn” |C, . feladatot nézziik atallitasi és eltavolitasi idék

nélkil, ahol az eréforrast igénylé munkaknak a 2 eréforrasbol 1-re van sziikséguk.

Ezt visszavezetjik 2 gépes open shop feladatra (O2 || C_ ., ). Az er6forrast nem igényl6

munkakat ideiglenesen hagyjuk figyelmen kivil. Az open shop feladat legyen a
kovetkezd: a 2 gép legyen A es B, éslegyen m munka: K,,...,K . Minden K, munka
két tevékenységbdl all: valamilyen sorrendben végre hajtja az A ésa B megszakitas
nelkil. A K, munkara a tevékenységeinek megmunkalasi id6i:

a(K,):=p(N?), b(K,):= p(NZ), i=1,...,m.

Egy munka tevékenységei nem végezhetok el egyszerre, és legfeljebb egy munka

végezhetd el egy iddben egy gépen. Ezért a K, két tevékenysége megfelel N!-nek és
N7 -nek, és az 8sszes megmunkalasi id6 O(n) idé alatt kiszamolhat6. Egy optimalis S
Utemezés erre az open shop feladatra megtalalhaté a Gonzalez-Sahni algoritmussal, ami
O(m) ideig tart. Az S, Utemezés atalakithat6 egy optimalis S, (temezéssé a
PDm|res211|C__ feladatra eréforrast nem igényld munkak nélkiil. Ha az S,
ttemezésben a K, munkat (1<i<m) A munkélja meg [rl,rz]-ben, akkor az S,
titemezésben az N.-beli munkakat M, munkalja meg ugyanakkor egy blokként (a
blokkban tetsz8leges sorrendben). Hasonléan ha az S -bana K, munkat (1<i<m) B

munkalja meg [13,2'4]-ben, akkor az S, Utemezésben az N7 -beli munkakat M,
munkalja meg ugyanakkor egy blokként (a blokkban tetszdleges sorrendben). Az
eredményiil kapott (itemezés nyilvanvaloan megengedett, és a teljes atfutasi ideje
megegyezik az S; {itemezés teljes atfutasi idejével. Ebbol kdvetkezik, hogy
Crc(Ss)=m {ia ib ), max{a(K; )+ b(K i)|1£i£m}},

i=1 i=1
ami megfelel az optimumnak az eredeti feladatban, az eréforrast nem igénylé munkak
nélkiil. Ezutan az er6forrast nem igénylé munkakat hozzé vessziik megszakithato
modon, tetszéleges sorrendben a megfeleld gépeken, ha lehet a [0, Cax (S; )]-ban
talalhato hézagokba, de ha az 6sszes hézagot kitdltottiik és marad meg hatra munka

(vagy egy része), akkor C (SO )-tél johet a maradék szilinet nélkul.

max

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt.
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13. Tétel (lasd [3]): A PDm|res211,pmtn” |C . feladat atallitasi és eltavolitasi idok
nélkil O(m+n) id§ alatt megoldhato.

Ez a polinomialis idejli algoritmus nem altalanosithatd tobb mint két eréforras esetére.
A PD3|res311,pmtn” |C,,, feladat atallitasi és mar eltavolitasi id6k nélkiil is NP-
nehéz:

14. Tétel (lasd [3]): A PD3]|res311|C,,, feladat atallitasi és eltavolitasi idok nélkiil,
ahol minden munkanak sziiksége van egy eréforrasra gyengén NP-nehez.

Biz.: Megtalalhato [3]-ban, ahol a Particidt hasznaljak a visszavezetésre. m

15. Tétel (lasd [3]): A PD3]|res211|C,,,, feladat atallitasi idokkel, ahol minden

munkanak sziiksége van egy er6forrasra gyengén NP-nehéz.

Biz.: Megtaléalhato [3]-ban, ahol a Particidt hasznaljak a visszavezetésre. m

4.3. Moho kozelités
Ebben az alfejezetben a PD |resA11|C, ., feladatot vizsgaljuk, ahol a gépek szama (m)

része az inputnak, lasd [3]. Mutatunk egy egyszer(i moh¢ algoritmust, ami létrehoz egy
nem-megszakithatd ltemezést, melynek teljes atfutasi ideje legfeljebb kétszer nagyobb,
mint az optimalis éerték.
A PD|resA11|C,,, feladatra, egy nem-megszakithatd S Utemezés suiri (dense), ha
csak akkor van sziinet, ha nem all a feldolgozas elkezdéséhez készen munka. Egy ilyen
titemezést kaphatunk a kovetkez6 moho algoritmussal.
G algoritmus (lasd [3])

Input: PD|resA1l|C, ., feladat

Output: Egy heurisztikus S Utemezes

1. Barmikor, amikor valamelyik M, gép elérhetd, vizsgaljuk meg az Gsszes
munkat, amit még hozza kell rendelni M, -hez tetszdleges sorrendben, és
keressiik meg azt, amelyik legkorabban kezdhet az M,-n: J, .
Rendeljik hozza J, -t M,-hez.

2. Addig ismételjik az 1. 1épést, amig az 6sszes munkat nem Utemeztik. S :
az eredmeényl kapott itemezés. Stop.

Vilagos hogy a G algoritmus futési ideje legfeljebb O(nmmin{n,m}).
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16. Tétel (lasd [3]): A PD|resAll|C,,, feladatralegyen S™ egy optimalis titemezés, és

S egy stirti itemezés, amit a G algoritmussal kaptunk. Ekkor

CoalS) _,
Cmax S
Biz.: Az altalanossag megszoritasa nélkil tegyik fel, hogy M -nél fejezddik be az S .
Q: az utolso szunet utani munkak halmaza az M, -en. Tegyuk fel, hogy Q nem (res,

mert kiildnben S optimalis litemezés, és a tétel nyilvanvaldan igaz.
Q -ban minden munka igényel eréforrast, kiilonben egy eréforrast nem igénylé munka
hamarabb is kezdédhetett volna. Legyen J, € Q, és J,-nak a v erdforras kell
(1<v < A1). Ebbdl kovetkezik, hogy M -en az 0sszes szlinet nem haladhatja meg a
tobbi gépen v erdforrast igénylé munkak 6sszmegmunkalasi idejét. Ezért

A m-1 .
Crax(S)<D. p(N#)+ Y p(NY)<2C,,.(S"). az als korlatok miatt. m

U= i=1

0 i
Nyitott kérdés, hogy a kozelitési hanyados éles-e. Azonban C,_ (S)/C,.., (S) lehet
egyenld 2—1/m-mel. Elegend a kovetkezd esetét venni a PDm | resA11|C,
feladatnak. Minden gépen m egységméretli munka van, az eréforrasok szama
A=m+1. Mindegyik N/ Ures, ha =i, és pontosan 1 munkat tartalmaz, ha g #1i
(1<i<m,1<u<m+1).

Coe(S7)=m , mert lehet gy ttemezni a munkakat, hogy ne legyen hézag [0, m]-ben:

M, [NZOING NG| INNe [N

M, NS [N [NE | N NN

M, (NSNS NS | L NN N2
. |

M, [N™YNE N2 | L NN N
0 1 2 m

Ugyanakkor a G algoritmus eredménye a legrosszabb esetben pl. a kovetkezo.

A [0,1]-ben az N2 -beli, az N2-beli,..., az N™ , -beli és az N2 -beli, majd

az [1,2]-ben az N;-beli, az N -beli,..., az N, -beli, az N?_, -beli és az N2 -beli
munkakat dolgozzuk fel. Es igy tovabb.

Az [m—3,m—2]-benaz N"*-beli, az NJ'-beli, az Ni-beli,... és az N"2-beli, majd
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az [m—2,m—1]-benaz N"-beli, az N}-beli, az N2 -beli,... és az N™*-beli munkakat
dolgozzuk fel.

Ezutan az [m—1,m]-ben az N"**-beli, az [m,m +1]-ben az N[**-beli, az [m+1,m+2]-
benaz NJ**-beli,... és végil az [2m—2,2m —1]-ben az N™** -beli munkakat dolgozzuk

fel.
Az igy kapott S-re C__(S)=2m-1.

My N2 OINS [ NN N
M, INZ NS | ... [NJ [N N
M, N5 [N; N; N3 ; NG
T D
Moo [NFOIND | o [NPEINTS N3
Mo N NS NN Nod
M, [NEINZ | INeN] N
0 1 2 m-3 m-1m 2m—1

4.4. PTAS rogzitett szamu gépek esetén
Ebben az alfejezetben mutatunk egy polinomialis idejii kozelitd sémat (PTAS) a

PDm|resAll|C,,, feladatra, ahol a gépek m szama rogzitett, de az er6forrasok A
szdma az input része. Az ¢ pozitiv és rogzitett, lasd [3].
Ha a gépek m szama része az inputnak, akkor PTAS nem lehetséges O || C, .. -ra, igy
PD |resAll|C,,,-ra sem, kivéve ha P = NP.
Ez az alfejezet a 2.3. alfejezet altalanositasa, ahol a PDm|res111|C_,, feladatra
mutattunk PTAS-t.
A m

C:= max{max{z p(N#)[i =1,2,...,m}, max{z p(N#)] :1,2,...,/1}} , fgy

1=0 i=1

Coue(S7)= C . A 16. Tétel bizonyitasabol kévetkezik, hogy

m-1

C,(S)< i p(Nr;‘)+ z p(NiV)< 2C , ahol S egy siirti litemezés, amit a G

#=0 i=
algoritmussal kaptunk, v -t pedig a bizonyitas soran definialtuk. Tehat

C<C,.(s7)<2C.
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& =¢/111. Hasonl6an a 2.3. alfejezethez, osszuk fel N -et A -re, A,-re és A,-ra:
A = {Jj | p(Jj)> éC} (,,nagy munkak™),

A, = {Jj | C > p(Jj)> 52C} (,,kdzepes munkak”),

A, ={3,167C > p(3, )} (kis munkak”),

ahol ¢ -t ugy valasztjuk meg, hogy teljesiiljenek a kovetkezok:

~ ~ M)
~ , & &
<eCés—2>202>|—
p(Az) m (m3j
./ azon temezések halmaza, ahol a ,,nagy munkak” kezdési ideje a 5°C nem-

negativ egesz tobbszorose.

2. Lemma (lasd [3]): S, egy temezés a PDm|resAll|C _ feladatra, ami optimalis az
-/, -beli litemezések kozott. Ekkor

Coe(S5)< Cr(S7)+2msC < C

ahol C :=2C(L+ms).

Biz.: Egy S” optimalis Utemezésre legyen 7, <7, <...< 7, a,nagy munkak” kiilonbozé

kezdési iddinek novekvo sorozata. Legyen egy gépen maximum b ,,nagy munka”.

Mivel C,(S")< 2C, ezért baC <C,(S")< 2C, tehat b < 2/5. Mivel u <bm, ezért
u< Zm.
5

Alakitsuk S™-otegy .~ -beli S, ltemezéssé Ugy, hogy u iteracidval a munkakat
jobbra toljuk a kévetkezé modon. S, :=S". Az i-edik iteracidban (1<i <u) kiindulunk
S,_, iitemezésbdl. o, a legkisebb tébbszorése 5°C -nek, ami nagyobb vagy egyenld,
mint z;. Azoknak a munkaknak a kezdési idejét megnéveljuk o; —z;-vel, melyek S, ;-
beli kezdési ideje nem korabbi, mint z,. Kapjuk az S, Utemezést, ahol a ,,nagy munkak”
kezdési ideje

{rj ha 1< j<i,

T = o
r,+o;, -7 ,ha i<j<u.

]

Nyilvan z,,...,7, tébbszorése 5°C -nek és S, tovabbra is megengedett. Végiil

megkapjuk S, -t, és S, :=S,. Minden iteracional a munkak befejezési ideje, és igy a
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teljes atfutasi id legfeljebb 6°C -vel né. Igy a teljes novekedés legfeljebb

us’C <225%C =2mdC , ezzel a bizonyitas kész. m

Hasonldan a 2.3. alfejezethez legyen A a [O,C_:—éC[ intervallumban talalhatd, a 5°C -
nek nem-negativ egész tobbszoroseinek halmaza.

Legyen ./, azon litemezesek osztalya, amely tartalmazza az sszes lehetséges

litemezését a ,,nagy munkaknak”, ahol a kezdési idok A -beliek. A 2. Lemmabdl és a
»hagy munkak” definici6jabol kovetkezik, hogy van ilyen titemezés.

Vegyiink egy tetszéleges ./ -beli S, litemezést.
Legyen 7, <7, <---<7, a,nagy munkdk” kiilonbdz6 kezdési és befejezési id6inek
novekvo sorozata.

q<4m+4m2,
o

ugyanis: C,.,(S")<C,,.(S")+2maC <C , ezért C, (") < 2C(1+m5).

Egy gépen maximum b ,,nagy munka” van, igy bdC < CmaX(S*)< 2C(1+ m5).
Ebbé] kovetkezik, hogy b < §(1+ m&), és mivel g < 2bm, ezért

q <%(1+ ma)m :4?m+4m2.

Sg-re I, = [O,Tl], I, = [z'l,rz],..., I, = [rk,rk+l],..., lya = [rqfl,qu, l, = [z'q,oo[.

Ebbdl kovetkezik, hogy 1, (0 <k <q) belsejében a,,nagy munkak” kozil egyik sem
kezdddik, vagy fejezddik be. Legyen az |, intervallum hossza i,, k =0,...,q. Vk-ra
Mk az osszes olyan gép halmaza, ahol szlinet van 1, -ban, és ﬁk azoknak az
er6forrasoknak a halmaza, melyekre nincs sziikség 1, -ban. A ,,kis munkékat” vesszik
most hozza S;-hez megszakithatoan az LP(SB) linearis program segitségével:

X; - 8z 0sszmegmunkalasi ideje azoknak a ,Kicsi” u -eréforras munkaknak, melyeket
az M, gépen az I, intervallumon munkaljuk meg.

Az ilyen munkakat csak akkor tudjuk I, -n megmunkalni az M, gépen, ha M, Mk , €S

HE ﬁk :
(10) min z
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A

(11) 22 X, i=1...,m,
©=0

(12) 22 ) Xq =1, 4,
i=1
A

(13) i, =D Xuoi=1...,mk=0,..,q-1
©=0

14) i =D Xy u=1...,4,k=0,...,q-1,
i=1

(15) zq:xipk = p(N“ A A)i=1...,mu=0,..,2,

M; eMk
ﬂ6§k

(16) X, 20,i=1,...,m u=0,...,4,k=0,...,q.
(13): A gép-alapu also korlat a ,,kis munkak” 6sszmegmunkalasi idejére az M, gépen az
I, intervallumon nem lehet tobb, mint az intervallum hossza, i, .
(14): Az er6forras-alapu also korlat a ,,kicsi” g -er6forras munkak 6sszmegmunkalasi
idejére az I, intervallumon nem lehet tobb, mint i, .
(10)-(12): A celfuggveny optimalis érteke (z ) egyenld az |, -hoz rendelt ,kis
munkakra” a gép-alapu also korlat és az er6forras-alapu also korlat maximuma.
(15): Minden ,,kis munkat” hozzarendeliink a megfeleld géphez az |,
intervallumokban.
3. Lemma (lasd [3]): Legyen S; egy ., -beli Gtemezés, melynek teljes atfutasi ideje
t,. Tegyuk fel, hogy az LP(SB) linearis program optimalis megoldasa: (xiﬂk) és z.
Ekkor S;-t ki lehet egésziteni S, Utemezéssé (S, -hez hozzavessziik a ,,kis munkékat”),
hogy:
i. a,nhagy munkak” kezdési ideje még mindig a 5°C tobbszorose;
ii.  azoknak a,kicsi” p -er6forras munkaknak, melyeket az M, gépenaz I, -n
munkaljuk meg, az 6sszmegmunkalasi ideje x;, (0< < 1);
iii.  a,kis munkak” megszakithatoak és a megszakitasok szdma nem tébb, mint
4m*(q+1);
iv.  Cou(S)=t,+2z.
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Biz.: Leirunk egy eljarast S, kiegészitésére. Minden 1, -ra (k =0,...,q—1) s

[tq A+ ZJ-re tegyiik a kovetkez6ket. Formaljunk dsszetett munkékat: K, K,,...,K,,

ahol K, megmunkalasi ideje az M; gépen az I, intervallumon ¥, . Hagyjuk

figyelmen kivil, hogy a gépek foglaltak a ,,nagy munkak” feldolgozasaval, és talaljunk

egy optimalis megszakithato open shop utemezésta K,,...,K, 0sszetett munkakhoz.

Egy lehetséges algoritmus ilyen ttemezés megtalalasahoz minden intervallumra

megtalalhato [6]-ban. Vegyuk észre, hogy az algoritmus implementalhaté olyan modon,

hogy minden intervallumban maximum 4m? legyen a megszakitasok szama. Ha

szukséges a megmaradt Ures intervallumokban dolgozzuk fel K -t, amit kiillonb6z6

gépeken egyszerre lehet feldolgozni. m
A= A(e,m) algoritmus (lasd [3])

Input: Egy példanya a PDm |resA11|C,,, feladatnak, & >0

Output: Egy S, heurisztikus Gtemezés

1.

3.

4.

Hatarozzuk meg & -bol & -ot és & -t. Osszuk fel N -et A -re, A,-re és
A;-ra (,,nagy munkakra, ,,kdzepes munkakra” és ,,kis munkakra”).
Minden ./ -beli S; iitemezésre oldjuk meg a megfeleld LP(SB) linearis
programot, és keressilk meg a célfuiggvény optimalis értékét: z”. Legyen
S, olyan ./ -beli itemezés, melyre z*+rq minimalis.

A 3. Lemma bizonyitasaban leirt technikaval egészitsik ki S;-ot a ,,kis
munkakkal” (megszakithatoan) S, Utemezessé. |, = [z'q,z'q +z*].
Vizsgaljuk at S, titemezést elejétdl a végéig. Vu=0,...,1-raes
Vi=1,...,m-re legyenek T, -ek (I =1.2,...) id8intervallumok , ahol
»Kicsi” u -er6forras munkakat dolgozunk fel (megszakithatéan) az M,
gépen az S, -ben. A Ti/', -ek hossza legyen di'ﬂ. Ideiglenesen tavolitsuk el
azokat a munkékat, melyeket valamelyik TiL -ben dolgozunk fel. Azért
hogy S, -et nem-megszakithatd titemezéssé alakitsuk, VT,
intervallumhoz rendeljiuk hozza azokat a ,,kis munkakat” N/ -bél,

melyek dsszmegmunkalasi ideje legfeljebb d;,. A munkékat tetsz6leges
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sorrendben, nem-megszakithatéan rendeljik a gépekhez. Ha egy munka
nem fér az elérhet6 intervallumba, ideiglenesen tegyiik félre.
5. Vi-re i=1-t6l i=m-ig p, koteg készitése a megmaradt N,-beli

munkakbol. Kezdjuk a p, -es koteget az M, gépena z, + z" idéponttol.
Ezutan Vi=1,...,m-1-re kezdjuk a p, ,-es kotegetaz M,,, gepen
kozvetlenul azutan, hogy a p. koteg befejezddott az M, gépen. Ha p,
ures, akkor hagyjuk figyelmen kivul M, -t. Legyen S, az eredménydil
kapott Utemezés. Stop.

17. Tétel (lasd [3]): Az A= A(g,m) algoritmus PTAS a PDm | resA11|C,,, feladatra.

Biz.: Hasonl6 a 7. Tétel bizonyitasahoz, és megtalalhato [3]-ban is. m
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5. Atlagos atfutasi id6: legegyszeriibb problémak
Ebben a fejezetben a cél az dtlagos atfutasi idé minimalizalasa, ami ekvivalens a

befejezési idok 6sszegenek minimalizalasaval.

Ha nincs er6forras, akkor az egygépes esetben (1| Zj C, ) az optimalis megoldas: a

munkakat a megmunkalasi idok szerint nem-csokkend sorrendbe rendezziik (SPT
sorrend), majd a 0 id6ponttdl kezdve sziinet nélkiil rakjuk a gépre a munkakat ebben a

sorrendben, lasd [1]. Hasonlo6 a helyzet, ha tobb parhuzamos és dedikalt gep van, és

nincs eréforras (PDm || chj vagy PD || Zj C, ): minden gépen a hozzatartoz6

munkékat SPT sorrendbe rendezziik, majd a 0 id6ponttol kezdve sziinet nélkiil rakjuk a

gépre a munkéakat ebben a sorrendben. Az igy kapott utemezest jeldljik S, -vel.

Vilagos, hogy a PDm | resl11| szj vagy a PD | resl1l| szj probléma esetén

PIRSACHED AT

tehat ha S, megengedett, akkor optimalis. (Sg,; biztosan megengedett, ha nincs
er6forrast igényld munka, vagy csak 1 gépen vannak eréforrast igénylé munkak.)

Ha nincsenek eréforrast nem igénylé munkak, akkor az optimalis megoldas: a munkékat
SPT sorrendbe rendezziik, majd ebben a sorrendben rakjuk a munkakat a 0 idéponttol
kezdve a megfelelé gépre kdzvetleniil azutan, hogy az el6z6 munka feldolgozéasa
befejezddott.

Nézzik mosta PD2 | resl11| szj problémat, ahol mindkét gépen 1-1 darab

er6forrast igénylé munka van.

A2 algoritmus
Input: Egy példanya a PD2 | resl11]| Z,—Cj problémanak, ahol mindkét gépen 1-
1 darab erdforrast igénylé munka van
Output: Egy S,, heurisztikus litemezés
1. Sg; Utemezés meghatarozasa.

2. Haigy az er6forrast igénylé munkak kdzott van atfedés, akkor azt az
eréforrast igényld munkat, amelyik késébb fejezddik be, és az utana
kovetkezd eréforrast nem igényld munkékat jobbra toljuk el gy, hogy az

er6forrast igénylé munka kezdési ideje a masik eréforrast igénylé munka
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befejezési ideje legyen. Ha az er6forrast igényld munkak ugyanakkor
fejezédnek be, akkor mindegy, hogy melyiket valasztjuk.
3. S,,:az eredmenyul kapott utemezés. Stop.

18. Tétel: Az A2 algoritmus 2-kozelit6 algoritmus.
Biz.: Azt kell belétni, hogy . C;(S,,)< ZZjCj(S*).
A 2. 1épés soran az egyik gépen nincs valtozas, a masik gépen az eréforrast igényld
munka el6tti munkak (ha vannak ilyenek) befejezési id6i nem valtoznak, a tobbi munka
befejezési 1doi legfeljebb az erdforrdst igényld munka megmunkalési idejével nd
(legyen ez p"). Azoknak az eréforrast nem igénylé munkiknak, melyeket eltoltunk, a
megmunkalési id6i legyenek rendre p?,..., p*. Az SPT sorrend miatt
p' < p?<...< p*. Tehat
2.,Ci(Sx) D) Ci(Ser ) +kp" < D Ci(Seer )+ P!+ p* -+ p* 22D Ci(Ser ),
ésmivel 3" C/(S")2 Y Ci(Sqr). ezért 3" C,(S,,)<2Y" Cy(S"). m
Nézziik most a probléma altal&nositasat, a PDm | res111| chj problémat, ahol

mindegyik gépen 1-1 darab er6forrast igénylé munka van.
Am algoritmus

Input: Egy példanya a PDm|resl11| chj probléménak, ahol mindegyik gépen

1-1 darab eréforrast igénylé munka van
Output: Egy S, heurisztikus utemezés

1. Sy, Utemezés meghatarozasa.

2. Ha most az eréforrast igénylé munkak kozott van atfedés, akkor menjlink
a 3. Iépésre; kulonben menjlink az 5. lépésre.

3. Jel6lje atmenetileg J, azt az eréforrast igényld munkat, amelyre létezik
masik eréforrast igényl6 munka, hogy koztiik van atfedés, és az ilyen
tulajdonsagu munkak kozott a legkorabban fejezédik be. Ha tobb ilyen is
van, akkor mindegy, hogy melyiket valasztjuk.

4. Valasszuk ki azokat az er6forrast igénylé munkakat, amelyekre van

atfedés koztik és J, kozott. Ezeket és az utanuk kovetkez6 munkakat
toljuk jobbra gy, hogy az eréforrast igénylé munkak kezdési idéia J,

befejezési ideje legyen. Menjunk a 2. Iépésre.
46



5. S,,:az eredményil kapott Gtemezés. Stop.
6. Példa: m:=4, N:={J,,...,d}, J,....,J,, megmunkalasi idéi legyenek
ugyanannyiak, mint a 4. Példaban. N, ={J,,..., 3.}, N, :={J,,..., 3},

Ny ={J00 i dis by Ny = {35600 350}

Legyenek az er6forrast igényld munkéak: J,, J,, J;5, Jy6-

SSPT:
1 34 9 15 19
M, 4 |9, J, Js
M, s 7 I Jg
Ms [Jls Jho Jun| Jio| Jua| Jis
My Pl I e Jie 20
01 3 9 15
Jo=J;
1 34 9 15 19
M1 ‘]4 ‘]1 ‘]2 ‘]3 ‘]5
M2 Jg ‘]7 6 ‘]8
M 3 ‘] |3 J 10 11 ‘J12 J 14 J 15
M4 JL8 Jw JL9 ‘]16 Jzo
01 35 9 15 17
‘]O - ‘]10
1 345 10 16 19
Ml ‘]4 ‘]1 ‘]2 ‘]3 ‘]5
MZ ‘]9 ‘]7 ‘]6 8
M 3 J |3 J 10 ‘]ll ‘]12 14 J 15
M4 ‘]LS ‘]L7 ‘JL9 ‘]16 ‘]20
01 35 9 15 17
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1 34 9 14 19

01 3 5 9 1517 20
19. Tétel: Az Am algoritmus 2" -kdzelité algoritmus.
Biz.: Azt kell belétni, hogy  C;(S,, )< 2m-1zjcj(s*).
Sy =S¢y - Jelblje S, azt az litemezést, melyet S, | -bél kapunk a 4. 1épés végrehajtasa
soran, i=12,...,k, S, =S,,,.
Vilagos, hogy a 4. 1épés utan az atmenetileg J,-lal jeldlt eréforrast igénylé munka és a
tobbi eréforrast igénylé munka kdzott nincs atfedés, és a késébbiek soran sem lesz, igy
a 4. lépést legfeljebb (m —1)-szer hajtjuk végre, tehat k <m—1.
A 4. Iépés soran, amikor az S, , -bdl kapjuk S, -t, a gépeken a befejezési idék vagy nem

valtoznak, vagy legfeljebb a géphez tartozd eréforrast igényld munka megmunkalasi

idejével nének. Azoknak az eréforrast igényl6 munkaknak, melyeket eltoltunk, a
megmunkalési iddi legyenek rendre p**, p*?,..., p*', ahol I <m, mert J, -t nem toltuk

el. Azoknak az er6forrast nem igénylé munkaknak, melyeket eltoltunk, a megmunkal&si

Ky .l

idoi legyenek rendre p?*, p®*,..., p“*, p?%, p*2,. .., p¥ %, p? P .. p

Az SPT sorrend miatt p** < p>* <...< p**, x=12,...,1.

2.,Ci(S)<D Ci(Si)+kep™ +- ki p,

kK p™* < p* + p? 4o pr, x=12,...,1,

P+ p?t e+ plt 4 pr2 g p2 P+ p? 4o g pM g pP e po! szjcj(si_l),
tehat > C;(S;))<2) C;(Siy), 1=12,...k.

Ebbdl kovetkezik, hogy

2.,Ci(8am)=2.,Ci(8)=2)] Ci(S,4)<22) Ci(Sp) <. 2 C,(S,)

=2 Ci(Sr)< 2kzjcj(3*)g szlzjcj(s*). -
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6. Osszeqgzés

A dolgozatban olyan ttemezési problémak megoldasa volt a cél, ahol a munkak

feldolgozasahoz a gépeken tul, tovabbi eréforrasokra is sziikség van, és ahol a gépek

parhuzamosak és dedikaltak.

A celfliggvény elGszor a teljes atfutasi id6 volt, 1asd [2,3]. Megtudtuk, hogy melyik

probléma oldhaté meg polinomialis id6 alatt, és melyik nem:

Azoknak a problémaknak a komplexitasa, melyekben egy munka egynél tobb eréforrast

is hasznalhat:

Gepek | Er6forrasok | Er6forras | Felhaszndlds | Komplexitds | Hivatkozas
szama | szama mérete fels6 korlatja

2 1 c c O(nlogn) 8. Tétel

2 2 1 1 o(n) 9. Tétel

2 2 2 2 0.NP 10. Tetel

2 3 1 1 0.NP 11. Tétel

3 1 1 1 0.NP 3. Tétel

Azoknak a problémdéknak a komplexitasa, melyekben az eréforrasok egységnyi

méretiiek, €és egy munkénak legfeljebb egy eréforrasra van sziiksége:

Gépek | Eréfor- | Atallita- | Eltavoli- | Erforrast Komplexi- | Hivatko-
szama | rasok siidék | tasiidék | nem igénylé | t&s zas
szama munkak

megszakit-

hatdak
2 A Igen Igen Nem O(nlogn) | 12. Tétel
3 1 Nem Nem Nem 0.NP 3. Tetel
m 1 Nem Nem Nem s.NP 4. Tétel
3 2 Igen Nem Igen 0.NP 15. Tétel
3 3 Nem Nem Igen 0.NP 14. Tétel
m 1 Nem Nem Igen o(n) 2. Tétel
m 2 Nem Nem Igen O(m+n) | 13. Tétel
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A tablazatokban ,,0.NP” azt jelenti, hogy gyengén NP-nehéz, ,,s.NP” pedig azt, hogy
er6sen NP-nehéz.

Az NP-nehéz problémakat kozelito algoritmusokkal (pl. PTAS) lehet megoldani,
lasd 6., 7., 16. és 17. Tétel.

Ezutan az 5. fejezetben a célfiiggvény az atlagos atfutasi id6 volt. Amig a

PD2|resl11|C,,, probléma megoldasa nagyon egyszerti volt (lasd 1. Tétel), addig a
PD2|resll1l| szj probléma komplexitdsa még abban az esetben is kérdés maradt,

amikor mindkeét gépen 1-1 darab er6forrast igénylé munka van.

A probléméra és altalanositasara (PDm | resl11| Zj C; , ahol mindegyik gépen 1-1

darab er6forrast igényl6 munka van) megengedett megoldast egy nem tul hatékony

kozelitd algoritmussal sikeriilt taldlni, lasd 18. és 19. Tétel.
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