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1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatom témajiul kozonséges differencialegyenletek numerikus megoldasat valasztottam.

Az altalunk vizsgalt Cauchy-feladat a kévetkezd alaki:

du
E:f(tu)a tE[O’T]
u(0) = o,

ahol ug adott kezdeti figgvény. A differencidlegyenlet megoldasa azt jelenti, hogy megkeressiik
azt az u figgvényt, amely a fenti egyenletet igazzd teszi. A gyakorlatban eléfordulé problémék
esetén ezt a fliggvényt ritkan tudjuk zart alakban kifejezni, ezért numerikusan kozelitjiik.
algoritmusanak attekintése szerepel. Az elsé fejezetben ismertetjiik a legalapvetébb egyszerti
egylépéses numerikus médszereket : a 0-mddszert és a Runge-Kutta mdbdszercsaladot. A masodik
fejezetben pedig kiillonbo6z6 feladatokon vizsgaljuk a moédszerek mikodését, mint a redukalt
haromtest-probléma, egy egyszerii ragadozd-zsdkmany modell, valamint a klasszikus Lorenz-féle
differencidlegyenlet-rendszer, ami a differencidlegyenletek elméletének fejlddésében kulcsszerepet
toltott be.

A numerikus moédszerek implementaldasihoz MATLAB programkornyezetet hasznéltunk, a

modszereket megvaldsitéd kddokat szintén ismertetjiik.



1. FEJEZET. BEVEZETES



2. fejezet

A sziikséges eldismeretek

osszefoglalasa

2.1. Kozonséges differencialegyenletek

A differencidlegyenleteket tobbségében a természettudomanyok, mérnoki, és kézgazdasagi
folyamatok leirdsara hasznaljak, azaz a folytonos matematikai modelleket tobbnyire ezek segit-
ségével lehetséges (és szokasos) leirni. Tébb fajtajat kiilonboztetjiik meg, példdul a kozonséges
(egyvaltozés az ismeretlen fiiggvény), és a parcialis differencidlegyenleteket.

Néhany fontosabb jellemz6jiik:

— rend: egy differencidlegyenlet rendje a differencidlegyenletben szerepl6 legmagasabb rendii

derivalt rendje,

— explicit: egy differencidlegyenlet explicit, ha a fiiggvénykapcsolatbol explicit kifejezhetd

a legmagasabb rendi derivalt,
— implicit: egy differencidlegyenlet implicit, ha nem explicit, tehat nem tudjuk kifejezni a
legmagasabb rendi derivaltat.

2.1.1. Definicié. Legyen G C R xR? egy tartomdny (azaz dsszefiiggd, nyilt halmaz), (to, 1) C
C G egy adott pont (tg C R, ug C R?), f: G — R? egy folytonos leképezés. A

dlt) — f(t,u)

u(to) = lfo

feladatot kezdetiérték-feladatnak, avagy mds széval Cauchy-feladatnak nevezzik.

3
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Amikor a Cauchy-feladat egy természettudoményos, miiszaki vagy koézgazdasigi folyamat
matematikai modellje, akkor alapvetd kovetelmény, hogy létezzen egyértelmii megoldasa. Ezt

biztositja az aldbbi tétel a [2] munkabdl:

2.1.2. Tétel. (egzisztenciatétel): Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek:

~ f:T =R, T CR? egy tartomdny,

- fcC(T), azaz f folytonos T'-n,

— f a mdsodik vdltozojaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, azaz létezik olyan L > 0 dllan-

do, hogy minden (t,u1), (t,u2) C T-re igaz, hogy
|f(t,’U,1) - f(ta U2)| < L"Lﬂ - ’UQ’.

Ekkor a kezdeti feltételbeli ty pontnak létezik olyan K (to) kérnyezete, hogy a kezdetiérték feladat-

nak egyértelmiien létezik megolddsa K (to)-n.

2.2. Numerikus modszerek

Sajnos csak ritkan lehetséges a differencidlegyenletek megoldasanak konkrét eldallitasa zart
alakban (azaz megadésa olyan képletek segitségével, amelyek ismert és konnyen kiértékelhetd
fiiggvényeket tartalmaznak), ezért gyakorlatilag az a legegyszeriibb, ha numerikus mdodszerek
segitségével valamilyen kozelité alakban keressiik 6ket. Természetesen ezek a moddszerek csak
kozelité megoldast adnak, de kelléen nagy pontossiaguak, és ellenérizheté hibahataron beliil

mozognak. Ennek érdekében kiilonbo6z6 elvardsokkal éliink veliik szemben:
* Létezzen megoldds (egzisztencia).
* Ez a megoldas egyértelmii legyen (unicitas).
* A megoldas folytonosan fiiggjon a feladatot leir6 adatoktél (stabilitas).

A feladatokat, amelyek tudjak a felsorolt elvarasokat, korrekt kitiizésiieknek nevezzik.

Sajnos tobbnyire nagyon specidlis f fiiggvények esetén adhatok csak meg képletek segitségével a
kezdetiérték-feladatok megoldasai. Ezért ezek helyett inkabb numerikus megolddst allitunk eld,
ami azt jelenti, hogy az értelmezési tartomanyanak egyes pontjaiban az ismeretlen megoldas-
fliggvény értékeit véges szamu lépéssel kozelitéleg hatarozzuk meg.

Ezutan ebben a dolgozatban az ugynevezett egylépéses maodszerekkel és az altaluk megkaphato
kozelité megoldasokkal fogunk foglalkozni, vagyis olyan tipusu eljarasokkal, ahol valamely rogzi-

tett idopontbeli kozelitést egy az azt megel6z6 idépontbeli kozelités felhasznalasaval hatarozunk
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meg. A tovabbiakban az aldbbi feladatot vizsgéaljuk:

du
= f(t,u);  te]0,T)

u(0) = ug

(2.1)

ahol T" > 0 olyan szam, amely mellett a feladatnak létezik egyértelmii, megfeleléen sima
megoldéasa a [0, 7] intervallumon.

Szakdolgozatom témaja az el6bbi (2.1) egyenlet numerikus megoldésa kiilonboz6 tesztfelada-
tokon. Ehhez egylépéses modszereket fogunk hasznalni. A kévetkezdkben ezeket a modszereket
definidljuk és vizsgdljuk az [1]-es munka alapjan. Az egylépéses moddszereket az tgynevezett

ekvidisztdns racshélon (illetve azok sorozatan) adjuk meg. Ilyen racshélo:

T

=<t;=1th; +1=01,---,N; h=—;.
wp, { i i N}

A numerikus mddszereket y; fliggvényekkel adjuk meg, mellyel célunk, hogy y; ~ u(t;), ahol

u(t;) a pontos megoldés az wy, récs i. pontjaban. Ezek utan bevezethetjiik a numerikus médszer

c s 2

2.2.1. Definicié. Legyen
Yir1 = Yi + h®(h, ti, yi, yiv1), (2.2)

ahol ® adott fiigguény és i € N, tovdbbd t; € wp és yg = ug. A tovdbbiakban azt a numerikus

mddszert, amelyet a fenti képlet realizdl, ® numerikus mdédszernek nevezziik.

2.2.1. A 0-modszer

Elsé 1épésként olyan P (t) elséfokd polinomot keresiink, amely mellett az
[utiv1) = Pa(tic1)| = O(h]) (2.3)

becslés érvényes. Ezért Pj(t)-t6l elvarjuk, hogy menjen keresztiil a (¢;, u(t;)) ponton, és iré-
nyat az u(t) figgvény t; és t;41 pontbeli érintdinek irdnya hatdrozza meg. (Ugyanis az irdnyt a
megoldasgorbe racspontbeli értékeibdl akartuk meghatérozni.)

Ezért legyen
Pl(t) = u(tl) + Oé(t — ti) (t € [ti, ti+1]) (24)

alaki, ahol o = a(ug(t;), uo(ti+1)) egy adott fiiggvény. (Példdul az a = up(t;) megvalasztéssal
Pi(t) = T14(t), és ekkor természetesen érvényes.)
Létezik-e mas, megfelel6 megvalasztés is?
Mivel
u(tiv1) = u(t;) + uo(ti)hi + O(h) (2.5)
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ebbdl koévetkezik, hogy
u(tiyr) — Po(tigr) = hi(uo(t:) — o) + O(h7), (2.6)
tehat pontosan akkor teljesiil, amikor az
o —ug(ti) = O(hy) (2.7)
becslés fennall.

2.2.2. Tétel. Ekkor tetszileges 0 € R esetén az o = (1—0)uj, —i—@ugiﬂ megudlasztisu o fligguény

esetén az elobbi becslés érvényes.

A fenti P (t) polinom az
Yit1 = yi + ahy (2.8)

egylépéses numerikus médszert hatdrozza meg, ahol (2.1) 6sszefliggés és (2.2.2) tétel alapjan
a=(1=0)f(ti,yi) + 0f (tit1,Yit1)- (2.9)
Az itt leirt médszert #-mdbdszernek nevezziik.

2.2.3. Megjegyzés. A 0-mddszer esetén is jellemzd, hogy y; valamilyen kizelitése az u(t;) pon-

tos értéknek. Az eltérés alapvetden a kovetkezd miatt van:

— Minden lépésnél az u(t) megolddsfiigguényt az elséfoki Py (t) polinommal approzimdljuk,

— Pi(t) polinomban az « egyiitthatdt (azaz a megolddsfigguény derivdltjait) csak kozelitéleg

tudjuk meghatdrozni.

Mivel az o irdnyt a megolddsfiigguény t; és t;41 pontbeli érintdinek irdnya hatdrozza meg, ezért
dltalaban dgy valasztjuk meg, hogy ezen két érték kozé essék. Ezért a 6 paramétert csak a [0;1]
intervallumbdl szokdsos megudlasztani. A tovdbbiakban kettd, specidlisan megvdlasztott 6 € [0,1]
értékhez tartozé numerikus modszert vizsgdalunk meg. ©

2.2.2. Az explicit Euler-mdédszer

Tekintsiik a 8-mddszert a § = 0 megvélasztassal! Ekkor a (2.8) és a (2.9) a kovetkezé nume-

rikus moédszert generaljik
Yir1 =Y + hif(ti,yi), i=01,...,N—1 (2.10)
Mivel y; az ismeretlen u(t) fiiggvény t; pontbeli kozelitése, ezért értelemszertien
o = u(0) = uo, (2.11)

vagyis az iterdciéban az i = 0 értékhez tartozé yo adott érték.
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2.2.4. Definicié. A fenti (2.10)-(2.11) képletekkel definidlt eqylépéses mdodszert explicit Fuler-

modszernek nevezziik.
Legyen
gi(h) = u(t;) + h®(h, ti, u(ts), u(tiv1)) — ultiv1).
Ennek a fiiggvénynek rendje sorfejtéssel a Cauchy-feladat egyenletének felhasznalasaval a pontos

megoldas ismerete nélkiil is meghatarozhato.

2.2.5. Definicié. A g;(h) figgvényt a (2.2) alaki ® numerikus mddszer t; € wy, pontbeli képlet-

hibdjanak (mds szoval lokdlis approzimdcios hibajinak) nevezzik.

2.2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ® numerikus mddszer p-ed rendben konzisztens a t; € wy

racspontban, ha
9i(h) = O(hp+1)

valamely p > 0 dllandoval.

A lokélis approximaciés hiba rendje tehdt azt mutatja meg, hogy a pontos megoldds milyen

pontossaggal elégiti ki a ®-moddszer egyenletét.

2.2.7. Megjegyzés. Megmutathato, hogy az explicit Fuler-mddszer elsérendben konzisztens.o

2.2.8. Tétel. Legyen t* € [0,T] tetszbleges rogzitett pont. Tekintsik h — 0 mellett a [0,t*]
intervallumon az
wp:={t; =ih; i=0]1,....,n; h=t"/n} (2.12)

ekvidisztdns rdcshdlok sorozatdt. Ekkor a t* pontban az explicit Euler maodszer elsérendben kon-

Vergens.

2.2.3. Az implicit Euler médszer

A 0 = 1 megvalasztassal a f-modszer alapjan eléallithatjuk a kévetkezd numerikus modszert :

Yitr1 = Yi + hif(tiv1,9i+1), i=01,...,N -1, (2.13)
Yo = Uo-
2.2.9. Definicié. A (2.13) képletekkel definidlt egylépéses modszert implicit Euler-mddszernek

nevezzuk.

2.2.10. Megjegyzés. A implicit Fuler-mddszert azért nevezzik implicitnek, mert az idében vald
elérehaladdshoz y; ismeretében y;+1 értékét minden egyes idblépésben eqy (tipikusan nemlinedris)

eqyenlet megolddasdval tudjuk csak meghatdrozni. ©

2.2.11. Megjegyzés. Errdl a mddszerrdl is megmutathato, hogy konzisztens és konvergens. ©
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2.2.4. Runge-Kutta mdédszerek

A (2.1) Cauchy-feladatra kett6nél magasabb rend(i numerikus médszerek megalkotéasa a ko-
rabban ismertetett egylépéses médszerek segitségével problémas. Az egyszertibb médszerek (exp-
licit Euler-médszer, implicit Euler-médszer, Crank-Nicolson-mddszer) legfeljebb masodrendiiek,
a Taylor-médszerek viszont egy meglehetésen bonyolult elézetes analizist (a parcidlis derivaltak
meghatérozasat) és azok kiértékelését igénylik. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a parcidlis

derivaltak kiszamitasanak feladata szerencsére megkerilheto.

Maisodrendii Runge-Kutta médszerek

Induljunk ki a (2.1) Cauchy-feladatb6l. A mddszer bevezetéséhez elészor meghatérozunk egy
mésodrendli kétlépéses mddszert. Az u(t) megoldast a ¢t = t* + h pontban Taylor-sorba fejtve
nyerjik, hogy:

h2
u(t* + h) = u(t*) + b/ (t*) + gu”(t*) +O(h®). (2.14)
A lancszabdly alkalmazasaval rendre derivdlva a (2.1) azonossédgot a t* € [0,T] pontban, a ko-

vetkez6 egyenlOségeket nyerjiik:

u'(t7) = (", u(t")),
(%) = Ouf (7, u(t™)) + O2f (£, ult™)u'(t"),

u"(t*) = On f (¢, u(t)) + 2002 f (%, w(t*))u/ (%) + oz f (¥, () (u' (¢9))? + Do f (¢, u(t))u" ()
(2.15)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket :

f=1@u®),  0if =0if(t",u(t?),  Oijf = 0y f(t",u(t”)), stb.

Az el6bbi egyenlétlenségekkel és a jelolésekkel atirhatjuk a (2.14) egyenletet a kovetkezéképpen:

2
Ut +h) = ult) T+ O+ ) O(®) = w(t') s f o [ +hh f+h o ] +O(N) (2.16)

Mivel tetszbleges c1,co € R esetén a kétvaltozds f: Q — R fiiggvény (¢, u) pont korili els6foki
Taylor-sorba fejtése f(t + cih,u + coh) = f(t,u) + c1hOyf(t,u) + cahdaf(t,u) + O(h?) alakii,

vagyis jelen esetben
O+ hou() + hf(t*, u(t?) = f + hoLf + hfoaf + O(h?) (2.17)
ezért folytathatjuk az atirast a kovetkezo alakra:
u(t* + h) = u(t*) + gf + g(f(t* + hyu(t*) + hf(E*, ut))) + O(h®) (2.18)

2.2.12. Megjegyzés. A Runge-Kutta maodszereket dltaldban Butcher-tdbldzat segitségével szok-

tak leirni, mely az aldbb ldathato mdodon néz ki:
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2.2.13. Definicio. Egy explicit Runge-Kutta tipusi modszer

al| B

O'T

alakban felirt paramétereinek tdbldzatdat Butcher-tabldzatnak nevezziik.

2.2.14. Tétel. A (2.2.13) Butcher-tablizati explicit Runge-Kutta tipusi mddszer pontosan ak-

kor konzisztens, amikor teljesiilnek a

Be=a; ol.e=1 (2.19)
feltételek, azaz
Z bir = a; minden i = 1,2--- ,m esetén és emellett Z o = 1. (2.20)
k=1 k=1
Mivel
h h
w(t® +h) —u(t”) = o f = S(fE +hut™) + R, u(t?))) = O(h%) (2.21)

ezért a modszer masodrendi ©

2.2.15. Megjegyzés. A o = 0.5 értékhez tartozé RK2 mddszer a Heun-mddszert eredménye-
zi. Erdekes megudlasztis a 0 = 1. Ekkor 01 = 0,09 =1 és ag = b1 = 0.5 és igy a szdrmaztatott

numerikus maodszer
k1 = f(ti,yi), ko= f(t; +0.5h,y; +0.5hk1), viy1 = yi + hks (2.22)
A (2.22) mdsodrendd mddszert javitott explicit Fuler-mddszernek nevezzik. ©
Célunk érdekében &altaldnositsuk a (2.18) egyenletet:
w(t* + h) = u(t*) + o1hf (t*, u(t?)) + oohf(t* + agh, u(t*) 4+ borhf(t*, u(t*))) + O(h3) (2.23)
ahol 01,09, a9 és by egyelbre tetszOleges paraméterek.
2.2.16. Megjegyzés. Ha at =t; pontban felirjuk a (2.23) egyenletet, akkor az
Yir1 = Yi + o1hf(ti, ys) + oahf(ts + ach, yi + barhf(ti, i) (2.24)
egylépéses numerikus maodszert kapjuk. ©

A (2.23)-0s egyenlet jobb oldaldt Taylor-sorba fejtve a

u(t* + h) = u(t*) + orhf + ooh[f + ashdy f + borhfOof + O(h3) =

(2.25)
u(t*) + (o1 + o2)hf + h2{aso20n f + oaba1 fOaf] + O(h?)
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egyenloséget kapjuk. A (2.2.12) megjegyzés alapjan, a (2.16) és a (2.25) képletek Osszevetésébol

azt kapjuk, hogy a (2.24) &ltal meghatarozott numerikus médszer pontosan akkor masodrendii,

amikor
o1+00=1
agsog = 0.5 (226)
b210'2 = 0.5.

2.2.17. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 01,09, as és bay paraméterek megolddsai a (2.26) egyenletnek.
Ekkor a
ki = f(tiyi), ko= f(ti + azh,y; + hbai ki) (2.27)

Yit1 = ¥i + h(o1k1 + 02k2) (2.28)
képletekkel defnidalt eqylépéses explicit numerikus maodszer mdsodrendii.

A fenti tétel feltételeit kielégité modszert mdasodrendi Runge-Kutta mddszernek nevezzik, (a
tovabbiakben RK2).

Eszrevehetd, hogy a (2.26) egyenletrendszer négy ismeretlenjére csupan hiarom egyenletiink van,
ezért a megoldas nem egyértelmii, de szerencsére konnyen belathatd, hogy tetszéleges o # 0

esetén az egyenletrendszeriink megoldasai a kdvetkezok:
g9 = O, 0121—0, a2=b21=0.50. (2.29)
Ennek alapjan az RK2 moédszerek egy egyparaméteres mddszercsaladot alkotnak.

2.2.18. Megjegyzés. Erdekes tény, hogy a o tetszdleges paramétert nem lehet mdr 4gy se meg-
valasztani, hogy RK2 mdsod helyett harmadrendi legyen. Erre bizonyiték a kévetkezd példa.

Legyen a kiinduldsi (2.1) Cauchy-feladatban f(t,u) = u, azaz u'(t) = u(t), melynek deriviltja
u'(t) =/ (t). Igy hdt u"(t) = o' (t) = u(t). Mdsfeldl az f figgvény definiciéja miatt az f(t;,y;) =

yi. Erre alkalmazva a (2.24)-6s algoritmust

Yit1 = Yi + orhy; + o2h(y; + barhf(ti, yi)) = yi + o1hy; + o2h(y; + barhy;) =

(2.30)
i + hyi[o1 + o2 4+ hogba] = yi[1 + (01 + 02)h + 02ba1 h?]

egyenletet kapjuk. Helyettesitsiik be a (2.29)-es értékeket, igy az RK2 modszer erre a feladatra

az
2

h
algoritmust adja, ami fiiggetlen a o paramétertdl. Az u(t) pontos megoldds behelyettesitésével az
elébbi képletbe megkaphatjuk a lokdlis approximdcds hibdt:
2

gi = u(tit1) —ut;)(L+h+ %). (2.32)

Az u(t;y1) kifejezés t = t; pontbeli sorbafejtése a derivdltakra vonatkozd u”(t;) = u'(t;) = u(t;)
2

h
egyenldség kovetkeztében u(tiy1) = u(t;)(1+h+ ?) +O(h3). Ezért tehdt g; = O(h3) o tetszbleges

megudlasztdisa mellett, azaz minden RK2 mddszer legfeljebb mdsodrendd erre a feladatra. o
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Magasabb rendii Runge-Kutta mdédszerek

Ebben a fejezetben magasabbrendben szeretnénk pontos formuldkat eléallitani kiindulasként
a (2.24)-as altalanos algoritmust véve. Erre azért van sziikség, mert gyakorlatban az els6- és
masodrendii médszerek tal sok id6t vennének igénybe a megfelel pontossaghoz.
Induljunk ki a (2.27)-(2.28) altal felirt médszerbdl. Ez a médszer masodrendben pontos. Ahhoz,
hogy ez magasabb rendben, azaz jelen esetben harmadrendben is pontos legyen 1j valtozdkat
kell bevezetni és azokat megfeleléen kell megvalasztani. Tehat a (2.27)-(2.28) alakbdl kiindulva

adodik a kovetkezo dltaldnosités:

ki = f(tivi),

ko = f(ti + a2h,yi + hbai k1), (2.33)

ks = f(ti + ash,y; + hbs1k1 + hbsaks)
Ezek alapjan az 4j érték:

Yir1 = Yi + h(o1k1 + o2ka + o3ks) (2.34)

Késobbi gyakori hasznalata miatt itt vezessiik be a kovetkezo fogalmat:
2.2.19. Definicié. Az un. lokdlis approximdcids hiba, ami a Taylor-sor Taylor-polinommal vald
helyettesitésébdl ered, feltételezve, hogy a t; pontbeli értéket pontosan ismerjik. Ennek a [t;,t; +
hi] intervallum hossza szerinti rendjét, vagyis az w(tiy1) — Tnu(tis1) eltérés h; szerinti rendjét
lokdlis hibarendnek nevezzik. (Megfelelden sima fiigguények esetén ez a rend O(hf“) .)
A (2.34)-es formuldban definidlt médszer harmadrendiiségéhez a lokélis approximécids hiba vizs-

galata sziikséges. Nem nehéz, de hosszil szamolas utdan megkaphatjuk, hogy a paraméterekre a

kovetkezo kikotéseket kell tenniink. :
az = ba1, az = bs1 + b3,
az(as — az) — bs2as(2 — 3az2) =0, o3bseaz = é, o202 + 03a3 = %7 (2.35)
o14+o09+o03=1

gy hat egyenletet kapunk nyolc ismeretlenre. A lehetSségek koziil kettét mutatunk be.

1. Legyen

1 3

3 03253225, b31 =0

, ; (2.36)
7 02=0 o3=7

Az alabbi értékekkel biré modszer gyakran szerepel alkalmazasokban.

az = b =

g1 =

2. A masik harmadrendii médszer:

1
a2=1721=§7 az =1, b3 =—-1, b3 =2,
T (2.37)
o1=03=7¢, 02=g

Fz a moédszert leginkabb akkor érdemes hasznalni, amikor 0, f kbzel van a nulldhoz, ugyanis
f(t,u) = f(t) esetén ez O(h®) rendben pontos.
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Magasabb pontossag (p > 3) eléréséhez dltaldnositsuk az eddigi eredményeinket! Legyen

m > 1 egy adott egész szam. Definidljuk a kovetkezd, in. m-lépcsds explicit Runge-Kutta tipusd

maodszert
kl - f(tzvyl)a
ky = f(t; + ash, y; + hbai k1),
ks = f(ti + ash,y; + hbs1k1 + hbsaks), (2.38)

km = f(ti + amh, yi + hbmiks + hbpake + -+ + hbm,m—lkm—l)
Yit1 = Yi + h(o1k1 + o2ka + - - + opmkm) (2.39)

A médszer megadédsa a képletekben 1évo valtozok meghatarozasaval torténik. Ezen magasabb
rendii médszerek koziil leginkabb a negyedrendii Runge-Kutta médszert szoktak alkalmazni. Az
algoritmus, azaz a t;y1 pontbeli y;11 kozelités meghatarozasa a mar kiszamolt ¢; pontbeli y;

kozelitésbol, a kovetkezd: az alabbi képletekkel

(
ko = f(t; + 0.5h,y; + 0.5hk

2 = f( Yy 1) (2.40)
(

kiszémoljuk ki, ko, ks, ks értékeket. Es az
h
Yit1 = yi + g(kd + 2ko + 2k3 + ka) (2.41)
képlettel meghatarozzuk az 1j kozelitést.

2.2.20. Megjegyzés. Az explicit Runge-Kutta mddszerek konzisztencidjdval foglalkoztunk, dm
a gyakorlatban sokkal fontosabb a konvergencia. Bebizonyithato, hogy a p-ed rendi konzisztencia
mellett a p-ed rendid konvergencidval is rendelkeznek ezek a maodszerek. Ez az un. zéro-stabilitdas

eqyik tulajdonsdga. Ennek részletezése azonban meghaladja ezen dolgozat kereteit. o

Implicit Runge-Kutta médszerek

Megfigyelhet6, hogy az altalanos Runge-Kutta mdédszerek a kévetkezdkkel is leirhatok.
Legyen B € R™*™ egy tetszbleges matrix, o € R™ egy adott vektor, és a = Be. Ha B nem szi-
gortian alsé haromszog matrix, akkor implicit Runge-Kutta tipusi mdédszernek (IRK) nevezziik.
Ha B alsé (de nem szigortian alsd) haromszogmatrix, akkor a médszert diagondlisan implicit
Runge-Kutta tipusi modszernek (DIRK) nevezziik.

Ezekben a moddszerekben a fenti Runge-Kutta moédszerektdl eltéréen a k; értékek kiszamolasa-
hoz egy (dltaldban nemlinedris) egyenletet, illetve az implicit Runge-Kutta médszer esetében m
egyenletbol all6 egyenletrendszer megoldasait kell megtalalni. Habar ez a mddszer bonyolultsa-

gat fokozza az explicithez képest, mégis a gyakorlatban gyakrabban alkalmazott moédszerekrol
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beszéliink. Ennek egyik oka, hogy ugyanazon 1épésszam mellet magasabb a konzisztencia rendje
(és igy a konvergencia is), méasik oka, hogy az explicit Runge-Kutta mddszerektdl eltéréen a
magasabb rendben pontos médszerek is jé kvalitativ (mint az A-stabilitds) tulajdonsdgokkal

rendelkeznek.

1. Ilyen egylépcsés diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusi médszer a kovetkezo:

ki = f(t: + h,y; + hk1)
Yir1 = Yi + hky

(2.42)

Tehat az algoritmus a kovetkezOképp néz ki: Elsé 1épésben megoldjuk a k; ismeretlenre
az els6 egyenletet (altaldban Newton-féle iterdcidval), majd a megoldast behelyettesitjitk
a masodik képletbe. Hatarozzuk meg a mddszer ¢ fiiggvényét! Mivel a mésodik képletbdl
hki = yi+1 — yi, ezt behelyettesitve az elsd egyenletbe k1 = f(t; + h, yi + (yiv1 — ¥i)) =
ft; + h,yiy1). Ezért, ismét a masodik Osszefiiggésbél, vir1 = vi + hf(t; + h,yit1), azaz
®(h,ts, yi, yis1) = f(ti + h,yis1). Igy ez a médszer elsérendii.

2. Szintén egy egylépcsos diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusti moédszer, amely a kdvet-

kez6t jelenti:

k1 = f(t; + 0.5h,y; + O.5hk1) (2.43)

Yir1 = Yi + hky.
Az algoritmus 1épései itt is hasonléak mint az elobb. Itt is a ® fiiggvény kiszamolasaval
kezdjik. A masodik képletbdl hky = y;11 — y;. Behelyettesitve az els6é egyenletbe:
ki = f(ti +0.5h, yi +0.5(yi+1 —yi)) = f(t; +0.50,0.5(y; + yi+1)). Tehdt @(h,ti, yi, Yir1) =
f(ti +0.5h,0.5(y; + yi+1)) és a megfelelé egylépéses mbdszer

Yi+l = Yi + hf(tz + O.5h,0.5(yi + yi+1)) (2.44)

alakt. A (2.44) diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusi mddszert implicit k6zépponti

szabalynak nevezziik. A médszer rendjét a

9i = u(ti+1) — u(tz) — hf(tz + 0.5h,0.5(u(ti) + u(ti+1)))

kifejezés nagysagrendjének meghatarozasaval nyerjiik. A szokasos sorbafejtéssel a kivetke-

zOket kapjuk:

tin) — ult) = (1) + " (0) + O)
f(t; +0.5h,0.5(u(t;) + u(tit1))) = f(t; + 0.5h,u(t;) + 0.5hu' (t;) + O(h?))
— Fltiu(t)) + 0.5hdh f(tu(t)) + 0.5ht (1) (1 u(t)) + O(h?)
= Fltiu(t) + 0.5h, F(ts u(te)) + £ (05, u(t)o (6, u(ts))] + O(h).
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Behelyettesitve ezen értékeket a g; kifejezésbe és felhasznilva a (2.43)-as formulabdl a
mésodik dsszefiiggést, megkapjuk, hogy g; = O(h?), vagyis az implicit kozépponti szabaly

maéasodrendl.

3. A kovetkezd példdban egy kétlépcsés implicit Runge-Kutta mddszer szerepel:

ki = f(ti, vi)
ko = f(ti + h,y; + 0.5k1 + 0.5k2) (2.45)
Yi+1 = yi + 0.5hk1 + 0.5hks.

A harmadik képletbdl kovetkezik, hogy 0.5h(k1 + ko) = yir1 — vi. Ez és az els6 egyenlet
alapjan a méasodik egyenlet: ko = f(ti+h, vi+ (yi+1—vi)) = f(ti+h,yit1). Ezt a kg értéket
és a ky értéket behelyettesitve a harmadik egyenletbe megkapjuk az eddig is keresett ®
figgvényt, vagyis ®(h,t;,yi, yiv1) = 0.5[f(ti,vs) + f(ti + h,yi+1)] Vagyis megkaptuk a

Crank-Nicolson-médszert.

Ha a fenti egyenletek pontossagara vagyunk kivancsiak, megkapjuk, hogy a médszerek pon-
tosséga (p) kedvez6bb, mint a 1épcsészam (m). Példaul az egylépcesés trapézszabély masodrendii,
a kétlépcsés Gauss-féle alappontokkal rendelkezé mddszer negyedrendii, a kétlépcsés Radau-
modszer harmadrend stb. Tehat az explicit Runge-Kutta tipusi modszertol eltéréen, a p > m
eset is lehetséges. (ez valésziniileg azért van igy, mert az implicit Runge-Kutta tipusi mddszernél
tobb a szabadon megvalaszthaté paramétertink.) Az is belathaté, hogy adott 1épcsészam esetén

p <2m.

2.2.21. Megjegyzés. A mddszereket, ahol p = 2m maximdlis pontossdgi implicit Runge-Kutta

modszernek nevezziik. Ilyen példaul az implicit Fuler-maodszer, az implicit kozépponti szabdly. ¢



3. fejezet

Modellek

Ebben a fejezetben kiilonb6z6 példakon bemutatjuk, hogy az el6zo fejezetben leirt numerikus
mobdszerek milyen esetekben, milyen hatékonysdggal mitkodnek.
A mar eddig is megszokott médon az elsérendii differencidlegyenleteket vizsgaljuk, azaz az
u(t) = f(t,u(t)) egyenletet az u(0) = ugy kezdeti feltétellel. A numerikus megoldds az ismeretlen
u(t) figgvény egy t; = ih (i = 0,1,---,N) racshalén valé kozelitését jelenti, ahol az u(t;)
kozelitését jelentd y; értékét valamilyen képlet segitségével hatarozzuk meg.
A moébdszerek pontossagit a lokdlis approximéciés hiba jellemzi, amely azt fejezi ki, hogy a
pontos megoldas racshdlén vett vetiilete h milyen rendjében elégiti ki a numerikus megoldast
meghatarozo sémat.

A példékat az alabbi, mar korabban begmutatott egylépéses modszerekkel fogjuk megoldani:
e Explicit Euler-médszer: y; = yi—1 + f(ti—1, yi—1)-
e Tmplicit Euler-médszer: y; = yi—1 + f(ti, yi)-

Ezek elsérendiiek és altalanositasuk a #-modszer. Az utdbb emlitett mddszer, ahogy a nevében
is szerepel implicit, vagyis csak egy egyenlet megoldasaval kaphatjuk meg y;-t. Fzt elkeriilend6
modosithatjuk az egyenleteinket, -ezzel explicitté téve Oket,- és igy megkaphatjuk a javitott-
Euler médszert, illetve altalanositdsként megkaphatjuk a Runge-Kutta mddszereket. Utdbbiak
tobb koztes érték segitségével szamoljak ki az y;—1 értékbol az y; értékét. Ezek a mddszerek a
koztes értékek szamatdl (az tn. 1épcsészamtol) fiiggben dltaldban magasabb rendben pontosak.

Az egylépéses mddszerek dltalanositasa a linearis tobblépéses mddszerek, amelyek alakja

aoyi + a1yi—1 + -+ amYi—m = h(bo fi + b1 fici + -+ b fi—m), i=m,m+1,---,

ahol, fi = f(ti,yi), és a és by a mbdszert definidlé adott paraméterek. Ezek a moddszerek by
értékétdl fliggéen szintén lehetnek explicitek (bg = 0) és implicitek (bg = 0). Pontossdgukat az

m 1épcsGszam hatarozza meg.

15
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3.1. Numerikus modellek Matlabban

Ebben a részben bemutatjuk a fent leirt médszerek numerikus megoldasat Matlab program-
nyelv segitségével kiillonboz6 feladatokra.
3.1.1. Euler-mdédszerek
Explicit Euler-médszer

Itt az altalanos explicit Euler modszer MATLAB-beli kédja lathatd, h a 1épésfinomsag,
zrinit a tartomany kezdete, x final a tartomany vége, n a 1épéskoz, yinit a kezdeti feltétel. Ez
az algoritmus megadja az egyenlet megoldasat és a lépésfinomsaghdl adodod hibat is. A dolgozat

késébbi részeiben néziink konkrét példdkat. Az explicit Euler-médszert leird egyenlet:

Yn+1 = Yn + hf(tna yn)

Ennek az algoritmusnak a MATLAB kédja:

function [x,y,hiba]J=euler_forward (f,xinit ,yinit ,xfinal ;n)
% f : a feladatunk ,

% n : n reszre osztjuk az idointervallumunkat ,

% h : [zinit ,xfinal]—t n reszre osztjuk, azaz az algoritmus
% lepesfinomsaga ,

% xinit : [xinit,zfinal] az idointervallumunk kezdete

% xfinal : [zinit,zfinal] az idointervallumunk wvege

% hiba: a modszer hibaja

h=(xfinal —xinit)/n;

x=[xinit zeros(l,n)];

y=[yinit zeros(1l,n)];

hiba=zeros (1,n+1);

for i=1:n

x(i4+1)=x(i)+h;
y(i+1)=y(i)+h*f(x(i),y(i));
hiba (i+1)=(y(i4+1)—y(i))/h—f(x(i),y(i));
end
end

Implicit Euler-médszer

Az implicit Euler-modszer algoritmusa a kdvetkezo:
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Ynt+l = Yn + hf(thrla yn+1)

Lathato, hogy az egyenletben y,+1 részben 6nmaga egy fiiggvényével van deklardlva, ezért a
modszer hasznalatdhoz elészor a feladatot 4t kell alakitani, ebbdl addéddan a feladatot altaldban

Newton- vagy fixpont-iteracioval oldjuk meg.

3.1.2. Runge-Kutta moédszerek

Ebben a részben a Runge-Kutta moédszereknek két fajtajat mutatjuk be. A masod- illetve a

negyedrendii Runge-Kutta mddszereket.

Masodrendii Runge-Kutta médszer

Léteznek a MATLAB programrendszerben beépitett programok, amelyek alkalmasak akar
nagy pontossaggal és hatékonyan megoldani a kezdetiérték-feladatokat. Ilyen példaul az ’ode23’
Runge-Kutta tipusit médszer, amelyet Bogacki-Shampine-moddszernek is neveziink. Ez egy expli-
cit (2, 3)-tipust Runge-Kutta-mddszer. Igazabdl akkor hatékony, amikor olcsén szeretnénk kevés-
bé pontos megoldast kapni. (Altaléban nem merev, vagy csak nagyon kis merevségi feladatokra
alkalmazzuk.) Ennek meghivésa a ’[T1, Y23] = ode23(f,[kezd6id6,végidé])’ utasitas. Itt is két
kimend paraméter van, az id6 és a kozelité értékek vektora. A bemend paraméterek rendre: az
alfiggvény, ami leirja a differencidlegyenletiinket, az idévektor, hogy melyik idépontokban sza-
moljuk ki a megoldast, és a kezdeti-érték vektor.

Ezenkiviil a kovetkezO egy altalunk megalkotott algoritmus, amit korabban Javitott Euler-

modszerként mutattunk be:

function [x,y,h,hiba]J=euler_javitott(f,xinit ,yinit,xfinal n)

% f : a feladatunk ,

% n : n reszre osztjuk az idointervallumunkat ,

% h : [zinit ,xfinal]—t n reszre osztjuk, azaz az algoritmus
% lepesfinomsaga ,

% zinit : [xzinit,zfinal] az idointervallumunk kezdete

% xzfinal : [zinit,xfinal] az idointervallumunk vege

% hiba: a modszer hibaja

h=(xfinal —xinit)/n;
x=[xinit zeros(1l,n)];
y=[yinit zeros(1l,n)];

hiba=zeros (1,n+1);

for i=1:n

x(1+1)=x(1i)+h;
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y(i+1)=y(i)+h*x(f(x(i)+0.5%h,y(i)+0.5«xhxf(x(i),y(i))));
hiba (i+1)=(y(i+1)=y(i))/h=f(x(i),y(i));
end

end

Negyedrendii Runga-Kutta mdédszer

Szintén beépitett rutin program az ’'ode45’; ami egy in. beagyazott Dormand-Prince-mddszer.
Ez egy egylépéses, viltakozé 1épéskozii negyed-, 6tddrendli Runge-Kutta mddszer. A beépitett
figgvényen kiviil, pedig bemutatjuk a korabban definialt negyedrendii Runge-Kutta moddszer

algoritmusat:

function [x,y,h,hiba]=RK4(f, xinit ,yinit ,xfinal ;n)
h=(xfinal —xinit)/n;
x=[xinit zeros(l,n)]|; y=[yinit zeros(1l,n)];
hiba=zeros (1,n+1);
for i=1:n
x(i+1)= (1)—|—h
y(i1)=y (i)+(h/6)x(£(x(1) ¥
0.5xh«f(x(i),y(i)))+2*f(x
0.5%h,y(i)+0.5xh*f(x(i), )
0.5%xh,y(i)+0.5%h*f(x(1)+0.5x%h,
(v (i+1)—y (i) /-t (x(i)

i))+2«f(x(1)+0.5xh,y(i)+
(i)40.5%xh,y(i)+0.5xh«f(x(1)+
Y (1)) + £ (x(1)+h,y (1) +he £ (x(i)+
(1)+0.5xhxf(x(i),y(i))))));
(i));

1

y
hiba (i4+1)= y

end

end

3.2. Egy egyszeri példa

Bevezetésként tekintsiik az aldbbi [8]-bol szérmazd egyszeriibb feladatot:

4y(x) = zy(z) + 2
y(0) =3

kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelito értékét a ¢t = 2 pontban, a

11 1 1 1 1 1 . . , .
h = 16° 32’ 64’ 128’ 256’ 512’ 1024 1épéskozok esetén, ha a modszer:

(3.1)

e explicit Euler,

e implicit Euler,
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e javitott Euler,

e RK4!

A feladat numerikus megoldéasa érdekében atirhatjuk igy:

. Ty + 2
y:
y(0) =3

A kezdetiértéken nem sziikséges valtoztani.

Numarikus megoldas ¢ A feladatot az eddig vett algoritmusokkal oldjuk meg MATLAB

segitségével.

e Explicit Euler-mddszer Az algoritmus MATLAB-beli kédja:

xinit =0; %A wvizsgalt intervallum kezdete
yinit=3; %A kezdeti feltetel

f=Q(x,y) (xxy+2)/4; %A feladat

xfinal =2; %A wvizsgalt intervallum wvege

%Kulonbozo nagysagu (2" n) felosztasokhoz:
hatvany=4:1:10;
n=2."hatvany ;

linecolor=['k’,’b’,’r’,’g’,'m’,’y’, ¢’ |;

%A script :
for i=1:length(n)
[x,y,h,hiba]=euler_forward(f,xinit ,yinit ,xfinal ,n(i));

%Hibak tablazata :
tablazat (i,:)=[h,y(end), hiba(end)]

end

A 3.1 abran tekinthetjiikk meg a (3.2)-es egyenlet numerikus megoldésat explicit Euler-

moédszerrel kiillonb6z6 1épésfinomsaggal.

e Implicit Euler-mdédszer Az egyenletek atalakithatdak tgy, hogy megoldhatd legyen az
explicit Euler-algoritmushoz hasonlé médon. Ez ebben a feladatban a kovetkezé mdédon
torténik:

Altaldnositva y,, a kévetkez8képp néz ki:
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45

3.5

3.1. dbra. A (3.2)-es egyenlet numerikus megoldédsa explicit Euler-mdédszerrel kiilonb6zé h

lépésfinomsaggal.

Yn = Yn—1 + hf(tnv yn)

Ez a (3.2) esetén:

T + 2
yn:yn—l‘i‘hny+
hx h
yn—yn}:w Zy”+%
T

yn(l - Tn) = Yn—1 + 5

N

y_yn—l 2

o D

4

Fzt az egyenletet mar meg tudjuk oldani numerikusan az explicit Euler-médszerhez ha-

sonléan y,-ben implicit egyenlet megoldasa nélkiil.

A 3.2 dbra az implicit Euler-médszer kiilonbozé 1épésfinomsagnal.

e Javitott Euler-médszer Ennél a médszernél nincs més dolgunk, mint a fentebb ismer-
tetett javitott Euler-mddszert meghivni a feladat paramétereivel
Eredményeinket a 3.3 abran mutatjuk be.

e Negyedrendii Runge-Kutta mdédszer Hasonléan az explicit, ill. javitott Euler-mddszerhez

meghivhatjuk a fejezet elején ismertetett modszert a feladat adataira.

A megoldas a 3.4 dbran lathaté.

Az aldbbi tablazatban Osszefoglaljuk a kiillonb6z6 mddszerek hibajat, kiilonbo6zo 1épésfi-

nomsag mellett a (3.2) példan keresztil:
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3.2. dbra. A (3.2)-es egyenlet numerikus megolddsa implicit Euler-médszerrel kiilonb6z6 h

lépésfinomsaggal.

h=1/16 |
——h=1/32
——h=1/64

h=1/128
——h=1/256 ||
h=1/512
h=1/1024

3.3. dbra. A (3.2)-es egyenlet numerikus megoldésa javitott Euler-mddszerrel kiilonbo6z6 h

lépésfinomsaggal.

3.3. Redukalt haromtest probléma

Egyik alapfeladata az égi mechanikanak meghatdrozni n szamu pontszert égitest mozgasat,
ha rajuk csak a Newton-féle kdlcsonos gravitacios vonzerd hat. Ehhez vezessiink be a kovetkezé-
ket. Legyenek Py, --- , P, az n db tomegpontunk, melyeknek tomege rendre my,--- ,m,. Jelolje
P; helyvektorat r; = (4, i, 2;) az éltalanos Oy, inerciarendszerben. Ekkor a P-re a P; (i # j)

altal kifejtett eré a Newton-féle gravitacios torvény alapjan:
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3.4. dbra. A (3.2)-es egyenlet numerikus megoldasa RK4 kiilonb6zé h 1épésfinomsaggal.

Beépitett RK2 és beépitett RK4
6.5
T T T

55— —

35— -

3.5. dbra. A (3.2)-es egyenlet numerikus megoldésa a beépitett RK2 és RK4 mddszerekkel
n = 1024 esetén

Foo— 21 iy
=1y = 7,2‘ T
%] )

ahol r;; = \/(x] — ;)2 + (y; — vi)? + (2 — z)%. Mivel a P;-re haté eredd erét az sszes j-re kell

venni, ezért szummazva, és F;-t kifejtve az n test probléma mozgasgegyenletei:

mi = k* Z L:?%f (3.3)
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3.1. tablazat. Hibdk tablazata, ahol EE=explicit Euler-médszer hibaja,lE=Implicit
Euler-médszer hibaja, JE=Javitott Euler-médszer hibaja, RK4= negyedrendii Runge-Kutta

modszer hibdja kiilonbo6z6 h 1épésfinomsig mellett

EE IE JE RK4

n h=2/n | y(n) hiba y(n) hiba y(n) hiba y(n) hiba
16 0.125 6.1087 | -8,88E-16 | 6,6341 | 0,4310 | 6,3524 | 0,1916 | 6,3568 | 0,1968
32 0.0625 6.2295 | -1,78E-15 | 6,4915 | 0,2148 | 6,3557 | 0,1013 | 6,3568 | 0,1026
64 0.03125 | 6.2923 | 6,22E-15 | 6,4232 | 0,1073 | 6,3566 | 0,0521 | 6,3568 | 0,0524
128 0.0156 6.3244 | 2,04E-14 | 6,3898 | 0,0536 | 6,3568 | 0,0264 | 6,3568 | 0,0265
256 0.0078 6.3405 | -1,73E-14 | 6,3733 | 0,0268 | 6,3568 | 0,0133 | 6,3568 | 0,0133
512 0.0039 6.3487 | 4,26E-14 | 6,3650 | 0,0134 | 6,3568 | 0,0067 | 6,3568 | 0,0067
1024 | 0.0020 6.3528 | 2,13E-14 | 6,3609 | 0,0067 | 6,3568 | 0,0033 | 6,3568 | 0,0033

A matematikai modell ¢ A redukdlt haromtest probléma az n probléma egy egyszerilisitett
n = 3-ra vett problémaja. Ebben a feladatban téomegkozépponthoz rogzitett forgé koordinata-
rendszerben a két tomegpontunknak a Napnak (Pj, tomege mp) és a Jupiternek (P, témege
mg) fix helye van, s a harmadik égitest hozzajuk képesti mozgésat tanulmanyozzuk. P és Py a
kolesonos vonzas kovetkeztében korpalyan mozognak, a harmadik test tomege elhanyagolhaté.

Ekkor a harmadik test mozgasegyenletei a kévetkezok:

. . 00
00 (3.4)
i og — O
y+2x oy’
ahol
1 2 oy, Lok B 1y
Q= -((1 - p)r{ + pr3) + —— + — a potencial
2 r1 T2
r1 = +/(z — p)? + y? a harmadik égitest Naptol
ro = /(z +1— p)? + y2 a Jupitertl mért tavolsiga
w= M2 a tomegparaméter (Nap-Jupiter rendszer esetén p = 9.538752533 * 10™%)
mi + mg
Ezekkel ekvivalens a kovetkezo egyenletrendszer:
. . oY)
T=u, U=2v+ o
x
90 (3.5)

y=v, UV=-2u+—

Polarkoordinatakkal:

r=rcosp+pu—1,
Yy =rsing,

rT=T9
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Ezzel felirva (3.5):

.1 :
© = —(vcosp — usiny),
,

7 =uCcosp + vsin g,

L—p

. 1 1

U=2v+ (rcosp+pu—1)(1— 3 —ﬁ)‘i‘ﬂ(ﬂ_l)(ﬁ_fg) (3.6)
. . l—p p

D u ~+ rsin o( 3 T3)7

7“% :7“24-1—27“(:03(,0.

Az alabbi kezdeti feltételekkel megmutatjuk a harmadik test mozgasat:

ro=r(0), uo = —/ig +13pFsin oo
wo = ¢(0), w0 = /75 + 755 cos po
A felhasznalt paraméterek:
a Gauss-féle gravitacids allandé: k = 0.01720209895,
a Jupiter tomege: my = 18988 x 10?3 kg,
a Nap-Jupiter tavolsdg:ay = 5.202833480999 cs.e.,
a Jupiter periédusa a Nap koriil: Py = 11.857 év,
a Jupiter sugara: Ry = 0.0004772661236 cs.e..

Numerikus megoldas ¢ Ennek a feladatnak az algoritmusa a kévetkezOképpen néz ki:

function u = test(t,vv)

m=9.538752533%10" —4;

%A potencial (omega) z szerinti parcialis derivaltja:
f=Q(x,y)( (1-m)x(x—m)+m*(x+1-m)—(1—m)* (x—m)/sqrt (((x—m) 2+y~2)73)—
m (x+1-m) /sqrt (((x+1-m) 2+y~2)73));

%A potencial (omega) y szerinti parcialis derivaltja:
g=0(x,y) ( ytmxy—(l-m)*y/sqrt (((x-m) 24y 2)73)—
mxy/sqrt (((x+1-m) 24y~ 2)73));

%A fuggvenyek :

u = zeros (4,1);

u(l,1) = vv(3,1);
u(2,1) = vv(4,1);
u(3,1) = 2xvv(4,1) + f(vv(1,1),vv(2,1));
(4,1) = =2%vv(3,1) + g(vv(1l,1),vv(2,1));
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3.6. abra. A harmadik test mozgasegyenlete a korlatozott haromtest problémabdl

A harmaik test mozgasegyenlete a 3.6 abran lathato.

A feladat a [4] dokumentum alapjan késziilt.

3.4. Lorenz-rendszer avagy a pillang6-hatas

A feladat részletei az [5] dokumentumbdl szarmaznak. 1962-ben Lorenz keresett egy egyszerii

modellt az idéjaras elérejelzésre és egyszertisiteni a ho atadési egyenleteket a kévetkezo harom

egyenletre:

dzx

= 10(y —

o (y — )

d

d—‘z =—22+4+28z —y (3.7)
dz _ 8

a YT 3°

Az egyenletek megoldasai ezenkiviil megadjak azt a bonyolult viselkedést, ami felkeltette az

érdekl6dést a kaoszrol.

Numerikus megoldas ¢ Ennél a feladatnal két kiillonboz6 fajlban deklardltuk a feladatot és

a paramétereket :
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A paraméterek:

function dy = lorenz(t,y)

dy = zeros(3,1);

%Parameterek :
P = 10;
r = 28;
b = 8/3;

%Fuggvenyek :

dy (1) = Px(y(2) — y(1));

dy(2) = —y(1)*y(3) + rxy(1) — y(2);
dy(3) = y(1)*y(2) — bxy(3);

A feladat megoldasa a beépitett RK4 modszerrel:
'[t,y] = ode45(’lorenz’,[0 250], [1.0 1.0 1.0]);’

Lorenz attraktor fazisképe —— y(t) vs. x(t) Lorenz attraktor fazisképe —— z(t) vs. x(t)
T T T T T T T T T T

3.7. dbra. Lorenz rendszer

3.5. Ragadozo6-zsakmany modell

A feladat adatai a [7] honlaprdl szarmaznak. Hatdrozzuk meg a balnak(W) és krillek(K)
aranyanak 50 id6egység alatti valtozasat, ha kezdetben 0.1 balnara 1 krill jut és tudjuk, hogy a

valtozast leird egyenletek a kovetkezoképpen néznek ki:
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u=K—-2K?> - KW
v=—2W +6KW.

A matematikai modell ¢ Ebben a részben két (vagy tobb) kiilonb6z6 populdcié egymésra
gyakorolt hatasaval foglalkozunk, vagyis a Lotka-Volterra modellek koziil fogjuk vizsgalni az
egyiket. Ez a modell a kovetkezOképp épiil fel: legyen n populacié, p; > 0 az i-edik populacié
denzitdsa (vagyis az egyedek teriiletre vonatkoztatott stirlisége), r; a belsé novekedési ratékat,
az adott populacié kvalitativ tulajdonsagat hatarozzak meg. A hatas jelen modell esetében a
pie;ijp; (a j-edik populdcié i-edikre kifejtett hatdsa) alakban adhaté meg. Ekkor a Lotka-Volterra
altalanos differencidlegyenlete:
n
i =pi(ri + ) eijps) (3.8)
j=1
A modellek t6bb tipusra is bonthatok. Az eredeti zsdkmény-ragadozd modell, mikor az egyik
populécié taplaléka a mésik populdcié (pl. oroszlan-zebra), de a populaciékon beliil nincs kol-
csonhatés (azaz e; = 0). Az alabbi egyenletrendszerben i felel meg a ragadozonak és j a zsak-
manynak, igy e;; > 0 és ej; < 0 és a modell a kovetkezdképp néz ki:

p1 = p1(r1 — |e12|p2
( le12|p2) (3.9)

P2 = —p2(—r2 — |ea1|p1)

Numerikus megoldas ¢ Ezt a feladatot az explicit Euler-médszerrel oldottam meg, melynek

algoritmusa erre a feladatra:

%Kezdo ertekek

tinit = 0.0; % periodus kezdete
tfinal = 50.0; % perodus wvege
K(l)zl' % kezdo krill populacio

% kezdo balna populacio

W(1)=
u:@(KVV) K—2+K2—K+W; %a populacio wvaltozasat leiro egyenlet
(

v=a(K,W)  —2:WH6:K+W; %a populacio wvaltozasat leiro egyenlet
n = 1000; % lepesszam

h = (tfinal—tinit)/n; % lepesfinomsag

T=tinit:h:tfinal; % ido

% Explicit Euler—modszer:

for i = 1:n
K(i+1) = K(i) + heK(i)su(K(i),
W(i+1) = W(i) + haW(i)sv(K(i);
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end;

A populécidk valtozasat a 3.8 képen lathatjuk.

Krillek
0.9} Balnak ||

0.8 i

0.6 i

Balnak és krillek

0.4 1

0.2 b

01 | | | |
0 10 20 30 40 50

3.8. abra. A populacidk véltozasa

Trajektoridk pi(0) = 1.0, p2(0) = 0.1 kezdeti feltétellel.
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3.9. dbra. A populacidk fazisképe



30

3. FEJEZET. MODELLEK



Irodalomjegyzék

[1] Faragé Istvan, Horvath Rébert: Numerikus médszerek, 2013
[2] Simon Péter, Téth Jénos: Differencidlegyenletek, 2004

[3] Macsotai Agnes: Kozonséges Differencidlegyenletek Kezdetiérték Feladatainak Numerikus
Megoldéasa Matlab Alkalmazasdval, 2010

[4] Frolich Georgina: A befogéas stabilitdsa a korlatozott haromtest-probléméban, 2004.

[5] Alexander L. Godunov: Nonlinear Differential Equations and The Beauty of Chaos http:
//ww2.o0du.edu/~agodunov/teaching/notes/Cp05_chaos.pdf

[6] David Houcque: Applications of MATLAB: Ordinary Differential Equations (ODE)
[7] https://www.math.hmc.edu/~depillis/

[8] Faragé Istvan, Fekete Imre, Horvath Rébert: Numerikus médszerek példatar, 2013

31



