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El6sz6

A korai kutatok az 1700-as évekig azt gondolték, hogy egy jaték igazsagos ara
— mely ar azt jelenti, hogy a jatékban részt vev felek varhaté vagyon valtoza-
sa nulla — megegyezik a nyeremények varhato értékével. Ezen elv sok esetben
igaz tézisnek is bizonyul, viszont a Szentpétervari jaték végtelen varhato ér-
tékével ramutatott arra, hogy ez nem minden esetben igaz. A Szentpétervari
jaték megjelenése utan szamtalan kutaté kezdett el azzal foglalkozni, hogy mi
tekinthetd ennek a végtelen varhato értékd jaték igazsdgos aranak, és mi lehet
annak a latszolagos ellentmondasnak a feloldasa, hogy ez végtelennek tiinik.
A dolgozat 1. része mutatja be magat a jatékot, annak keletkezését és
paradoxon voltat. A 2. részben a paradoxon lehetséges feloldésait tekintem
at a teljesség igénye nélkil a [1], [2], [3] és [11] alapjan. A 3. szakaszban az
R program segitségével elallitott szimulalt adatokat mutatom be, melyeket a
2. szakaszban kifejtett eredmények tiikrében elemzek. A 4. részben modosi-
tott Szentpétervari jatékokon keresztiil a ndvekvd osztalékot fizetd részvények
értékelésének problémajara mutatok ra a paradoxon segitségével a [8] , [9] és
[10] alapjan. Tovabba a 2000-es évi ,hight tech” részvények piaci 6sszeomlasa-
nak a Szentpétervari jatékkal valo Osszefiiggését, mint annak egyik lehetséges
magyarazatat [10]-re tamaszkodva ismertetem. Az 5. rész pedagogiai téma-
ju, amelyben kozépiskolai szinten gyakorlati példakon keresztiil vezetem be az
igazsagos jaték fogalmat, a jovedelmezének tiing martingél stratégiat annak
veszélyeivel egylitt a ruletten keresztiil ismertetem és végezetiil a Szentpéter-

vari jatékot mutatom be.
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1 A SZENTPETERVARI JATEK MINT PARADOXON

1. A Szentpétervari jaték mint paradoxon

1.1. A jaték leirasa

Péter és Pal a kovetkezd jatékot jatssza: Péter egy szabalyos érmét dobél.
1) Fej esetén Péter 1 dollart fizet Palnak, és a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét tjra dobja.
2) Fej esetén Péter 2 dollart fizet Palnak, és a jaték véget ér.

Irés esetén az érmét ujra dobja.

n) Fej esetén Péter 271 dollart fizet Palnak, és a jaték véget ér.

Irés esetén az érmét tjra dobja.

Azaz, ha az els6 fej az n—dik dobas soran jelenik meg, akkor Péter

D(n) = 277! dollart fizet Pélnak.

1.2. A probléma és a torténete

Felmeriil a kérdés, hogy mennyit kell Palnak a jaték jogaért fizetni, hogy a
jaték igazsagos” legyen. Mi legyen a jaték P &ra, ha azt szeretnénk, hogy a
jaték utan Palnak és Péternek a varhato vagyon valtozésa nulla legyen?

A probléma felvetése Nicolaus Bernoullitél szarmazik, bar 6 a jatékot az
els6 hatosig torténd kockadobassal fogalmazta meg 1713-ban egy Rémond de
Montmortnak irott levelében. A jatéknak a fenti forméja Gabriel Cramertdl
ered, aki kockadobalasrol pénzdobasra egyszertsitette a probléméat egy 1728-
ban irott levelében, melyben kozli sajat eredményeit Nicolaus Bernoullival.
Nicolaust nem elégitette ki Cramer megoldésa, ezért irt unokadccesének, Daniel
Bernoullinak, aki a szentpétervari akadémian tanitott. 1738-ban meg is jelent
Daniel dolgozata a Céari Tudomanyos Akadémia Commentarii sorozataban sa-
jat és Cramer megoldasaval. Innen ered a Péter és Péllal val6 fogalmazas, és a
Szentpétervari jaték végleges alakja. Az eredeti megfogalmazésban a pénznem
dukét volt és nem dollar. A probléma neve végiil annak a nem ritka torténet-
nek koszonhetd, hogy amikor Jean le Rond d’Alambert a problémat érdekesnek

talalva, a ’Croix ou pie’ cimszoval a korszakhatart jelols Enciklopédiaba beirja,
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nem akarvan az altala utalt szerzére utalni, a kérdésre a cikk megjelenési helye
nyoman, csak mint "le probleme de Petersburg" hivatkozik ra.

Jelolje D Pal nyereményét, ekkor VneN esetén a P {D = D(n)} valoszintség
annak a valoszintisége, hogy Péter egymas utén (n — 1)-szer irast dob és n—
edikre fejet, azaz P{D = 2""1} = (%)n, feltéve természetesen, hogy a dobasok
fliggetlenek egymastol.

A probléma felvetését az az elképzelés motivalta, hogy a korai kutatok azt
hitték, hogy a kockazatos vallalkozasokat megitélhetik a varhato érték alapjan,
azaz egy jatékra érdemes tenni, ha a nettd vagyonvaltozas varhato értéke a
E (D(n)) — P porzitiv, ezt a kritériumot Huygensnek lehet tulajdonitani. Ez
az elv a Szentpétervari paradoxonban meghitsul, abban az értelemben, hogy
nincs véges P ar, amely elriasztja a részvételt, mert a kifizetés varhato értékét

a Szentpétervari jatékban divergens 0sszeg adja:

o (1) =1
PO =32 (5) =3 5= )

Nicolaus Bernoulli megemlitette, hogy ezt a jatékot ,furcsanak” talalta.
Késsbb a kutatok azt talaltak, hogy paradoxon, hogy az olyan személyek, akik
felajanlottak, hogy jegyet vasarolnak ebben a jatékban, nem hajlandéak nagy
arat fizetni érte, nevezetesen nem tobbet, mint néhany dollart, és nem a teljes
vagyonukat, s6t minden pénzt, amit kolcsonozhetnek. Tehéat a Szentpétervari
paradoxon azon a latszolagos ellentmondéson nyugszik, hogy a jaték nyere-
ményének végtelen a varhato értéke, de a valodi emberek ennek ellenére sem
hajlandéak sokat fizetni azért, hogy részt vehessenek a jatékban. Bernoulli,
ramutatott arra, hogy ennek a kovetkezetlenségnek készonhetGen a nettod nye-
remények varhato értékét, a Huygens féle kritériumot ,el kell vetni”, mint leiro
vagy el6ird viselkedési szabalyt.

A végtelen sok dollar fizetése a jatékban vald részvételért, abbol az egyszeri

megfontolasbdl is talzasnak tiinik, mert tetszéleges x > 1 esetén,

1 llogaz]+1 1\"

n:2n—1<g n=1
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1 LI%SJ 1\ * ., 1\ Logza]+1
2 2) 2

k=0
Vagyis D nyereményének jobbrol folytonos eloszlasfiiggvénye:

Fla)=P{D<a}={" reb )
1 — 2~ (legza]+1) g > 1,

Bar a nyeremény varhatoan végtelen nagy lesz, mivel P {D > x} = 2~ (Llog22]+1)
igy a nyeremény kis eséllyel halad meg egy = > 1-nél jelentGsebb Osszeget is.
Példaul, P{D > 10} = 27 = 0,0625, P{D > 100} = 277 = 0,0078125 vagy
P{D > 10000} = 2714 =~ 0,000061.

Nyilvanvald, hogy egy véges nagy Osszeget is félve kockaztatna barki is,
nemhogy végtelen sok dollart, azért, hogy nagyon kis valoszintiséggel nagy

nyereményre tehessen szert.
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2. A paradoxon feloldasai

Durand [8]-ban megjegyzi, hogy a jaték alap feltételezései ki vannak téve a
gyakorlatias elmével bir6 emberek ellenvetéseinek.

Az egyik ilyen ellenvetés az, hogy a valos életben a jaték nem folytatodhat
végtelen hosszu ideig, hiszen Péter és P4l halandok, igy elébb, vagy utobb egyi-
kiik meghal, és a jaték véget ér fiiggetleniil attol, hogy a pénzérme feldobasok
soran el6fordult—e mar a fej vagy sem.

Egy maésik ellenvetés Péter pénziigyi helyzete, hiszen Pal nyereménye ha-
talmas mértékben néhet. Péter tartozésa puszta 37 irds utdn meghaladja a
Fort Knox-i aranytartalékot, és még puszta harom feldobas utdn meghaladna
az Egyesiilt Allamokban elhelyezett Osszes banki letét mennyiségét, és tovabbi
6, azaz 46 irds utan meghaladja, az Osszes ,amerikai” haztartds és nonprofit
szervezetek nettd vagyonat is. Amennyiben ilyen médon nének a nyeremények,
akkor sz6 szerint a csillagos ég a hatar. Még abban az esetben is, ha Péter és
Pal megegyeznek, hogy 100 feldobas utan a jaték mindenképpen véget ér, ek-
kor bar Péter lehetséges maximalis nyereménye véges, de még igy is lenytigozi
a képzeletet.

Keynes 1921-ben a jatékkal kapcsolatos ellenvetéseit igy fogalmazta meg:
,Nem akarunk Pélnak lenni, részben mivel nem hissziik hogy Péter tényleg
kifizetne benniinket, amennyiben j6 szerencsénk lenne a dobasoknél, részben
pedig mert nem tudjuk mit tehetnénk ilyen sok pénzzel, ha megnyernénk,
részben mivel nem hissziik hogy valaha meg is nyerhetnénk, részben pedig
mivel nem hissziik hogy jozan cselekedet lenne végtelen Gsszeget, vagy akar
csak egy igen nagy Osszeget kockaztatni, egy végteleniil nagyobb Osszegért,
melynek megszerzése végteleniil valoszintitlen.”

A komoly gyakorlati ellenvetések ellenére, szamos ir6 gy dontott, hogy
elfogadja egy végtelen hosszisagu jaték feltételezését, és figyelmiiket arra iré-

nyitotték, hogy egy ilyen jaték értékét meghatérozzak Pal széamara.
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2.1. A hasznossagon alapul6 feloldas

Daniel Bernoulli és réviddel el6tte Cramer felhivta a figyelmet a javasolt jaték
értékelésében részt veves pszichologiai és viselkedési kérdésekre. Amellett érvel-
tek, hogy a pénziigyi nyereséghez kapcsolodo kivanatossag vagy "hasznossag",
nemcsak a nyereségt6l, hanem annak a személynek a vagyonatol is fiiggenek,
aki ezt a nyereséget szerzi, és az embereket csak annyiban érdekli a pénzbeli
vagyonuk, amennyiben az hasznos szamukra.

Ebbdl a célbol bevezették az U(W) hasznossagfiiggvényt, amely minden W
dollar vagyonhoz egy bizonyos hasznossagot rendel. Mivel egy extra dollar alta-
laban kevésbé értékes egy gazdag embernek, mint egy szegény embernek, U (W)
feltételezhets, hogy konkav, igy a %

és Cramer a pénzbeli nyeremények varhato értékének kiszamitasa helyett, azt

monoton médon csokken. Bernoulli

javasolték, hogy a nyereség hasznossaganak a varhato értékét szamoljak ki.
Cramer elsg 6tlete az volt, hogy feltételezte, hogy Ine N olyan nagy D(n) =

271 dollar nyeremény, amelynél nagyobb megnyerése méar nem okozna na-

gyobb éromet a 277! dollar megnyerésénél, ezért a jaték értéke egy ,hétkoznapi

ember szaméara”

n

1 0 1 n 1X/1\' n 1 n+1
2k‘—l_ 2n—l_ _ - - _ i
Seg+ Y rip-teis () -5

k=1 k=n+1 =0

dollar. De mi legyen az n értéke? Cramer szerint n = 25, mert D(n) =
224 = 16777216 ugyanannyi hasznot vagy 6rémét hoz, mint 16 777 216 dol-
larnal nagyobb nyereség, vagyis a jaték aranak P = 13 dollarnak kell len-
nie. Cramer a fent leirt esetben ugy tekintette, hogy a pénz hasznossidga
224 = 166777216 dollar megegyezik annak értékével, és konstans a 22* dollart
meghalad6 6sszegnél. Azaz a kifizetések hasznossaga megsziinik novekedni a
25. feldobas utan, igy lett Pal ugynevezett erkolcsi varakozasa 252—+1 =13
dollar.

Cramer mésik megoldasa az U(W) = VW hasznossagi fiiggvény beveze-
tése, mely szerint a D(n) nyeremény &ltal keltett 6rom korlatlanul nagy lehet

ugyan, de annak értéke csak y/D(n). Mivel
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és ,a jaték értékének olyan Osszegnek kell lenni, amelynek elvesztésével oko-
zott fajdalom ugyanannyi, mint az elnyerésével szerzett 6rém moralis varhato

értéke”, Cramer szerint a hipotézis alapjan Pal szaméra a jaték

2 (vow)] -

dollart ér. Cramer a jaték értékének a 2,9 dollart realisabbnak tartotta a 13
dollarnal.

2
2
1+§ ~29

Cramertdl fliggetleniil, Daniel Bernoulli is hasznossagfiiggvénnyel oldotta
meg a problémat, U(W) = In(W) hasznossagfiiggvényt hasznéalva. Bernoulli
logaritmusa arra a meggy6zidésre épiilt, hogy a vagyon noévekedésének meg
kell felelnie a hasznossag novekedésének, amely forditottan aranyos az egyén
vagyonaval, du/dx = 1/x , amelynek megoldasa a logaritmus. De Bernoulli

Cramerrel ellentétben nem csupan az

(2" 1 =kln2 1 3
E(ln(D(n))):Zz—nzéz =5 (B2 =-h2~1
n=1 k=0

dollar értéket szamolta ki, hanem figyelembe vette a jatékbeli Pal vagyonat is.
Bernoulli javaslata szerint az az Osszeg, amelyet az emberek szamitasba vesz-
nek, mikor azon gondolkodnak, hogy részt vegyenek-e a jatékban, a hasznossag
vart novekedésének, és a szelvény megvaséarlasanak a kombinécidja, ennek meg-
felelGen két 1épésben szamitotta ki, hogy ,milyen nagy legyen egy tét, amelyet
egy magéanszemély hajlando kockaztatni™

Els6 1épésben a varhato hasznossag nyereségét, a £ (AUT)-t a jegy aranak

figyelembe vétele nélkiil szamitotta ki

E(AUY) = Z (%)n (In(W + D (n)) —In(W)) =
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Z( ) (In (W +2"71) —In (W) (3)

Ez lenne a hasznossag nettd novekedése, amennyiben a jaték ingyen lenne,
azaz a jaték ara P = 0 dollar lenne.

Ezt koveti az a kijelentés, hogy ,,A tét, aminél egy személynek nem szabad

tobbet kockaztatnia" az a jegyar, P dollar, ami kielégiti az alabbi egyenletet:

0= (AUY) —AU =
o0 1 n
=3 (3) WOV +D@) =W (V) - (V) - (¥ - )

i( >” (In(W+2""") —=In(W)) — [In (W) — In (W — P)] (4)

n=1
Ahol az In (W) —In (W — P) = AU~ a a logaritmus hasznossag-vesztést fejezi
ki a jegy megvasarlaskor, azaz miutan a szelvényt megvették, de miel6tt bar-
miféle pénzbevétel szarmazna a jatékbol. A (4)-bdl az egyenlet atrendezésével

kifejezhets a P a kovetkezé modon:

o0

> (%) (In (W + D (n)) — In (W)) = In (W) — In (W — P)

n=1

o (W — P) z() (In (W + D (n)) - In (W),

minkét oldalt e alapt hatvanyra emelve:

P =W — mW)=30(3)" (W +D(n)~In(W)) _

W — M= (3)" (n(W2n ) —In(7))

Igy a vagyon fiiggvényében a jaték ara meghatérozhaté, vagy helyesebb meg-
fogalmazasban a vagyonunktol fiiggéen egy adott P jegyar mellett a fenti kri-

térium alapjan donthetiink arrél, hogy részt vegyiink-e a jatékban, vagy sem.

7
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Bernoulli ezen kritériuma azt allitja, hogy a jovébeli hasznoktol fliggetlentil
az ember soha nem adné oda a teljes vagyonat valamely jaték egy szelvényéért,
mivel ez a megvésarlas pillanataban végtelen hasznossag-vesztést jelentene,
azaz P < W. Ez abban az esetben abszurd eredményekhez vezethet, ha egy
valoszintiségi egy olyan jovGbeli nyereség, amely nagyobb a jatékos vagyonénal.

Bernoulli a (4) egyenletbeli kritérium mellett ugy érvelt, hogy ,tisztességes
jatékban a veszités miatt elszenvedett hasznossagvesztésnek egyenlének kell
lennie a gy6zelembdl eredé hasznossédggal’. Ha ezt tgy értelmezzilk — ami
megfelel a hasznossédgelméleti irodalom allasfoglalasdnak —, hogy Bernoulli a
tisztességes jatékot gy akarta definidlni, mint amelyben a varhaté nett6 hasz-
nossagvaltozas nulla, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy hibat vétett
a (4) egyenletben szerepld kifejezésben. A logaritmikus hasznossag vart nettod
valtozasat E (AU)—t ugyanis nem szamolta ki, — bar a kutatok nagy része
azt feltételezi, hogy ez volt a szandéka —, amely a kovetkez6 lenne, figyelembe

véve a W dollar kezdeti vagyont és a jaték aranak koltségeit, ami P dollér:

E(AU) =) G)n(zn (W =P+ D(n)) —In(W)) =

=3 (5) @ =Prz) —inon) ®)

Ahol In (W — P + D (n)) a jaték utani vagyon hasznossagat jelenti, mert
a W kezdeti vagyon a P befizetett dijjal csokken, valamint ng a D (n) nyere-
ménnyel. Az In (W) pedig a jaték el6tti vagyon hasznossaga.

Az (5)-ben szerepls Osszeg konvergens minden véges W mellett. E (AU)
értéke W és P fiiggvényében pozitiv vagy negativ lehet, ami tiikrozi a varhato
nyereséget vagy veszteséget az adott hasznossag mellett, E (AU) = 0 pedig a
tisztességes jaték arat. Ezt a kritériumot altalaban Bernoulli nevéhez kapcsol-
jak, ahogy Laplace 1814-es (5) mtivében is ezt teszi, de a dolgozatban Laplace
kritériumaként fogok ré hivatkozni.

A (4) és (5) egyenleteket hasznéalva néhany W mellett kiszamoltam a P ér-
tékeket az Excel program segitségével. Kis W értékek mellet a két egyenletbdl

szarmaz6 P-k nagyobb eltérést mutattak, melyet a lenti dbra is jol szemléltet.
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A W, azaz a jatékos vagyonanak novekedésével a két, (4) és (5) kritérium-

bol meghatarozott P—k (a jaték arak) kiilonbsége csokken, feltételezhets, hogy

W — 0o esetén 0-hoz tart.

3.5

2,5

15

P (a jaték ara)

0.5

Je—

T o
/

il
i

/

i

1234567 8 91011121314151617181%20
W (a jatekos vagyona)

= Laplace == Bermoulli

Azt feltételezve, hogy a potencialis jatékosok nem a véart pénznyereségre

alapozzak dontéseiket, hanem a varhato nyereség hasznossagara, és ezt a hasz-

nossagot az U megfelelGen képviseli, akkor a paradoxon megoldddott.

Kritikdk a hasznossag fogalmaval kapcsolatban

A modern tankonyvek valamilyen formaban kijelentik, hogy a hasznossag egy

olyan dolog, amely az emberi preferencidkat a maga varhato értéke szerint

kodolja. Menger Daniel Bernoulli 1738-as megoldaséanak (feloldasanak) pont

ezt az ,ad hoc jellegét” kritizalta [5|-ben, amely alatt a valasztott hasznossagi

fliggvény onkényességét értette. Felmeriil a kérdés, hogy milyen legyen az U

hasznossagi fliggvény ebben a konkrét helyzetben, illetve ha médositjuk a jaték
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

kifizetéseit, az hogyan modositja a hasznossagfiiggvény altal adott megoldast.
Menger [5]-ben az 5. és 6. szakaszban arra a kévetkeztetésre jut, ami szerint
csak korlatos hasznossagi fliggvényeket lehet hasznalni, amennyiben a Szent-
pétervari jatékhoz hasonlo jatékokban el akarjuk keriilni, hogy a hasznossag
varhato netto valtozasa — a szelvény aratol fliggetleniil — pozitivan divergens
legyen.

Menger [5|-ben bevezetett egy modositott szentpétervari jatékot, amely-
ben a D(n) = 2771 kifizetés fiiggvény helyett, ahol egy adott sszeg akkor
keriil kifizetésre, ha tisztességes pénzfeldobasok sorozatdban a fej az n-edik
feldobasnal jelenik meg elGszor, a D(n) = Wexp (2") — W kifizetést hasznéalja.
Ezt Menger egy ,kissé modositott jatéknak” nevezi, feltehetGen azért, mert az
eredeti jatékhoz hasonldéan ez is nagy nyereményeket kinal kis valoszintiségek-
kel. Menger a modositast azzal a szandékkal végezte, hogy megmutassa, a
logaritmikus hasznossag nem tudja megoldani ezt a modositott Szentpétervari
jatékot. A Bernoulli altal bevezetett F (AU™) varhato hasznossag nyereség a
Menger féle modositott Szentpétervari jatékban valoban végtelen lesz, ha (4)-s
egyenletbe helyettesitjik a D(n) = Wezp (2") — W kifizetésfiiggvényt.

B (AUY) = i (3) (V4w e )~ W)~ (W) -
- g G)nln (exp (21) = g (%)nzn _ 21 ~ o

Menger kijelenti, hogy ,egyértelmi, hogy még a modositott Szentpétervari
jatékban sem kockaztatna teljes vagyonat vagy annak egy jelentds részét egyet-
len normélis ember sem”. Menger tgy gondolta, hogy azaltal, hogy a varhato
hasznossag nyereség a F (AUT) a modositott jatékban végtelen lett, ezaltal
az eredeti jatékhoz hasonloé problémaval talaljuk szembe magunkat, azaz Pal
szamara a jaték ara ismét végtelen lesz.

Peters 2011-es [2] cikkében ramutat Menger két hibajara is. Az egyik
hiba az, hogy Menger nem vette észre, hogy mennyit valtoztatott az eredeti
jatékon. Nem vette figyelembe, hogy jatékaban a legrosszabb eshetdség sem

jar semmilyen kockéazattal azon személy szamaéara, aki a teljes vagyonat, azaz
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P =W dollart fizet egy jatékért. A legrosszabb eshetGség, amely egy jatékossal
megtorténhet, hogy a fej az elsé dobas soran jelenik meg, azaz n = 1. Azonban

ebben a legrosszabb esetben is a jatékos nyereménye
Dn=1)=W (e —1) =6,3-W.

Tehat a legkisebb nyeremény is a jatékos vagyonanak 6, 3-szorosa, igy ah-
hoz, hogy a jatékos barminek az elvesztését kockaztassa a jatékban, egyetlen
jatékért a vagyonanak tobb mint 6, 3—szoroséat kell kifizetnie, feltételezhetGen
gy, hogy kolesonkér.

Menger cikkének masik hibédja, hogy Menger vagy figyelmen kiviil hagyta,
hogy az In (W — P) logaritmus negativan divergens, ha P — W, vagy Bernoul-
linak a (4)-ben szerepls AU~ = In (W) —In (W — P) teljes masodik kifejezését
hagyta figyelmen kiviil. Az igaz, hogy a (4) elsé kifejezése pozitivan divergens,
amitél a jaték vonzonak tinik, &m a méasodik kifejezés negativan divergens,
abban az esetbe, ha P — W. Raadasul a P > W értékekre a (4) nincs is
meghatérozva. Ahhoz, hogy megértsiik, mit jelent ez a meg nem hatarozott
teriilet, 0ssze kell hasonlitanunk ezeket a végtelenekbe tarté divergenciakat.
Ehhez tekintsiink egy véges jatékot, mely megegyezik a Menger féle modosi-
tott jatékkal, kivéve, hogy ha n,,.. feldobott érme koziil egyik sem lesz fej,
akkor véget ér a jaték és Péter visszatériti a jaték arat Palnak. Barmely véges
Nmaz €rték esetén a megfelels részlet Osszeget kompenzalhatja egy az ember
vagyonahoz elég kozeli jaték ar, ugy hogy a Bernoulli féle (4) kritérium ne
részesitse elényben a jatékban valod részvételt:

Nmax 1 n W
Ve < 00dFPy; < W -] 2" —-In——— =0.
<Y (3) r oty

A fenti egyenlet az alabbi alakban is felirhato

a W
W — R

Nmaxz = 1

ami rejtetten magaban foglalja, hogy a pénzérme feldobésok maximaélisan
megengedett szaménak, az n,,.,—nak meg kell kozelitenie a végtelent, hogy ki-

egyensulyozzon egy véges W értékhez kozeli arat. Az egyenletbdl Py—t kifejezve
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kapjuk:
By=W (1— ¢ ")

Mindegy, hogy az 0sszegben hany tagot vagy hany pénzfeldobast vesziink
figyelembe, a szelvényar soha nem lehet W-nél tobb, hogy a divergens Ossze-
get kompenzalja. Kovetkezésképpen P > W jegyar, ahol a (4) nem definialt,
megfelel annak a javaslatnak, hogy ne vegyiink jogot a jatékra, és a nyere-
ményekbdl eredd hasznossagvéltozas divergens varhatd értékével szemben a
szelvényvasarlas negativan divergens hasznossagvaltozasa dominal.

Bernoulli (4) kritériuma inkabb a tilzott 6vatossagaért kritizalhato. Amint
lattuk, Menger jatékanak legrosszabb eshet&sége az, hogy a nyeremény a jaté-
kos eredeti vagyonanak kb. 630%-a. Még a jatékos vagyonanak kétszeresébe
keriils szelvényar mellett és a legrosszabb esetben is a nettd eredmény még
mindig a vagyon 430%-o0s névekedése. Bernoulli (4) kritériuma viszont ellenzi
a jatékban valo részvételt.

Arrow a [6]-ban kovetkezSképpen foglalta 6ssze Menger [5]-s cikkét: | Le-
gyen U(z) egy adott x pénzmennyiséghdl szarmazd hasznosséag, és feltételez-
ziik, hogy z novekedésével U(x) korlatlanul névekszik (pl. ha U(z) = In(zx),
mint Bernoulli sajat elméletében), akkor, minden n egész szamhoz, tartozik
egy olyan x, pénzosszeg, hogy U (z,) = 27!, Tekintsiik ezt a modositott
Szentpétervari jatékot, amelyben z, a kifizetés, mikor az n-edik feldobasnal
jelenik meg el6szor a fej. Ekkor egyértelmiien a vart hasznossag ugyanaz lesz,
mint a vart pénzkifizetés az eredeti megfogalmazasban, azaz végtelen. Ez az
eredeti megfontolashoz hasonléan elutasitasra keriil, mivel ellenkezik az intui-
cioval.” Samuelson |7|-ben egyetért azzal, hogy ,... Menger azt mutatja, hogy
mindig készithetiink egy Szuper—Szentpétervari jatékot [...| hogy a kompen-
zaciot, amelyre Palnak ismét sziiksége van, végtelen legyen.,, Ezek az értelme-
zések abban az esetben helytalloak, ha nem vessziik figyelembe a jatékbeli Pal
vagyonat. Az U(z) = In(x) hasznosséag fiiggvényt és Arrow jelolését hasznal-
va, legyen a ,Szuper—Szentpétervari jatek” kifizetése z,, = exp (2"71), ekkor a

nyereség hasznossaganak a varhato értéke £ (U (z,,)) valéban oo lesz:

E(In(z,)) = ni;:ln (exp (2"71)) (%)n = iz“—l (%)n = i:l% = 00.

n=1
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Kovetkezésképpen abban az esetben, ha a ,Szuper—Szentpétervari jaték”
dijanak meghatarozasara hasznalt hasznossag fiiggvény a Cramer megoldasa-
hoz hasonloan, és a (4) valamint (5) kritériumokkal ellentétben nem tartal-
mazza a jatékos kezdeti vagyonét, akkor tényleg minden korlatlan hasznossag
fliggvény esetén megadhaté olyan x, modositott kifizetés, hogy a nyereség
hasznossaganak a varhato értéke tovabbra is oo legyen.

De a D (n) = exp (2" ') kifizetések esetén is a (4) valamint (5) kritériumok
is meghatéarozzék, hogy milyen véges P jegyar mellett vegyiink részt a jaték-
ban. Bernoulli (4) kritériuma a szerencsejatéktol valo tartozkodast javasolja
a P > W jegyar esetén. A (5) kritérium pedig abban az esetben javasolja
a szerencsejatéktol valo tartozkodést, ha a jaték aranak, P-nek a megfizetése
az anyagi cs6d kockazataval jar, azaz ha a jaték P &ra nem kisebb a jatékos
W vagyonanak és a legkisebb nyereménynek D (1) = z; = exp (2°) = ¢! az
Osszegénél, tehat P > W + e esetben.

A jatékban valo részvétel eldontésére a W kezdeti vagyonnal rendelkezé Pal
szaméara megoldast adhat a hasznossag fliggvény hasznalata, de a kérdés még
mindig nyitott marad, hogy mi legyen a jaték ,igazsdgos” adra nem csupan a
jatékban jatékosként részt venni kivano Pal esetében és vagyonahoz mérten,

hanem a jatékot felajanlo Péter szamaéra is.

2.2. Az ergodelméleten alapulé megoldas

Ole Peters [2] és [3] 2011-es irasaiban egy alternativ megoldast ad, amelyben
az 1d¢ atlagéaval helyettesiti a varhato értéket, és nem hasznossag fliggvényt
vezet be. Az ergodikus rendszerek irodalmanak nagy része a determiniszti-
kus dinamikaval foglalkozik, de az alapkérdés az, hogy az idGatlagok (ahol egy
rendszer dinamikajat atlagoljuk egy id6palyan) helyettesithetGk-e a varhato ér-
tékekkel.. Az ergodelmélet a gazok mechanikajaban a termodinamikai valtozok
hatasainak vizsgélatabol ered. Ilyen valtozé példaul egy gaz makroszkopikus
nyomésa, ahol a részecskék nagy szama , és iitkozések gyakorisdga miatt, nem
lehetséges explicit megoldani a mozgasmikroszkopos egyenleteket, hiszen teljes
informéci6 az 6sszes molekula poziciojarol és lendiiletérsl nem all rendelkezés-

re, és az id§ atlaga, példaul a tartalyfalra valo lendiilet atvitele nem szamithato
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kozvetleniil. Mivel azonban a makroszkopikus valtozok idében nem valtoznak,
és a mikroszkopikus ingadozasok engedelmeskednek az egyensulyi allapotnak,
igy az idének kevés kézzelfoghato hatésa van, és teljesen eltekinthetiink attol,
azaz a rendszer ergodikus.

Abban az esetben ha az idGatlag nem egyezik meg a varhato értékkel, ak-
kor a folyamat nem ergodikus. Tegyiik fel, hogy van két pénzérménk, ahol az
egyik szabélyos, a méasikon viszont két fej taldlhatd. Ezen érmék koziil vélet-
lenszertien valasszuk ki az egyiket, majd ezzel a kivalasztott érmével végezziink
fiiggetlen dobasokat. Legyen X [n]| az a diszkrét ideji véletlen folyamat, ahol
X [n] = 1, ha az n-edik dobas kimenetele fej és 0, ha iras. Ebben az esetben
X [n] varhato értéke % (% + 1) = %7 de a hosszutava atlag 1/2 a szabéalyos
érme és 1 a két fejet tartalmazo érme esetében. Tehat a hosszutava idGatlag
1/2 vagy 1, ami kiilonbozik a varhato értéktsl, ezért ez a véletlen folyamat
nem ergodikus.

Peters azt allitja, hogy a Szentpétervari jaték sem ergodikus, mert az egyén
vagyona altalaban nem egyenstlyi, s6t nem is stacionarius, ezért a varhato
érték és idsatlag nem egyezik meg.

Peters allitdsa szerint a vagyon idébeli felhalmozddasat jol jellemzi egy
exponencialis novekedési rata. Legyen r; az a tényezd, ami a jatékos vagyonat
a jaték egyik forduldjaban megvaltoztatja. A fordul6 most egy teljes jatékot
jelent, azaz érmedobésok egy olyan sorozatat, amig az irds bekovetkezik, mig
n a varokozasi id6t jelenti, azaz egy adott korben az érme dobasainak szamat.
Legyen W dollar a jaték elstt a jatékos vagyona, P dollar a jaték ara és D;
dollar a jaték adott korébdl szarmazo nyeremény. Ekkor:

o WoPrD o

Annak érdekében, hogy ezt a tényezst egy g exponenciélis novekedési ratava
alakitsuk, vessziik a g; = In(r;) logaritmust. Azért hasznalunk logaritmust,
hogy lehet6vé valjon Bernoulli elemzésével vald 6sszehasonlités.

Allitas: Az egyiittes atlagos exponencialis novekedési {iteme a Szentpéter-

vari jatéknak:
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w=m3(5) (FEER)
e

Bizonyitas: El6szor az r; ndvekedési tényezét vessziik figyelembe, és véges

szamu mintara atlagoljuk. Legyen N jatékos, aki egyszerre jatszik, ekkor a

jatékosok altalaban kiilonb6z6 dobas sorozatot tapasztalnak, melyek atlaga:

N

(r)y= % Z i

i=1
A fenti Osszegzést megvaltoztatjuk tugy, hogy a pénzfeldobasok egy koron

beliili szaméanak (n) geometriai eloszlasa szerint fusson

1 n'f]{}(l‘x
<T>N = N ; knrn;

ahol k, annak a gyakorisag, amellyel egy adott n megjelenik a ,parhuzamos
univerzumok” N mintajaban, azaz az N jatékos koziil k,-nél jelenik meg az
els6 fras az n-edik dobasra, és nj}** a legnagyobb n a mintaban. Ha N novek-
szik, akkor k, /N tart az n valoszintiségéhez, vagyis limy_,o0 ky /N = pp, és az
(r) v sztochasztikus véaltozo helyett egy véletlentsl nem fiiggs valos szamot, az

egylittes atlagos novekedési faktort (r)-t kapjuk.

max

nyy 0o
: : kn
(r) = Jim (r)y = lim z_; VN = Z:lpnrn

Az (r) logaritmusét véve megkapjuk az exponencialis novekedési iitemet, a

(6) felhasznélasaval pedig maga a tétel adodik.

(g) =In(r)= anpnrn =

:l"g(%)n (W—PMJ/rD(n)) _
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Z /1IN (W — P2t
=1 -
() ()

Allitas: A Szentpétervari jaték ids-atlagos exponencialis névekedési iiteme

gzi(%)"(W—ijD(n)) _

SO

Bizonyitas: Az idGatlag szamitasi modjat az el6zd bizonyitashoz hason-

l6an végezziik. A jaték véges szamu T forduldja utan a jatékos vagyona:

T

A teljes valtozas T—edik gyoke,

1
T T
’FT - (H Ti) )
i=1

ahol 77 az a tényezs, amivel a vagyon atlagosan nétt a jaték egyik korében.

Megvaltoztatjuk a szorzatot

ahol k,, az a gyakorisag, amivel egy adott n el6fordul a T fordulo alatt, és n7

max T

n=1

max

a legnagyobb el6fordul6 n a sorozatban. Ha a T nd, akkor k, /T tart az n

valoszintségéhez. limp_,o0 ky /T = pp, és az r sztochasztikus valtozo helyett

egy véletlentsl nem fiiged valos szémot, az idG-atlagos névekedési faktort r—t

kapjuk.

7= lim 7p = lim ” rha/T — ”rﬁ"
T—o0 T—00
n=1 n=1
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Az 7 logaritmusa az idé-atlagos exponencialis névekedési iitem, és a (6) fel-

hasznélasaval:

Peters azt allitja, hogy ez a g kiszamolt érték a jatékos vagyonanak ids-
aranyos exponencialis névekedési iteme, kockazati preferencidkra és személyes
jellemzckre vonatkozo feltételezések nélkiil. A kapott eredmény (7) pedig ma-
tematikailag megegyezik a (5) eredménnyel, de koncepciojaban kiilonbozik. Az
onkényes hasznossag le lett valtva egy olyan érvre, ami az id6 mulasanak a va-
losagan alapszik, és azon, a tényen, hogy se kommunikacio se eréforras csere
nincs a ,parhuzamos univerzumok” kozott.

A g = 0 mutatja meg a névekedés és a hanyatlas kozotti &tmenet pontos
helyét, azaz ha g > 0, akkor kell a jatékot jatszani, mert a jatékos elvarhatja,
hogy az id6 muléséval a vagyona névekedjen, ellenben, ha g < 0, akkor a jatékot
nem szabad jatszani, mert a jatékos ebben az esetben azt varja, hogy idével
elvesziti a pénzét. Tehat a g egy kritériumnak tekinthets, arra vonatkozoan,
hogy mennyi kockazatot kell vallalnia egy személynek.

Ha a jegy arat P > 1 fixnek tekintem, akkor g értéke csak a jatékos vagyo-
natol, W-tél fiigg. A nagyon gazdag jatékos szamara a nyereség nem jelentds,
és a veszteség sem befolyésolja komolyan a befektetési képességét, ennek meg-
felelGen limy o, g = 0. Egy olyan jatékos esetén viszont, akinek a minimum
nyereménnyel megnovelt vagyona kisebb a jaték aranal, azaz W < P — 1, a
jaték kockazatot jelent a csédre, ami bizonyos értelemben gazdasagi életének
végét jelentené. Ebben az esetben a (7)-es egyenletben szerepld Osszeg tagjai
kézott vannak nem definidltak. limy, , p_;)+ g = —o0.

Ha a jatékos vagyonat W-t tekintjiik fixnek, akkor g értéke csak a jaték
aratol, P-t6l fiigg. Nyilvan a P = 0 trivialis esetben célszeri jatszani, és g > 0.
Minden W véges vagyonhoz, P értékét novelve g végiil negativva valik, azaz
a jatékban valo részvétel kockazata tul magas lesz. Valamint az itt targyalt

idéfelbontés elriasztja a jatékost minden olyan jatékra vald belépéstdl, ahol a
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cs6d, azaz a nulla vagy negativ vagyon a jaték utan nem nulla valészintiséggel
fordul el6, azaz, ha P > W — 1. Ebben az esetben a mar emlitett (7)-s
egyenletben szerepls Osszeg tagjai kozott vannak nem definialtak.

Peters [3|-ban megjegyzi, hogy a (7) természetellenes kritériumnak ttinhet,
azon ok miatt, hogy a jaték csak egyszer jatszodik W vagyonnal, a kovetkezd
forduléra a vagyon D; — P—vel megvaltozott, és a helyzetet jra kell értékel-
ni. Hiszen annak ellenére, hogy ugyanazon az éron ismételten jegyet tudunk
vaséarolni, az adott jaték elstt a kezdeti vagyonok kiilonboz6k lehetnek, igy g

értéke forduléonként valtozhat.

2.3. Az eloszlasfiiggvény kozelitése

Ezen megkozelités nem foglalkozik a torténetbeli Pal vagyonaval, hanem azt
veszi figyelembe, hogy bizonyos szamu jaték esetén Péter mekkora Osszeget
allapitson meg egy jaték dijanak, hogy a dijakbol szarmazé jovedelem fedezze
a Palnak fizetend6 nyeremények Osszegét. Természetesen Pal azon dontését,
hogy részt fog-e venni egy ilyen jatékban, vagy jatékok sorozataban, a jaték(ok)
belépési dijan kiviil sajat anyagi helyzete is meg fogja hatarozni.

Nicolas de Condorcet marki volt az elsd, aki két dolgozataban is kifejtette
1785-ben, hogy a varhato érték csak, mint sok megfigyelésre vett atlag ér-
vényesiilhet, igy Péalnak végtelen sok jatékot kellene jatszania, hogy végtelen
varhato értéke realizalodjon. Tehat Condorcet arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy a jaték ara fliggni fog a jatszott jatékok szamétol, kovetkezésképpen a
paradoxon feloldasdhoz nem egyetlen jatékot, hanem jatékok sorozatat kell fi-
gyelembe venni. Ennek megfelel6en tobb jatékot jatszva Pal nyereményei az
els@, masodik, ... jatékban legyenek Dy, Ds, ... fiiggetlen véletlen valészintiségi

valtozok, ugyanazzal az eloszlassal, mint D (n), azaz
P{Dy=2""1} = (1)", neN, VkeN esetén.

Jelolje S,, = D1 + Dy + ... + D,, Pal 6sszes nyereményét m jaték soran.
Ha D varhato értéke E (D(n)) véges volna, akkor teljesiilne a nagy szamok
gyenge torvénye, és mivel ebben az esetben F |D(n)| is véges lenne, a nagy

szamok erGs torvénye is érvényesiilne, vagyis
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a gyenge torvény szerint, azaz

P{|Sm/m —E(D(n))| <e} =1, Ve>0 esetén,
és

2 (D)

az erds torvény szerint, azaz
P{limp,—o0cSm/m — E(D(n))} = 1.

E (D(n)) végessége esetén nagy m-re S,,/m ~ E (D(n)), azaz az egy ja-
tékra es§ S,,,/m atlagos nyeremény E (D(n)) koril van, ami még mindig nem
garantalna azt, hogy egy jatékért az igazsagos dij P = E (D(n)). Ehhez D var-
hato értékén kiviil még D szorasanak o-nak is végesnek kellene lennie. Ebben
az esetben a centralis hatareloszlas tételbdl, kovetkez&en S, gyengén konvergal

a standard normalis eloszléshoz, azaz

P (Sm _%5(”» < z) — ®(2),

ahol @ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Valamint a normaélis
eloszlas azon tulajdonsagabol, hogy a varhaté értéke és medianja ugyanaz,
kévetkezne, hogy

P{S, — mE (D(n)) > 0} — %  P{Sy —mE (D(n)) < 0},

vagyis nagy n-re a jatékok kozelitGleg felében Pal, masik felében Péter
nyerne, és a nyeremények is kozelit6leg szimmetrikusan oszlananak el a két
fél kozott. A Huygens féle kritériumot ezen esetben lehetne hasznalni a jaték
aranak meghatéarozasara, azonban a Szentpétervari jatékban D (n)-nek sem a
szorésa, de még a varhato értéke, sem véges.

Mivel E (D(n)) =o0, igy azt tudjuk, hogy P&l jatékonkénti atlagnyeremé-

nye majdnem biztosan a végtelenbe tart, ha a jatékok szdmaéaval tartunk a
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

végtelenbe. A kérdés S,,/m milyen gyorsan tart a végtelenbe. Sztochaszti-
kus konvergenciat hasznélva adodik a kovetkezs tétel, amit Fellernek tulaj-
donithatunk. Feller miivében [4]-ben leirt Szentpétervari jatékban szerepld
nyeremények, az altalam 1.1 szakaszban leirt nyeremények kétszeresei, ezért
a [4]-beli tételt és a bizonyitast ennek megfelelGen irtam és szamitottam at,
Feller gondolatmenetét kovetve.

QSm P \1

mlogom

Feller tétele:

Bizonyitas: Tekintsiik az

mlog, m
Xipm = Dy (—2‘52 ) -

1
mlong) ) Dy, Dy <

o mlog, m
0, D> mlogm

= Dyl (Dk <
%mlog2 m-nél megvagott valtozokat, a hozzajuk tartozo

mlong) _ 0, Dy < migem

Yim = Dyl <Dk > 5 )
Dy, Dy > momm

levagott részekkel, igyhogy
Dk:ka—i-Ykm,/{Z: 1,...,m,
és
Sm == Zzllekm_’_ZZl:lYkm , M = 172,...

Ekkor tetszéleges € > 0 esetén,
2
P{’—Sm — 1‘ > 5} =
mlog, m

i i mlog, m emlog,m

:p{
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

mlog, m
>, -

emlog, m
S b

{ k=1

@ 1 1
{Z mogzm‘>5m ong} {Zykm>0}

k

Mivel a masodik tagra fennall, hogy
P{ZYW > 0} < P{U {Vign > 0}} <
k=1 k=1

mlog2m}

<mP<D >
m{ :

valamint D eloszlasfiiggvényébdl (2)-bdl kovetkezik, hogy

<z(1—F(z))=aP{D >z} = z27 22/t 1,

N | —

1 9
mP{D> m Og?m} <

2 log, m
Igy adodik, hogy

k=1

< 2
P Yim > 07 < — 0.
Z F } log, m

A tovabbiakban elég belatni, hogy

P {‘Z;nzl Xkm — mlo§2m‘ > Emh;gzm} — 0 Ve>0 esetén. (8)
Minden k =1,...,n esetén legyen
1

és 0% = B ([Xpm — a)’) = E ([DI <D < mlo#) . Mm}z)

az Xy, valtozo k-tol nem fliggs varhato értéke és szorésnégyzete. Ekkor
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

Mm = Z 2k_1% -

{k:2k71§ m 10;12 m}

1
[log, (mlog,m)] = 5 |logy m + log, (logym) |,

DN | —

és

0-7%1 S m 10g2 m,

N —

mert

m log, m [logy (mlog, m)]
2 2 2 _ k—2 __
ang(DI<D§T))_ Z oF-2 _

k=1

— % {2Llog2(mlog2m)j _ 1} .

Ezért n > 4 esetén, a Csebisev egyenlStlenséggel és a fiiggetlenséggel

|

tekintve, hogy

Z ka — M

k=1

2
mo log, m 2
> EMftm 0 S 2 2m2§222S 2] )
e4me Ly, E4 Lz, g“logom

[logy, m + log, (log,m) | .

DN | —

1
5 logy m < py, <
Latjuk, hogy
Pm (€) = P> Xim — mpin| > emypi,} — 0 Ve >0 esetén.

A iy, ~ %log2 m aszimptotikus egyenléség miatt valojaban az utébbi kon-
vergencia és a (8)-ban kivant ekvivalensek. Ve > 0 esetén a haromszog egyen-

l6tlenségbdl kdvezkezik, hogy V olyan n-re, amelyre teljesiil a

1
08y M €

2l 2(1+¢)

egyenlStlenség, a (8) baloldalan &ll6 valoszintiség nem nagyobb, mint

¢ I s e )
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

Mivel p,, (€/2) — 0, ez a (8) allitast és Feller tételét bizonyitja. O
Steinhaus 1949-ben egy determinisztikus sorozattal probéalja meg imital-

ni Pal véletlen nyereményeit. Palnak az egyes jatékok soran nyert véletlen

Osszegeit rendre Dy, D, ... sorozattal jeloltiik. A Steinhaus altal megadott
sorozatot jeloljiik P, P,, ... —vel, ahol P; lesz a dij az els6 jatszmaért,P, a

méasodikért, és igy tovabb. A P; sorozat elGallitasidhoz induljunk ki egyesek és
iires helyek egy alternal6 sorozatabol:

1, 1, .1, 1, .1 1, ;1 .1, 1, .1 1, 1, 1.

Irjunk minden masodik {ires helyre egy kettest:

1,2,1, ,1,21, ,1,2°1, ,1,2,1, ,1,2,1, 1,21, 1, ...,

majd minden masodik iires helyre egy négyest:

1,2,1,4,1,2, 1, 1,2, 1,4,1,2,1, ,1,2,1,4,1,2,1, ,1,..,

és igy tovabb. Eredményiil adodik:

1,2,1,4,1,2,1,8,1,2,1,4,1,2,1,16,1,2,1,4,1,2, 1,8, 1, ...

sorozat a Py, P, ... Steinhaus sorozat.
Ebben a sorozatban az l-es szam gyakorisaga 1/2, a 2 gyakorisaga 1/4, és
altaldnosan 2" 'gyakorisdga 1/2".

Steinhaus szerint a jatékokért rendre Py, P, ... dollart kell fizetni, és m
jatékért osszesen s, = P, + P, + ... + P,-et. Feller azt allitja, hogy ez az
Osszeg ,erds’ értelemben igazsagos.

Csorgd az [1|-ben Feller ,erés” értelemben igazsagos allitasat az alabbiak
szerint értelmezte Jelolje §{B} a B halmaz elemeinek szamat. Tekintsiik a

Szentpétervari jaték kifizetés sorozatanak m-edik empirikus eloszlasfiiggvényét:

_i{1<j<m:D <)
m )

és a Steinhaus sorozat m-edik empirikus eloszlasfiiggvényét:

Fm(x):ﬂ{lg‘jggﬂg},

amelyek VzeR megadjik, hogy a sorozat els6 m elemének hanyad része nem
nagyobb, mint z.
A jatékbeli P4l D nyereményének (2)-ben felirt F'(-) eloszlasfliggvényére,

és a Szentpétervari sorozatra a Glivenko—Cantelli tétel az alabbit mondja ki:
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

sup |F,, (z) — F (2) o,
zeR

mig a Steinhaus sorozatra igaz az a determinisztikus tény, hogy

sup |Fy, () — F (z)] 2% 0.

zeR
Csorgd tovabba megjegyzi Feller tételével kapcsolatban, hogy egy valdszi-

niiséggel nem igaz, és belatja, hogy

28
liminf —2— =1
m—oo Mmlogam
és
. 25m,
limsup ——— = o0

m—oo Mlogom
majdnem biztosan. Csorgs tovabba megjegyzi, hogy a jatékbeli P4l halmozott
nyereményeinek S,, sorozata determinisztikus sorozatokkal nem egyensilyoz-
hato ki agy, hogy véges pozitiv hatarértéket kapjunk majdnem biztosan. Feller
tételének sztochasztikus limesze az egy valoszintiséggel 1étezd torlodasi pontok
koziil a legkisebb, mig a legnagyobb végtelenné vélik. Ez minden %mlong—el
aszimptotikusan egyenld sorozatra is igaz, ilyen példaul a Steinhaus-féle s (m)

Osszeg is. Ennek oka az idénként jelentkezd nagyon nagy nyeremény.

Adott m jaték esetén a Dq,...,D,, nyeremények nagysig szerinti sorba
rendezése legyen Dy, 1 < Dy, 0 < ... < Dy, . A 16gzitett keN szamnal nagyobb
m > k jatékot jatszva, legyen

a jatékbeli Pal nyereménye m jaték soran, azaz a jaték kifizetését ugy modo-
sitjuk, hogy Pal lemond %k darab legnagyobb nyereményérél, vagyis Dy, ,, +
Dyym—1+ ...+ Dy 41 dollarrodl, és S, dollar helyett S, (k) dollart kap m
jaték soran. Csorgs megjegyzi, hogy a kifizetés modositasaval a ,,jozan ész

szerint” kevesebbet kellene Pélnak az m jatékért fizetnie, hiszen a jaték soran
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2 A PARADOXON FELOLDASAI

szerzett k darab legnagyobb nyereményérdl lemondott. De ennek ellenére:

—_— 1

mlogam

minden rogzitett keN esetén.

Sy, nyeremények rapszodikus viselkedésének az oka a legnagyobb D,, ,,, nye-
remény rapszodikus viselkedése. Abban az esetben, ha P&l lemond a legna-
gyobb nyereményérdl, akkor Feller gyenge torvénye erds torvénnyé valik.

Csorgd tovabba [1]-ben megjegyzi, hogy ,minden ilyen gyenge vagy erds
torvény ugyanazt az %mloggm dollart irja el§ Sp,-ért, S,, (1)-ért, S, (2)-ért,

.., vagy barmi ezzel aszimptotikusan ekvivalens dollart.” | A nagy szdmok
(gyenge vagy erds) torvénye 6nmagaban nagyon tompa eszkoz: a jelen esetben
csak annyit tud mondani, hogy valahol %mloggm koriil kell keresni az S, és
Sm (k) véletlen nyeremények értékét.”

Csorgé még azt is megjegyzi, hogy m jatékért %mlong dollar akkor is
kevés, ha Pal lemond a legnagyobb nyereményérsl, de abban az esetben mar

sok, ha a két legnagyobb nyereményérdl mond le. Azaz

Sm (2) < %mloggm < Sp (1).
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3 A JATEK SZIMULACIOJA

3. A jaték szimulacioja

Minden esetben 100 000 szimuléciét hajtottam végre, hat kiilonboz6 jaték-
szammal 1, 50, 1000, 2048, 10 000 és 100 000 jatékkal. Ahol egy jaték az elsd
irasig torténd megjelenést reprezentalja. Az egyes szimuldciok soran a maxi-
malis értékek és atlag értékek megjelenitésén kiviil fontos és érdekes adatnak
gondoltam a legnagyobb nyereményrdl valo lemondas, valamint a 2 legnagyobb
nyereményrél valoé lemondés esetén modosult atlag és maximalis értékek meg-
jelenitését is. Ennek oka, a legnagyobb nyeremény szélsGséges volta, mely
gyakran nagyobb a tébbi forduld sorédn nyert Gssznyereménytdl is, ahogy ezt
az el6z6 szakaszban mar emlitettem. Ha tobb fordulds jaték esetén Pal lemond
az 6t illet legnagyobb nyereményrdl, esetleg a két legnagyobb nyereményérdl,
akkor a jatéksorozatok ara a Steinhaus és Feller altal meghatarozott értékek

kozelében lesznek.

3.1. A szimulacidok eredményei

Az 1 jatékra lefuttatott 100000 szimulacié esetén az atlagos nyeremény 10
dollar lett, a legnagyobb nyeremény pedig, ami eléfordult a 100 000 szimulacié
soran a 131072 dollar.

Az alabbi tablazatok az m fordulos jatéksorozat 100000 szimuléaciora le-
futtatott eredményeit tartalmazzak, melyek els§ celldjaban a jatéksorozatok
szama, az m talédlhato.

A tablazatok masodik oszlopanak els§ sora tartalmazza az 6sszes (100000 -
m) jaték soran eléforduld legnagyobb nyereményt, amit max D,, ,,,—el jeloltem.
A masodik sora pedig az egyes jatéksorozatok soran eléfordulé maximalis nye-
remények atlagat, amit D,, ,,—el jeloltem.

A tablazatok harmadik oszlopanak elsd sora a 100 000 szimuléci6 sorén els-
fordult legmagasabb Ossznyereményt, azaz max .S,,—et tartalmazza, amit agy is
megfogalmazhatunk, hogy az m hosszt jatéksorozatokat jatszo 100 000 jatékos
kozil a ,legszerencsésebb jatékos” Ossznyereménye. A mésodik sora pedig a
100 000 szimulaciora es6 Ossznyeremények atlagat tartalmazza, azaz m jatékra

es6 atlagos Ossznyereményt S, —et.
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A tablazatok negyedik oszlopanak elsd sora a 100 000 szimulacio soran els-
fordult a legnagyobb nyereménnyel csokkentett legmagasabb Ossznyereményt,
azaz max (S, — Dy,m) = max S, (1)-et tartalmazza. A masodik sora pedig a
100 000 szimulaciora es6 a legnagyobb nyereménnyel csokkentett Ossznyeremé-
nyek atlagat tartalmazza, amire az S,,(1) jelolést hasznaltam.

A tablazatok 6todik oszlopanak elsé sora a 100 000 szimulacié soran el&for-
dult a két legnagyobb nyereménnyel csokkentett legmagasabb 6ssznyereményt,

Dm,m -

sora pedig a 100 000 szimulaciéra esé a két legnagyobb nyereménnyel csckken-

azaz max (.S, — Dym—1) = max Sy, (2)-06t tartalmazza. A méasodik
tett Gssznyeremények atlagat tartalmazza, amire az S,,(2) jelélést hasznaltam.
Az alabbi tablazat a 50 fordulos jatéksorozat 100000 szimulaciora lefutta-

tott eredményeit tartalmazza.

50 D5o,50 S50 850 (1) 550 (2)
max. | 16 777 216 | 16 777 295 | 8476 2209
atlag 654 817 163 127

Az alabbi tablazat a 1000 fordulds jatéksorozat 1000 szimuléciora lefutta-

tott eredményeit tartalmazza.

1000 | Digoo,1000 S1000 S1000 (1) | Stooo (2)
max. | 134 217 728 | 134 244 063 | 185 756 | 54 684
atlag 9613 15 052 5439 4714

Az alabbi tablazat a 2048 fordulos jatéksorozat 2048szimuléciora lefuttatott

eredményeit tartalmazza.

2048 | Dopug 2048 S2048 Sa0as (1) | Sa0us (2)
max. | 536 870 912 | 536 888 778 | 1 060 941 | 63 190
atlag 20 971 33 147 12 176 10 697
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Az alabbi tablazat a 10000 fordulds jatéksorozat 100 000 szimulaciora le-

futtatott eredményeit tartalmazza.

10 000 | D10000,10000 S10000 S10000 (1) | S1o000 (2)
max. | 2 147 483 648 | 2 147 692 927 | 757 962 321 551
atlag 136 275 207 154 70 879 63 703

Az alabbi tablazat a 100 000 fordulos jatéksorozat 100 000 szimulaciora

lefuttatott eredményeit tartalmazza.

100 000 | D100000,100000 5100000 S100000 (1) | Stoo000 (2)
max. 4 294 967 296 | 4 296 740 924 | 17 546 784 | 3 863 754
atlag 969 270 1 844 058 874 78R 802 850

3.2. Elemzés, értelmezés

A szimulaciok eredményeibdl jol lathato, hogy a jatéksorozatok hosszéanak,
m-nek a novelésével legnagyobb nyeremények atlaga D,, ,, és az abszoltt leg-
nagyobb nyeremény értéke max D,, ,, is novekedett a varakozasoknak megfe-
lelGen.

Minden lefuttatott m jatékszam mellett ﬁmym > S, (1), ami igazolja azt,
hogy m jatéksorozatok esetén atlagosan a legnagyobb nyeremény tobb, mint
az azon kiviili m — 1 nyeremény Osszege, ami azt is jelenti, hogy abban az
esetben, ha egy jatékos lemond a legnagyobb nyereményérdl, akkor atlagosan
tobb, mint a nyereményének a felérél mond le.

A szimulacié eredményeit latva szadmomra nagyon meglepé volt az, hogy
max D,, ,, és max S, kiilonbsége milyen kicsi, még m = 100000 jaték esetén is
kevesebb mint max S,, 0,05%-a. Ennek kapcsan megnéztem, hogy max D,
hogyan viszonyul a 100 000 szimulacié soran szerzett Osszes nyereményhez,
ami 100000m jatékbol ered, m = 1-re 13%, m = 50-re 20%, m = 1000-re 9%,
m = 2048-re 16%, m = 10000-re 10%, m = 100000-re 2%.
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A kapott eredmények atlagainak jobb Osszehasonlithatosag érdekében egy
kozos tablazatba rendeztem ezen értékeket, a Feller és Steinhaus altal adott
megoldasok eredményeivel egyiitt. Ezen kiviil kiszamoltam és szintén tablazat-
ba rendeztem a kiilonb6z6 hosszusagi és megszoritasu jatéksorozatok esetén
az egy jatékra esd jaték arat.

Az alabbi tablazat elsé oszlopa tartalmazza az egy jatékos altal jatszott
jatékok szamat, m—et. A téblazat masodik oszlopa a szimulaciok Gssznyere-
ményeinek atlagat S,, et tartalmazza, ha a jatékosok minden nyereményiiket
megkapjak. A tablazat harmadik oszlopa a szimulacioknak a legnagyobb nyere-
ménnyel csokkentett dssznyereményeinek atlagat tartalmazza, azaz S, (1)-et.
A tablazat negyedik oszlopa a szimulécidoknak a két legnagyobb nyereménnyel
csokkentett Gssznyereményeinek atlagat tartalmazza, azaz S, (2)-t. A tabla-
zat 0todik oszlopa a Feller, a hatodik oszlopa pedig a Steinhaus altal adott

megoldasok eredményeit.

jatékok Sim Spm (1) | S, (2) | Feller | Steinhaus
1 10 0 % % 1
50 817 163 127 141 163
1000 15 052 5439 4714 4983 5060
2048 33 147 12176 | 10 697 | 11 264 13 312
10 000 | 207 154 | 70 879 | 63 703 | 66 439 71 728
100 000 | 1 844 058 | 874 788 | 802 850 | 830 482 | 878 000

Az alabbi tablazat els6 oszlopa tartalmazza az egy jatékos, azaz Pal altal
jatszott jatékok szamat, m—et. A tablazat masodik oszlopa egy jaték aranak
értékeét tartalmazza, ha a jatékos, azaz Pal minden nyereményét megkapja.
A tablazat harmadik oszlopa egy jaték aranak értékét tartalmazza, abban az
esetben, ha Palunk lemond a legnagyobb nyereményérsl. A tablazat negyedik
oszlopa egy jaték dranak értékét tartalmazza, abban az esetben, ha a jatéko-
sunk olyan nagyvonali, hogy lemond az 6t illetd két legnagyobb nyereményérsl.
A tablazat 6todik oszlopa tartalmazza a Feller altal adott megoldéas alapjan
szamolt egy jatékra esd jegyarakat, a hatodik oszlopa pedig a Steinhaus altal

adott megoldas alapjan szamolt egy jatékra ess jegyarakat.
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jatékok | P | P(1) | P(2) | Feller | Steinhaus
50 1634 326 | 254 | 282 | 3,26
1000 | 15,05 | 5,44 | 4,71 | 4,98 5,06

2048 | 16,19 | 5,95 | 522 | 5.5 6,5
10 000 | 20,72 | 7,09 | 6,37 | 6,64 7.17
100 000 | 18,44 | 8,75 | 8,03 | 8,3 8,78

A kapott eredmények jol igazoljak Csorgd eredményeit, hogy a Feller altal
m jatéksorozat esetén megadott %long jatékonkénti ara még akkor is kevés,
ha a jatékos lemond a legnagyobb nyereményérsl, abban az esetben viszont
sok, ha a két legnagyobb nyereményérsl mond le, azaz %loggm P(1) és P(2)
kozott van (P (1) < $logom < P (2)).

A Steinhaus sorozat éltal adott eredmények nagyon kozel esnek a szimulécio
altal kapott P (1) értékekhez abban az esetben, ha a jatszani kivant jatékok
szama 2-nek két egymast kovets hatvanya kozotti szam koril van (példaul
50, vagy 100000 jaték esetén), abban az esetben, ha a jatszani kivant jatékok
szama 2-nek valamely hatvanya, vagy annél nem sokkal nagyobb szam, akkor
a Steinhaus sorozat eredménye a P (1)-nél nagyobb (példaul 2048 jaték), ha a
jatékszam 2-nek valamely hatvanyanal nem sokkal kisebb szam (példaul 1000
jaték), akkor Steinhaus sorozat eredménye a P (1)-nél kisebb lesz. Ennek
magyarazata az, hogy a Steinhaus sorozat minden 2 hatvanynal nagyot ugrik.

A kapott eredményekbdl, az is megfigyelhets, hogy P (1), P (2), Feller és
Steinhaus értékek is logaritmikusan nének a jaték szamanak m-nek a novelé-
sével, ezzel szemben a szimulacié eredményeibdl gy tinik, hogy a P értékekre
ez nem igaz. Ennek oka a szimulacié soran véletlenszertien felbukkano kiug-
r0 értékek, ami a jaték megsziiletésétsl fogva a problémét okozza. Ebben a
konkrét szimulacioban 100000m jaték soran m = 50-nél a tobbi nyereményhez
képest van egy nagyon nagy kiugro érték, m = 1000-nél pedig ketts is van,
m = 100000-nél viszont egy sincs, és ez okozza el6bbiek magas, utobbinak
pedig alacsony P értékét. Valoszintleg ugyanezen paraméterekre a szimulacio
1jboli lefuttatasaval ezen szimulaci6 eredményeitdl eltérs P értékek jonnének
ki, de nagyon hasonlé P (1) és P (2) értékek.
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4. Befektetések elemzése a jaték alapjan

4.1. Médositott jaték

Az eredeti Szentpétervari jatékban, ha a fej az n. dobas soran kovetkezik be

el6szor, akkor Pal 27! dollart kap Pétertsl. Felhasznélva, hogy

ol =0m/2 = (2 +> 2’“) /2 =
k=2

= <2 +22n:2“> J2=1+ Zn:QH,
k=2 k=2

ha moédositjuk az eredeti Szentpétervari jatékot gy, hogy Pal lehetséges nye-
reményeit 1 dollarral csokkentjiik, akkor Pal lehetséges nyereményei:
D(n)=2""1—1=>%"7_,2F2 alakba frhatoak.

Tovabb altalanositjuk a moédositott jatékot a kovetkezdképpen:

e Az iras dobasanak valoszintiségét %frc’il %_H.fre valtoztatjuk, ahol ¢ > 0,

azaz nem szabalyos pénzérmével jatszuk. A fej dobdsanak valdszintisége

ebben az esetben %frc’il 1—— =

Y L.fre valtozik.

142

e A nyeremények névekedésének litemét pedig 2-r6l 1 + g-re véltoztatjuk,
ahol g > 0.

A fenti modositasok figyelembevételével Péter és Pal a kivetkezd jatékot

jatsza: Péter egy szabalytalan érmét dobal, ahol az irés valdszintisége 1%%
1) Irds esetén Péter D dollart fizet Palnak, és az érmét djra dobja.

Fej esetén a jaték véget ér.
2) Iras esetén Péter D (1 + g) dollart fizet Palnak, és az érmét tjra dobja.

Fej esetén a jaték véget ér.

n) Irés esetén Péter D (14 g)" > dollart fizet Palnak, és az érmét tjra dobja.

Fej esetén a jaték véget ér.
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P&l ezen modositott jaték soran nem csupéan a jaték végén kapja meg nye-
reményét, hanem mér a jaték kézben minden iras dobasa esetén jutalékot kap
Pétertsl. Vagyis minden alkalommal, amikor a jaték még a szabalyok szerint

folytathato, azaz amig a jatékos fejet nem dob.

4.2. Novekvé osztalékfizetés és a moédositott jaték

Ezen alfejezetben leirtak Durand [8]-ban talalhaté gondolatmenetét kovetik.
Az alabbi tablazat tartalmaz néhany lehetséges kimenetelt, és a hozzajuk kap-
cs0l6do valoszintségeket a 3.1-ben bemutatott modositott Szentpétervari ja-
ték esetében, ahol Péter osztalékok sorozatat fizeti Palnak aszerint, hogy hany-

szor jelenik meg iras egy adott dobéassorozatban, miel6tt elGszor jelenik meg a

fej.
Dobés sorozat | Valoszintség | Osztalék Halmozott osztalék
F i/ (1+74) 0 0
IF i (14 1) D D
IIF i/(1+4)° | D(1+g) D+D(1+g)
IITF i/1+0)" | D149 | D+D(1+g)+D(1+g)

Természetesen végtelen szami ilyen lehetséges kimenetel van, mert minden
véges fras sorozat, fliggetleniil attol, hogy mennyire hosszt, nagyobb, mint nul-
la valoszintiséggel fordul els. P&l matematikai varakozésat ugy kapjuk meg,
hogy 6sszeadjuk a masodik oszlopban 1év6 valoszintiségek és a masodik osz-
lopban 1évé kifizetések szorzatat. Igy példaul az ITF sorozat valdszintisége
i/ (1+ i)?’, és két osztalék kifizetést eredményez, D—t és D (1 + g)—t. A szorzat
az alabbi tablazatban lathato, az F', IF és I11F dobas sorozatokhoz tartozo
szorzatokkal egytitt.
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Dobas sorozat Szorzat
F 0
IF Di/ (14 i)
IIF [D+D(1+g)i/(1+1)°
IIIF [D+D(1+g)+D(1+9)]i/(1+d)

A jaték varhato értékének kiszamitasahoz ezen szorzatok Osszegzése egysze-
riibbé valik, ha felbontjuk a zardjeleket, és a kapott tagokat az 1+ ¢ hatvanyai

alapjan rendezziik 4t. Igy példaul minden tag, amely tartalmazza az (1 + g)"

Di(1+g)"
kifejezést, kiemelve belsliik a ﬁ kifejezést kapjuk a
i
Di(1+g)" { 1 1 }
—— 5 -+ +... 9
(144)" L+ (1+44) ©)

szorzatot, ahol a zardjelben 1év6 kifejezés egy mértani sor. A mértani sor
kvociense ‘%—H ’ < 1, amibdl kovetkezik, hogy az 6sszeg konvergens, melynek

értéke:

)
k=0 141 1+:

°°< 1 )k | [1—(1%)7 1 14
E . =lm |[—F—| =5 =——.
141 n—o0 1 — — 7

A (8)-s egyenletbe helyettesitve a mértani sor 6sszegét, adodik:

Di(l1+g)" 1+i D(+g)"

(1 + Z-)n+2 i (1 + Z-)n-‘rl '

NP ) n o D(1+g)"
Tehat a varthato értékben az dsszes (1 + g)"—t tartalmazo tag 6sszege W,
i
aminek kovetkeztében PAl matematikai varakozasat
—D(1+9)"
Y —— (10)
— (1+1)

mértani sor adja. Ez a sor aritmetikailag egyenértéki egy diszkontalt osztalék-
fizetési sorozattal, amely D dollarral kezd6dGen, folyamatosan novekszik egy
konstansg rataval, és diszkontalodik ¢ kamatlabon. A pénziigyi értékpapirok

értékének kontextusaban az i paraméter egy Osszetett kamatlabat (vagy effek-
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tiv kamatlabat) képvisel, ami egyenértékd, az egy mulva visszafizetendd egy
dollaros hitel jelenértékével, ami 1/ (1 +14). A vallalat részvényeinek valos érté-
kének megitélésekor g a vallalat névekedési litemét mutatja, az egy részvényre

jutod bevétel Gsszetett novekedése alapjan mérve.

4.3. Novekv§ osztalékfizetés értékelése

Hasonldan, ahogy az eredeti Szentpétervari jaték esetében itt is felmeriil a
kérdés, hogy mi legyen a jaték igazsigos éara, vagy vele ekvivalens médon mi
legyen a novekvs osztalékfizetés belépési dija. Véges szamu osztalékfizetés
esetén a (10)—s képletben szerepls Gsszeg elsé n tagjat kell Osszegezni, ami egy
mértani sorozat Osszege, melynek elsé tagja L kvociense H_g A mértani

1+1 141
sorozat Osszegképletét alkalmazva az els6 n tag Osszege

zn:D(l—l—g)k: D 1-(+g)"/(Q+d)" _
(1) 1+d 1-(1+g)/(1+9)

_ D ‘1—(1+g)”/(1+i)":D‘l—(l—i—g)"/(l—l—z’)" (11)
1+ (t—g)/(1+1) i—g
feltéve, hogy g # ¢ . g = i esetén pedig nD/ (1 + 7). Ha a kifizetések szama

végtelen, akkor

- (1 L ha g<i
Z + kgﬂ _ ) g _ (12)
=0 (1+ oo L,ha g>1

Igy Pal varakozasi értéke, ha g < 4, akkor %, mésrészrél, hag > ¢, akkor
a végtelen sor Osszeg — az eredeti Szentpétervari problémahoz hasonléan —
divergens, és egy ,@¢sszertien gondolkodd” Péal ismét ellenzi a végteleniil nagy
belépési dij kifizetését.

Durand [8]-ban kifejti, hogy a (11) és (12) alkalmazhatésaga a novekedé-
si részvények értékelésére nem 1j dolog, és a kapott eredményt Gsszekapcsol-
ja J. B. Williams [12]-ben taldlhato eredményével. A [10] cikk hozzateszi,

hogy széles korben elfogadott nézépont, hogy ahhoz, hogy felbecsiiljiik Péter
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részvényének valos értékét, diszkontalni kell az Osszes jovGbeli osztalékot az
orokkévalosagig. Itt egy tisztességes ar Péter részvényére az Osszes jovGbeni
osztalék jelenértéke alapjan becsiilheté meg. Jelolje F,, Péter részvényre
juto nyereségét (vagyis profitjat) az n. évben. Tovabba B, jelolje Péter konyv
szerinti értékét vagy nettd eszkozértékét, az n. évben részvényenként, és D,
a részvényenként fizetett osztalékot ugyanazon évben. A konyv szerinti érték
valtozasa évrél évre megegyezik a jovedelmek és a kifizetett osztalékok kozotti

kiilénbséggel, vagyis Vn > 1-re
B,i1— B, =FE,—D,.

Péter részvényének valos értékét becsiilve Pal altalanosan azt feltételezi,
hogy az r = E, /B, és p = D,/ E, aranyok fliggetlenek n-tél. Ez a feltételezés
azt jelenti, hogy B,.1 — B,, a konyv szerinti érték valtozasa az n. évtdl az

n + 1. évig, F,-nek egy konstans szorosa.

Bynyi—By,=E,—D,=(1—-p)E,=(1—p)rB,.

Ezért Péter osztalékai, konyv szerinti értéke és nyeresége dllanddéan névek-
szik, a ¢ = (1 — p) r konstans rataval. Ebben az Osszefiiggésben a (12) egy
allando (6rokos) osztalékfizetés sorozatot jelent, kezdve a Dy = D dollartol, a
g konstans rataval névekedve, és az ¢ kamatlabbal diszkontalva. Ha ¢ > g, ak-
kor az (12)-es sszeg konvergél, a D1/ (i — g) = pE1/ (i — g)-hez, ami a Péter
részvényeinek egy részvényre vonatkozo igazsdgos értékének becslését jelenti.
Ha i > g, akkor a (10) sorozat divergal, és most van egy olyan formaja a
Szentpétervari paradoxonnak, amelyben a novekvé részvények értékelése vezet
egy paradox eredményre.
valoszintiségeként értelmezte. Azonban amig az eredeti Szentpétervari jaték-
ban barmely jovébeli kifizetést kifizetnek valamennyi valdszintiséggel, addig a
modositott jatékban, amely ekvivalens egy novekedési vallalat altal generalt
osztalékok sorozataval, barmely jovébeli kifizetést biztosan ki fognak fizetni,
am ezt egy diszkonttényez bevonésaval fogjak értékelni. Egy részvény érté-

ke csak akkor végtelen, ha az osztalék a diszkontrataval egyenlé vagy annal
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nagyobb iitemben novekszik, ugyanigy a jaték varhaté nyereménye csak akkor
végtelen, ha a nyeremények a hozzajuk tartozo valoszintiségek csckkenésének

iitemével egyenld vagy annal nagyobb iitemben novekszenek.

4.4. A ,hight-tech” részvények osszeomlasa

A [10] szerint a Szentpétervari paradoxon valamennyire megmagyarazza a
Hhight-tech” névekedési részvények araban végbemend kordbban nem latott no-
vekedést a 1990-es évek végén. Rendszerint ,névekedési részvényként” utalnak
azon vallalatok részvényeire, vagy magukra a vallalatokra, amelynek bevételei
lényegesen gyorsabban névekednek annal, ami a gazdasagra altalanosan jellem-
z6. Az emlitett idGszakban az amerikai Jegybanki rendszer (Federal Reserve
System, réviden gy szoktak ra hivatkozni, hogy Fed) alapkamata kozel volt a
torténelmi mélyponthoz, ez Durand cikkének kontextusaban azt jelenti, hogy
az i értéke nagyon kicsi volt. Raadéasul a novekedési részvények vasarloi azt
feltételezték, hogy g, a tipikus ,high tech” vallalat novekedési rataja, az 6rok-
kévalosdgig magas marad. Ennek az eredménye az lett, hogy ¢ > g, s6t ennél
szélsGségesebb volt, hogy sok ,high tech” vallalatnal tgy szamoltak, hogy az
i/g =~ 0. Mivel a jovedelmeket és osztalékokat az 6rokkévalosagig diszkontal-
tak, a (10)-es érékels képlet barmiféle felhasznalasa a technologiai részvények
arainak olyan magas becsiilt értékelésekre jutott, amely a becslének éppen
tetszett.

A befektetsk nem szamoltak azzal, hogy azon eléfeltételezés, hogy a vallala-
tok jovébeli kifizetései egy magas g konstans iitemben hosszi tavon folyamato-
san novekedhet, téves. Eisdorfer és Giaccotto 2016-os [9]-es cikkében ramutat
arra, hogy a torténelmi tények és a kozgazdaséagi intuiciok azt sugalljak, hogy a
nagyon magas névekedési iitem, amely példaul a ,high tech” vallalatokat jelle-
mezi, idével varhatdéan hanyatlani kezd, és a kezdeti magas névekedési litem le
fog lassulni a teljes gazdasag altalanos novekedési iitemével megegyezd szintre .
Azaz a rovidtava névekedési iitem tipikusan sokkal magasabb, mint a varhato
hosszutava titem.

Ha a novekedési rata az orokkévalosagig magas maradhatna, egy befeketd

szdmara varhato élettartaman tul az osztalékfizetési ciklusok értéktelenek.
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4.5. Sztochasztikus osztalék értékelés

A befektetések értékelését a 4.2 és 4.3 szakaszban egy modositott Szentpéter-
vari jatékra vezettiik vissza, és belattuk, hogy a Szentpétervari jaték alkalmaz-
hato olyan cégek értékelésére, amelyek osztalékai 6rokkeé egy konstans titemben
novekednek. Ebben az esetben a jatékos nyereményét frasonként fix mértékben
noveltiik, de a fix névekedés osztalékokban gondolkodva nem realis.

Eisdorfer és Giaccotto 2016-os [9]-es cikke alapjan megmutatjuk, hogy
hogyan modellezhet§ a befektetés értéke a Szentpétervari jaték megfelel6 mo-
dositasaval, hogyha a befektetsi kornyezet (a nyeremény, az osztalék) vélet-
lenszertien valtozik. Eisdorfer és Giaccotto az osztalék novekedési iitemét egy
atlaghoz visszatérd folyamatként modellezték.

Feltételezték, hogy az osztaléknovekedési litem egy autoregressziv folyamat.

Legyen g; (az osztalékok indexének logaritmusa) egy olyan AR(1) folyamat,
amely t =1,2,...-re

Giy1 = (1= 9) g+ ¢g: + &r41, (13)

ahol ¢e (0,1) az autoregressziv egyiitthato, £,,1 egy fliggetlen normaélis elosz-
last zaj o? szorassal, azaz N(0,0.). geR pedig az altag novekedési rata, a
mondott feltételek mellett a megegyezik a limy—o, E (g;11) varhatoérték ha-
tarértékkel, a gy tetszéleges értéke esetén. Azaz a gy trajektoriaja a g koriil
ingadozik.

Legyen tehét az osztalék olyan, hogy Dyy1 = exp (giy1) - Dy egy adott Dy
mellett. Ahhoz, hogy megkapjuk minden jovébeli osztalék kockézat igazitott
jelenértékét a CAPM (Capital Asset pricing Model) modellt hasznalva, a pe-

ribdusonkénti osztalék R varhatd érétke:

E(R) =Ry + B (E(Rn) — Ry),

ahol R; a kockazatmentes alapkamat, Iz, a piaci portf6li6 hozama, 3 pedig a

piaci kockazat mértékét mutatja, ami a kockézati prémium szorzoéja.

Eisdorfer és Giaccotto 2016-o0s [9]-es cikkében belatja, hogy a sztochaszti-
kus {D;},-, osztalék sorozattal rendelkezd eszkoz CAPM szerinti, piaci kocka-

zathoz igazitott, alapkamat szerint diszkontalt jelenértéke:
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p_ i E (D) [Tj=y [1 = (B (Rpn) — Ry) 23]

: (14)
P (1 + Rf)t
ahol 20 =0, z; = ¢z;_1 +1,1=1,2,...
By az €; piaci hozam szerinti regresszios egyiitthatodja,
E(Dy) = Dexp(A(t) + B(t)g+ C(t) g0) , (15)

ahol
A(t)=(02/2) 3523, Bt)=(1—9)Y i 2, C(t)= oz

A (14)-as képlet bizonyitasa megtalalhaté Eisdorfer és Giaccotto [9]-es cik-
kében, de ennek bizonyitasat itt nem részletezem.

A (15) egyenlet azt mutatja, hogy a P pillanatnyi ar fiigg a pillanatnyi no-
vekedéstdl, go-tol és a hosszitava novekedési iitemtsl g-tol, azonban az utdébbi
hatasa sokkal erésebb a z; 0sszeg miatt. Igy egy pillanatnyilag magas noveke-
dési item csak dtmeneti hatast gyakorol az egyensulyi arfolyamra.

P értéke a megfelel6 kockazat igazitason is mulik, és mivel z; egy konstans
1/ (1 — ¢) értékhez konvergal, igy a 2,3, altal reprezentalt piaci kockazat j—
vel egyiitt né egészen [,/ (1 — ¢)-ig, igy a kockdzathoz val igazitds nagyon
nagyra né a tavoli jovében vart osztalékok esetében, ami a kovetkezSképpen
kozelithetd:

Y

[1 — (E(Rw) — Ry) B,/ (1 — ¢)]t
(1-|—Rf)

és a vart jovGbeli osztalékok egy

el (o1,

osvény mentén fognak fejlédni. Ennél fogva egyetlen D, osztalék jelenértéke
nagy t esetén a kovetkezSképpen kozelithetd:

. 6[g+§u:’—i)g—(fzmm)—z%f)ﬁg/(l—qs)}t
0 .

Ez nullahoz konvergal, ha a szogletes zardjelben 1évé kifejezés negativ, és
abban az esetben az Osszes jovébeli osztalék jelenértékének Osszege véges lesz.
[gy adodik a kovetkezs feltétel:
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0.2

%y : (16)

§< By + (B (Rn) - R)) (1_@—%(1_@2

Kapcsolat a Szentpétervari jatékkal

Tekintsiink egy olyan Szentpétervari jatékot, ahol a fej dobasanak valoszint-
sége Ry/ (1 + Ry), ekkor az iréas valoszintsege 1/ (1 4+ Ry), ahol Ry a korabbi-
aknak megfelelGen a kockdzatmenetes kamat mértéke.
Péter és Pal pedig a kovetkezd jatékot jatssza: Péter egy szabalytalan érmét
dobél, ahol az iras valoszintsége 1/ (1 + Ry):
1) Péter (Dyaq) /Ry dollart fizet Palnak, és az érmét feldobja.

Fej esetén a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét ajra dobja.
2) Péter (Dyaqaq) /Ry dollart fizet Palnak, és az érmét feldobja.

Fej esetén a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét ajra dobja.
1) Péter (Dn I aj> /R; dollart fizet Palnak, és az érmet feldobja.

Fej esetén a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét ujra dobja.

Ha a jaték az n. dobas utan ér véget, akkor Pal 6ssznyereménye

i D, [T, a

=
dollar, ahol D,, az ebben a szakaszban definidlt osztalék folyamattal azonos,

és CLj =1- (E (Rm) - Rf) Zjﬂg-

Pal varhato kifizetése a jaték soran:

Ry Dullina _

- (1+Rf)n Rf

(1+ Rp)" ’
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ami pontosan megegyezik a (14) egyenlet szerinti részvényarfolyammal.

Tehat az igy definialt Szentpétervari jaték nyilvanvaldéan azonos varhatoér-
tékd ajanlat az el6zGekben leirt piaci értékelést osztalékos eszkozzel.

Kovetkezésképpen azon feltétel, amely mellett a jaték értéke véges, meg-
egyezik azzal a feltétellel, amely mellett a részvény arfolyam véges, amit (16)

képletben mar megadtunk, igy kozvetett megoldast kaptunk a paradoxonra is.

4.6. Tovabbi vizsgalédas

A szakdolgozat f6 vonulata egy végtelen varhato értéki jaték igazsagos aranak
meghatarozésa, egy olyan aré, amely nem okoz tékeemelést. Eles ellentétben
ezzel Kelly [15] és Tijms [16] a t6keemelés maximalizalasara torekedett, az
olyan tisztességtelen fogadasok kihasznélasaval, amelyek kedveznek a szeren-
csejatékosoknak. Ilyen elény nélkiil, azaz tisztességes, vagy annal magasabb ar
esetén Kelly azt javasolja, hogy ne vegyiink részt a jatékban keriilve a kockaza-
tot. Tovabbi érdekes vizsgalodas lehet a profitmaximalizalas, a Kelly formula
segitségével, és ezen formula altalanositasaival, ami a jatékos vagyonanak egy
képlettel meghatarozott aranyu kockaztatésat irja els. Hasonlo elv, de mas
motivacio vezette Whitworth-ot, aki az igazsidgos jaték arat nem egy konkrét
értékben, hanem a jatékos vagyonanak aranyaban hatarozta meg [11] konyvé-
ben.

lletve egy kozgazdasigi megkozelitésti dolgozat témaja lehet még a fent
vazolt 2000-es t6zsdei 6sszeomlas egyéb gazdasagi okainak feltardsa, melynek

egyik kiindulé pontja [13]-as cikk lehetne.
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5. Szentpétervari jaték a kozépiskolai oktatasban

5.1. Tervezet, oktatasi célok

A bemutatott tervet kozépiskolai osztaly 12. vagy 11. évfolyaméra szanom.
Célom, hogy felkeltsem a diakok érdekl§dését, a matematikai gondolkodéas szé-
lesebb korben val6 alkalmazhatosagara, illetve arra, hogy az alkalmazas koril-
tekintést igényel. Ez egyiitt jar az alapos vizsgalattal és a kritikai gondolko-
désmoddal.

A didkok internetezés kozben konnyen talalkozhatnak online szerencseja-
tékokat hirdetd reklamokkal, internetes oldalakkal, amelyek kénnyt és gyors
pénzszerzési lehetdséget kinalnak. Némely honlapon ajanlanak nyerd straté-
giakat is kiilonboz§ jatékokhoz, és ezeket a stratégidkat matematikai érvekkel
latszolag alé is tamasztjak.

Tekintslink egy jatékot, amelyet a bank ellen jatszunk, legyen ebben a
jatékban 50—50%, vagy e koriili érték annak az esélye, hogy nyeriink vagy ve-
szitiink. A nyereménytink pedig gy6ztes jaték esetén a tétiink kétszerese. Egy
ilyen jaték esetén latszolagosan jol alatdmaszthaté matematikai érvekkel az
tgynevezett martingal (halmozasi) stratégia alkalmazésa, amely biztos nyere-
ménnyel kecsegtet. A stratégia szerint, ha az elsé jatszmaban veszitiink, akkor
a masodik jatszméaban megkétszerezett téttel jatszunk, ha a masodik jatszmat
is elveszitjiik, akkor a kovetkezé jatékban ismét megkétszerezziik az el6zd té-
tiinket, és igy tovabb, amig ki nem jon a tippiink és nyeriink. Gyd&ztes jaték
utan a kovetkezo tétiink egyezzen meg az elsd jaték soran kockaztatott tétiink-
kel, és ismét addig kétszerezziik a tétiinket, amig nem nyeriink. A kovetkezs
tétiink pedig ismét egyezzen meg az elsd jaték soran kockaztatott tétiinkkel. Az
Ossznyereményiink ezt a stratégiat alkalmazva meg fog egyezni a nyert jatékok
szaméanak és az els6 jaték sordan kockaztatott tétiinknek a szorzatéval.

Az alabbi tablazat egy konkrét jatéksorozaton keresztiil mutatja be, a mart-
ingal stratégiat, ahol a kezdeti tétiink 1. A tablazat masodik sordban az egyes
jatékok kimenetelei szerepelnek. V' jelentése, hogy a jatékos veszitett, azaz a
bank nyert, és a jatékos elveszitette a jatékra feltett Osszeget. Gy jelentése

pedig, hogy a jatékos gy6zott, a bank pedig veszitett, és a jatékos a feltett té-
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tének kétszeresét kapja, azaz a tétjével megegyezs 6sszeget nyeri. A tablazat 3.
sora az egyes jatékok esetén befektetett Osszeget, azaz a tétet tartalmazza. A
4. sor a jaték forduloi soran bekodvetkezd pénzmozgast mutatja a szerencsejaté-
kos szemszogébdl. Az 5. sor pedig a jatékos kezdeti vagyonaban bekdvetkezett

valtozast mutatja, amely minden gy6zelem esetén 1-el novekszik.

jatékok szama | 1. | 2. | 3. | 4. | 5. | 6. | 7. | 8 | 9.
kimenetel VIV IGy|V |Gy|V |V |Gyl Gy

tétek 1 2 4 1 2 1 2 4 1
nyermeény —1|-2|4+4|-1|+2|-1]|-2|+4|+1
ossznyeremény | —1 | =3 | +1 | O | 4+2 | +1 | —1| +3 | +4

A latszolag nyerének tiiné martingal stratégidnak szeretném a hatranya-
it csoportmunkaban kozépiskolas didkok elé tarni, ravezets feladatokkal olyan
modon, hogy a kovetkeztetések levonasa utan sajat maguk is meg tudjak vala-
szolni azt a kérdést, hogy a martingal stratégia nyerd stratégia-e a rulettben,
vagy a ruletthez hasonl6 jatékokban.

Tovabbé a tanuloknak szeretném bemutatni a szakdolgozatom problémafel-
vetésének alapvetd jatékat, a Szentpétervari jatékot, amely véletlen sorozatok
viselkedését mutatja be érdekes modon. Az, hogy egy ilyen jatékban részt
vegyiink-e, és ha igen, akkor mennyit kockaztatva, fiigg attol, hogy a hasznos-
sdgot hogyan értelmezziik. A probléma oktatasa bemutathat olyan szemponto-

kat, amelyek véletlen kérnyezetben valo dontés esetén irdnymutatoak lehetnek.

5.2. El6zmények (2012-es kerettanterv alapjan)

A sziikséges elGismeretek az aktualis kerettanterv alapjan a kovetkezdk:

9. osztaly: Hatvanyozas.
10. osztaly: Kombinatorika és valoszintiségszamitéas.
11. osztaly: Valoszintiségszamitéas.

12. osztaly: Szémtani és mértani sorozatok.
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5.3. Alkalmazott munkaformak

Egyéni munka: A lent vazolt 6rak soran az egyéni munkinak az egyediil
végzett munka valtozata keriilt elG elsGsorban az els éran és a hézi feladatok

megoldasa soran.

Elonyei: A feladatmegoldasoknal a tanulok a sajat munkatempojuk sze-
rint dolgozhatnak. A didkokat az egyéni munka 6nallosagra neveli. A tablazat
egyéni kitoltésével mindenkinek lehet&sége van a kapott eredmények Osszeve-
tésére, ami segiti a megértést.

Hdtrdnyai: A tanulék nem mindegyike foglalkozik a feladattal, azaltal,
hogy a feladatmegoldés helyett esetleg kiillonb6z6 melléktevékenységeket foly-
tatnak, vagy varjak a gyorsabb, jobb képességi tanulok eredményeit.

Lehetséges veszélyek: Elsfordulhat, hogy az 6ran nem minden tanul6é dol-
gozik, a didkok konnyebben véalhatnak passzivva. Akik nem készitették el a
hazi feladatukat, azoknél a didkoknal a tanult anyag elmélyitésének folyamata

elmarad, illetve kevésbé tudnak bekapcsolédni az o6raba is.

Paros munka: Péros munkaformét két esetben, az elsé és masodik éran al-
kalmaztam. Az els§ 6ran azért, hogy a tanulok maguk is lassék, tapasztaljak,
hogy hosszabb azonos sorozatok is el6fordulnak kockadobasnal, pénzfeldobas-
nal. A masodik 6ran pedig azért, hogy az igazsagos jaték fogalmét mélyebben
megértsék.

Elonyei: Az els6 orai paros munka sordn mas érzés az, ha a tanulok sajat
maguk dobnak és frnak le egy hosszabb prim—prim—prim—. . .—prim vagy egy
hosszabb nem prim sorozatot. A tanuldk sajat maguk is megtapasztalhatjak
azt, hogy hosszabb homogén sorozatok elGfordulnak kocka-, pénzdobalésnal,
igy az j ismeret nem csupén elméleti, hanem gyakorlati is lesz. A maéasodik
oran pedig a tanulok nem csak passziv szemlélgként latjak azt, hogy valaki ve-
szit vagy nyer, hanem a tanulok sajat maguk is atérezhetik a nyerés és veszités
lélektani hatasait. Az atélt élmények mélyebb megértést tesznek lehetévé a ta-
nulok szamaéra, és az ezaltal megtanult ismeretek is tartésabban megmaradnak.
Ezen feliil a didkok tapasztalatot szereznek az egyiittmiikodésben, egymés kol-
csOnos segitésében, ami a szocializacié szempontjabol is fontos. A pedagogus

pedig 14j oldalukroél ismerheti meg diadkjait, a tanulok kozos munkaja kézben.
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Kideriil, hogy a tanulok mennyire kommunikativak, egyilittmiikodsk és toleran-
sak egymassal. Tehat a paros munka fejleszti a kooperacios és kommunikacios
képességeket, az egylittmiikodést és a toleranciat.

Hdtrdnyai: A paros munka abban az esetben nem lesz hatékony, ha a péar
egyik tagja nem akar dolgozni, vagy ha a parok nem tudnak egyiitt dolgoz-
ni. Nehézséget okozhat tovabbé a parok kialakitasdnal annak elkeriilése, hogy
egyik par kozott se legyen dominéns fél, vagy elnyomott tanuld. Az is nehéz-
séget okozhat a mésodik érai paros gyakorlat soran, hogy a parok egyik tagja
esetlegesen megprobalhat csalni az egymas elleni jatékban, és ezéltal konfliktus
alakulhat ki a diakok kozott.

Az el6bb felsorolt esetleges problémék elkeriilése végett érdemes a parokat
rokonszenvi alapon kialakitani, igy az egyiitt folyd6 munka nagyobb eséllyel lesz
mindkét fél szamara épits jellegt.

Lehetséges veszélyek: A tanulok kozott konfliktus alakulhat ki, az éran
hangzavar, és a paros feladat nem éri el céljat, a szemléltetés helyett csak
zlirzavar tamad az o6ran. Esetleges veszély lehet még, hogy a tanuloknak nem
a levont kovetkeztetések maradnak meg, hanem csak a jaték élménye, ezért a

paros feladat el6tt és utan is hangsilyozni kell a feladat céljat.

Csoportmunka: Csoportmunkat az utols6é két érara terveztem, azért, hogy
minden tanulé kiprobalhassa valamilyen formaban a rulettet és megfelel§ mennyi-
ségi adat alljon rendelkezésre a Szentpétervari jaték atlagos dranak meghaté-

rozasara.

Eldonyei: A matematika 6ran kevésbé aktiv didkok is kénnyebben bekapcso-
lodhatnak az éraba, és a csoportmunka aktivitasra inspiralhatja 6ket. Minden-
ki megtalalhatja a helyét és a feladatot, amit el tud végezni. Azok a tanulok
is megszolalnak, akik a nagyobb kdzosség el6tt ezt nem tennék, azaltal, hogy
bizalom alakul ki a csoport tagjai kozott. Tehat a csoportmunka is fejleszti
a dontéshozatali, kooperacios és kommunikacios képességeket, az egytittmiiko-
dést és toleranciat.

Hdtranyai: Tobb id6t kell szanni a csoportmunkara, mint a frontalis ok-
tatésra, emiatt nehezebb bestriteni egy 45 perces 6raba. Tobb el6késziiletet,
tervezést és szervezést igényel, a konkrét esetiinkben a jatékok beszerzése, tab-

lazatok elkészitése és kinyomtatasa, a megfelels csoportok kialakitdasa. A cso-
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porton beliil, a tagok kozott kialakulhat fesziiltség, amit a pedagégusnak fel
kell ismerni és kezelni.

Lehetséges veszélyek: A csoportbodl kivalhatnak informalis vezetsk, akik
elnyomhatjak a tobbi csapattagot, ezaltal nem mindenki tud igazan részt venni

a munkaban.

Osztalymunka: Osztalymunkat elsGsorban az ismétlésnél, a héazi feladatok
megbeszélésénél, valamint a paros és csoportmunkak kovetkeztetéseinek kozos

levonasanal terveztem.

Elényei: Nem vesz sok id6t igénybe. Fejleszti a koncentraciot és a figyel-
met.

Hdtrdnyai: Elsfordulhat, hogy csak azok a tanulok vesznek részt az osz-
talymunkaban, akik egyiitt akarnak és tudnak haladni a pedagogussal.

Lehetséges veszélyek: Azok a tanulok, akik nem csindltak hazi feladatot,
vagy nem végezték el rendesen a paros vagy csoportmunkét, azok nem tudnak

érdemben részt venni az osztalymunkaban.

5.4. Oravazlat (Prim, nem prim sorozatok kockadobasnal)

Ismétlés

Ismételjiik 4t néhany egyszeri feladaton keresztiil a valoszintiségszamitas

alapjait!

1. Mennyi a valdészintisége annak, hogy egy szabélyos dobdkockaval 6-os
szamot, paros szamot, primszamot dobunk, egymas utan 8 primszamot
dobunk?

2. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy szabalyos pénzérmével elsére

fejet dobunk, egymas utan 6 fejet dobunk?

3. Egyszerre feldobunk hat szabalyos dobdkockat, amelyek kiilonb6z§ szint-
ek. Mennyi a val6szintisége annak, hogy a dobott szamok kozott lesznek

azonosak?
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A feladatokat 6nalld6 munkiban oldjak meg a didkok, majd a feladatok meg-
oldasait, kozosen megbeszéljiik. A megbeszélés eredménye pedig felkeriil a

tablara.

Paros munka

Az ismétlés utan egy paros munka kovetkezik, melynek célja az, hogy meg-
mutassa azt, hogy az ora elején kiszamolt 8, illetve 6 hossziisagi azonos minta
el6fordulédsanak kicsi az esélye ugyan, de nagy szamu jaték esetén mar nagy
valoszintiséggel el6fordulhat. Vagyis nagyszamu jaték esetén hosszabb nyerd
vagy vesztes széridk nagyobb valészintiséggel bekdvetkeznek. Az itt megem-
litett elv a 3. orara mutat el6re, és a martingal stratégia egyik kockazatéara
hivja fel a figyelmet.

A pdros feladat a kovetkezd:

Minden par kap hérom sorszédmozott tablazatot, amelybe a jaték eredmé-

nyeit kell vezetniiik. A tablazat az alabbiak szerint néz ki:

11. | 12. | 13. | 14. | 15. | 16. | 17. | 18. | 19. | 20.

21. | 22,1 23. | 24. | 25. | 26. | 27. | 28. | 29. | 30.

31. 1 32. 1 33. | 34. | 35. | 36. | 37. | 38. | 39. | 40.

41. | 42. | 43. | 44. | 45. | 46. | 47. | 48. | 49. | 50.

51. | 52. | 53. | 54. | 55. | 56. | 57. | 58. | 59. | 60.

61 | 62. | 63. | 64. | 65. | 66. | 67. | 68. | 69. | 70.

71| 720|730 | 74| 75| 76. | T7. | 78. ] 79. | 80.

81. | 82.| 83. | 84. | 85. | 86. | 87. | 88. | 89. | 90.

91. [ 92. ] 93. | 94. | 95. | 96. | 97. | 98. | 99. | 100.
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Els6 1épésben minden tanulénak ki kell toltenie egy ilyen téablazatot I és
N betiikkel — ahol I jeloli a primet, N a nem primet —, annak alapjan, amit
egy varhato kockadobés-sorozatrol gondolnak. Egy kockdn harom primszam
van (2, 3, 5) és harom nem prim (1, 4, 6), ezért 50% annak az esély, hogy
egy szabalyos dobokockaval primszamot dobunk, vagy sem. Az ora eleji fel-
adat miatt a didkoknak amugy sem idegen, hogy nem péaros-paratlan, hanem
prim-nem prim alapjan kell kitolteni a tablazatot, melynek célja, hogy a ta-
nulok elmélyitsék, hogy az 1-es szdm nem prim. A megmaradt lapra pedig fel
kell vezetniiik egy valos kockadobas-sorozat eredményeit. Miutan minden par
kapott kockat /kockakat, akkor a parok egyik fele dob, a méasik tanulé pedig le-
jegyzeteli a dobas eredményeit sorban a lapra. Tobb kiilonbo6z6 szint kockéaval
lehet gyorsitani a sor kitoltését, ahol a szin a dobéas sorrendiségét jeloli. Tébb
kocka esetén a parok cserélhetnek, és forditva is lejatszhatjak a jatékot, ebben
az esetben az elején eggyel tobb tablazatot kell osztani a paroknak. A kisér-
let végrehajtédsa utan minden lap héatuljara keriiljon ra, hogy valos jatékbol
szarmaznak az eredmények, vagy sem.

A jdték egy lehetséges vdltozata

A jaték elvégezhetd pénzérmével is. A jaték gyorsitasa érdekében kiilon-
b6z6 cimletd érméket hasznélhatunk, ahol a kiilonb6z6 cimletek a dobésok
sorrendiséget hivatottak eldonteni. A jaték ezen valtozataban a primszam

megallapitasdnak plusz élménye elmarad.

Kovetkeztetések levonasa

A parok kapnak par percet, hogy a kitoltott listakat Osszehasonlitsak, és
megbeszéljék észrevételeiket, latnak-e valami érdekeset az egyes adatsorokban.
Latnak-e kiilonbséget a valos jaték eredményei és az altaluk irt kozott, ha
igen, akkor mit? Ha senki se jon ra arra, hogy a lejatszott jatékbol szarmazo
eredményekben hosszabb igen-nem sorozatok is eléfordulnak, akkor el lehet
jatszani a didkokkal, hogy nagy valoszintséggel ki lehet talalni, hogy melyik
lapot irtdk maguktol, és melyik volt valoban lejatszva.

A tanulok ezutan karikdzzak be a lapjaikon a leghosszabb igen és nem
sorozatokat. Minden egyes csoport eredményei keriiljenek fel a tablara, kiilon

oszlopba a taldlomra kitoltott, kiilon oszlopba a lejatszott jaték leghosszabb
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igen és nem sorozatainak hossza. Az eredményeket meg lehet jelolni, hogy

melyik az I és melyik az N. Majd kézosen szamoljuk ki az eredmények atlagait.

Hazi feladat
Minden tanul6 toltse ki az alabbi tablazatokat otthon. A masodik gyak.

nevezetl oszlopba a dobéas sorozat gyakorisaga keriiljon, a harmadik d. sz.
nevezet oszlapba pedig az ehhez sziikséges dobasok szama (Példaul: ha az
I11 sorozat otszor fordult els, akkor d.sz oszlopba 3 -5 = 15 kertiljon). A
parok egyik tagja a ténylegesen lejatszott sorozat alapjan toltse ki a tablazatot,
a masik tagja pedig az altala irt ,nem valés” sorozat alapjan. A helyesen

kitoltott tablazatra jo ellenérzést adhat, hogy a dobasok szamanak Osszesen
100-nak kell lennie.

’ dobés \ gyak. \ d. sz. ‘ ’ dobés \ gyak. \ d. sz. ‘
1 N
17 NN
177 NNN
1111 NNNN
II111 NNNNN
II1171 NNNNNN

Szamitsd ki kiilon az I és az N homogén sorozatok hosszainak atlagat?

5.5. Oravazlat (Igazsagos jaték)

Ismétlés

Kozosen ismételjik at az el6zd oran tanultakat a kockadobas soran el6-
fordulo leghosszabb azonos sorozatokrol! A hazi feladatok Osszesitett adatai
keriiljenek fel az ora elején a téablara, majd bizonyitas nélkiil felirhato, hogy
a leghosszabb homogén sorozat hosszanak varhato értéke log, n — 1, ahol n a
dobéasok szama. A tablara felkeriilt Osszesitett eredményekbdl és a log, n — 1

képletbdl szamolt értékeket osszevethetjiik.
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Az igazsagos jaték

Az 1j fogalmat kozosen a didkok meglévs ismereteire alapozva, iranyitott
kérdésekkel alakitjuk ki. Példaul: Mitdl lesz egy jaték igazsagos? Mit jelent
az esély fogalma? Igazsagos jaték az, ha mindkét félnek ugyanakkora esélye
van, igaz-e ez az allitas?

A kovetkeztetések levonasa utan kialakitjuk az igazsagos jaték fogalmat.
Melyet egy példaval elmélyitiink. Az igazsagos jaték fogalma és a példa a
tablara is felkeriilnek.

Definicié: Egy jaték igazsagos, ha a két jatékos fél szamara a varhato
vagyonvaltozas nulla, feltéve, hogy a varhaté nyeremények korlatosak és a tétek
csak végesek lehetnek.

Példa: Fej vagy iras jatékot szabalyos érmével jatszva mi az igazsagos ara

a jatéknak?

Paros munka

Az ora hétralévs részében egy paros munka kovetkezik, melynek célja az,
hogy ramutasson arra, hogy az el6bbi fogalom akkor igaz, ha a két jatékos
egyarant mentes a korlatozasoktol. Ha barmilyen feltétel bevezetésre keriil,
hogy a jatéknak egy bizonyos pozicio elérésekor le kell allnia, és ez a helyzet
egyik jatékos szaméara kedvez&bb, akkor a mésik jatékos hatrényos helyzetbe
keriil.

A pdros feladat a kovetkezd:

Minden par kap egy megkevert pakli francia kartyat, és a parok egyik tagja
2 zsetont, a méasik tagja 8 zsetont. A parok jaték el6tt megallapodnak egymés
kozott, hogy kié a fekete és kié a piros szin — ha nem megy a megallapodas,
akkor a kevesebb zsetonnal rendelkezé jatékos valaszt —, ezen a jaték soran
méar nem szabad valtoztatni. A paklibdl felvaltva hiiznak visszatevéssel, min-
den visszatevés utan a paklit megkeverik. Egy adott korben amelyik jatékos
szinét kihizzak, az nyer, a mésik jatékos veszit, és a vesztes jatékos ad egy
zsetont a gyGztes jatékosnak. Abban az esetben, ha az egyik félnek elfogynak
a zsetonjai, a jaték véget ér. Amennyiben egy jaték hamar véget ér, akkor a
parok szerepcserével megismételhetik a jatékot. A paros munkéra elére megha-

tarozott id6 all rendelkezésre, hogy a kdvetkeztetések az ora hatraléves részében
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még levonhatoak legyenek, tehat az id6 lejarta esetén a jaték automatikusan
véget, ér.
A jdték vdltozatai:

Ezt a paros feladatot megfelels szamu francia pakli hianyaban a kozismert
k&-papir-oll6 nevi jatékkal is helyettesithetjiik. Mivel a ké-papir-oll6 jatékban
harom kiilonb6z§ kimenetel van, ezért dontetlen esemény is el6fordulhat. Fz
nem okoz problémat, ha a dontetlen esemény esetén a zsetonok szdma nem
valtozik egyik jatékosnal sem.

Egy harmadik alternativ valtozata lehet a jatéknak, ha kockadobéssal jat-
szak le a didkok a jatékot. Ebben a valtozatban az is izgalmas lehet, hogy
a paroknak meg kell allapodnia egy igazsagos kockadobasos jatékban, példé-
ul paros-paratlan, prim-nem prim, haromnél nem nagyobb-hdromnéal nagyobb

szam dobasa esetén az egyik vagy masik jatékos nyer.

Kovetkeztetések levonasa
A jaték kovetkeztetéseit kozosen vonjuk le.
Mi volt a korlatozo tényezs a vesztes jatékos szamara, ha véget ért a jaték?

A vesztes jatékosnak nem volt tébb anyagi forrasa, amit kockaztathatott
volna, azaz elfogytak a zsetonjai, igy egy ujabb vesztes kor utdn méar nem
tudta volna kifizetni a gy&ztes fél nyereményét. A valos életben ez a korlatozo
tényez6 a pénz, vagy vagyon.

El6fordulhat, hogy az elére megbeszélt idére nem ér véget a jaték, azaz
egyik fél sem veszti el a rendelkezésre allo zsetonjait. Ebben az esetben mi
korlatozta az egyes jatékosokat, hogy nagyobb nyereményre tegyenek szert?

A mésik korlatozo tényezd az id§. Az éran maximaélisan csak a megadott
ideig jatszhattunk. A kaszinok 0-24-ig nyitva tartanak, és az online kaszinok
esetében is barmikor jatszhat az ember, de ebben az esetben is korlatozza &t
az id6. Alvas nélkiil nem birja sokdig a szervezet, és ha birna is, 120 év mulva

méar minden bizonnyal nem fog élni, igy jatszani sem tudna.
Melyik jatékosnak volt nagyobb esélye arra, hogy elnyerje a masik fél zseton-
jait?

A jatékkezdet el6tt tobb zsetonnal, azaz nagyobb vagyonnal rendelkezé

jatékosnak volt nagyobb esélye arra, hogy megszerezze ellenfelének zsetonjait,
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amit ugy is meg lehet fogalmazni, hogy nagyobb valészintiséggel a kevesebb
zsetonnal rendelkezd jatékos fog tonkremenni.

A tonkremenés valoszintiségeket, azaz, hogy egy adott tékével rendelkezé
jatékosnak mennyi valoszintiséggel fogy el a vagyona, id6 hidnyaban a kovetkezd
oran keriil megbeszélésre. Szorgalmi feladatként plusz pontért feladathato az

oran eljatszott konkrét esetben a tonkremenési valoszintiségek kiszamitasa.
Hazi feladat

1. Mennyi legyen annak az igazsagos jatéknak a nyereménye, amelyet sza-

balyos dobokockaval jatszanak, és csak a hatos szam dobésa esetén fizet?
2. Mértani sorozatrol tanultak atismétlése.

3. Mennyi a kettd els6 hat, els§ tiz, valamint els§ htusz nem negativ hatva-

nyanak Osszege?

4. Szorgalmi: Mennyi a valoszintisége, hogy a két tallérral rendelkezé ja-
tékos zsetonjai fogynak el hamarabb? Mennyi a valoszintisége, hogy a

nyolc tallérral rendelkezd jatékos zsetonjai fogynak el hamarabb?

5.6. Oravazlat (Van nyerd stratégia a rulettben?)

Ismétlés

Ellenérizziik le az el6z6 6rai hazi feladatokat — a szorgalmi megbeszélésére
szanjunk tobb id6t —, majd kozosen ismételjiik at, hogy mit tudtunk meg az
igazsagos jatékrol. A mértani sorozat Gsszegképlete keriiljon fel a téblara, a
hézi feladat eredményeivel egyiitt.

A szorgalmi feladat megoldasa: A jaték véget ér, ha a jatékosnak 0 vagy 10
tallérja lesz. Jeldlje p, annak esélyét, hogy végiil a kezdetben tobb zsetonnal
rendelkezd jatékos nyer (a kevesebb zsetonnal rendelkezd jatékos megy tonkre),
ha éppen most k zsetonja van. Nyilvanvalo, hogy po = 0 és p1g = 1. pi-t a

kovetkezd forduld eredménye szerint szétbontva:

pk:O,5~pk_1+0,5-pk+1, ha 1§k3§9
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A pp értékek a két szomszédos tag atlagaval egyenlSk, azaz egy egyenesen
helyezkednek el, p1 = p, po = 2p, p3 = 3p, ..., p1o = 10p, és p1p = 1, igy
_ 1
P=15
Annak az esélye, hogy a két tallérral rendelkezs jatékos zsetonja fogy el
hamarabb, 1 —py, =1 — 1% = 1% = pg.

Fel lehet tenni a kérdést az osztalynak, hogy altalanos esetben, ha egyik
jatékos vagyona n, a mésiké m, akkor mennyi az m zsetonnal rendelkez§ jatékos

tonkremenésének valoszintsége? A bizonyitas konnyen altalanosithaté: pg = 0

és Ppim = 1, valamint p = TLJ%W gy 1 = pm =pn = 775

Martingal (halmozasi) stratégia

Az orara bevitt mini rulett asztallal/asztalokkal és hozza tartozo zseton
készlettel /készletekkel a ,nyerd” martingal stratégia bemutatésa.

Elgszor is a didkok megismerkednek a rulett asztallal, a rakhato tétekkel
és a rulett tipusaival. A rulett kerekek alapjan megkiilonboztetiink eurdpai,
francia és amerikai rulettet. Az 6ran az eurdpai rulettel foglalkozunk, melynek
kerekén 37 szam taldlhatd. A mezsk egyforma méretiek, a nulla zold szind, a
maradék 36 mezs fele piros, fele fekete. Ha kivessziik a nullat, akkor a szamok
tobbféle modon is egyenld nagysagi csoportokra oszthatoak.

Az alabbi rulett asztalt abrazold kép a kiilonbozd valészintiségi téteket
abrazolja. Tehetiink:

1. Egy szdmra, ez esetben a zsetont kozvetleniil a kivalasztott szamra kell
helyezni, amely lehet barmelyik szam, a nulla is.
2. Megosztva, ez esetben barmelyik két szomszédos szamra tippelhetiink, és a

zsetont a két szamot elvalasztd vonalra kell tenni.
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3. Sorra, ebben az esetben harom egymas melletti szamra tippelhetiink, a
zsetont a rulett asztal als6 hatéarvonalara kell helyezniink.

4. Sarokra, igy négy szamra is tippelhetiink, ekkor a zsetont a négy szamot
0sszekotd vonalak metszéspontjara kell helyezniink.

5. Két sorra, ekkor a zsetont a rulett asztal als6 hatarvonaldn a két oszlopot
elvalaszto vonalra kell helyezni.

6. Oszlopra, ekkor a zsetont a rulett asztal révidebb szélén taldlhatd harom
db ,2 to 17 felirati négyzet valamelyikébe kell helyezniink, igy a mellette 1évé
12 szamra tippeliink (a nullat kivéve).

7. Tucatra, az ,1st 127, ,2nd 127, vagy ,3rd 12”7 mezdSkre téve, a felette levs 12
szamra tippeliink.

8. Pirosra/Feketére, Pdrosra/Pdratlanra és Alacsonyra/Magasra, ekkor a ru-
lett asztal hosszabbik oldaldn a legals6 sorban talalhato téglalapok egyikére
kell helyezniink a zsetont, igy a (nullat leszamitva) rulett asztal szamainak a

felére tippeliink.
A téteket 1-5-ig belss, 6-8-ig kiils téteknek nevezik.

’ sorszam \ lefedettség \ esély \ kifizetés ‘
1. 1 2, 7% | 35 az 1-hez
2. 2 54% | 17 az 1-hez
3. 3 8,1% | 11 az 1-hez
4. 4 10,8% | 8 az 1-hez
5. 6 16,2% | 5 az 1-hez
6. 12 32,4% | 2 az 1-hez
7. 12 32,4% | 2 az 1-hez
8. 18 48,6% | 1 az 1-hez

Az egyszertiség kedvéért a martingal stratégia bemutatasakor csak szinre
fogok tenni, ami a feltett pénz kétszeresét fizeti, 0 esetén a pénzemet elve-
szitem. A stratégia az, hogy a jaték soran mindig ugyanazon szinre teszek,
az elsd jatszmaban egyet. Amennyiben veszitek, akkor a masodik jatszméban
megkétszerezett téttel jatszok, ha a masodik jatszmat is elveszitem, akkor a
kovetkezd jatékban ismét megkétszerezem az el6z6 tétem, és igy tovabb, amig
ki nem jon a valasztott szin és nyerek. Nyerés utan Gjra a minimum téttel

kezdek, azaz 1-el, és az el6z6eknek megfelelGen jarok el.
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Az osztaly létszamatol, valamint a rulett asztalok szamatol és a jatékpénz
mennyiségétdl fiiggden lehet csoportmunkaban is csinalni a jatékot. Minden
csoport kap egy rulett asztalt, egy tanulo jatszik, azaz a téteket teszi (6 kapjon
1100 értékd zsetont), egy maésik a rulett asztalt porgeti, a harmadik a bank
szerepét jatszva kifizeti a nyereményeket, vagy elveszi az elvesztett Osszeget
(6 kapjon 5000 értéki zsetont), a negyedik tanulo pedig figyeli, hogy minden
rendben zajlik-e, és az egyes korokben 1év6 pénzmozgast jegyzeteli elGjelesen
(példaul ha a tét ketts és a jatékos nyer, akkor +2 keriiljon a négyzetbe, ha

veszit, akkor —2).

.23 |4 |5 | 6.7 |8 ]9 | 10

11. | 12. | 13. | 14. | 15. | 16. | 17. | 18. | 19. | 20.

21. | 22,1 23. | 24. | 25. | 26. | 27. | 28. | 29. | 30.

31. 132, 33.| 34. | 35. | 36. | 37. | 38. | 39. | sum

A szemléltetés a 15. gyGzelem megszerzésével érjen véget, fiiggetleniil attol,
hogy ehhez hany jaték sziikséges. A ,sum” jelzésti mezdbe keriiljon a pénzmoz-
gasok Osszege. Ez 15 kell, hogy legyen a 15 gy&zelem miatt, kivéve abban az
esetben, ha 12 nem nyerd azonos szin jon egymaéas utan, mert akkor a jatékos

zsetonjai fognak elfogyni.

Kovetkeztetések levonasa

Ko6zosen megbeszéljiik, hogy mindenkinek 15-el nétt—e a vagyona, és ha
igen, akkor miért?

A tablara mar felkeriilt az ora elején a mértani sorozat Osszegképlete. A
novekvs tét egy mértani sorozatot képez, ahol ¢ = 2, és a; = 1, az els6 n
tagjanak Osszege

2" —1
2—1
Tehat ha egymas utan n — 1-szer nem nyertiink, akkor a kovetkezd tétiink

Sp=1- =2"—1.

277! lesz. Gy6zelem esetén a kétszeresét kapjuk, ami 2", ez pont egyel tobb

az S,-nél, ami az el6z6 nyerés ota elveszitett tétek Osszege.
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Ez azt jelenti, hogy megvan a nyeré stratégia, és aki mar betoltétte a
18. életévét, az este menjen a kaszindba, vagy regisztraljon valamelyik online

kaszin6 honlapjan egy kis plusz zsebpénzért? Nyilvian nem, de miért nem?

Itt érdemes feleleveniteni az el6z6 orakon tanultakat:

e A jaték nem igazsigos, a ruletten talalhaté O miatt, hisz annak a szine
zold, igy a fekete, fehér szin eltalalasanak esélye 50% helyett csak =~
48, 65%.

e A banknak sokkal tébb pénze van, mint nekem, azaz a banknak sokkal
nagyobb esélye van elnyerni az én pénzemet, mint forditva. Ora elején
sz0 volt a tonkremenési valoszintiségekrdl igazsagos jaték esetén. Mar
igazsagos jaték esetén is, mivel a jatékos vagyona &ltalaban a bank va-
gyonanak toredéke, nagy lenne a jatékos tonkremenésének valosziniisége,
de ez a valoszintiiség a jaték igazsagtalan volta miatt még nagyobb.

o Az el6z6 oran lattuk, hogy egész hosszu azonos kimeneteld sorozatok is
el6fordulhatnak mar 100 jaték esetén is ( ami csupan 50 varhato vagyon-
novekedést eredményez a martingal stratégiaval ), egy 10 hosszu ,pech”
széria miatt az Osszes pénziink elveszithetjiik, viszont egy 10 hosszi ,sze-
rencse’ széridval is csak 10-et nyerhetiink

Tovabba:

e A rulettben az egy korben feltehetd tét maximalizalva van, tehat 500-nél
akkor sem tehetiink tébbet, ha anyagilag megengedhetnénk magunknak.

A kaszinok azért imadjak a tétduplazos jatékosokat, mert hosszu tavon ezek a

jatékosok mindig veszitenek. A 0 és a tétmaximumok miatt.

Hazi feladat

1. A rulettben egymés utani 8 porgetés sordn mindig piros szint kaptunk.
Mennyi a valoszintisége, hogy a 9. porgetés is piros lesz?

2. A rulettben egymast kovetd 10 porgetés eredménye fekete. Hogyan all-
nank a 10. porgetés utdn, ha a martingal stratégiat kovetjiik és mindig
a pirosra tesziink? Mindig a feketére tesziink?
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5.7. Oravazlat (A Szentpétervari jaték)

Ismétlés

Ellendrizziik le az el6z6 orai hazi feladatot.

A Szentpétervari jaték
Péter és Pal a kovetkez§ jatékot jatssza: Péter egy szabélyos érmét dobal.
1) Fej esetén Péter 1-t fizet Palnak, és a jaték véget ér.
Iras esetén az érmét ajra dobja.
2) Fej esetén Péter 2t fizet Palnak, és a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét ujra dobja.

n) Fej esetén Péter 271t fizet Palnak, és a jaték véget ér.

Iras esetén az érmét tjra dobja.

Azaz, ha az els6 fej az n—dik dobas soran jelenik meg, akkor Péter 271t
fizet Palnak. A kérdés pedig az, hogy mennyit kell Palnak a jaték jogaért
fizetni, hogy a jaték igazségos legyen?

Annak érdekében, hogy a tanuldk jobban megértsék az egyes dobéssoroza-
tokhoz tartozo nyereményeket, az alabbi tablazat keriiljon fel a tablara, melyet
a tanulok toltsenek ki.

’ dobas sorozat \ dobas szam \ nyeremény ‘

F 1 20 =1
IF 2 2l =2
ITF 3 22 =4
IITF 4 2% =8
II1TF 5 21 =16
II...IF n 2n—1

A tanulok tippelhetnek arra, hogy szerintiik mennyi az igazsagos dij a
Szentpétervari jaték esetén, ha 50 jatékot jatszunk. A tippek keriiljenek fel
a tablara, igy a tanulok izgatottabban varhatjak a csoportmunka utani kévet-

keztetések levonaséat.
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Csoportmunka

Ezutédn kovetkezik egy csoportmunka, melynek célja a Szentpétervari ja-
ték lejatszatasa a didkokkal, melyet a tanulok 3 fGs csoportokban hajtanak
végre. Minden csoport kap egy pénzérmét, és az alabbi tablazatokbol egyet-
egyet. A csoportmunka az 50. fej dobasaval ér véget, ami azt jelenti, hogy
minden csoport 50 jatékot jatszik, hiszen az 1. fej megjelenése zar le egy jaté-
kot. A csoporton beliil egy ember a pénzérmét dobalja, egy az eredményeket
irja, a harmadik id6t mér és feliigyeli, hogy minden szabalyos-e (minden j

jaték uj sorba kertil-e a tablazatban stb.).

1. 26.
2. 27.
3. 28.
4. 29.
d. 30.
6. 31.
7. 32.
8. 33.
9. 34.
10. 35.
11. 36.
12. 37.
13. 38.
14. 39.
15. 40.
16. 41.
17. 42.
18. 43.
19. 44.
20. 45.
21. 46.
22. 47.
23. 48.
24. 49.
25. 50.
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A tablazatban szereplé plusz sorok azoknak a jatékoknak vannak fenn-
tartva, amelyek nyolcnal hosszabb dobassorozat utan érnek véget, azaz a fej
megjelenése tobb mint hét irds utan kovetkezik.

Miutan a tanulok lejatszottak az 50 jatékot, az alabbi tablazat kitoltésével
Osszesitik az eredményeket. A harmadik ,gyak.” jelzési oszlopba keriilnek az
egyes jatékok gyakorisagai, azaz, hogy melyik dobassorozat hanyszor fordult
els. A negyedik ,értéke” nevii oszlopba keriilnek az egyes dobassorozatokhoz
tartozo Osszkifizetések, azaz a masodik és harmadik oszlop szorzata. Az 6todik
oszlop a dobéassorozat hossza és a gyakorisdganak szorzata. Az utolsd sorba
keriilnek az egyes oszlopok Osszegei, melybdl megtudhatjuk, hogy azt, hogy
az 50 jaték alatt mennyi volt az Gsssznyeremény, valamint azt is, hogy Ossze-
sen hany dobés kellett az 50 jatékhoz. Az utolsod elGtti sorba az esetlegesen

el6forduld tiz dobasnal hosszabb jaték keriil beirasra.

’ dobés sorozat \ nyermény \ gyak. \ értéke \ dobés ‘

F 1

IF 2
IIF 4
I1ITF 8
IIITF 16
IITITF 32
IITTITF 64
IITIIIIF 128
IITITIITF 256
IIITIITIIF 512

Osszeg: AN 50

A jaték lejatszasa és az eredmények Osszesitése koriilbeliil 25 percet vesz
igénybe.

Miutan minden csoport kitoltotte az Gsszesits tablazatot, gyorsan kiszamol-
hato az 50 jaték alapjan egy jaték atlagos ara. A csoportok atlagos jegyarai, az
Ossznyeremények és az 6ssz dobasszamok keriiljenek fel a tdblara. A csoportok
eredményeit tovabb &tlagoljuk, igy tapasztalatilag statisztikai modszerekkel

meghatarozhatjuk 50 jaték esetén egy jaték atlagos arat.
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Erdemes az 6ran arrdl is szot ejteni, hogy a Szentpérvari jaték atlagos ara
fligg a jatszani kivant jatékok szamétol.
Matematika faktos oszélyokban a jaték aranak meghatarozasara a Stein-

hausnak és Fellernek a megoldasait is meg lehetne osztani.

Hazi feladat

Az 50 jaték soran nyert legnagyobb nyeremény héany szazaléka az 6ssznye-

reménynek?
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6 FUGGELEK

6. Figgelék

R program

#+#defining parameters

simul num <— 100000

num_games <— 10000

output_file name csv <— "C:/scen sim.csv"

prize array total = matrix(nrow=0, ncol=4)

colnames(prize array total) <—c("max_prize", "total prize", "total prize—1",

"total prize—2")
#+#simulation of games

for(k in seq(1:simul num))

{

v_game <- ¢(2" (ceiling(log(runif(num_games),0.5))—1))

v_game_sorted = sort(v_game)

prize_array <- ¢( v_game sorted|num games|,

sum(v_ game),

sum(v_game) — v_game _sorted|num games],

sum(v_game) — v_game_sorted[num_games| —v_game sorted|num games—1])

prize_array total <- rbind(prize array total, prize array)

}
#4texport

write.csv(prize array total, file = output file name csv)
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