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1. fejezet

El®szó

Szakdolgozatom a következ® típusú vegyes nemlineáris elliptikus peremértékfeladatok
megoldhatóságáról és iterációs közelítésér®l szól:

T (u) ≡ −div f(x,∇u) + q(x, u) = g(x) in Ω

Q(u) ≡ f(x,∇u) · ν + s(x, u) = γ(x) on ΓN

u = 0 on ΓD,

(1.1)

ahol Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Ez a feladat megtalálható Karátson János és Faragó
István tanulmányában [12]. Ezen írás feldolgozása, tételek segítségével való leveze-
tése szintén célja dolgozatomnak. Tehát munkám célja kett®s, egyrészr®l munkámnak
tartalmaznia kell minden olyan eredményt, amely közelebb visz az említett tanulmány-
ban található állítások megértéséhez, illetve azok bizonyításához szükséges, másrészr®l
a fentihez hasonló feladatok természetét, azok lényeges tulajdonságait kellett kutatnom
és írásba foglalnom.

A nemlineáris elliptikus peremértékfeladatok megoldásánál, mivel legtöbbször nem
ismert az egzakt megoldás, így közelít® módszerek, azaz iterációk alkalmazására van
szükség, továbbá, ha szeretnénk képet alkotni a vizsgálandó feladatról, akkor diszkre-
tizációra is szükségünk lesz, hiszen enélkül nem lehetséges a számítógépes modellezés.
Az iterációk sok feladat esetén nem konvergálnak, illetve konvergálnak, de azt nagyon
lassan teszik. Mindkét esetben segíthet a prekondicionálás alkalmazása. Az els® eset-
ben elengedhetetlenül szükséges, a másodikban pedig nagyon hasznos, illetve célszer¶.
Prekondicionálás alkalmazása esetén az az a megoldás terjedt el, hogy el®ször diszk-
retizálnak és a már végessé tett feladatra keresnek alkalmas prekondicionáló mátrixot
(tehát el®ször végessé teszik a feladatot és utána próbálják javítani az iteráció konver-
genciáját). Sok szempontból hasznos, ha nem így kezeljük a feladat megoldása során
felmerül® problémákat. Nevezetesen, ha az absztrakt (végtelen dimenziós) feladatot
próbáljuk meg kezelhet®vé tenni, azaz el®ször az eredeti peremértékfeladathoz (illetve
annak gyenge alakjához) keresünk megfelel® prekondicionáló operátort és csak ezután
tesszük végessé a már prekondicionált feladatot.

Dolgozatomban az utóbbi megközelítés egy alapvet® irányzatát, a prekondicionáló
operátorok elvét fogom vázolni, illetve bizonyos esetre (a fenti elliptikus vegyes pe-
remértékfeladatra) kifejteni, azon belül is csupán az elvi (végtelen dimenziós) részér®l
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írtam, a feladat diszkretizációs (véges dimenziós) szintjének (beleértve a végeselem
módszert és a rácsfüggetlenség fogalmát) kifejtése már nem célja a dolgozatomnak.
A fenti elv megvalósítása esetén a gyakorlatban a végtelen dimenziós feladatra alkal-
mazott iterációk levetítésével kapunk megfelel® iterációkat a végeselemes alterekben
és a konvergencia örökl®dik (rácsfüggetlenül). Az iterációk közül dolgozatomban csak
az egyszer¶ iterációról (gradiens módszerr®l) írok, továbbá a megfelel® prekondicionáló
operátor kiválasztásához is alapvet®en egy fogalmat használok, nevezetesen a spektrális
ekvivalenciát (bár ennek sok formája ismeretes, több fontos típus között lehet ekviva-
lenciát találni), amely feltétel megléte maga után vonja a megfelel® kondíciószám (itt
is több de�níció ismert, három f® eset van: 1. a mátrixok, 2. a lineáris operátorok
és 3. nemlineáris operátorok kondiciószáma) korlátosságát, azaz felülr®l való becsülhe-
t®ségét. Továbbá, ha teljesül a spektrális ekvivalencia feltétel (illetve, ha a megfelel®
kondíciószám korlátos), akkor lineáris és nemlineáris esetben is tétel mondja ki, hogy
az egyszer¶ iteráció (gradiens módszer) lineárisan konvergál.

Dolgozatom vezérfonalát adja Karátson János és Faragó István m¶ve [10], amelynek
több fejezetét (nevezetesen a 3., 5., 6. és a 7.) használtam.

Dolgozatom második fejezetében mondom ki a kontraktivitási lemmát, továbbá az
ezt használó Kantorovich-Akilov tételt, azaz az egyszer¶ iteráció lineáris esetére vo-
natkozó állítást, valamint lineáris operátorok prekondicionálásáról írok (egy nevezetes
eredménnyel illusztrálom: Czách tételével). A harmadik fejezetben a nemlineáris operá-
torokról írok, azon belül is a monoton operátorok egy speciális típusáról, a potenciálope-
rátorokról (a fenti vegyes peremértékfeladat (1.1) is ilyen tulajdonságú). Itt mondom ki
az egyszer¶ iteráció nemlineáris esetére vonatkozó állítást. A negyedik fejezetben a pre-
kondicionálás fogalmát nemlineáris feladatokra vázolom, illetve mondom ki dolgozatom
egyik alapvet®, prekondicionálásról szóló tételét (többek közt kiderül, hogy reguláris
esetben reprezentációk segítségével az er®s feladat di�erenciáloperátorával is felírható
az iteráció (segédegyenlete), valamint az arra vonatkozó konvergenciabecslés)[4.1 tétel].
Az ötödik fejezetben nemlineáris elliptikus parciális di�erenciálegyenletek megoldható-
ságáról és tulajdonságairól, továbbá elliptikus peremértékfeladatok prekondicionálásá-
ról és az egyszer¶ iteráció konvergenciájáról írok. Végül következik a függelék.

Ezúton is szeretném megköszönni témavezet®mnek Karátson Jánosnak a bátorítást,
a segít®készségét és a témában nyújtott értékes segítségét.
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2. fejezet

Lineáris elliptikus feladatok

alaptulajdonságai

2.1. Lineáris operátorok tulajdonságai Hilbert-téren

Ha külön nem jelezzük, akkor ebben az alfejezetben mindig feltesszük, hogy H egy
adott Hilbert-tér.

2.1.1. Jelölések

Legyenek el®ször X és Y vektorterek. Az alábbi jelöléseket használjuk majd: azt írjuk,
hogy A : X → Y , ha D(A) = X és azt, hogy A : X ⊃→ Y , ha D(A) ⊂ X altér.

Speciálisan legyen X,Y :=H, ekkor

(i) ha S : H ⊃→ H operátor, azaz D(S) ⊂ H (S : D(S)→ H), akkor azt mondjuk,
hogy (S operátor) H-ban értelmezett.

(ii) ha S : H → H operátor, azaz D(S)=H, akkor azt mondjuk, hogy (S operátor)
H-n értelmezett.

2.1. Megjegyzés. Nem korlátos esetben az operátort általában nem lehet az egész
téren értelmezni. Egy S nem korlátos operátor D(S) ⊂ H értelmezési tartományát
gyakran úgy választják meg, hogy az H-ban mindenütt s¶r¶ altér legyen.

Jelölés:

1. Korlátos lineáris leképezéseket a következ®képp jelöljük: legyenek X és Y normált
terek, ekkor B(X,Y) jelölje az X → Y korlátos lineáris leképezéseket. Speciálisan,
ha X = Y = H, ahol H Hilbert-tér, akkor B(H)-t írunk B(X,Y) helyett. Ez
vektortér.

2. A k-szor folytonosan di�erenciálható (Ω-n értelmezett valós érték¶) függvények
halmazát Ck(Ω)-al jelöljük. Ez vektorteret alkot.
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2.1.2. Nem korlátos operátorok alaptulajdonságai, energiatér

Az alábbiakat [11] alapján írtam.

2.1. De�níció. Egy A : H ⊃→ H lineáris operátor szimmetrikus, ha 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉
teljesül minden x, y ∈ D(A) esetén.

2.2. De�níció. Egy S : H ⊃→ H szimmetrikus (lineáris) operátor

(i) pozitív, ha
〈Su, u〉 ≥ 0 (u ∈ D(S)).

(ii) szigorúan pozitív, ha

〈Su, u〉 > 0 (u ∈ D(S), u 6= 0).

(iii) egyenletesen pozitív, ha létezik olyan p > 0 állandó, hogy

〈Su, u〉 ≥ p‖u‖2 (u ∈ D(S)).

Ekkor ezt úgy jelöljük, hogy S ≥ pI.

2.3. De�níció. Legyen H valós Hilbert-tér és D(S) ⊂ H s¶r¶ altér.
Legyen S : D(S)→ H szigorúan pozitív szimmetrikus lineáris operátor. Az

〈u, v〉S := 〈Su, v〉 (u, v ∈ D(S)).

formát az S-hez tartozó energia-skalárszorzatnak nevezzük, továbbá az ennek megfelel®
‖.‖S normát energianormának hívjuk.

Az S-hez tartozó energiatér pedig HS:= [D(S), 〈 , 〉S], azaz D(S) teljessé tétele az
energia-skalárszorzattal.

2.2. Megjegyzés. Ha speciálisan S (lineáris) operátor egyenletesen pozitív, (S ≥ pI,
p > 0), akkor az energianorma er®sebb az eredetinél D(S)-en, mert

‖u‖2
S = 〈u, u〉S = 〈Su, u〉 ≥ p‖u‖2 (u ∈ D(S)),

2.1. Állítás. Ha S egyenletesen pozitív, akkor HS ⊂ H, azaz HS azonosítás erejéig
beágyazható H-ba.

‖u‖2
S = 〈u, u〉S = 〈Su, u〉 ≥ p‖u‖2 (u ∈ D(S)),

2.1. Következmény. Ha S ≥ pI, akkor az

‖u‖2
S ≥ p‖u‖2 (u ∈ HS), (2.1)

tehát a becslés minden (u ∈ HS) esetén is fennáll.

2.2. Állítás. Ha S ≥ pI, akkor az

‖u‖S ≤ p−1/2‖Su‖ (u ∈ D(S)), (2.2)

8



Bizonyítás. A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenl®tlenségb®l kapjuk, hogy

‖u‖2
S = 〈Su, u〉 ≤ ‖Su‖‖u‖ (u ∈ D(S)),

továbbá 2.1-b®l adódik, hogy

‖u‖ ≤ p−1/2‖u‖S (u ∈ D(S)), (2.3)

ezekb®l a kívánt állításhoz jutunk.

Ha A egyenletesen pozitív, akkor értelmezhet® az operátoregyenlet gyenge megol-
dásának fogalma az elliptikus feladatoknál megszokottak analógiájára:

2.4. De�níció. Legyen f ∈ H adott vektor. Az u ∈ HS vektor az Su = g feladat
gyenge megoldása, ha

〈u, v〉S = 〈f, v〉 (∀ v ∈ HS). (2.4)

2.1. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, D ⊂ H s¶r¶ altér és S : D → H egyenletesen
pozitív szimmetrikus lineáris operátor.

Ekkor bármely g ∈ H esetén az
Su = g

egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ HS gyenge megoldása, azaz, amelyre teljesül,
hogy

〈u∗, v〉S = 〈g, v〉 (v ∈ HS). (2.5)

Bizonyítás. A
φ : HS → R, φv := 〈g, v〉

funkcionál lineáris és korlátos (HS-en) az alábbi becslésnek köszönhet®en:

|φv| = |〈g, v〉| ≤ ‖g‖‖v‖ ≤ p−1/2‖g‖‖v‖S ,

a (2.1) egyenl®tlenség segítségével. Ezután a Riesz-tételb®l következik u∗ létezése és
egyértelm¶sége.

2.1.3. Spektrális ekvivalencia és kontraktivitás

Ebben a szakaszban legyen A,B ∈ B(H) (tehát korlátos lineáris operátor).

2.5. De�níció. [Spektrális ekvivalenciafeltétel, lineáris eset] Legyen A és B egyenlete-
sen pozitív önadjungált lineáris operátor. A és B spektrálisan ekvivalensek, ha léteznek
olyan M ≥ m > 0 konstansok amelyekre teljesül, hogy

m〈Bh, h〉 ≤ 〈Ah, h〉 ≤M〈Bh, h〉 (h ∈ H). (2.6)

Fontos speciális eset, ha az A operátor helyett az F ′(u) deriváltoperátort írjuk:

m〈Bh, h〉 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M〈Bh, h〉 (u, h ∈ H) (2.7)
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2.3. Állítás. Ha A és B egyenletesen pozitív önadjungált lineáris operátorok spektrá-
lisan ekvivalensek, akkor HA = HB = H és

m1/2‖h‖B ≤ ‖h‖A ≤M1/2‖h‖B (h ∈ H). (2.8)

Bizonyítás. Mivel A és B alulról és felülr®l korlátos, a 2.2 megjegyzésb®l követ-
kezik, hogy HA = HB = H. Végül (2.6)-ból nyilvánvalóan következik (2.8).

2.1. Lemma. Ha A és B egyenletesen pozitív önadjungált lineáris operátorok spektrá-
lisan ekvivalensek, akkor

m〈A−1h, h〉 ≤ 〈B−1h, h〉 ≤M〈A−1h, h〉 (h ∈ H). (2.9)

Bizonyítás. Csak (2.9) jobb oldalát bizonyítjuk, a bal oldal hasonló. Legyen
v ∈ H. A h = B−1/2v helyettesítéssel (2.6) segítségével azt kapjuk, hogy

‖A1/2B−1/2v‖2 = ‖A1/2h‖2 ≤M‖B1/2h‖2 = M‖v‖2.

amelyb®l az következik, hogy

‖B−1/2A1/2‖2 = ‖(B−1/2A1/2)∗‖2 = ‖A1/2B−1/2‖2 ≤M,

végül ebb®l megkapjuk a bizonyítandó egyenl®tlenséget:

〈B−1h, h〉 = ‖B−1/2A1/2A−1/2h‖2 ≤M‖A−1/2h‖2 = M〈A−1h, h〉 (h ∈ H).

A 2.3 állításból és a 2.1 lemmából adódik:

2.2. Következmény. Ha A és B egyenletesen pozitív önadjungált lineáris operátorok
spektralisan ekvivalensek, akkor

m1/2‖h‖A−1 ≤ ‖h‖B−1 ≤M1/2‖h‖A−1 (h ∈ H). (2.10)

Most következik egy alapvet® kontraktivitási eredmény, amelyet az el®z® lemma
segítségével bizonyítunk be. Ezt alkalmazza a Kantorovich-Akilov tétel, továbbá a 3.4
tételben is felhasználjuk:

2.2. Lemma. Ha A és B egyenletesen pozitív önadjungált lineáris operátorok spektrá-
lisan ekvivalensek, akkor a következ® kontraktivitási becslések állnak fenn:

‖I − 2

M +m
AB−1‖A−1 ≤ M −m

M +m
, (2.11)

‖I − 2

M +m
B−1A‖B ≤

M −m
M +m

, (2.12)

(ahol I az identitás-operátor).
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Bizonyítás. Legyen C = M+m
2
B. El®ször (2.11)-t igazoljuk.

Az I − AC−1 operátor önadjungált az A−1 energianormával, mivel

〈AC−1h, v〉A−1 = 〈C−1h, v〉 = 〈h,C−1v〉 = 〈h,AC−1v〉A−1 (h, v ∈ H).

Ebb®l kapjuk, hogy

‖I − AC−1‖A−1 = sup
h6=0

|〈(I − AC−1)h, h〉A−1|
‖h‖2

A−1

= sup
h6=0

|〈(A−1 − C−1)h, h〉|
〈A−1h, h〉

. (2.13)

A C−1 = 2
M+m

B−1-ból, (2.6)-ból és 2.1 lemmából következik, hogy

2m

M +m
〈A−1h, h〉 ≤ 〈C−1h, h〉 ≤ 2M

M +m
〈A−1h, h〉.

Ebb®l minden h ∈ H-ra

−M −m
M +m

〈A−1h, h〉 ≤ 〈(A−1 − C−1)h, h〉 ≤ M −m
M +m

〈A−1h, h〉,

azaz a (2.13)-beli szuprémum tényleg legfeljebb M−m
M+m

.

Az (2.12) bizonyítása analóg (2.11)-ével. Azt kell belátni, hogy az I−C−1A operátor
önadjungált a B energianormával és így

‖I − C−1A‖B = sup
h6=0

|〈(I − C−1A)h, h〉B|
‖h‖2

B

= sup
h6=0

|〈(B − 2
M+m

A)h, h〉|
〈Bh, h〉

, (2.14)

felhasználva, hogy C−1 = 2
M+m

B−1. 〈Ah, h〉-t (2.6)-al becsülve kaphatjuk, hogy

−M −m
M +m

〈Bh, h〉 ≤ 〈(B − 2

M +m
A)h, h〉 ≤ M −m

M +m
〈Bh, h〉 (h ∈ H),

azaz a (2.14)-beli szuprémum tényleg legfeljebb M−m
M+m

.

A kapott kontraktivitási eredmény képessé tesz minket, hogy közvetlenül igazoljuk
az egyszer¶ iteráció (gradiens módszer) konvergenciáját egyenletesen pozitív korlátos-
lineáris operátorokra. A lépésköz legyen állandó.

2.2. Tétel. (Kantorovich-Akilov, [6]). Legyen H valós Hilbert-tér és legyen A : H →
H (egyenletesen pozitív) önadjungált korlátos lineáris operátor, amelyre teljesül a kö-
vetkez® egyenl®tlenség:

m‖h‖2 ≤ 〈Ah, h〉 ≤M‖h‖2 (u, h ∈ H), (2.15)

ahol M ≥ m > 0 állandók, melyek u, h-tól függetlenek. Legyen b ∈ H tetsz®leges és
u∗ ∈ H jelölje az

Au = b

egyenlet egyértelm¶en létez® megoldását.
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Ekkor minden u0 ∈ H esetén az

un+1 := un −
2

M +m
(Aun − b) (n ∈ N) (2.16)

sorozat u∗-hoz konvergál, mégpedig a következ® lineáris becslés szerint:

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖Au0 − b‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) .

Bizonyítás. Az Au = b egyenlet megoldásának létezése és egyértelm¶sége a (2.15)
egyenl®tlenségb®l következik, mivel A spektrumának 0 nem eleme. A (2.16) sorozat
konstrukciójából az következik, hogy

un+1 − u∗ =

(
I − 2

M +m
A

)
(un − u∗) (n ∈ N),

így, a 2.2 lemmát alkalmazva, a B = I helyettesítéssel (ahol I az identitás-operátor),
azt kapjuk, hogy

‖un+1 − u∗‖ ≤
M −m
M +m

‖un − u∗‖ (n ∈ N).

Amelyb®l indukció segítségével következik, hogy

‖un − u∗‖ ≤
(
M −m
M +m

)n
‖u0 − u∗‖ (n ∈ N)

továbbá (2.15)-b®l adódik, hogy

‖u0 − u∗‖ ≤ (1/m)‖Au0 − b‖,

amely segítségével a bizonyítandó állításhoz jutunk.

2.2. Szoboljev-terek

Az alábbi alfejezetet Simon László el®adásai, illetve [14] alapján írtam. Ebben az
alfejezetben legyen Ω ⊂ Rd korlátos tartomány, k ≥ 0.

2.6. De�níció. Legyen Ω ⊂ Rd korlátos tartomány, k ≥ 0. Tekintsük a következ®
euklideszi-teret: Ck(Ω) vektorteret lássuk el az alábbi skaláris szorzattal:

〈f, g〉 :=
∑
|α|≤k

∫
Ω

(∂αf)(∂αg),

ahol f és g valós függvények. Ha ezt teljessé tesszük a fenti skalárszorzatból származta-
tott normával, akkor megkapjuk a (k-ad rend¶) Szoboljev-teret és Hk(Ω)-val jelöljük.
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2.3. Tétel. Hk(Ω) izometrikusan izomorf a következ® halmazzal: X1 := (f ∈ L2(Ω) :
∂αf ∈ L2(Ω) disztribúciós értelemben, a fenti skaláris szorzattal és tetsz®leges pontos-
sággal approximálható Ck(Ω)-beli függvényekkel)

2.7. De�níció. Tekintsük a következ® euklideszi-teret: Ck
0 (Ω) vektorteret a fenti ska-

láris szorzattal lássuk el (f és g valós függvények). Ha ezt teljessé tesszük a fenti
skalárszorzatból származtatott normával, akkor kapjuk a Hk

0 (Ω) Szoboljev-teret.

2.4. Tétel. Hk
0 (Ω) izometrikusan izomorf a következ® halmazzal: X2 := (f ∈ L2(Ω) :

∂αf ∈ L2(Ω) disztribúciós értelemben, a fenti skaláris szorzattal, valamint tetsz®leges
pontossággal approximálható Ck

0 (Ω)-beli függvényekkel)

2.3. Lineáris elliptikus feladatok megoldhatósága és egy-

értelm¶sége

Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Ebben a szakaszban a következ® másodrend¶
lineáris elliptikus operátort tekintjük:

Su := −div (K(x)∇u) (x ∈ Ω) (2.17)

tegyük fel továbbá, hogy S egyenletesen elliptikus , azaz a K ∈ C1(Ω,RN×N) szimmet-
rikus mátrix érték¶ függvény teljesíti az alábbi feltételt:

σ(K(x)) ⊂ [m,M ] ⊂ (0,∞) (x ∈ Ω). (2.18)

2.3.1. Gyenge megoldás

Ennek a szakasznak alapvet®en az a célja, hogy a kés®bb bizonyítandó eredmények
segítségére legyen, azok alkalmazhassák ezeket.

Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Tekintsük a lineáris Dirichlet-feladatot:{
Su = g (x ∈ Ω)

u|∂Ω = 0,
(2.19)

ahol az S operátor az (2.17)-beli, továbbá legyen g ∈ L2(Ω).

2.5. Tétel. Az (2.19) peremértékfeladatnak egyértelm¶en létezik u∗ ∈ H1
0 (Ω) gyenge

megoldása, azaz, amelyre teljesül, hogy∫
Ω

K(x)∇u∗ · ∇v =

∫
Ω

gv (v ∈ H1
0 (Ω)). (2.20)
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2.4. Állítás. (Szoboljev-egyenl®tlenség) [10]. Létezik olyan ν > 0 konstans, amelyre∫
Ω

|∇u|2 ≥ ν

∫
Ω

u2 (u ∈ H1
0 (Ω)). (2.21)

A megfordítás nem igaz, helyette a következ® teljesül:

sup
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|2∫

Ω
|u|2

= +∞. (2.22)

2.5. Állítás. Az

Su := −div (K(x)∇u) (u ∈ D(S) := H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))

operátor szimmetrikus lineáris és egyenletesen pozitív (S ≥ %I, % > 0)L2(Ω)-ben

Az S operátor egyenletes pozitivitásának éles állandója a következ®képp karakteri-
zálható:

2.6. Állítás. Tekintsük a (2.19)-es feladatot. Ha % > 0, (S ≥ %I) éles, akkor ez
megegyezik S operátor legkisebb sajátértékével, ha D(S) := H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

2.3. Megjegyzés. A 2.6 állítást alkalmazva a Laplace-operátorra (S = −∆) és a
Green-formulát használva kapjuk, hogy

−
∫

Ω

(∆u)u =

∫
Ω

|∇u|2 (u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

így, tehát a 2.4 állításban szerepl® ν alsó határ megegyezik −∆ operátor legkisebb
sajátértékével (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)-n).

2.4. Megjegyzés. Megjegyeznénk, hogy ezen tételek mind speciális esetei a nemline-
áris egzisztencia és unicitás tételeknek.

2.3.2. Regularitás

Idéznénk pár a (2.17) operátoral kapcsolatos peremértékfeladatra vonatkozó regula-
ritási eredményt. Azt szeretnénk biztosítani, hogy a megoldás H2(Ω)-beli. Továbbá
Ω ⊂ RN legyen korlátos tartomány.

El®ször tekintsük a (2.19) Dirichlet-feladatot:{
Su = g

u|∂Ω = 0
(2.23)

2.6. Tétel. (Kadlec [5]). Legyen Ω be C2-di�eomorf egy konvex tartománnyal. Ekkor
bármely g ∈ L2(Ω) esetén az (2.23) feladat egyértelm¶en létez® u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge
megoldásra az is teljesül, hogy u∗ ∈ H2(Ω).
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Most tekintsük a következ® vegyes peremérték-feladatot:
Su = g in Ω

∂K(x)·νu+ βu = ϕ on ΓN

u = 0 on ΓD ,

(2.24)

ahol ∂K(x)·νu = K(x) ν · ∇u az u x-beli konormális deriváltja. Abban az esetben, ha
∂Ω = ΓN az alábbi eredmény érvényes:

2.7. Tétel. (Grisvard [4]). Legyen ∂Ω = ΓN ∈ C1,1 és β ∈ C0,1(∂Ω), β > 0 ∂Ω-n.
Ekkor bármely g ∈ L2(Ω) és ϕ ∈ H1/2(∂Ω) esetén, az (2.24) feladat egyértelm¶en létez®
u∗ gyenge megoldására az is igaz lesz, hogy u∗ ∈ H2(Ω).

Végül tekintsük az el®z®nek megfelel® Neumann-feladatot (azaz, ha β ≡ 0):{
Su = g

∂K(x)·νu
∣∣
∂Ω

= ϕ
(2.25)

Abban az esetben, ha ∂Ω 6= ΓN a 2.7 tétel analógja igaz lesz a (S = −∆) Laplace-
operátorra, ha (2.24)-ben teljesül a következ® feltétel: β ≡ ϕ ≡ 0, ha Ω ⊂ R2 konvex
síkbeli sokszög tartomány ΓN és ΓD uniója ∂Ω továbbá, a csúcsok ΓN ∩ ΓD-beliek
(lásd: [4]).

2.4. Iterációk és prekondicionálás Szoboljev-térben

2.4.1. Lineáris operátorok kondíciószáma

2.8. De�níció. Legyen H Hilbert-tér, S szimmetrikus szigorúan pozitív lineáris ope-
rátor H-ban. Ekkor S kondíciószáma az alábbi:

cond(S) =
Λ(S)

λ(S)
,

ahol

Λ(S) = sup
x∈D(S)\{0}

〈Sx, x〉
‖x‖2

, λ(S) = inf
x∈D(S)\{0}

〈Sx, x〉
‖x‖2

.

Mindig igaz rájuk, hogy 0 < Λ(F ) ≤ ∞, 0 ≤ λ(F ) < ∞. Így a kondíciószám
végtelen is lehet.

Általánosabban is értelmezhet® a kondíciószám: nevezetesen invertálható operátor
esetén (szimmetriát nem szükséges feltenni) a következ® de�níció segítségével: legyen
A : H ⊃→ H invertálható operátor. Ekkor A kondíciószáma a következ®:

cond(A) = ‖A‖‖A−1‖

a fenti de�níció formálisan megegyezik a mátrixok kondíciószámával, azonban Hilbert-
térbeli operátorok esetén a kondíciószám értéke lehet végtelen.
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Példa. Legyen S az (2.17)-ben de�niált di�erenciál operátor, értelmezési tartomá-
nya: D(S) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Ekkor

Λ(S) = sup
u∈D(S)\{0}

∫
Ω
K∇u · ∇u∫

Ω
|u|2

≥ m sup
u∈D(S)\{0}

∫
Ω
|∇u|2∫

Ω
|u|2

=∞

(2.22) alapján, így kaptuk, hogy cond(S) = ∞. (valamint minden nem korlátos
operátor esetén is ez az eset áll fenn).

2.5. Megjegyzés. S végtelen kondíciószáma (cond(S) = ∞) áll azon jelenség hát-
terében, hogy cond(Sh) = O(h−2) nem korlátos, ha a Sh függvények az S operátor
bizonyos diszkretizációi során keletkeznek, akkor

cond(Sh)→∞, ha h→ 0

mert a diszkretizáció �nomításával Sh kondíciószáma S végtelen számához közelít.

2.4.2. Gradiens típusú módszerek prekondicionálása és rácsfüg-
getlensége

Az els® Szoboljev-térben történ® prekondicionálási eredmény Czách László nevéhez
f¶z®dik, a doktori disszertációjában írta le. (megtalálható Kantorovich�Akilov [6] XV.
fejezetében).

A Laplace-operátorral való prekondicionálás

Tekintsük az (2.19) lineáris Dirichlet-feladatot:{
Lu ≡ −div (K(x)∇u) = g Ω−ban

u|∂Ω = 0
(2.26)

ahol Ω ⊂ RN korlátos tartomány, amely egy konvex tartománnyal C2-di�eomorf, ahol
K(x) teljesíti (2.18)-at és g ∈ L2(Ω).

Továbbá, a −∆ operátor értelmezési tartománya legyen D(−∆) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω).

(Ekkor 2.6 tételb®l kapjuk, hogy R(−∆) = L2(Ω).) A H1
0 (Ω) Szoboljev-tér a következ®

skaláris szorzattal legyen ellátva:

〈u, v〉H1
0

=

∫
Ω

∇u · ∇v .

Az u∗ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) megoldás létezését és egyértelm¶ségét 2.5 és 2.6 tételek garan-

tálják.

2.8. Tétel. (Czách). Tekintsük a következ® operátort

A = (−∆)−1L

lineáris operátor H1
0 (Ω)-ban, amely értelmezési tartománya: D(A) = H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)
(és így R(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).)
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1. Ekkor igaz lesz rá a következ® spektrális ekvivalencia feltételel:

m〈−∆u, u〉L2 ≤ 〈Lu, u〉L2 ≤M〈−∆u, u〉L2 (u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (2.27)

amelyb®l kapjuk, hogy

cond(−∆−1L) ≤ M

m
(2.28)

a H1
0 (Ω) normával.

2. Következésképpen, bármely g ∈ L2(Ω) és u0 ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) esetén az alábbi

iteráció

un+1 = un −
2

M +m
(−∆)−1(Lun − g) ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) (2.29)

lineárisan konvergál (2.26) feladat u∗ megoldáshoz, a következ® konvergenci há-
nyadossal:

q =
M −m
M +m

H1
0 normában (és így L2 norma szerint is).

Bizonyítás. A Green-formulát használva (2.27) a következ® alakba írható:

m

∫
Ω

|∇u|2 ≤
∫

Ω

K∇u · ∇u ≤M

∫
Ω

|∇u|2, (2.30)

(2.18)-nak köszönhet®en. Továbbá, felhasználva azt, hogy

〈Au, u〉H1
0

= 〈Lu, u〉L2 ,

(2.30) alapján azt kapjuk, hogy

m ≤
〈Au, u〉H1

0

‖u‖2
H1

0

≤M (u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), u 6= 0), (2.31)

így tehát (2.28)-at beláttuk. Ekkor A-nak létezik korlátos önadjungál kiterjesztése
H1

0 (Ω)-ra, a konvergenciára vonatkozó állítás (2.31) alapján következik a Kantorovich-
Akilov tételb®l.

2.6. Megjegyzés. (i) Ha csupán annyit teszünk fel, hogy u0 ∈ H1
0 (Ω), akkor (2.29)

helyére a gyenge alakú segédegyenlet kerül

〈un+1, v〉H1
0

= 〈un, v〉H1
0
− 2

M +m
〈Aun − b, v〉H1

0
,

ahol az A operátort kiterjesztettük H1
0 (Ω)-ra, amely az L operátor gyenge alakja és

〈b, v〉H1
0

=
∫

Ω
gv (v ∈ H1

0 (Ω)).
(ii) A kiterjesztett A : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω) operátor a (2.26) feladatnak megfelel®

általánosított di�erenciáloperátor. Ez azt jelenti, hogy reguláris esetben A felbontható
a következ®re:

Au = (−∆)−1Lu (u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

Így az el®z® tétel az általánosított di�erenciáloperátor egy konstuktív reprezentációját
szolgáltatja.
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3. fejezet

Nemlineáris operátorok

3.1. Nemlineáris operátorok alaptulajdonságai

A Gâteaux-derivált fogalma és alaptulajdonságai valamint a (bi)hemifolytonosság de-
�níciója a függelékben található (6.2 alfejezet, illetve 6.3 de�níció). Továbbá alap-
vet® állítások: Lagrange-középértéktétel, a másodrend¶ Taylor-formula, valamint a
Newton�Leibniz-formula normált-térbeli megfelel®i is megtalálhatóak ugyanitt.

3.1.1. Monoton operátorok és konvex funkcionálok

Az alábbiakat [11] alapján írtam.

3.1. De�níció. Legyen X normált tér, u, v ∈ X. Ekkor

(i) [u, v] = {u+ t(v − u) : t ∈ [0, 1]} az u-t és v-t összeköt® szakasz;

(ii) ha Φ : X → R, akkor φu,v : [0, 1]→ R, φu,v(t) := Φ(u+ t(v − u)).

3.2. De�níció. A Φ : X → R funkcionál

(i) konvex, ha minden u, v ∈ X esetén φu,v konvex;

(ii) szigorúan konvex, ha minden u, v ∈ X esetén φu,v szigorúan konvex.

3.1. Állítás. Ha Φ : X → R konvex és Gâteaux-deriválható, akkor minden u, v ∈ X
esetén Φ(v)− Φ(u) ≥ 〈Φ′(u), v − u〉.

3.3. De�níció. Azt mondjuk, hogy F : X → X∗

(i) monoton operátor, ha

〈F (v)− F (u), v − u〉 ≥ 0 (∀u, v ∈ X);

(ii) szigorúan monoton operátor, ha

〈F (v)− F (u), v − u〉 > 0 (∀u 6= v ∈ X);

(iii) egyenletesen monoton operátor, ha létezik m > 0, hogy

〈F (v)− F (u), v − u〉 ≥ m‖u− v‖2 (∀u, v ∈ X).
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3.2. Állítás. Legyen Φ : X → R kétszer Gâteaux-deriválható. Ekkor az alábbi három
állítás ekvivalens:

(i) Φ konvex;

(ii) Φ′ : X → X∗ monoton operátor;

(iii) Φ′′(u) ≥ 0 minden u ∈ X-re, azaz 〈Φ′′(u)h, h〉 ≥ 0 minden h ∈ X-re.

3.1. Megjegyzés. Az (i) és (ii) tulajdonságok ekvivalenciájához elég, ha Φ egyszer
Gâteaux-deriválható.

3.2. Megjegyzés. (1) Φ pontosan akkor szigorúan konvex, ha Φ′ : X → X∗ szigorúan
monoton operátor. Ilyenkor Φ′ injektív is.

(2) Φ′ : X → X∗ pontosan akkor egyenletesen monoton operátor, ha Φ′′ egyenlete-
sen pozitív, azaz létezik m > 0, hogy 〈Φ′′(u)h, h〉 ≥ m‖h‖2 (∀u, h ∈ X). Ilyenkor Φ-t
egyenletesen konvexnek hívjuk.

3.2. A potenciálos operátoregyenletek megoldhatósága

3.2.1. A potenciál fogalma és létezése

3.4. De�níció. Legyen X Banach-tér. Egy F : X → X∗ (nemlineáris) operátort
potenciáloperátornak nevezünk, ha van olyan J : X → R Gâteaux-deriválható funkci-
onál, melyre J ′ = F , azaz J ′(u) = F (u) minden u ∈ X esetén. Ekkor a J funkcionált
F potenciáljának hívjuk.

3.3. Megjegyzés. Ha létezik potenciál, akkor additív konstans erejéig egyértelm¶.
(Ez a Lagrange-középértéktételb®l következik, és nemcsak az egész X-en, hanem egy-
szeresen összefügg® halmazon értelmezett operátorokra is igaz.)

3.1. Tétel. (lásd: [3, 15]) Legyen F : X → X∗ Gâteaux-deriválható és F ′ bihemifoly-
tonos. Ekkor F pontosan akkor potenciáloperátor, ha F ′ szimmetrikus, azaz

〈F ′(u)v, h〉 = 〈F ′(u)h, v〉 (∀u, h, v ∈ X). (3.1)

3.4. Megjegyzés. A 3.1 feltétel valós Hilbert-térben F ′(u) önadjungáltságát jelenti.

3.2.2. Funkcionálok minimumhelye

3.2. Tétel. Legyen X re�exív Banach-tér és tegyük fel, hogy Φ : X → R Gâteaux-
deriválható, konvex és lim

‖u‖→∞
Φ(u) =∞. Ekkor Φ-nek létezik minimuma.

Bizonyítás. Legyen α = infX Φ ≥ −∞. Ekkor van olyan (un) ⊂ X sorozat, hogy
Φ(un)→ α. Emiatt a (Φ(un)) sorozat felülr®l korlátos, amib®l következik, hogy (un) ⊂
X korlátos sorozat. Ha ugyanis nem lenne korlátos, akkor ‖un‖ nem lenne korlátos, azaz
lenne egy végtelenhez tartó részsorozata; erre a részsorozatra Φ(un) → α teljesülne,
ellentmondva a lim‖u‖→∞Φ(u) =∞ feltételnek.
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A re�exivitás miatt a 6.1. tétel alapján kiválasztható gyengén konvergens részsoro-
zat, azaz létezik (unk) ⊂ (un) részsorozat és u∗ ∈ X, hogy 〈ψ, unk〉 → 〈ψ, u∗〉 minden
ψ ∈ X∗ esetén. Speciálisan 〈Φ′(u∗), unk〉 → 〈Φ′(u∗), u∗〉, amib®l Φ konvexitását fel-
használva kapjuk, hogy

Φ(unk)− Φ(u∗) ≥ 〈Φ′(u∗), unk − u∗〉 → 0,

amib®l következik, hogy Φ(u∗) ≤ α = inf Φ, vagyis Φ(u∗) = min Φ.

3.5. Megjegyzés. Ha a fenti tételben Φ szigorúan konvex is, akkor a minimumhely
egyértelm¶.

3.2.3. A variációs elv

Legyen X re�exív Banach-tér, F : X → X∗ adott (nemlineáris) operátor. Fontos
speciális eset, ha X := H Hilbert-tér, ekkor tudjuk, hogy H∗ = H, tehát ekkor F :
H → H

Ha az adott F operátor potenciáloperátor, az F (u) = b egyenletek megoldhatósá-
gának és egyértelm¶ségének kérdése átfogalmazható a potenciállal (megfelel® konvex
funkcionál segítségével). Ez a variációs elv.

Legyen tehát F : X → X∗ potenciáloperátor, amelynek J : X → R egy potenciálja:
J ′(u) = F (u) (u ∈ X). Vezessük be a

Φ : X → R, Φ(u) := J(u)− 〈b, u〉 (3.2)

funkcionált, ezt a funkcionált gyakran minimalizáló funkcionálnak hívják. Ez potenci-
álja az u 7→ F (u)− b leképezésnek (lásd: 3.3 megjegyzést), azaz

Φ′(u) = F (u)− b (u ∈ X). (3.3)

Ez azt jelenti, hogy Φ ún. kritikus pontjai (ahol deriváltja 0) megegyeznek az
F (u) = b egyenlet megoldásaival.

Sok esetben a Φ funkcionál minimumhelyeire van szükség, pl. amikor Φ energia
jelleg¶ mennyiséget ír le.

3.6. Megjegyzés. (i) Ha u∗ minimumhelye Φ-nek, akkor Φ′(u∗) = 0, így u∗ megoldása
az egyenletnek: F (u∗) = b.

(ii) Monoton potenciáloperátorok esetén a megfordítás is igaz lesz, azaz a kett®
egybeesik:

3.3. Állítás. Legyen A : X → X∗ monoton potenciáloperátor, J egy potenciálja és
Φ az (3.2)-beli funkcionál. Az u∗ ∈ H vektor pontosan akkor megoldása az A(u) = b
egyenletnek, ha minimumhelye Φ-nek.
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Bizonyítás. Legyen el®ször A(u∗) = b, azaz Φ′(u∗) = 0. Itt A monotonitása miatt, a
3.2. állítás és 3.1. megjegyzés alapján J konvex, és mivel u 7→ 〈b, u〉 lineáris, így Φ is
konvex. A 3.1. állításból így Φ(u) − Φ(u∗) ≥ 〈Φ′(u∗), u− u∗〉 = 0 (u ∈ X), azaz u∗

minimumhely.
A másik irány: 3.6 megjegyzés (i) pontja.

A következ® szakaszban a fenti elv alapján adunk megoldhatósági tételeket, vagyis
az adott egyenlet megoldása helyett a megfelel® Φ funkcionált minimalizáljuk.

3.2.4. Monoton operátoregyenletek potenciáloperátorral

Most kimondjuk az alapvet® egzisztencia és unicitás tételt bihemifolytonos szimmetri-
kus Gâteaux-deriválttal rendelkez® operátorokra. (Hasonló eredmények itt találhatók:
Gajewski�Gröger�Zacharias [3])

Az eredmények kényelmes megfogalmazása érdekében a következ® elnevezést vezet-
jük be:

3.5. De�níció. Az F : H → H operátor bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-
deriválttal rendelkezik, ha

(i) F Gâteaux-deriválható;

(ii) F ′ bihemifolytonos;

(iii) minden u ∈ H esetén F ′(u) ∈ B(H) önadjungált.

3.3. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér és F : H → H operátor rendelkezzen a követ-
kez® tulajdonságokkal:

(i) F bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik;

(ii) létezik olyan m > 0 állandó, amelyre

〈F ′(u)h, h〉 ≥ m‖h‖2 (u, h ∈ H). (3.4)

Ekkor bármely b ∈ H esetén az F (u) = b egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ H
megoldása.

Bizonyítás. A 3.1. tétel szerint az els® két feltétel biztosítja, hogy A potenciál-
operátor. Az 3.2 tétellel garantálhatjuk a minimum létét. Ehhez be kell látnunk, hogy
konvex és lim

‖u‖→∞
Φ(u) =∞.

Legyen Φ : H → R, Φ(u) = J(u) − 〈b, u〉, ahol J ′ = F . Ekkor Φ′(u) = F (u) − b.
Mivel Φ kétszer Gâteaux-deriválható, a Taylor-formula szerint minden u ∈ H esetén

Φ(u) = Φ(0) + 〈Φ′(0), u〉+
1

2
〈Φ′′(θu)u, u〉 ,
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alkalmas θ ∈ [0, 1] mellett, amib®l a (iii) feltétel és Φ′′ = F ′ miatt azt kapjuk, hogy

Φ(u) ≥ Φ(0)− ‖Φ′(0)‖ ‖u‖+
m

2
‖u‖2 =

= Φ(0) + ‖u‖
(
−‖Φ′(0)‖+

m

2
‖u‖
)
→∞, ha ‖u‖ → ∞.

Másrészt a 3.2. megjegyzésb®l következik, hogy Φ szigorúan konvex. A 3.2. tétel és
3.5. megjegyzés szerint egyértelm¶en létezik u∗ minimumhelye Φ-nek, ami a 3.3. állítás
szerint pontosan akkor igaz, ha F (u∗) = b.

3.7. Megjegyzés. Megemlítjük, hogy φ növekedését négyzetesen lehet alulról becsül-
ni. Nevezetesen, felhasználva, hogy φ′(u∗) = 0, φ′′ = F ′ és F ′(u) egyenletesen pozitiv
(3.4), a Taylor-sorfejtésb®l kapható, hogy

φ(u)− φ(u∗) =
1

2
〈φ′′(u∗ + θ(u− u∗))(u− u∗), u− u∗〉 ≥ m

2
‖u− u∗‖2 .

3.8. Megjegyzés. A 3.3 tétel akkor is igaz marad, ha a (ii) feltétel egyenl®tlenségét
kicseréljük az alábbira:

〈F ′(u)h, h〉 ≥ m(‖u‖)‖h‖2 (u, h ∈ H)

ahol m monoton növ® függvény, amelyre limr→∞ rm(r) = ∞ teljesül. (Azonos mó-
don lehet bizonyítani, mint a fenti tételt. Idevonatkozó eredmény: Gajewski�Gröger�
Zacharias [3])

3.9. Megjegyzés. Könnyen belátható a 3.3 tétel F operátoráról, hogy egyenletesen
monoton (amelyb®l következik, hogy koercív); továbbá, ha az 3.3 tétel (ii) feltételét a
következ® fels® becsléssel egészítjük ki: 〈F ′(u)h, h〉 ≤ M(‖u‖)‖h‖2, ahol M monoton
növ® függvény, akkor ebb®l szintén következik, hogy F korlátos.

3.3. Egyszer¶ iteráció monoton operátorokra

3.3.1. Gradiens-módszer potenciáloperátor esetén

Most következik az 1.2 tétel nemlineáris megfelel®je:

3.4. Tétel. (lásd: [3, 6]). Legyen H valós Hilbert-tér és F : H → H operátor az alábbi
tulajdonságokkal bírjon:

(i) bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik,

(ii) léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, minden u, h ∈ H-ra, hogy

m‖h‖2 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M‖h‖2. (3.5)
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Legyen b ∈ H tetsz®leges és jelölje u∗ ∈ H az

F (u) = b.

egyenlet egyértelm¶en létez® megoldását.

Ekkor tetsz®leges u0 ∈ H esetén az

un+1 := un −
2

M +m
(F (un)− b) (n ∈ N) (3.6)

sorozat lineárisan konvergál u∗-hoz, a következ® becslés szerint

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖F (u0)− b‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) . (3.7)

Bizonyítás. u∗ létezése és egyértelm¶sége az 3.3 tételb®l következik.
Legyen J : H → H operátor az alábbi:

J(u) ≡ u− 2

M +m
F (u) (u ∈ H).

Ekkor bármely u esetén a J ′(u) GD létezik és

J ′(u)h = h− 2

M +m
F ′(u)h (u ∈ H),

ebb®l könnyen látható, hogy J ′(u) önadjungált. (3.5) alapján alkalmazhatjuk a 2.2
lemmát az A = F ′(u) és B = I (ahol I az identitás-operátor) helyettesítésekkel, és
ebb®l azt kapjuk, hogy J ′(u) kontrakció M−m

M+m
konstanssal.

Ebb®l pedig az következik, hogy J kontrakció ugyanazzal a konstanssal (M−m
M+m

),
mivel

‖J(v)− J(u)‖ = ‖
∫ 1

0

J ′(u+ t(v − u))(v − u)dt‖ ≤
∫ 1

0

‖J ′(u+ t(v − u))(v − u)‖dt

≤
∫ 1

0

M −m
M +m

‖v − u‖dt =
M −m
M +m

‖v − u‖.

A (3.6) sorozat konstrukciójából az következik, hogy

un+1 − u∗ = un − u∗ −
2

M +m
(F (un)− F (u∗)) = J(un)− J(u∗), (n ∈ N),

amelyb®l azt kapjuk, hogy

‖un+1 − u∗‖ ≤
M −m
M +m

‖un − u∗‖ (n ∈ N).

ebb®l indukcióval

‖un − u∗‖ ≤
(
M −m
M +m

)n
‖u0 − u∗‖ (n ∈ N)
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Az (3.5) egyenl®tlenség alsó becsléséb®l az 4.1 állítás segítségével következik, hogy
m‖v − u‖2 ≤ 〈F (v) − F (u), v − u〉 (u, v ∈ D(F )), amelyb®l v:=u0 és u:=u∗ helyet-
tesítéssel és a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenl®tlenség alkalmazásával kapjuk,
hogy

‖u0 − u∗‖ ≤ (1/m)‖F (u0)− b‖,
amelyet az el®z® becsléssel kombinálva a bizonyítandó becsléshez jutunk.

Az 3.4 tétel általánosítható úgy is, hogy az 3.4 tétel (3.5) fels® becslésében a kons-
tans helyére egy monoton növ® függvényt (mely csak az ‖u‖-tól függ) teszünk (lásd:
Gajewski�Gröger�Zacharias [3], Karátson [9]). A következ® megfogalmazást [9]-b®l
idézzük , ahol a konvergenciabecslés hasonló a (3.7)-belihez (csupán annyi a különbség,
hogy M helyére M0 kerül).

3.5. Tétel. (lásd: [9])
Legyen H valós Hilbert-tér és F : H → H operátor az alábbi tulajdonságokkal bírjon:

(i) F bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik;

(ii) létezik olyan m > 0 konstans és M : [0,∞) → (0,∞) monoton növ® függvény,
melyre bármely u, h ∈ H esetén teljesül az

m‖h‖2 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M(‖u‖)‖h‖2 . (3.8)

egyenl®tlenség.

Legyen b ∈ H tetsz®leges és jelölje u∗ ∈ H az

F (u) = b.

egyenlet egyértelm¶en létez® megoldását.

Bármely u0 ∈ H esetén legyen

M0 := M

(
‖u0‖+

1

m
‖F (u0)− b‖

)
. (3.9)

Ekkor az

un+1 = un −
2

M0 +m
(F (un)− b) (n ∈ N) (3.10)

sorozat lineárisan konvergál u∗-hoz, a következ® becslés szerint

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖F (u0)− b‖

(
M0 −m
M0 +m

)n
(n ∈ N) . (3.11)

Bizonyítás. Hasonlóan megy a 3.4 tétel bizonyításához. Teljes indukcióval bizo-
nyítható, hogy

un ∈ B(u0, r0) (n ∈ N) , (3.12)

ahol
r0 := (1/m)‖F (u0)− b‖
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és B(u0, r0)-vel jelöljük az r0-sugarú és u0 középpontú gömböt.

Az
‖u‖ ≤ ‖u0‖+ r0 (u ∈ B(u0, r0)) (3.13)

becslést használva (3.8) és (3.9) segítségével F ′(u) felülr®l becsülhet® M0-val:

〈F ′(u)h, h〉 ≤M(‖u‖)‖h‖2 ≤M(‖u0‖+ r0)‖h‖2 = M0‖h‖2 (u ∈ B(u0, r0))).
(3.14)

Ezt a fels® becslést az iteráció minden egyes lépésére lehet alkalmazni (3.12) miatt,
így a bizonyítás kész, hasonlóan az 3.4 tételhez, azzal a különbséggel, hogy M0 van M
helyett.
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4. fejezet

Prekondicionálás lineáris

operátorokkal Hilbert-téren

Ismeretes a numerikus lineáris algebrából, hogy ha a mátrix kondíciószáma nagy, akkor
szükséges az alkalmas prekondicionálás. Ennek nemlineáris operátorra való kiterjesz-
tésével foglalkozunk.

4.1. A kondíciószám de�níciója és tulajdonságai

A nemlineáris operátorok kondíciószáma lineáris eset közvetlen kiterjesztése.

4.1. De�níció. Legyen H valós Hilbert-tér és legyen F : H ⊃→ H (nemlineáris)
operátor (azaz D(F ) ⊂ H), amely szigorúan monoton. Ekkor F kondíciószámát a
következ®képp de�niáljuk:

cond(F ) =
Λ(F )

λ(F )
,

ahol

Λ(F ) = sup
u6=v∈D(F )

〈F (v)− F (u), v − u〉
‖v − u‖2

, λ(F ) = inf
u6=v∈D(F )

〈F (v)− F (u), v − u〉
‖v − u‖2

.

A Λ(F ) és λ(F ) számokat F spektrális határainaknak hívjuk. Hasonlóan a lineáris
esethez, itt is igaz lesz, hogy 0 < Λ(F ) ≤ ∞, 0 ≤ λ(F ) < ∞. Hangsúlyozzuk, hogy
a kondíciószám végtelen is lehet, például: di�erenciáloperátor er®s alakjánál, valamint
minden nemkorlátos nemlineáris operátor esetén is ez az eset áll fenn. Ezt a következ®
példával illusztrálhatjuk:

Példa. A következ® nemlineáris di�erenciáloperátor (T ) esetén

cond(T ) =∞. (4.1)

Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány és f ∈ C1(Ω × RN ,RN) olyan függvény, amely
∂f(x,η)
∂η

deriváltmátrixa szimmetrikus és ennek λ sajátértékeire teljesül a

0 < µ1 ≤ λ ≤ µ2 (4.2)
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egyenl®tlenség, ahol µ1 es µ2 állandók, melyek függetlenek (x, η)-tól. Legyen

T (u) ≡ −div f(x,∇u), (4.3)

értelmezési tartománya pedig:

D(T ) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

az L2(Ω) valós Hilbert-téren.

Ekkor igaz lesz, hogy

〈T (v)− T (u), v − u〉 =

∫
Ω

(f(x,∇v)− f(x,∇u)) · (∇v −∇u) =

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u+ θ∇(v − u)) (∇v −∇u) · (∇v −∇u) ≥ µ1

∫
Ω

|∇(v − u)|2,

amelyb®l következik, hogy

Λ(T ) ≥ µ1 sup
u6=v∈D(T )

∫
Ω
|∇(v − u)|2∫
Ω
|v − u|2

=∞

amelyb®l a (2.22)-t használva azt kapjuk, hogy cond(T ) = ∞. Megjegyeznénk, hogy
T az er®s alakja a a következ® általánosított (gyenge) di�erenciáloperátornak:

〈F (u), v〉H1
0 (Ω) :=

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω)). (4.4)

A kondícionálás szempontjából az operátor er®s alakja a releváns, a következ® okból:
T végtelen kondíciószáma (cond(T ) = ∞) áll a diszkretizált elliptikus feladatokban
el®forduló nagy kondíciószámok hátterében. Nevezetesen, ha a Th függvények a T
operátor bizonyos diszkretizációi során keletkeznek, akkor

cond(Th)→∞, ha h→ 0

mert a diszkretizáció �nomításával Th kondíciószáma a T végtelen számához közelít.

Di�erenciálható operátorok esetén a spektrális határok kifejezhet®k a deriváltope-
rátor segítségével:

4.1. Állítás. Legyen F : H ⊃→ H Gâteaux-deriválható, (nemlineáris) operátor és
legyenek M ≥ m > 0 konstansok. Ekkor a következ® állítasok ekvivalensek:

(i) m‖v − u‖2 ≤ 〈F (v)− F (u), v − u〉 ≤M‖v − u‖2 (u, v ∈ D(F ));

(ii) m‖h‖2 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M‖h‖2 (u, h ∈ D(F )).

Bizonyítás. A Gâteaux-derivált de�níciójából és a középértéktételb®l közvetlenül
következik
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4.1. Megjegyzés. Ha (i) vagy (ii) fennáll, akkor

cond(F ) ≤ M

m
.

Továbbá, m és M egyszerre élesek vagy sem (i)-ben vagy (ii)-ben, a fenti ekvivalencia
miatt. Ha élesek, akkor egybeesnek F spektrális határaival.

A kondíciószám f® tulajdonsága egyszer¶ iteráció (gradiens módszer) esetén az,
hogy ha felülr®l becsülhet® M

m
-el, akkor abból az következik bizonyos technikai felté-

telek mellett, hogy a konvergencia hányadosa M−m
M+m

, azaz megegyezik a lineáris eset
eredményével.

Nevezetesen a 3.4 tételb®l következik, hogy

4.1. Következmény. Legyen F : H → H olyan operátor, amely bihemifolytonos szim-
metrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik. Ha F spektrális határai m > 0 és M < ∞
közé esnek, akkor bármely b ∈ H és u0 ∈ H esetén, az alábbi sorozat

un+1 = un −
2

M +m
(F (un)− b) (n ∈ N)

az F (u) = b egyenlet egyértelm¶en létez® megoldáshoz (u∗ ∈ H) konvergál, a következ®
lineáris becslés szerint:

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖F (u0)− b‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) .

4.2. Fix prekondicionáló operátorok

Ezen alfejezet f® tétele segítségével egy T nemlineáris operátort prekondicionálunk egy
alkalmas S lineáris operátor segítségével és a következ® kondíciószám becslést kapjuk:

cond(S−1T ) ≤ M

m
. (4.5)

(Precízebben, ez csak reguláris esetben állhat fenn, azaz jelen esetben, ha feltesszük
azt is, hogy R(S) ⊃ R(T ), mivel ekkor S−1T mindenképp értelmes lesz D(T )-n.

Ezt el lehet kerülni, ha (4.5)-et újrade�niáljuk általánosított értelemben. Err®l
írunk a 4.3 megjegyzésben.

4.2. De�níció. [Spektrális ekvivalenciafeltétel, nemlineáris eset] LegyenH valós Hilbert-
tér, D ⊂ H s¶r¶ altér, T : D → H (nemlineáris) operátor. Tegyük fel, hogy S : D → H
egyenletesen pozitív (S ≥ pI), szimmetrikus lineáris operátor. Azt mondjuk, hogy
T nemlineáris és S lineáris operátorok spektrálisan ekvivalensek, ha léteznek olyan
M ≥ m > 0 állandók, amelyekre teljesül az

m〈S(v − u), v − u〉 ≤ 〈T (v)− T (u), v − u〉 ≤M〈S(v − u), v − u〉 (u, v ∈ D) (4.6)

egyenl®tlenség.
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4.1. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, D ⊂ H s¶r¶ altér, T : D → H (nemlineá-
ris) operátor.Tegyük fel, hogy S : D → H egyenletesen pozitív (S ≥ pI), szimmetrikus
lineáris operátor, továbbá T és S spektrálisan ekvivalensek, azaz teljesítik a (4.6) egyen-
l®tlenséget.

Ekkor az

〈F (u), v〉S = 〈T (u), v〉 (u, v ∈ D) (4.7)

azonosság egy F : D → HS operátort de�niál. Ha F kiterjeszthet® HS-re úgy, hogy
rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal, akkor

(1) bármely g ∈ H esetén a T (u) = g egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ HS

gyenge megoldása, azaz

〈F (u∗), v〉S = 〈g, v〉 (v ∈ HS). (4.8)

(Ha g ∈ R(T ), akkor T (u∗) = g.)

(2) Bármely u0 ∈ HS esetén az

un+1 = un − 2
M+m

zn ,

ahol 〈zn, v〉S = 〈F (un), v〉S − 〈g, v〉 (v ∈ HS),
(4.9)

sorozat lineárisan tart u∗-hoz, nevezetesen

‖un − u∗‖S ≤
1

m
‖F (u0)− b‖S

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) , (4.10)

ahol 〈b, v〉S = 〈g, v〉 (v ∈ HS).

(3) Ha feltesszük azt is, hogy

R(S) ⊃ R(T ), (4.11)

és ha g ∈ R(S) és u0 ∈ D, akkor minden n ∈ N esetén a (4.9) zn eleme
kifejezhet® úgy is, hogy

zn = S−1(T (un)− g),

azaz, a (4.9) sorozat úgy is írható, hogy

un+1 = un − 2
M+m

zn ,

ahol Szn = T (un)− g,
(4.12)

továbbá, az (4.10) becslés er®s alakját kapjuk:

‖un − u∗‖S ≤
1

mp1/2
‖T (u0)− g‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) , (4.13)

ahol p > 0 az S alsó határa.
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Bizonyítás. Legyen u ∈ D rögzített. Ekkor a

‖v‖ ≤ p−1/2‖v‖S (4.14)

energianormás egyenl®tlenségb®l következik, hogy

|〈T (u), v〉| ≤ p−1/2‖T (u)‖‖v‖S (v ∈ D),

így v 7→ 〈T (u), v〉 korlátos lineáris funkcionál D ⊂ HS-n. Tehát egyértelm¶en létezik
korlátos lineáris kiterjesztése HS-re: Φu : HS → R, a Riesz-tétel minden u ∈ D-hoz
hozzárendel egy F (u) ∈ HS vektort (tehát de�niálunk egy F : D → HS függvényt),
amely kielégíti az

〈F (u), v〉S = Φu v (v ∈ HS).

egyenletet. Az utóbbiból következik (4.7) minden v ∈ D esetén, azaz F az az operátor,
amit kerestünk. A 3.4 tétel segítségével igazolhatók az (1)�(3) feltevések (annyi a
különbség, hogy H helyett HS-re kell alkalmazni).

Legyen F kiterjesztve HS-re úgy, hogy bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-
deriválttal rendelkezik. Ezt a kiterjesztést szintén F -el jelöljük, ez nem okoz félreértést.

Az (4.6)-b®l következik, hogy

m‖v − u‖2
S ≤ 〈F (v)− F (u), v − u〉S ≤M‖v − u‖2

S (u, v ∈ HS), (4.15)

azaz F spektrális határai 0 ésM között vannak, tehát a 4.1 következmény alkalmazható
F -re (a Hilbert-terünk itt is H helyett HS). Legyen b ∈ HS a következ® módon
de�niálva

〈b, v〉S = 〈g, v〉 (v ∈ HS), (4.16)

ahol b léte a következ® becslésnek:

|〈g, v〉| ≤ p−1/2‖g‖‖v‖S (v ∈ D)

és a Riesz-tételnek köszönhet®.

(1) Az F (u) = b egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ HS megoldása, és az F (u∗) =
b egyenl®ség (4.8)-al egybeesik. Ha g ∈ R(T ), akkor (4.8) azzal egyenérték¶, hogy

〈T (u∗), v〉 = 〈g, v〉 (v ∈ HS),

így tehát T (u∗) = g.

(2) A (4.16) egyenl®ségb®l az következik, hogy (4.9) sorozat egybeesik azzal a soro-
zattal, amelyet az 4.1 következményben de�niáltunk, amelyb®l végül a (4.10) becslést
kaphatjuk meg.

(3) A (4.11) feltétel segítségével azt kapjuk, hogy

〈T (u), v〉 = 〈S−1T (u), v〉S (u, v ∈ D),

így tehát (4.7)-b®l következik, hogy

F|D = S−1T. (4.17)
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Ezért, ha un ∈ D, akkor a (4.9)-beli segédegyenlet a következ® formába írható:

〈zn, v〉S = 〈T (un)− g, v〉 (v ∈ HS),

amelynek a megoldása:
zn = S−1(T (un)− g) ∈ D.

Így, ha tudjuk, hogy u0 ∈ D, abból indukcióval kapjuk, hogy az (un) sorozat részhal-
maza D-nek és ugyanez igaz lesz zn-re is.

Továbbá, g ∈ R(S) esetén (4.16)-b®l az következik, hogy

〈b, v〉S = 〈g, v〉 = 〈S(S−1g), v〉S = 〈S−1g, v〉S (v ∈ HS),

amelyb®l kapjuk, hogy b = S−1g. Az 2.2 állítás szerint az energianormára igaz lesz a

‖w‖S ≤ p−1/2‖Sw‖ (u ∈ D) (4.18)

egyenl®tlenség, ezt használhatjuk a következ® helyettesítéssel: w = F (u0) − b =
S−1(T (u0)− g) amelyb®l, (4.10) segítségével nyerhetjük a bizonyítandó becslést.

4.2. Megjegyzés.

(1) A fenti bizonyítás szerint reguláris esetben az F (u) általánosított di�erenciálope-
rátor szétesik két er®s alakban lév® operátor kompozíciójára. Az általánosított di�e-
renciáloperátor de�níciója (4.7) segítségével kaptuk, hogy

〈F (u), v〉S = 〈T (u), v〉 = 〈S−1T (u), v〉S (u, v ∈ D),

azaz
F|D = S−1T , (4.19)

Hasonló megfeleltetés igaz a gyenge egyenlet jobboldalára (b ∈ H1
0 (Ω)), amelyet az

(4.16)-ban de�niáltunk (Sb = g egyenlet gyenge megoldása): g ∈ R(S) esetén (4.16)-
b®l az következik, hogy

〈b, v〉S = 〈g, v〉 = 〈S(S−1g), v〉S = 〈S−1g, v〉S (v ∈ HS),

amelyb®l kapjuk, hogy b = S−1g.

b = S−1g ∈ HS. (4.20)

A segédegyenletek er®s alakja a fenti két reprezentáció (4.19) és (4.20) segítségével
kapható meg.

(2) Általános esetben (ha nem teljesülnek a regularitási feltételek) az iteráció segéd-
egyenlete a következ®:

〈zn, v〉S = 〈F (un)− b, v〉S (v ∈ HS)

vagy a vele ekvivalens formában:

zn = F (un)− b , (4.21)

azonban reguláris esetben a fenti reprezentációk (4.19), (4.20) használata mellett (4.21)
er®s alakba írható:

zn = S−1(T (un)− g) .
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4.3. Megjegyzés. A (4.1) tétel bizonyításában az is kijött, hogy

cond(F ) ≤ M

m
, (4.22)

(HS-ben) és ennek az eredménynek köszönhet® a (4.1) tétel konvergenciaeredménye. Itt
F játssza a prekondicionált operátor szerepét, amely csak extra feltétel mellett írható
er®s alakba. Ha még feltesszük azt is, hogy R(S) ⊃ R(T ), akkor az (4.17) egyenl®ség
is fennáll és így az di�erenciáloperátor er®s alakját használva is megfogalmazhatjuk
(4.22)-t:

cond(S−1T ) ≤ M

m
(4.23)

továbbá, ekkor a (4.12) iteráció nem megy ki D-b®l (un ∈ D (n ∈ N)).

Ha az R(S) ⊃ R(T ) feltétel nem teljesül, akkor S−1T csak D egy részhalmazán
értelmezhet® és így az is lehet, hogy cond(S−1T ) irreleváns lesz. (A prekondicionálás
ezen nehézsége nem merül fel véges dimenziós esetben (H = Rk), ahol S pozitivitásából
következik, hogy R(S) = H.) Ezért hasznos újrade�niálni (4.23)-t általánosított érte-
lemben, amely a 4.1 tétel (plusz feltétel nélküli) alapesetét fedi le, ahol nincs feltéve,
hogy R(S) ⊃ R(T ).

Akkor jöjjön az általánosított de�níció:

4.3. De�níció. Tegyük fel, hogy H valós Hilbert-tér, D(T ) ⊂ H és D(S) ⊂ H (min-
denütt) s¶r¶, T : D(T ) → H (nemlineáris) operátor és S : D(S) → H szigorúan
pozitív szimmetrikus lineáris operátor, amelyek teljesítik a következ® feltételeket:

(1) létezik F : HS → HS operátor úgy, hogy

〈F (u), v〉S = 〈T (u), v〉 (u, v ∈ D(T ));

(2) cond(F ) = κ, ahol κ ≥ 1.

Ekkor azt mondjuk, hogy
cond(S−1T ) = κ

általánosított értelemben a HS Hilbert-téren.

4.4. Megjegyzés. Ha a kondíciószámunk végtelen (cond(T ) = ∞), és az a célunk,
hogy azt prekondicionálással végessé (4.5) tegyük (S a prekondicionáló operátor), akkor
olyan S-et kell választanunk, mely kondíciószáma szintén végtelen (cond(S) =∞), azaz
S nem lehet korlátos. Azonban az S operátort úgy kell választani, hogy a (4.12)-beli
segédegyenletet viszonylag egyszer¶en, legalábbis az eredetinél lényegesen könnyebben
lehessen megoldani.
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4.5. Megjegyzés. Ha az eredeti F operátorunk Gâteaux-deriválható, akkor a 4.1 té-
telt az F ′ derivált segítségével is megfogalmazhatjuk. A két eset megkülönböztetése
céljából különböz® jelöléseket használunk. Nevezetesen, tekintsünk egy F : H → H
Gâteaux-deriválható operátort, amely teljesíti a (4.6) spektrális ekvivalenciafeltételt (a
lineáris operátort most S helyett B-vel jelöljük):

m〈B(v − u), v − u〉 ≤ 〈F (v)− F (u), v − u〉 ≤M〈B(v − u), v − u〉 (u, v ∈ H).

Erre alkalmazhatjuk az 4.1 állítást, csak a ‖.‖B-normát kell használnunk, így tehát azt
kapjuk, hogy

m‖h‖2
B ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M‖h‖2

B (u, h ∈ H), (4.24)

ekkor a ‖.‖B-normát skaláris szorzattá alakítva kapjuk az (2.7) spektrális ekvivalenciát:

m〈Bh, h〉 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M〈Bh, h〉 (u, h ∈ H) (4.25)

amelyb®l adódik, hogy

cond
(
B−1F ′(u)

)
≤ M

m
(u ∈ H).

Ezt ki is mondhatjuk az alábbi következményben:

4.2. Következmény. Legyen H valós Hilbert-tér. Legyen F : H → H bihemifolytonos
szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkez® (nemlineáris) operátor. Legyen b ∈ H és
jelölje u∗ az F (u) = b egyértelm¶en létez® megoldását. Továbbá legyen B egyenletesen
pozitív (S ≥ pI), önadjungált korlátos lineáris operátor, amelyre teljesül a

m〈Bh, h〉 ≤ 〈F ′(u)h, h〉 ≤M〈Bh, h〉 (u, h ∈ H) (4.26)

egyenl®tlenség, megfelel® M ≥ m > 0 állandókkal. Ekkor bármely u0 ∈ H esetén az
alábbi sorozat:

un+1 = un −
2

M +m
B−1(F (un)− b) (n ∈ N)

lineárisan konvergál u∗-hoz, a következ® becslés szerint:

‖un − u∗‖B ≤
1

mp1/2
‖F (u0)− b‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N). (4.27)

Most általánosítjuk az el®z® 4.1 tételt úgy, hogy a (4.6) ekvivalencia feltételt gyen-
gítjük:

4.2. Tétel. (i) Legyen D(S) ⊂ D a D := D(T ) ⊂ H részhalmaza. Ha az (4.6)
feltételt a következ®re cseréljük:

m‖v − u‖2
S ≤ 〈T (v)− T (u), v − u〉 ≤M‖v − u‖2

S (u, v ∈ D), (4.28)

és az 4.1 tétel további feltételeit is fenntartjuk, akkor a tétel (1) és (2) állítása
(továbbra is) igaz marad.
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(ii) Ha az (4.6) feltételt a következ®re cseréljük: létezik olyan m > 0 konstans és
M : [0,∞)→ (0,∞) monoton növ® függvény, melyekre teljesül, hogy

m 〈S(v − u), v − u〉 ≤ 〈T (v)− T (u), v − u〉 ≤M(r) 〈S(v − u), v − u〉
(u, v ∈ D, ‖u‖S, ‖v‖S ≤ r)

(4.29)

akkor az 4.1 tétel következ® módosítása igaz marad: a (2) és (3) állításokban az
M konstans helyére alább de�niált, u0-tól függ®

M0 := M

(
‖u0‖+

1

m
‖F (u0)− b‖

)
.

állandót kell írni.

Bizonyítás. Hasonlóan megy, mint az 4.1 tétel bizonyítása. A (ii) részhez 3.5
tételt kell használni 3.4 tétel helyett.

4.6. Megjegyzés. Legyen H valós Hilbert-tér, D ⊂ H s¶r¶ altér. Legyen S : D →
H szigorúan pozitív szimmetrikus lineáris operátor. F pedig legyen az az operátor,
amelyet T : D → H (nemlineáris) operátor és (4.7) segítségével de�niálunk:

〈F (u), v〉S = 〈T (u), v〉 (u, v ∈ D) (4.30)

ez az azonosság egy F : D → HS operátort de�niál. Az 4.2 tétel (i) és (ii) részének
feltételeit megfogalmazhatjuk F deriváltjának segítségével. Nevezetesen:

(i) az (4.28) feltételt úgy írhatjuk, hogy

m‖v − u‖2
S ≤ 〈F (v)− F (u), v − u〉S ≤M‖v − u‖2

S (u, v ∈ HS)

amely, az 4.1 állítás miatt ekvivalens a következ®vel:

m‖h‖2
S ≤ 〈F ′(u)h, h〉S ≤M‖h‖2

S (u, h ∈ HS); (4.31)

(ii) az (4.29) feltételt úgy írhatjuk, hogy

m‖v − u‖2
S ≤ 〈F (v)− F (u), v − u〉S ≤M(r) ‖v − u‖2

S

(u, v ∈ HS, ‖u‖S, ‖v‖S ≤ r)

amely, az 4.1 állítás miatt ekvivalens a következ®vel:

m‖h‖2
S ≤ 〈F ′(u)h, h〉S ≤M(‖u‖S)‖h‖2

S (u, h ∈ HS). (4.32)
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5. fejezet

Nemlineáris elliptikus feladatok

megoldhatósága és iterációs közelítése

5.1. Az általánosított di�erenciáloperátor néhány tu-

lajdonsága

5.1.1. Általánosított deriválás

A multiindexek száma: d, multiindex: α = (α1, . . . , αN) ∈ NN , (ahol |α| := α1 + . . .+
αN ≤ n). Legyen ξ ∈ Rrd vektor a következ®képp de�niálva: ξ := (ξi,α)i=1,..,r, |α|≤n =(
(ξ1,α)|α|≤n, .., (ξr,α)|α|≤n

)
, ahol ξi,α ∈ R (i = 1, .., r, |α| ≤ n) . A ξi,α változóra néz-

ve való deriválást ∂ξi,α-val jelöljük, (i = 1, .., r, |α| ≤ n). Legyen Ω ⊂ RN korlátos
tartomány. Továbbá legyen

D(n)u := (∂αui)i=1,..,r, |α|≤n

bármely u = (u1, .., ur) ∈ Hn
0 (Ω)r esetén.

5.1.2. Az operátor di�erenciálhatósági tulajdonságai

Jelölések: a Hn
0 (Ω) Szoboljev-teret a következ® skaláris szorzatal lássuk el:

〈w, v〉Hn
0 (Ω) :=

∫
Ω

N∑
i1,..,in=1

(∂i1 ..∂inw)(∂i1 ..∂inv)

Most az el®bbi terek r-tagból képzett szorzatterét értelmezzük:
Hn

0 (Ω)r := Hn
0 (Ω) × · · · × Hn

0 (Ω), továbbá ezen teret lássuk el a következ® skaláris
szorzattal:

〈w, v〉Hn
0 (Ω)r :=

r∑
i=1

〈wi, vi〉Hn
0 (Ω) .

Az el®bbieken kívül további két skaláris szorzatot is használni fogunk Hn
0 (Ω)-n:

〈w, v〉∗Hn
0 (Ω) :=

∫
Ω

∑
|α|≤n

(∂αw)(∂αv), illetve 〈w, v〉′Hn
0 (Ω) :=

∫
Ω

∑
|α|=n

(∂αw)(∂αv).
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5.1. Állítás. Hn
0 (Ω)-n ezek ekvivalensek az eredeti normával:

léteznek olyan ω1, ω2 > 0 állandók, amelyekre teljesül a következ®:

ω1‖w‖Hn
0 (Ω) ≤ ‖w‖′Hn

0 (Ω) ≤ ‖w‖∗Hn
0 (Ω) ≤ ω2‖w‖Hn

0 (Ω) . (5.1)

egyenl®tlenség.

5.1. feltételek. Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Az fi,α : Ω × Rrd → R
függvények teljesítsék a következ® feltételeket:

(i) fi,α ∈ C |α|(Ω×Rrd), fi,0 ∈ C1(Ω×Rrd) (i = 1, .., r, 0 < |α| ≤ n);

(ii) ∂ξi,αfj,β = ∂ξj,βfi,α (i, j = 1, .., r; |α| , |β| ≤ n) ;

(iii) Léteznek olyan 0 < µ1 ≤ µ2 konstansok, melyekkel bármely (x, ξ) ∈ Ω ×Rrd és
ζ ∈ Rrd esetén

µ1

r∑
i=1

∑
|α|=n

|ζi,α|2 ≤
r∑

i,j=1

∑
|α|,|β|≤n

∂ξj,βfi,α(x, ξ)ζj,βζi,α ≤ µ2

r∑
i=1

∑
|α|≤n

|ζi,α|2.

5.1. Tétel. Tegyük fel, hogy a 5.1 feltételek teljesülnek. Ekkor a következ® képlet:

〈F (u), v〉Hn
0 (Ω)r :=

∫
Ω

f(x,D(n)u) ·D(n)v dx (5.2)

≡
∫
Ω

r∑
i=1

∑
|α|≤n

fi,α(x,D(n)u) ∂αvi dx (u, v ∈ Hn
0 (Ω)r)

egy F : Hn
0 (Ω)r → Hn

0 (Ω)r operátort de�niál, amely bihemifolytonos szimmetrikus
Gâteaux-deriválttal rendelkezik, és teljesül az alábbi:

m‖h‖2
Hn

0 (Ω)r ≤ 〈F ′(u)h, h〉Hn
0 (Ω)r ≤M‖h‖2

Hn
0 (Ω)r (u, h ∈ Hn

0 (Ω)r) (5.3)

egyenl®tlenség, alkalmas M ≥ m > 0 konstansokkal (konkrétan, m := µ1ω
2
1 és M :=

µ2ω
2
2, ahol ω1 és ω2 az (5.1)-beliek.)

Bizonyítás. El®ször pár megjegyzés: A (iii) feltételb®l következik, hogy minden
i, j = 1, .., r , |α| , |β| ≤ n-re és (x, ξ) ∈ Ω×Rrd-re∣∣∂ξj,βfi,α(x, ξ)

∣∣ ≤ µ2 ,

továbbá a Lagrange-egyenl®tlenségb®l következik, hogy bármely i = 1, .., r,
|α| ≤ n , (x, ξ) ∈ Ω×Rrd esetén

|fi,α(x, ξ)| ≤ |fi,α(x, 0)|+ µ2

r∑
j=1

∑
|β|≤n

|ξj,β| .
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Igazolni fogjuk, hogy a következ® képlet bármely i = 1, ..., r esetén a következ® képlet

〈Fi(u), v〉Hn
0 (Ω) :=

∫
Ω

∑
|α|≤n

fi,α(x,D(n)u)∂αv dx (v ∈ Hn
0 (Ω)) (5.4)

egy Fi : Hn
0 (Ω)r → Hn

0 (Ω) operátort de�niál. Ez az operátor korlátos, mert bármely
rögzített u ∈ Hn

0 (Ω)r esetén

| 〈Fi(u), v〉Hn
0 (Ω) | = |

∫
Ω

∑
|α|≤n

fi,α(x,D(n)u)∂αv dx| ≤

≤
∫

Ω

∑
|α|≤n

|fi,α(x, 0)|+ µ2

r∑
j=1

∑
|β|≤n

|∂βuj(x)|

 |∂αv(x)|dx ≤

≤
√
d

(
max
|α|≤n
‖fi,α(idΩ, 0)‖L2(Ω) + µ2

√
rd‖u‖∗Hn

0 (Ω)r

)
‖v‖∗Hn

0 (Ω) ,

tehát ez a v változó szerint egy (Hn
0 (Ω) téren értelmezett) korlátos lineáris funkcionál.

Így a Riesz-tételnek köszönhet®en Fi(u) ∈ Hn
0 (Ω) de�niálható tetsz®leges u ∈ Hn

0 (Ω)r

esetén. Tehát az (5.2) operátor az (5.4) koordináták segítségével megadva jólde�niált:

F (u) := (F1(u), .., Fr(u)) ∈ Hn
0 (Ω)r (u ∈ Hn

0 (Ω)r). (5.5)

Most belátjuk F -r®l, hogy rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal
és teljesül rá a (5.3) becslés,

(i) bármely u ∈ Hn
0 (Ω)r esetén legyen Si(u) ∈ L (Hn

0 (Ω)r, Hn
0 (Ω)) korlátos lineáris

operátor, melyet a következ® képlet segítségével de�niálunk:

〈Si(u)h, v〉Hn
0 (Ω) :=

∫
Ω

r∑
j=1

∑
|α|,|β|≤n

∂ξj,βfi,α(x,D(n)u)(∂βhj)(∂
αv) dx

(bármely h ∈ Hn
0 (Ω)r, v ∈ Hn

0 (Ω) esetén). Si(u) létezét ismét a Riesz-tétel szolgáltat-
ja. A jobboldali integrálra a következ® becslést tehetjük: µ2

√
rd‖h‖∗Hn

0 (Ω)r‖v‖∗Hn
0 (Ω) .

Állítás: Fi Gâteaux-deriválható (i = 1, .., r), azaz

F ′i (u) = Si(u) (u ∈ Hn
0 (Ω)r) . (5.6)

Legyen u, h ∈ Hn
0 (Ω)r és E :=

{
v ∈ Hn

0 (Ω) : ‖v‖Hn
0 (Ω) = 1

}
. Ekkor

δiu,h(t) :=
1

t
‖Fi(u+ th)− Fi(u)− tSi(u)h‖Hn

0 (Ω)

=
1

t
sup
v∈E
〈Fi(u+ th)− Fi(u)− tSi(u)h, v〉Hn

0 (Ω)

=
1

t
sup
v∈E

∫
Ω

∑
|α|≤n

[
fi,α

(
x,D(n)u(x) + tD(n)h(x)

)
− fi,α

(
x,D(n)u(x)

)
−
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−t
r∑
j=1

∑
|α|,|β|≤n

∂ξj,βfi,α
(
x,D(n)u(x)

)
∂βhj(x)

 ∂αv(x)dx

= sup
v∈E

∫
Ω

∑
α,β,j

[
∂ξj,βfi,α

(
x,D(n)u(x) + tθ(x, t)D(n)h(x)

)
−

−∂ξj,βfi,α
(
x,D(n)u(x)

)]
∂βhj(x)∂αv(x)dx

≤ sup
v∈E

{∑
α,β,j

∥∥(∂ξj,βfi,α(id,D(n)u+tθD(n)h)−∂ξj,βfi,α(id,D(n)u)
)
∂βhj

∥∥
L2(Ω)
×

×‖∂αv‖L2(Ω)

}
.

Itt ‖∂αv‖L2(Ω) ≤ ‖v‖∗Hn
0 (Ω) ≤ ω2 (|α| ≤ n), továbbá |tθ(x, t)D(n)h(x)| ≤ |tD(n)h(x)| →

0 (ha t→ 0) mm. (majdnem mindenütt) Ω -n, így ∂ξj,βfi,α folytonosságából követke-
zik, hogy az összeg minden tagjában az els® tényez® 0-hoz konvergál mm., ha t → 0.
Mivel az integrandus felülr®l becsülhet® a következ®vel:

(
2µ2|∂βhj(x)|

)2
, amely L1(Ω)-

beli (bármely |β| ≤ n és j = 1, .., r esetén), tehát van L1(Ω)-beli majoránsunk, így a
Lebesgue-tételb®l következik, hogy a kapott kifejezés 0-hoz tart, ha t → 0 . Így azt
kaptuk, hogy

lim
t→0

δiu,h(t) = 0 ,

azaz (5.6)-t beláttuk. Végül, (5.6) és (5.5)-b®l következik, hogy F Gâteaux-deriválható,
továbbá az is, hogy

F ′(u) = S(u) ≡ (S1(u), .., Sr(u)) (u ∈ Hn
0 (Ω)r).

(ii) - Az (i) ponthoz hasonlóan bizonyítható, hogy F ′ bihemifolytonos. Nevezetesen
az u, k, w, h ∈ Hn

0 (Ω)r függvények legyenek rögzítve. Ekkor

ωiu,k,w,h(s, t) := ‖F ′i (u+ sk + tw)h− F ′i (u)h‖Hn
0 (Ω) =

= sup
v∈E
〈F ′i (u+ sk + tw)h− F ′i (u)h, v〉Hn

0 (Ω) =

= sup
v∈E

∫
Ω

∑
α,β,j

[
∂ξj,βfi,α

(
x,D(n)u(x) + sD(n)k(x) + tD(n)w(x)

)
−

−∂ξj,βfi,α
(
x,D(n)u(x)

)]
∂βhj(x)∂αv(x)dx .

A ∂ξj,βfi,α függvények folytonosságából, illetve a Lebesgue-tételb®l kapjuk (hasonlóan
a fentiekhez), hogy

lim
s,t→0

ωiu,k,w,h(s, t) = 0 ,

azaz, az
(s, t) 7→ F ′i (u+ sk + tw)h

függvény folytonos lesz R2-rol Hn
0 (Ω)-ra. Végül (5.5) alapján kapjuk, hogy F ′ bihemi-

folytonos.
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(iii) - Az önadjungáltság a (ii) feltételb®l következik, ugyanis minden u, h, v ∈
Hn

0 (Ω)r-re

〈F ′(u)h, v〉Hn
0 (Ω)r =

r∑
i=1

〈F ′i (u)h, vi〉Hn
0 (Ω)

=

∫
Ω

∑
i,j

∑
|α|,|β|

∂ξj,βfi,α(x,D(n)u)(∂βhj)(∂
αvi)dx

=

∫
Ω

∑
i,j

∑
|α|,|β|

∂ξi,αfj,β(x,D(n)u)(∂βhj)(∂
αvi)dx

=
r∑
j=1

〈
hj, F

′
j(u)v

〉
Hn

0 (Ω)
= 〈F ′(u)v, h〉Hn

0 (Ω)r ,

azaz F ′(u) önadjungált. Így igazoltuk, hogy F bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-
deriválttal rendelkezik.

(iv) A fenti képletben a v = h helyettesítéssel kapjuk, hogy

〈F ′(u)h, h〉Hn
0 (Ω)r =

∫
Ω

∑
i,j

∑
α,β

∂ξj,βfi,α(x,D(n)u)(∂βhj)(∂
αhi)dx .

Így a (iii) feltételb®l következik, hogy

µ1

(
‖h‖′Hn

0 (Ω)r

)2

≤ 〈F ′(u)h, h〉Hn
0 (Ω)r ≤ µ2

(
‖h‖∗Hn

0 (Ω)r

)2

(h ∈ Hn
0 (Ω)r) ,

ebb®l (5.1) segítségével azt kapjuk, hogy

m‖h‖2
Hn

0 (Ω)r ≤ 〈F ′(u)h, h〉Hn
0 (Ω)r ≤M‖h‖2

Hn
0 (Ω)r (h ∈ Hn

0 (Ω)r) ,

ahol m = µ1ω
2
1 es M = µ2ω

2
2. Azaz (5.3)-t is beláttuk, így kész a bizonyítás.

5.2. feltételek. Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány, az fi, qi és si (i = 1, ..., r)
függvények teljesítsék a következ® feltételeket:

(i) Ω ⊂ RN korlátos tartomány szakaszonként sima peremmel, ΓN ,ΓD ⊂ ∂Ω mérhe-
t®, ΓN ∩ ΓD = ∅ és ΓN ∪ ΓD = ∂Ω.

(ii) fi : Ω×RNr → RN , qi : Ω×Rr → R és si : ΓN×Rr → R függvények mérhet®ek
és korlátosak x ∈ Ω változóra vonatkozóan (illetve x ∈ ΓN , megfelel®en) és C1-
beliek a többi változóban.

(iii) Legyen fi = (fi1, ..., fiN) és f = (f11, ..., f1N , f21, ..., f2N , ..., fr1, ..., frN) : Ω ×
RNr → RNr. Bármely (x, η) ∈ Ω×RNr esetén, a {∂ηkfj(x, η)}j,k=1,...,Nr derivált-
mátrixok szimmetrikusak és λ(f)

j (x, η) (j = 1, ..., rN) sajátértékeik teljesítik a
következ® egyenl®tlenséget:

µ1 ≤ λ
(f)
j (x, η) ≤ µ2,

ahol µ2 ≥ µ1 > 0 konstansok függetlenek (x, η)-t®l.
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(iv) Legyen 2 ≤ p (ha N = 2) vagy 2 ≤ p ≤ 2N
N−2

(ha N > 2). Valamint olyan ci, di ≥
0 és 2 ≤ pi ≤ p (i = 1, 2) állandók léteznek, amelyekre bármely (x, ξ) ∈ Ω ×Rr

esetén a {∂ξkqj(x, ξ)}j,k=1,...,r deriváltmátrixok szimmetrikusak és λ(q)
j (x, ξ) (j =

1, ..., r) sajátértékeik teljesítik az alábbi egyenl®tlenséget:

0 ≤ λ
(q)
j (x, ξ) ≤ c1 + c2

r∑
j=1

|ξj|p1−2,

továbbá, bármely (x, ξ) ∈ ΓN×Rr esetén a {∂ξksj(x, ξ)}j,k=1,...,r deriváltmátrixok
szimmetrikusak és λ(s)

j (x, ξ) (j = 1, ..., r) sajátértékek teljesítik a következ®
egyenl®tlenséget:

0 ≤ λ
(s)
j (x, ξ) ≤ d1 + d2

r∑
j=1

|ξj|p2−2.

(v) Vagy ΓD 6= ∅, vagy x 7→ inf
ξ∈Rr,j=1,..,r

λ
(s)
j (x, ξ) függvény nem azonosan 0 mm.

ΓN -n.

Legyen
H1
D(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u|ΓD = 0} (5.7)

Szoboljev-tér a következ® skaláris szorzattal

〈u, v〉H1
D(Ω) :=

∫
Ω

∇u · ∇v dx +

∫
ΓN

βuv dσ (u, v ∈ H1
D(Ω)), (5.8)

ahol

β(x) ≡ 1

µ1

inf
ξ∈Rr,j=1,..,r

λ
(s)
j (x, ξ) (x ∈ ΓN), (5.9)

továbbá µ1 -et és λ(s)
j (x, ξ)-t rendre a (iii) és (iv) feltevésekben vezettük be.

(Megjegyzés: (v) feltétel biztosítja (5.8) skaláris szorzat pozitív de�nitségét.)

H1
D(Ω)r Szoboljev-tér az alábbi skaláris szorzattal:

〈u, v〉H1
D(Ω)r :=

r∑
i=1

〈ui, vi〉H1
D(Ω) (u, v ∈ H1

D(Ω)r).

A következ® Szoboljev-beágyazások (ill. becslések) állnak fenn:

H1
D(Ω) ⊂ Lp(Ω), ‖u‖Lp(Ω) ≤ Kp,Ω‖u‖H1

D
(u ∈ H1

D(Ω)), (5.10)

H1
D(Ω)|ΓN ⊂ Lp(ΓN), ‖u‖Lp(ΓN ) ≤ Kp,ΓN‖u‖H1

D
(u ∈ H1

D(Ω)|ΓN ) , (5.11)

ahol Kp,Ω > 0 és Kp,ΓN > 0 a megfelel® konstansok és H1
D(Ω)|ΓN jelöli H1

D(Ω)
nyomát ΓN -n.
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5.2. Tétel. Tegyük fel, hogy az 5.2 feltételek teljesülnek, ekkor a következ® képlet

〈F (u), v〉H1
D(Ω)r :=

∫
Ω

(
f(x,∇u) · ∇v + q(x, u) · v

)
dx+

∫
ΓN

s(x, u) · v dσ

≡
∫
Ω

r∑
i=1

(
fi(x,∇u1, ..,∇ur) · ∇vi + qi(x, u1, .., ur)vi

)
dx+

∫
ΓN

r∑
i=1

si(x, u1, .., ur)vi dσ

(u, v ∈ H1
D(Ω)r) (5.12)

egy F : H1
D(Ω)r → H1

D(Ω)r operátort de�niál, amely bihemifolytonos szimmetrikus
Gâteaux-deriválttal rendelkezik, amely teljesíti a következ® egyenl®tlenséget:

m‖h‖2
H1
D(Ω)r ≤ 〈F

′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤M(‖u‖H1

D(Ω)r)‖h‖2
H1
D(Ω)r (u, h ∈ H1

D(Ω)r)

(5.13)
ahol m = µ1 > 0 konstans és

M(r) := µ2+c1K
2
2,Ω+d1K

2
2,ΓN

+c2C
∗Kp1

p1,Ω
rp1−2+d2C

∗Kp2
p2,ΓN

rp2−2 (r > 0), (5.14)

monoton növ® függvény, ahol K2,Ω, K2,ΓN , Kp1,Ω, Kp2,ΓN > 0 az (5.71)�(5.72)-ben sze-
repl® beágyazási konstansok, C∗ a 5.2 bizonyításában szerepl® állandó.

Bizonyítás. Hasonló az 5.1 tétel bizonyításához megfelel® változtatásokkal. Bont-
suk az F operátort három tagra

F (u) = A(u) +B(u) + C(u) (u ∈ H1
D(Ω)r),

mégpedig úgy, hogy

〈A(u), v〉H1
D(Ω)r =

∫
Ω

r∑
i=1

fi(x,∇u1, ..,∇ur) · ∇vi dx (u, v ∈ H1
D(Ω)r) (5.15)

〈B(u), v〉H1
D(Ω)r =

∫
Ω

r∑
i=1

qi(x, u1, .., ur)vi dx , (u, v ∈ H1
D(Ω)r) (5.16)

〈C(u), v〉H1
D(Ω)r =

∫
ΓN

r∑
i=1

si(x, u1, .., ur)vi dσ (u, v ∈ H1
D(Ω)r). (5.17)

(Jelölés: A következ®kben elhagyjuk a dx-et az integrálokban.)
A három tagra egyenként fogjuk igazolni a bizonyítandó tulajdonságokat.
(A) Az f függvény egyenletesen elliptikus a (iii) feltételnek köszönhet®en, így az A
operátor bizonyítása a 5.1 tétel speciális esete lesz. A Gâteaux-deriváltja:

〈A′(u)h, v〉H1
D(Ω)r =

∫
Ω

Nr∑
j,k=1

∂ηkfj(x,∇u1, ..,∇ur) ∂kv ∂kv , (5.18)
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(iii) feltétel jelöléseit használjuk, beleértve az indexelést is, a ∇v gradiens vektor ko-
ordinátáit {∂kv}Nrk=1-vel jelöljük v ∈ H1

D(Ω)r függvény esetén. Továbbá a ∂ηkfj mátrix
sajátértékeinek spektrális határai: µ1, µ2, továbbá a következ® újraindexelés:

Nr∑
j,k=1

|∂kh|2 =
r∑
i=1

|∇hi|2 (h ∈ H1
D(Ω)r)

segítségével kapjuk, hogy

µ1

r∑
i=1

∫
Ω

|∇hi|2 ≤ 〈A′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤ µ2

r∑
i=1

∫
Ω

|∇hi|2 (h ∈ H1
D(Ω)r). (5.19)

(B) Az 5.1 tétel bizonyítását követve igazoljuk, hogy bármely (i = 1, ..., r) esetén
a következ® képlet:

〈Bi(u), v〉H1
D(Ω) :=

∫
Ω

qi(x, u1, .., ur)vi (u ∈ H1
D(Ω)r, v ∈ H1

D(Ω)) (5.20)

egy Bi : H1
D(Ω)r → H1

D(Ω) operátort de�niál.

A bizonyításhoz pár észrévetelre van szükség:

1. A (iv) feltételb®l következik, hogy bármely i, k = 1, . . . , r és (x, ξ) ∈ Ω × Rr

esetén

|∂ξkqi(x, ξ)| ≤ c1 + c2

r∑
j=1

|ξj|p1−2 . (5.21)

2. Ebb®l az következik, a Lagrange-egyenl®tlenség segítségével, hogy minden i =
1, . . . , r, (x, ξ) ∈ Ω×Rr-re

|qi(x, ξ)| ≤ |qi(x, 0)|+

(
c1 + c2

r∑
j=1

|ξj|p1−2

)
r∑

k=1

|ξk| ≤ c′1 + c′2

r∑
j=1

|ξj|p1−1, (5.22)

ahol c′1, c
′
2 > 0 alkalmas konstansok.

3. Legyen q1 > 1 úgy de�niálva, hogy p1
−1 + q1

−1 = 1. Bármely u ∈ H1
D(Ω)r esetén

legyen

Q(u) ≡ c′2

r∑
j=1

|uj|p1−1 = c′2

r∑
j=1

|uj|p1/q1 .

Ebb®l és (5.22)-b®l azt kapjuk, hogy |qi(x, u)| ≤ c′1 + Q(u), ahol Q(u) ∈ Lq1(Ω), így
(5.20) jobboldalát a következ® kifejezéssel becsülhetjük felülr®l:

c′1|Ω|1/2‖v‖L2(Ω) + ‖Q(u)‖Lq1 (Ω)‖v‖Lp1 (Ω) ,

ahol |Ω| az Ω mértéket jelöli. (5.71)-et használva p = p1 helyettesítés mellett láthat-
juk, hogy bármely rögzített u ∈ H1

D(Ω)r esetén (5.20) jobboldala egy (H1
D(Ω)r-téren
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értelmezett) korlátos lineáris funkcionált de�niál. Így a Riesz-tételb®l következik, hogy
Bi : H1

D(Ω)r → H1
D(Ω) operátor jólde�niált.

Most ellen®rizzük, hogyB rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal.

(i) Belátjuk, hogy B Gâteaux-deriválható. Elég: Bi (i = 1, ..., r)-r®l bebizonyítani,
hogy Gâteaux-deriválható. Bármely u ∈ H1

D(Ω)r esetén legyen Si(u) : H1
D(Ω)r →

H1
D(Ω) operátor, melyet a következ® képlettel de�niálunk:

〈Si(u)h, v〉H1
D

=

∫
Ω

r∑
k=1

∂ξkqi(x, u)hkv (u ∈ H1
D(Ω)r, v ∈ H1

D(Ω)). (5.23)

Állítás: ez az operátor jólde�niált, továbbá korlátos és lineáris.
Si(u) létét a Riesz-tétel biztosítja a fentiekhez hasonlóan, mivel itt a következ®

becslést tehetjük:∫
Ω

|∂ξkqi(x, u)hkv| ≤ c′1‖hk‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + c2

∥∥∥∥∥
r∑

k=1

|uj|p1−2

∥∥∥∥∥
L

p1
p1−2 (Ω)

‖hk‖Lp1 (Ω)‖v‖Lp1 (Ω)

(5.21) és
(

p1
p1−2

)−1

+ p1
−1 + p1

1 = 1 segítségével.

Bebizonyítjuk, hogy

B′i(u) = Si(u)
(
u ∈ H1

D(Ω)r
)
.

Legyen u, h ∈ H1
D(Ω)r, továbbá, E ≡

{
v ∈ H1

D(Ω) : ‖v‖H1
D(Ω) = 1

}
és

δiu,h(t) ≡
1

t
‖Bi(u+ th)−Bi(u)− tSi(u)h‖H1

D(Ω)

=
1

t
sup
v∈E
〈Bi(u+ th)−Bi(u)− tSi(u)h, v〉H1

D(Ω)

ezt tovább alakítva kapjuk, hogy

δiu,h(t) =
1

t
sup
v∈E

∫
Ω

(
qi(x, u+ th)− qi(x, u)− t

r∑
k=1

∂ξkqi(x, u)hk

)
v

= sup
v∈E

∫
Ω

r∑
k=1

(∂ξkqi(x, u+ θth)− ∂ξkqi(x, u))hkv

≤ sup
v∈E

r∑
k=1

∫
Ω

|∂ξkqi(x, u+ θth)− ∂ξkqi(x, u)|
p1
p1−2dx


p1−2
p1

‖hk‖Lp1 (Ω)‖v‖Lp1 (Ω) .erivlt

(5.71)-et használva a p = p1 helyettesítéssel adódik, hogy ‖v‖Lp1 (Ω) ≤ Kp1,Ω, továbbá,
|θth| ≤ |th| → 0 mm. Ω-n, így ∂ξkqi folytonosságából következik, hogy az integrandus
0-hoz tart mm., ha t→ 0. Az integrandus felülr®l becsülhet® t ≤ t0-ra a következ®vel:
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∣∣∣∣∣2(c1 + c2

r∑
j=1

|uj + t0hj|p1−2)

∣∣∣∣∣
p1
p1−2

≤ c̃1 + c̃2

r∑
j=1

|uj + t0hj|p1 ∈ L1(Ω), így a Lebesgue-

tételb®l kapjuk, hogy a kapott kifejezés 0-hoz tart, ha t→ 0. Így tehát

lim
t→0

δiu,h(t) = 0 ,

azaz Bi Gâteaux-deriválható.

(ii)Bi bihemifolytonossága (i)-hez hasonlóan következik. Nevezetesen, legyen u, k, w ∈
H1
D(Ω)r és h ∈ H1

D(Ω) rögzített függvény. Ekkor

ωu,k,w,h(s, t) ≡ ‖B′i(u+ sk + tw)h−B′i(u)h‖H1
D(Ω)

= sup
v∈E
〈B′i(u+ sk + tw)h−B′i(u)h, v〉H1

D(Ω)

= sup
v∈E

∫
Ω

r∑
k=1

(∂ξkqi(x, u+ sk + tw)− ∂ξkqi(x, u))hkv .

Ezután a fentiekhez hasonlóan kaphatjuk ∂ξkqi folytonosságából és a Lebesgue-tételb®l,
hogy

lim
s,t→0

ωu,k,w,h(s, t) = 0 ,

azaz a következ®:
(s, t) 7→ B′i(u+ sk + tw)h

függvény folytonos R2-rol H1
D(Ω)-ra. Továbbá Bi bihemifolytonosságát B örökli.

(iii) következik abból, hogy (5.23)-ban B′i(u) = Si(u) ill. abból, hogy a ∂ξq(x, ξ)
deriváltmátrixok szimmetriáját feltettük, azaz bármely u, h, v ∈ H1

D(Ω)r esetén

〈B′(u)h, v〉H1
D(Ω)r =

r∑
i=1

〈B′i(u)h, vi〉H1
D(Ω) =

r∑
i=1

〈B′i(u)v, hi〉H1
D(Ω)

= 〈B′(u)v, h〉H1
D(Ω)r .

(iv) B′(u) spektrális határainak becslése: bármely u, h ∈ H1
D(Ω)r esetén

〈B′(u)h, h〉H1
D(Ω)r =

∫
Ω

r∑
i,k=1

∂ξkqi(x, u)hkhi ,

amelyb®l (iv) feltétel segítségével kapjuk, hogy

〈B′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≥ 0. (5.24)

Továbbá

〈B′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤

∫
Ω

(
c1 + c2

r∑
j=1

|uj|p1−2

)
r∑

k=1

h2
k. (5.25)
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= c1

r∑
k=1

∫
Ω

h2
k + c2

r∑
j,k=1

∫
Ω

|uj|p1−2h2
k . Az els® tag becsülhet® a Szoboljev-beágyazás

(5.71) segítségével, p = 2 esetén.

c1

r∑
k=1

∫
Ω

h2
k ≤ c1K

2
2,Ω‖h‖2

H1
D(Ω)r

A második tag becslését a Hölder-egyenl®tlenség szolgáltatja

r∑
j,k=1

∫
Ω

|uj|p1−2h2
k ≤

r∑
j,k=1

‖uj‖p1−2
Lp1 (Ω)‖hk‖

2
Lp1 (Ω) =

(
r∑
j=1

‖uj‖p1−2
Lp1 (Ω)

)(
r∑

k=1

‖hk‖2
Lp1 (Ω)

)
.

A [15]-ben található a következ® elemi azonosság:
ha r>0, a,b ≥ 0, akkor

(a+ b)r ≤ C(ar + br), (5.26)

így ‖xi‖ = ai a helyettesítés mellett (
∑r

i=1 ‖xi‖p−2)
2
p−2 =

(∑r
i=1 a

p−2
i

) 2
p−2 ≤ C (

∑r
i=1 ‖xi‖2)

amelyb®l következik, hogy

(
r∑
i=1

‖xi‖p1−2
Lp1 (Ω)

) 2
p1−2

≤ C

(
r∑
i=1

‖xi‖2
Lp1 (Ω)

)
, amelyb®l

kapjuk, hogy létezik olyan C∗>0 állandó, hogy

(
r∑
i=1

‖xi‖p1−2
Lp1 (Ω)

)
≤ C∗

(
r∑
i=1

‖xi‖2
Lp1 (Ω)

) p1−2
2

,

mivel az x
p−2
2 monoton n®, ha x ≥ 0 és ha p>2 az el®z® egyenl®tlenségb®l kapjuk, hogy

r∑
j,k=1

‖uj‖p1−2
Lp1 (Ω)‖hk‖

2
Lp1 (Ω) ≤ C∗

(
r∑
j=1

‖uj‖2
Lp1 (Ω)

) p1−2
2
(

r∑
k=1

‖hk‖2
Lp1 (Ω)

)
.

ebb®l adódik, hogy

r∑
j,k=1

∫
Ω

|uj|p1−2h2
k ≤ C∗

(
r∑
j=1

‖uj‖2
Lp1 (Ω)

) p1−2
2
(

r∑
k=1

‖hk‖2
Lp1 (Ω)

)
.

≤ c2C
∗Kp1

p1,Ω

(
r∑
j=1

‖uj‖2
H1
D

) p1−2
2
(

r∑
k=1

‖hk‖2
H1
D

)
= c2C

∗Kp1
p1,Ω
‖u‖p1−2

H1
D(Ω)r

‖h‖2
H1
D(Ω)r .

Így végül (5.25) a következ®képpen becsülhet®

〈B′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤ MB(‖u‖H1

D(Ω)r)‖h‖2
H1
D(Ω)r (u, h ∈ H1

D(Ω)r), (5.27)

ahol
MB(r) = c1K

2
2,Ω + c2C

∗Kp1
p1,Ω

rp1−2

H1
D(Ω)r

(r > 0).

valós függvény. Az alsó és a fels® becslést összerakva, (5.24) és (5.25) alapján kapjuk,
hogy

0 ≤ 〈B′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤ MB(‖u‖H1

D(Ω)r)‖h‖2
H1
D(Ω)r (u, h ∈ H1

D(Ω)r). (5.28)
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(C) A C operátor elvárt tulajdonságait hasonló módon lehet bizonyítani, mint
B esetében, csak ki kell cserélnünk Ω-t ΓN -ra és p1-t p2-re (mivel hasonló becslések
vannak qi-re és si-re). Az alsó becslés menete azonban eltér®.

Így a fentiek alapján C bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendel-
kezik, deriváltja a következ®:

〈C ′(u)h, v〉H1
D

=

∫
ΓN

r∑
i,k=1

∂ξksi(x, u)hkv dσ (u ∈ H1
D(Ω)r, h, v ∈ H1

D(Ω)). (5.29)

Az alsó spektrális becsléshez a (iv) feltételt és (5.74)-et használjuk:

〈C ′(u)h, h〉H1
D
≥
∫

ΓN

inf
ξ∈Rr,j=1,..,r

λ
(s)
j (x, ξ)

r∑
k=1

h2
k dσ

= µ1

r∑
k=1

∫
ΓN

βh2
k dσ.

A fels® becslés analóg (5.27)-tel, annyi az eltérés, hogyMB-t ki kell cserélni az alábbira:

MC(r) = d1K
2
2,ΓN

+ d2C
∗Kp2

p2,ΓN
rp2−2 (r > 0).

Így ebb®l azt kapjuk, hogy

µ1

r∑
k=1

∫
ΓN

βh2
k dσ ≤ 〈B′(u)h, h〉H1

D(Ω)r ≤ MC(‖u‖H1
D(Ω)r)‖h‖2

H1
D(Ω)r (u, h ∈ H1

D(Ω)r).

(5.30)

Végül, összegezve a három tagot (F = A+B+C) azt kapjuk, hogy F bihemifolyto-
nos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik, továbbá, (5.19), (5.28) és (5.30)-ból
adódik

µ1‖h‖2
H1
D(Ω)r = µ1

r∑
k=1

∫
Ω

|∇hk|2 + µ1

r∑
k=1

∫
ΓN

βh2
k dσ ≤ 〈F ′(u)h, h〉H1

D(Ω)r

≤
(
µ2 +MB(‖u‖H1

D(Ω)r) +MC(‖u‖H1
D(Ω)r)

) r∑
k=1

∫
Ω

|∇hk|2 = M(‖u‖H1
D(Ω)r)‖h‖2

H1
D(Ω)r

ahol M(r) az (5.88)-beli. Azaz (5.13)-at megkaptuk és a 5.2 tétel bizonyítása kész.

5.2. Megoldhatósági tételek

5.3. Tétel. Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány és az fi,α : Ω×Rrd → R függvények
teljesítsék a következ® feltételeket [azaz az 5.1 tétel feltételeit]:

(i) fi,α ∈ C |α|(Ω×Rrd), fi,0 ∈ C1(Ω×Rrd) (i = 1, .., r, 0 < |α| ≤ n);
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(ii) ∂ξi,αfj,β = ∂ξj,βfi,α (i, j = 1, .., r; |α| , |β| ≤ n) ;

(iii) Léteznek olyan 0 < µ1 ≤ µ2 állandók, amelyek bármely (x, ξ) ∈ Ω × Rrd és
ζ ∈ Rrd esetén teljesítik a következ® egyenl®tlenséget:

µ1

r∑
i=1

∑
|α|=n

|ζi,α|2 ≤
r∑

i,j=1

∑
|α|,|β|≤n

∂ξj,βfi,α(x, ξ)ζj,βζi,α ≤ µ2

r∑
i=1

∑
|α|≤n

|ζi,α|2.

Továbbá, legyen gi ∈ L2(Ω) (i = 1, .., r).

Ekkor a
Ti(u1, .., ur) :=

∑
|α|≤n

(−1)|α|∂α
(
fi,α(x,D(n)u)

)
= gi(x) (i = 1, .., r)

∂αui|∂Ω = 0 (i = 1, .., r, |α| ≤ n− 1)

(5.31)

rendszernek egyértelm¶en létezik u∗ = (u∗1, .., u
∗
r) ∈ Hn

0 (Ω)r gyenge megoldása, azaz u∗

teljesíti a alábbi formulát:∫
Ω

∑
|α|≤n

fi,α(x,D(n)u∗) ∂αv dx =

∫
Ω

giv dx (i = 1, .., r, v ∈ Hn
0 (Ω)). (5.32)

Bizonyítás. Az 5.1-es tételben (5.2) által de�niált F : Hn
0 (Ω)r → Hn

0 (Ω)r operá-
torról beláttuk, hogy kielégíti az 3.3 tétel feltételeit. Továbbá, a

v 7→
r∑
i=1

∫
Ω

givi dx

leképezés egy (Hn
0 (Ω)r-téren értelmezett) korlátos lineáris funkcionált de�niál, mivel

az abszolútértéke a következ® módon becsülhet®:

r∑
i=1

‖gi‖L2(Ω)‖vi‖L2(Ω) ≤ K2,Ω

r∑
i=1

‖gi‖L2(Ω)‖vi‖Hn
0 (Ω) ≤ K2,Ω‖g‖L2(Ω)r‖v‖Hn

0 (Ω)r ,

ahol K2,Ω > 0 a Hn
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) Szoboljev-beágyazás konstansa. Így a Riesz-tételb®l

adódik, hogy létezik olyan b ∈ Hn
0 (Ω)r amely teljesíti a következ® egyenletet:

〈b, v〉Hn
0 (Ω)r =

r∑
i=1

∫
Ω

givi dx (v ∈ Hn
0 (Ω)r).

a 3.3 tételb®l következik, hogy az
F (u) = b (5.33)

egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ Hn
0 (Ω)r megoldása. Itt (5.33) ekvivalens az

alábbival:
〈F (u), v〉Hn

0 (Ω)r = 〈b, v〉Hn
0 (Ω)r (v ∈ Hn

0 (Ω)r),

azaz
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∫
Ω

r∑
i=1

∑
|α|≤n

fi,α(x,D(n)u) ∂αvi dx =
r∑
i=1

∫
Ω

givi dx, (v ∈ Hn
0 (Ω)r) (5.34)

és u = u∗ esetén ez ekvivalens a (5.32) rendszerrel mivel (5.34)-ben a vi függvények
egymástól függetlenül változhatnak.

Így tehát u∗ az általunk keresett megoldás, azaz a (5.31) egyenlet(rendszer) gyenge
megoldása.

5.4. Tétel. Legyen Ω ⊂ RN korlátos tartomány, az fi, qi és si (i = 1, ..., r) függvények
teljesítsék a 5.2 feltételeket. Továbbá, legyen gi ∈ L2(Ω) és γi ∈ L2(ΓN) (i = 1, .., r).
Ekkor a

Ti(u1, .., ur) := − div fi(x,∇u1, ..,∇ur) + qi(x, u1, .., ur) = gi(x) in Ω

Qi(u1, .., ur) ≡ fi(x,∇u1, ..,∇ur) · ν + si(x, u1, .., ur) = γi(x) on ΓN

ui = 0 on ΓD

(5.35)

(i = 1, .., r) rendszernek egyértelm¶en létezik u∗ = (u∗1, .., u
∗
r) ∈ H1(Ω)

r
gyenge megol-

dása , amely teljesíti az alábbi:∫
Ω

(
fi(x,∇u∗1, ..,∇u∗r) · ∇v + qi(x, u

∗
1, .., u

∗
r)v
)
dx+

∫
ΓN

si(x, u
∗
1, .., u

∗
r)v dσ =∫

Ω

giv dx+

∫
ΓN

γiv dσ (i = 1, .., r, v ∈ H1
D(Ω)).

(5.36)

egyenletet.

Bizonyítás. 5.2 tételb®l következik, hogy az (5.12)-beli F operátor teljesíti a 3.3
tétel feltételeit, továbbá a

v 7→
r∑
i=1

∫
Ω

givi dx+

∫
ΓN

γivi dσ


leképezés egy (H1

D(Ω)r téren értelmezett) korlátos lineáris funkcionált de�niál, mivel
az abszolútértékét a következ®képp lehet becsülni:

r∑
i=1

(
‖gi‖L2(Ω)‖vi‖L2(Ω) + ‖γi‖L2(ΓN )‖vi‖L2(ΓN )

)
≤
(
K2,Ω‖g‖L2(Ω)r +K2,ΓN‖γ‖L2(ΓN )r

)
‖v‖H1

D(Ω)r

hasonlóképpen, mint az 5.3 tételben, ahol K2,Ω > 0 és K2,ΓN > 0 a Szoboljev-beágyazás
konstansai, melyek rendre a Hn

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) és a Hn
0 (Ω) ⊂ L2(ΓN)-beágyazásokhoz
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tartoznak. Így a Riesz-tételb®l következik, hogy létezik b ∈ H1
D(Ω)r amelyre igaz lesz,

hogy

〈b, v〉H1
D(Ω)r =

r∑
i=1

∫
Ω

givi dx+

∫
ΓN

γivi dσ

 (v ∈ H1
D(Ω)r).

Az 3.3 tételb®l következik, hogy az

F (u) = b (5.37)

egyenletnek egyértelm¶en létezik u∗ ∈ H1
D(Ω)r megoldása. Itt (5.37) ekvivalens azzal,

hogy
〈F (u), v〉H1

D(Ω)r = 〈b, v〉H1
D(Ω)r (v ∈ H1

D(Ω)r),

azaz a következ®vel:

∫
Ω

r∑
i=1

(
fi(x,∇u1, ..,∇ur) · ∇vi + qi(x, u1, .., ur)vi

)
dx+

∫
ΓN

r∑
i=1

si(x, u1, .., ur)vi dσ

=

∫
Ω

r∑
i=1

giv dx+

∫
ΓN

r∑
i=1

γiv dσ (v ∈ H1
D(Ω)r)

(5.38)
és ez u = u∗ esetén ekvivalens a (5.36) rendszerrel mivel (5.38)-ban a vi függvények
egymástól függetlenül változhatnak. Így tehát u∗ az általunk keresett megoldás, azaz
a (5.35) egyenlet(rendszer) gyenge megoldása.

5.2.1. A vizsgált f® speciális eset

A dolgozatom témáját adó nemlineáris elliptikus vegyes peremértékfeladatra vonatkozó
egzisztencia és unicitási tételr®l van szó. A következ® szakaszban megvizsgáljuk ezen
feladat iterációval való megoldhatóságát, nevezetesen egy tételt mondunk ki az egyszer¶
iteráció konvergenciájáról.

5.5. Tétel. Az alábbi vegyes feladat:
− div f(x,∇u) + q(x, u) = g(x) in Ω

f(x,∇u) · ν + s(x, u) = γ(x) on ΓN

u = 0 on ΓD

(5.39)

teljesítse a következ® feltételeket:

(i) Ω ⊂ RN korlátos tartomány szakaszonként sima peremmel, ΓN ,ΓD ⊂ ∂Ω mérhe-
t®, ΓN ∩ ΓD = ∅ és ΓN ∪ ΓD = ∂Ω.

(ii) Az f : Ω×RN → RN , q : Ω×R→ R és s : ΓN ×R→ R függvények mérhet®ek
és korlátosak x ∈ Ω változóra vonatkozóan (illetve x ∈ ΓN , megfelel®en) és C1-
beliek a többi változóban.
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(iii) Bármely (x, η) ∈ Ω×RN esetén az ∂f(x,η)
∂η

deriváltmátrixok szimmetrikusak és λ
sajátértékeik teljesítik a következ®t:

0 < µ1 ≤ λ ≤ µ2 <∞

ahol µ2 ≥ µ1 > 0 konstansok függetlenek (x, η)-t®l.

(iv) Legyen 2 ≤ p (ha N = 2) vagy 2 ≤ p ≤ 2N
N−2

(ha N > 2). Léteznek olyan
ci, di ≥ 0 és 2 ≤ pi ≤ p (i = 1, 2) konstansok, amelyekre bármely x ∈ Ω (illetve
x ∈ ΓN , megfelel®en) és ξ ∈ R esetén teljesül, hogy

0 ≤ ∂ξq(x, ξ) ≤ c1 + c2|ξ|p1−2, 0 ≤ ∂ξs(x, ξ) ≤ d1 + d2|ξ|p2−2

ahol p-t a (5.70)-ben de�niáltuk.

(v) Vagy ΓD 6= ∅, vagy x 7→ inf
ξ∈Rr,j=1,..,r

λ
(s)
j (x, ξ) függvény nem azonosan 0 mm.

ΓN -n.

(vi) g ∈ L2(Ω) és γ ∈ L2(ΓN).

Ekkor az (5.39) feladatnak egyértelm¶en létezik u∗ ∈ H1
D(Ω) gyenge megoldása, azaz

olyan u∗ ∈ H1(Ω), amelyre teljesülnek az alábbiak:

u∗|ΓD = 0

és∫
Ω

[
f(x,∇u∗) · ∇v + q(x, u∗)v

]
+

∫
ΓN

s(x, u∗)v dσ =

∫
Ω

gv +

∫
ΓN

γv dσ (v ∈ H1
D(Ω)).

Bizonyítás. Az el®z® (5.4) tétel speciális (r = 1) esete.

5.1. Megjegyzés. Az 5.2 tételben az (5.12) speciális eseteként az (5.39) feladatnak
megfelel® F : H1

D(Ω)→ H1
D(Ω) általánosított di�erenciáloperátor a következ® képlettel

adható meg:

〈F (u), v〉H1
D

=

∫
Ω

[
f(x,∇u) · ∇v + q(x, u)v

]
+

∫
ΓN

s(x, u)v dσ (u, v ∈ H1
D(Ω)).

Jelölés: Legyen
H1
D(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u|ΓD = 0} (5.40)

és
H2
D(Ω) := H2(Ω) ∩H1

D(Ω)

Szoboljev-tér.
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5.3. Iterációk konvergenciája

5.3.1. Másodrend¶ Dirichlet-feladatok

Tekintsük a következ® másodrend¶ 1. típusú peremértékfeladatot:{
T (u) ≡ −div f(x,∇u) = g(x)

u|∂Ω = 0
(5.41)

ahol Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Továbbá a következ® feltételek teljesülnek:

5.6 feltételek .

(i) Az f : Ω×RN → RN függvény mérhet® és korlátos x ∈ Ω változóra vonatkozóan
és C1-beli a η ∈ RN változóra vonatkozóan, továbbá bármely (x, η) ∈ Ω × RN

esetén az ∂f(x,η)
∂η

deriváltmátrixok szimmetrikusak és λ sajátértékeik teljesítik a
következ®t:

0 < µ1 ≤ λ ≤ µ2 <∞
ahol µ2 ≥ µ1 > 0 konstansok függetlenek (x, η)-t®l.

(ii) g ∈ L2(Ω).

5.6 Konstrukció . Legyen G ∈ L∞(Ω,RN×N) szimmetrikus mátrix-érték¶ függ-
vény, amely teljesíti az alábbi egyenl®tlenséget: léteznek olyan m′ ≥ m > 0 állandók,
amelyre

m〈G(x)ξ, ξ〉 ≤ 〈∂f(x, η)

∂η
ξ, ξ〉 ≤M〈G(x)ξ, ξ〉 ((x, η) ∈ Ω×RN , ξ ∈ RN). (5.42)

A következ® lineáris operátort de�niáljuk:

Su := −div (G(x)∇u) = 0 (x ∈ Ω) (5.43)

Legyen S értelmezési tartománya a következ®: u ∈ H2(Ω) és legyen G(x)∇u ∈
H1(Ω). Ekkor a megfelel® energiatér H1

0 (Ω), amelyet a következ® skaláris szorzattal
látjuk el:

〈u, v〉G :=

∫
Ω

G(x)∇u · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω)). (5.44)

(Ez ekvivalens H1
0 (Ω)-val.)

(Jelölés: Az egyszer¶ség kedvéért a következ®kben elhagyjuk az Ω-n értelmezett integ-
ráloknál a dx-et.)

A T -nek megfelel® F : H1
0 (Ω)→ H1

0 (Ω) általánosított di�erenciáloperátort a követ-
kez® képlettel adjuk meg:

〈F (u), v〉G =

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω)), (5.45)

és hasonlóan, a gyenge alak jobboldalát az alábbi képlettel de�niáljuk: b ∈ H1
0 (Ω)

teljesítse a következ®t:

〈b, v〉G =

∫
Ω

gv (v ∈ H1
0 (Ω)). (5.46)
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5.6. Tétel. Tegyük fel, hogy a 5.6 feltételek teljesülnek. Ekkor a 5.6 konstrukciójából
kapjuk, hogy

cond
(
S−1T

)
≤ M

m
, (5.47)

illetve adódik a következ® konvergencia eredmény:

(1) Legyen u0 ∈ H1
0 (Ω)

ekkor az (un) ⊂ H1
0 (Ω) sorozat legyen a következ® képlettel de�niálva:

un+1 = un −
2

M +m
zn (n ∈ N) (5.48)

ahol zn ∈ H1
0 (Ω) teljesíti a következ® segédfeladatot:∫

Ω

G(x)∇zn · ∇v =

∫
Ω

f(x,∇un) · ∇v −
∫

Ω

gv (v ∈ H1
0 (Ω)), (5.49)

Ekkor az (un) ⊂ H1
0 (Ω) sorozat lineárisan konvergál az (5.41) feladat u∗ ∈ H1

0 (Ω)
gyenge megoldásához, az alábbi becslés szerint:

‖un − u∗‖G ≤
1

m
‖F (u0)− b‖G

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) , (5.50)

ahol F -et és b-t (5.45)-ben és (5.46)-ban de�niáltuk.

(2) Tegyük fel továbbá, hogy G ∈ C1(Ω,RN×N) és Ω egy konvex tartománnyal C2-
di�eomorf. Ekkor bármely u0 ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) esetén a (5.49) segédfeladat az
iteráció során er®s alakba írható:{

Szn = T (un)− g
zn|∂Ω = 0

(5.51)

ahol zn ∈ H2(Ω), és (5.50)-et a következ®re cserélhetjük:

‖un − u∗‖G ≤
1

m%1/2
‖T (u0)− g‖L2(Ω)

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N) , (5.52)

ahol % > 0 az S operátor legkisebb sajátértéke (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)-n)

Bizonyítás. Igazolni fogjuk, hogy T és S teljesítik a 4.2 tétel (i) állításának
feltételeit. Így le kell ellen®riznünk az 4.1 tétel feltételeit, egy eltéréssel: az (4.6)
helyére a (4.28) került.

A (5.42) egyenl®tlenségb®l következik, hogy a G(x) mátrixok sajátértékei egy pozi-
tív konstanssal egyenletesen becsülhet®k alulról és felülr®l, hasonlóan a ∂f(x,η)

∂η
derivált-

mátrixokhoz. Így tehát S egyenletesen elliptikus, amelyb®l az 2.5 állítás segítségével
kapjuk, hogy (5.43)-ban de�niált S operátor egyenletesen pozitív (S ≥ %I, % > 0),
szimmetrikus, lineáris L2(Ω)-ben.
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A divergencia tételb®l kapjuk, hogy∫
Ω

T (u)v =

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (u, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) (5.53)

és (5.42) feltétel segítségével adódik, hogy

mG(x)(∇v −∇u) · (∇v −∇u) ≤ (f(x,∇v)− f(x,∇u)) · (∇v −∇u)

≤ M G(x)(∇v −∇u) · (∇v −∇u),
így (5.53)-b®l kapjuk, hogy

m‖v−u‖2
G ≤

∫
Ω

(T (v)−T (u))(v−u) ≤M‖v−u‖2
G (u, v ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω)), (5.54)

azaz (4.28) egyenl®tlenséget beláttuk. Továbbá (5.53) miatt és F operátor (4.7)-beli
de�níciója miatt (5.45)-höz jutottunk. Mivel feltettük, hogy f ∈ C1, így az 5.1 tétel
bizonyításához hasonló számolással kaphatjuk, hogy F Gâteaux-deriválható, valamint
a derivált a következ®képp néz ki:

〈F ′(u)h, v〉G =

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇v (u, h, v ∈ H1

0 (Ω)) (5.55)

így tehát F ′ bihemifolytonos és szimmetrikus. A 4.1 tétel feltételeit így beláttuk.

A 4.1 tétel (2) állítása szerint a (5.49) sorozat a (5.50) becslés szerint konvergál.
Továbbá, ha G ∈ C1(Ω,RN×N) és Ω egy konvex tartománnyal C2-di�eomorf, akkor a
2.6 tételb®l kapjuk, hogy R(S) = L2(Ω) amely alapján a (4.11) feltétel teljesül. Ekkor
a 4.1 tétel (3) állítása szerint, ha u0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), akkor a segédfeladat írható az
(5.51) er®s alakba , továbbá az (5.52) becslés is teljesül, ahol % > 0 az S operátor alsó
határa (S ≥ %I, % > 0), amely 2.6 állítás szerint megegyezik S legkisebb sajátértékével
(H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)-n). Így a tétel (1) és (2) állítását beláttuk. Végül a fenti (5.47)
kondíciószám becslés a 4.3 megjegyzés alapján a 4.3 de�níció szerint értend® .

Tekintsük az (5.41) feladat módosítását:{
T (u) ≡ −div f(x,∇u) + q(x, u) = g(x)

u|∂Ω = 0.
(5.56)

Ehhez a feladathoz 5.6 tételt módosítani fogjuk.

5.7 feltételek. A 5.6 tétel (i) és (ii) feltételei teljesüljenek, továbbá legyen q :
Ω×R→ R függvény mérhet® és korlátos x ∈ Ω szerint és C1-beli ξ ∈ R szerint.

Legyen

2 ≤ p (ha N = 2) vagy 2 ≤ p ≤ 2N

N − 2
(ha N > 2). (5.57)

A következ® Szoboljev-beágyazás teljesül:

H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) (5.58)
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Valamint léteznek olyan c1, c2 ≥ 0 állandók, amelyekre teljesül, hogy

0 ≤ ∂ξq(x, ξ) ≤ c1 + c2|ξ|p−2 ((x, ξ) ∈ Ω×R).

5.7 Konstrukció . Legyen G ∈ L∞(Ω,RN×N) szimmetrikus mátrix-érték¶ függ-
vény. amely teljesíti az alábbi egyenl®tlenséget: léteznek olyan m′ ≥ m > 0 állandók,
hogy

m〈G(x)ξ, ξ〉 ≤ 〈∂f(x, η)

∂η
ξ, ξ〉 ≤ m′〈G(x)ξ, ξ〉 ((x, η) ∈ Ω×RN , ξ ∈ RN). (5.59)

a megfele® S lineáris operátor és skaláris szorzat 〈., .〉G legyen az (5.43) és (5.44)-ben
de�niált. Végül legyen

M(r) = m′ + c1%
−1 + c2C

∗Kp
p,Ωr

p−2 (r > 0), (5.60)

monoton növ® függvény, ahol Kp,Ω az (5.58)-ban szerepl® beágyazási konstans:

‖u‖Lp(Ω) ≤ Kp,Ω‖u‖G (u ∈ H1
0 (Ω)) (5.61)

C∗ a 5.2 bizonyításában szerepl® állandó és % > 0 jelölje az S operátor legkisebb
sajátértékét. Az általánosított di�erenciáloperátor F : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω) megfelel®

módosítással kapható (5.45)-ból, azaz

〈F (u), v〉G =

∫
Ω

(f(x,∇u) · ∇v + q(x, u)v) (u, v ∈ H1
0 (Ω)). (5.62)

A gyenge alak jobboldala b ∈ H1
0 (Ω) ugyanaz, mint (5.46)-ban.

5.7. Tétel. Tegyük fel, hogy a 5.7 feltételek teljesülnek. Ekkor a 5.7 konstrukciójából
adódik a következ® konvergencia eredmény:

bármely u0 ∈ H1
0 (Ω) esetén, az 5.6 tétel (1) és (2) állítása igaz marad M helyett az

alábbi állíndóval:

M0 := M

(
‖u0‖G +

1

m
‖F (u0)− b‖G

)
(5.63)

Nevezetesen,

(1) Legyen u0 ∈ H1
0 (Ω)

ekkor az (un) ⊂ H1
0 (Ω) sorozat legyen a következ® képlettel de�niálva:

un+1 = un −
2

M +m
zn (n ∈ N) (5.64)

ahol zn ∈ H1
0 (Ω) teljesíti a következ® segédfeladatot:∫

Ω

G(x)∇zn · ∇v =

∫
Ω

(f(x,∇un) · ∇v + q(x, un)v)−
∫
Ω

gv (v ∈ H1
0 (Ω)) (5.65)

a fenti sorozat lineárisan konvergál az (5.56) feladat u∗ ∈ H1
D(Ω) gyenge megol-

dásához az alábbi becslés szerint:

‖un − u∗‖G ≤
1

m
‖F (u0)− b‖G

(
M0 −m
M0 +m

)n
(n ∈ N) . (5.66)
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(2) Ha az 5.6 tétel (2) részében található regularitási feltételek teljesülnek, akkor
(5.63)-est kicserélhetjük a következ®re:

M0 := M

(
‖u0‖G +

1

m%1/2
‖T (u0)− g‖L2(Ω)

)
, (5.67)

és (5.51)�(5.52) is igaz lesz, csak M helyére M0 kerül.

Bizonyítás. Hasonló módon történik, mint 5.6 tételnél. Most 4.2 tétel (ii) részét
alkalmazzuk. Azaz ismét 4.1 tétel feltételeit kell leellen®riznünk, azzal az eltéréssel,
hogy (4.6) helyére (4.29) került. A 4.6 megjegyzés miatt az utóbbi ekvivalens (4.32)-el,
amely jelen esetben azt jelenti, hogy

m‖h‖2
G ≤ 〈F ′(u)h, h〉G ≤M(‖u‖G)‖h‖2

G (u, h ∈ H1
0 (Ω)), (5.68)

ahol az F : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) általánosított di�erenciáloperátort az (5.62)-ben de�ni-
áltunk. Az (5.68) becslés következ®ik az 5.2 tételb®l ((5.13) speciális esete: r = 1
és ΓN = ∅), valamint a skaláris szorzatot (azaz 〈., .〉G-t) kell H1

0 (Ω)-ra változtatnunk,
végül (6.10) alapján K2

2,Ω helyére %−1-t írunk .

5.2. Megjegyzés. Általános esetben, azaz, ha nem teljesülnek a regularitást biztosító
feltételek, akkor az (5.63)-ban található normát a következ®képp lehet kiszámítani: Az
‖F (u0)− b‖G normát az els® iterációs lépés után számítjuk ki, mivel a z0 = F (u0)− b
függvényt (5.65) határozza meg n = 0 esetben. Azaz az iterációnak a következ® módon
kell kezd®dnie:

u0 ∈ H1
0 (Ω) tetsz®leges;

z0 = F (u0)− b meghatározása (5.65) alapján;

M0 = M
(
‖u0‖G + 1

m
‖z0‖G

)
;

u1 = u0 − 2
M0+m

z0 .

(Ezután n ≥ 1 esetén az iteráció az (5.64)�(5.65) lépésekkel folytatódhat.)

Az ‖F (u0) − b‖G most ismertetett kiszámítási módja a fenti (5.50) és (5.66) becs-
lésekben is m¶ködik.

5.3.2. Vegyes feladatok

Másodrend¶, 3. típusú feladatok

Tekintsük a következ® másodrend¶, 3. típusú peremértékfeladatot:
T (u) ≡ −div f(x,∇u) + q(x, u) = g(x) in Ω

Q(u) ≡ f(x,∇u) · ν + s(x, u) = γ(x) on ΓN

u = 0 on ΓD,

(5.69)
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ahol Ω ⊂ RN korlátos tartomány.

Legyen

2 ≤ p (ha N = 2) vagy 2 ≤ p ≤ 2N

N − 2
(ha N > 2). (5.70)

A következ® Szoboljev-beágyazások (ill. becslések) állnak fenn:

H1
D(Ω) ⊂ Lp(Ω), ‖u‖Lp(Ω) ≤ Kp,Ω‖u‖H1

D
(u ∈ H1

D(Ω)), (5.71)

H1
D(Ω)|ΓN ⊂ Lp(ΓN), ‖u‖Lp(ΓN ) ≤ Kp,ΓN‖u‖H1

D
(u ∈ H1

D(Ω)|ΓN ) , (5.72)

ahol Kp,Ω > 0 és Kp,ΓN > 0 a megfelel® konstansok és H1
D(Ω)|ΓN jelöli H1

D(Ω)
nyomát ΓN -n.

5.8 feltételek . Az (1.1) feladatra teljesüljenek a következ® feltételek:

(i) Ω ⊂ RN korlátos tartomány szakaszonként sima peremmel, ΓN ,ΓD ⊂ ∂Ω mérhe-
to, ΓN ∩ ΓD = ∅ és ΓN ∪ ΓD = ∂Ω.

(ii) Az f : Ω×RN → RN , q : Ω×R→ R és s : ΓN×R→ R függvények mérhet®ek
és korlátosak x ∈ Ω változóra vonatkozóan (illetve x ∈ ΓN , megfelel®en) és C1-
beliek a többi változóban.

(iii) Bármely (x, η) ∈ Ω×RN esetén az ∂f(x,η)
∂η

deriváltmátrixok szimmetrikusak és λ
sajátértékeik teljesítik a következ®t:

0 < µ1 ≤ λ ≤ µ2 <∞

ahol µ2 ≥ µ1 > 0 konstansok függetlenek (x, η)-t®l.

(iv) Léteznek olyan ci, di ≥ 0 és 2 ≤ pi ≤ p (i = 1, 2) konstansok, amelyekre bármely
x ∈ Ω (illetve x ∈ ΓN , megfelel®en) és ξ ∈ R esetén teljesül, hogy

0 ≤ ∂ξq(x, ξ) ≤ c1 + c2|ξ|p1−2, 0 ≤ ∂ξs(x, ξ) ≤ d1 + d2|ξ|p2−2

ahol p-t a (5.70)-ben de�niáltuk.

(v) Vagy ΓD 6= ∅, vagy x 7→ inf
ξ∈Rr,j=1,..,r

λ
(s)
j (x, ξ) függvény nem azonosan 0 mm.

ΓN -n.

(vi) g ∈ L2(Ω) és γ ∈ L2(ΓN).

5.8 Konstrukció. Legyen G ∈ L∞(Ω,RN×N) szimmetrikus mátrix-érték¶ függ-
vény. amely teljesíti az alábbi egyenl®tlenséget: léteznek olyan m′ ≥ m > 0 állandók,
amelyre

m〈G(x)ξ, ξ〉 ≤ 〈∂f(x, η)

∂η
ξ, ξ〉 ≤ m′〈G(x)ξ, ξ〉 ((x, η) ∈ Ω×RN , ξ ∈ RN). (5.73)
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Legyen β ∈ L∞(ΓN) és

β(x) ≤ 1

m
inf
ξ∈R

∂ξs(x, ξ) (x ∈ ΓN). (5.74)

A következ® vegyes lineáris peremértékfeladatot de�niáljuk:
Su := −div (G(x)∇u) = 0 (x ∈ Ω)

Ru := ∂G(x)·νu+ β(x)u = 0 (x ∈ ΓN),

u = 0 (x ∈ ΓD)

(5.75)

(ahol ∂G(x)·νu = G(x) ν · ∇u az u x-beli konormális deriváltja).

Legyen S értelmezési tartománya a következ®: u ∈ H2(Ω) és legyen G(x)∇u ∈
H1(Ω). Ekkor legyen a megfelel® skaláris szorzat, amelyet a H1

D(Ω) energiatéren értel-
mezünk, a következ®:

〈u, v〉H1
D(Ω) :=

∫
Ω

G(x)∇u · ∇v +

∫
ΓN

β(x)uv dσ (u, v ∈ H1
D(Ω)). (5.76)

(Megjegyzés: Az (v) feltétel biztosítja (5.76) skaláris szorzat pozitív de�nitségét.)
(Jelölés: Az egyszer¶ség kedvéért a következ®kben elhagyjuk az Ω-n értelmezett integ-
ráloknál a dx-et.)

Az (1.1) feladatot reguláris-nak nevezzük, ha
bármely f ∈ L2(Ω) és ϕ ∈ H1/2(ΓN) esetén, a következ® lineáris feladat{

Su = f in Ω

Ru = ϕ on ΓN
(5.77)

u ∈ H1
D(Ω) gyenge megoldására teljesül, hogy u ∈ H2(Ω). (elégséges feltételek megta-

lálhatóak az 2.3.2 szakaszban.)

Végül legyen

M(r) = m′ + c1%
−1 + d1K

2
2,ΓN

+ c2C
∗Kp1

p1,Ω
rp1−2 + d2C

∗Kp2
p2,ΓN

rp2−2 (r > 0), (5.78)

monoton növ® függvény, ahol Kp1,Ω, Kp2,ΓN > 0 az (5.71)�(5.72)-ben szerepl® beágya-
zási konstansok és C∗ a 5.2 bizonyításában szerepl® állandó, % > 0 jelölje az S operátor
legkisebb sajátértékét.

5.8. Tétel. Tegyük fel, hogy a 5.8 feltételek teljesülnek. Ekkor a 5.8 konstrukciójából
adódik a következ® konvergencia eredmény:

(1) Legyen u0 ∈ H1
D(Ω), és

M0 := M

(
‖u0‖H1

D(Ω) +
1

m
‖F (u0)− b‖H1

D(Ω)

)
, (5.79)
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ahol M(r) a (5.78)-ben de�niált, F jelöli a T -nek megfelel® általánosított di�e-
renciáloperátort és b ∈ H1

D(Ω) pedig legyen a következ®:

〈b, v〉H1
D(Ω) =

∫
Ω

gv +

∫
ΓN

γv dσ (v ∈ H1
D(Ω)).

Legyen

un+1 = un −
2

M0 +m
zn , (n ∈ N) (5.80)

ahol zn ∈ H1
D(Ω)-re teljesül, hogy∫

Ω

G(x)∇zn · ∇v +

∫
ΓN

β(x)znv dσ = (5.81)

∫
Ω

[
f(x,∇un) · ∇v + (q(x, un)− g)v

]
+

∫
ΓN

(s(x, un)− γ)v dσ (v ∈ H1
D(Ω)).

Ekkor az (un) ⊂ H1
D(Ω) sorozat lineárisan konvergál az (1.1) feladat u∗ ∈ H1

D(Ω)
gyenge megoldásához, az alábbi becslés szerint:

‖un − u∗‖H1
D(Ω) ≤

1

m
‖F (u0)− b‖H1

D(Ω)

(
M0 −m
M0 +m

)n
(n ∈ N) . (5.82)

(2) Tegyük fel továbbá, hogy G ∈ C1(Ω,RN×N) és a peremfeltételek legyenek regulá-
risak, azaz (5.77) teljesítsék. Ekkor bármely u0 ∈ H2(Ω)∩H1

D(Ω) esetén a (5.81)
segédfeladat az iteráció során írható er®s alakba:

Szn ≡ −div (G(x)∇zn) = T (un)− g in Ω

Rzn ≡ ∂G(x)·νzn + β(x)zn = Q(un)− γ on ΓN

zn = 0 on ΓD

(5.83)

ahol zn ∈ H2(Ω), és (5.82)-t a következ®re cserélhetjük:

‖un−u∗‖H1
D(Ω) ≤

1

m%1/2

(
‖T (u0)− g‖2

L2(Ω) + ‖Q(u0)− γ‖2
L2(ΓN )

)1/2
(
M0 −m
M0 +m

)n
(5.84)

(n ∈ N).

Bizonyítás. A bizonyítás a 5.7 tétel bizonyításának megfele® módosításával kap-
ható. (1) Mivel a (1.1) feladat megegyezik a 5.5 tétel feladatával (a feltételek is meg-
egyeznek), ezért az utóbbiból tudjuk hogy az (1.1) feladatnak egyértelm¶en létezik
u∗ ∈ H1

D(Ω) gyenge megoldása, azaz olyan u∗ ∈ H1(Ω), amelyre teljesülnek az alábbi-
ak:

u∗|ΓD = 0
és∫
Ω

[
f(x,∇u∗) · ∇v + q(x, u∗)v

]
+

∫
ΓN

s(x, u∗)v dσ =

∫
Ω

gv +

∫
ΓN

γv dσ (v ∈ H1
D(Ω)).

(5.85)
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Ekkor a fenti (5.85) egyenlet baloldala az 5.2 tétel speciális (r=1) esete, (az 5.2
tétel feltételei teljesülnek a 5.8 feltételek alapján), továbbá a (5.76) skaláris szorzat
is megegyezik a tételbelivel. Így a 5.2 tétel szerint a (5.85) baloldalával a következ®
F : H1

D(Ω)→ H1
D(Ω) általánosított di�erenciáloperátort de�niálhatjuk:

〈F (u), v〉H1
D

=

∫
Ω

(f(x,∇u) · ∇v + q(x, u)v) +

∫
ΓN

s(x, u)v dσ (5.86)

(u, v ∈ H1
D(Ω)), amely bihemifolytonos szimmetrikus Gâteaux-deriválttal rendelkezik,

és teljesül rá az

m‖h‖2
H1
D(Ω)r ≤ 〈F

′(u)h, h〉H1
D(Ω)r ≤M(‖u‖H1

D(Ω)r)‖h‖2
H1
D(Ω)r (u, h ∈ H1

D(Ω)r)

(5.87)
egyenl®tlenség, ahol m = µ1 > 0 konstans és

M(r) := µ2+c1K
2
2,Ω+d1K

2
2,ΓN

+c2C
∗Kp1

p1,Ω
rp1−2+d2C

∗Kp2
p2,ΓN

rp2−2 (r > 0), (5.88)

monoton növ® függvény, ahol K2,Ω, K2,ΓN , Kp1,Ω, Kp2,ΓN > 0 az (5.71)�(5.72)-ban sze-
repl® beágyazási konstansok. Továbbá a (6.10) összefüggésnek köszönhet®en K2

2,Ω he-
lyére %−1 kerülhetett, így tehát kaptuk, hogy

M(r) = m′+c1%
−1+d1K

2
2,ΓN

+c2C
∗Kp1

p1,Ω
rp1−2+d2C

∗Kp2
p2,ΓN

rp2−2 (r > 0), 5.78 (5.89)

Végül a 3.5 tétel segítségével kaphatjuk meg az els® állítást, a tétel feltételei telje-
sülnek (H helyére H1

D(Ω) kerül).
(2) A segédfeladat er®s alakját indukcióval kaphatjuk, hasonlóan, 5.6 és 5.7 tétel

bizonyításához. Nevezetesen, ha a peremfeltételek regulárisak (5.77)-értelemben, az
5.3 megjegyzés szerint a segédfeladatot a következ® alakba írhatjuk:

un+1 = un −
2

M0 +m

(
S
R

)−1 [(
T
Q

)
(un) :=

(
g
γ

)]
,

így, ha un ∈ H2(Ω) ∩ H1
D(Ω), akkor tehát un+1 ∈ H2(Ω) ∩ H1

D(Ω), amelyb®l, ha
feltesszük, hogy u0 ∈ H2(Ω)∩H1

D(Ω), akkor tudjuk, hogy un ∈ H2(Ω)∩H1
D(Ω) (n ∈

N). Továbbá (5.86)-ból kapjuk, hogy

〈F (u), v〉H1
D

= 〈T (u), v〉L2(Ω) + 〈Q(u), v〉L2(ΓN ) (u, v ∈ H2(Ω) ∩H1
D(Ω))

(azaz, az általánosított di�erenciáloperátor (4.7)-beli de�níciója helyére a fenti került),
így (5.52)-ben a ‖T (u0)−g‖L2(Ω) tag helyére a (T (u0)−g,Q(u0)−γ) páron értelmezett
szorzat-norma kerül, amelyb®l következik (5.84).

5.3. Megjegyzés. A (5.83) er®s alak megvilágítja az F , T és S operátorok szerepét a
segédfeladatban. Nevezetesen de�niáljunk operátor párokat, amelyek szorzattérbe (két
tér direkt szorzata) képeznek(

T
Q

)
, illetve

(
S
R

)
: H2

D(Ω)→ L2(Ω)×H1/2(ΓN)
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(
T
Q

)
(u) :=

(
T (u)
Q(u)

)
,

(
S
R

)
(u) :=

(
S(u)
R(u)

)
Ha a peremfeltételek regulárisak (5.77)-értelemben, akkor

(
S
R

)
pár bijektív. Ennek

köszönhet®en (5.81) egybeesik (5.83)-al, továbbá a (5.80)�(5.81) iterációt írhatjuk er®s
alakba:

un+1 = un −
2

M0 +m

(
S
R

)−1 [(
T
Q

)
(un) :=

(
g
γ

)]
továbbá, a kapott (5.84) konvergencia becslésnek megfelel® kondíciószám a következ®:

cond

((
S
R

)−1(
T
Q

))
≤ M0

m

amely függ u0-tól.

5.4. Megjegyzés. Reguláris esetben a (5.82)-beli ‖F (u0)−b‖H1
D(Ω) normát becsülhet-

jük a következ® normával:

%−1/2
(
‖T (u0)− g‖2

L2(Ω) + ‖Q(u0)− γ‖2
L2(ΓN )

)1/2

amely segítségével (5.84)-t megkaphatjuk. Ezt a becslést lehet használni a (5.79)-ben
is. Ha a regularitási feltétel nem teljesül, akkor ‖F (u0)−b‖H1

D(Ω)-t az 5.2 megjegyzéshez
hasonlóan lehet kiszámítani.
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6. fejezet

Függelék

A következ® két alfejezetet [11] alapján írtam.

6.1. Re�exív Banach-terek

6.1. De�níció. Ha X normált tér, akkor X∗∗ := (X∗)∗ az X második duális tere.

A de�níció értelmes, mert X∗ is normált tér, így van duálisa. Szintén igaz itt is, hogy
a második duális mindig Banach-tér.

Példa X∗∗-beli funkcionálra. Legyen x ∈ X adott, és x∗∗ : X∗ → K az a funkcionál,
amely minden φ-hez φx-et rendeli hozzá, azaz

x∗∗φ := φx. (6.1)

Jelölés (gyakran használatos): ha X normált tér, φ ∈ X∗ és x ∈ X, akkor legyen

〈φ, x〉 := φx. (6.2)

Ha X Hilbert-tér, akkor az X∗ = X azonosítás mellett ez valóban skalárszorzat.
(El®fordul ugyanerre a fordított jelölés is, azaz 〈x, φ〉 = φx.) A fenti jelölés els®sorban
re�exív Banach-terek esetén szemléletes, ha ugyanis nemcsak az X∗∗ és X tereket,
hanem az x∗∗ és x elemeket is azonosítjuk, akkor (??) úgy írható, hogy

〈x, φ〉 = 〈φ, x〉 (∀x ∈ X, φ ∈ X∗),

ami szemlélteti X és X∗ szerepének szimmetriáját és a �duális tér" elnevezést.

6.1. Megjegyzés. A Gâteaux-deriválásnál is használjuk ezt a jelölést (lásd: 6.3).

6.1. Tétel. Re�exív Banach-térben minden korlátos sorozatnak van gyengén konver-
gens részsorozata.
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6.2. Gâteaux-derivált

6.2. De�níció. Legyenek X, Y normált terek. Egy F : X → Y (nemlineáris) operátor
(a) Gâteaux-deriválható az u ∈ X pontban, ha

(i) bármely v ∈ X esetén létezik

∂vF (u) = lim
t→0

(F (u+ tv)− F (u))

t
∈ Y ;

(ii) a v 7→ ∂vF (u) hozzárendelés folytonos lineáris operátor X-b®l Y -ba.
A második tulajdonság szerinti operátort F ′(u)-val jelölve

F ′(u)v := ∂vF (u) és F ′(u) ∈ B(X, Y ).

(b) Fréchet-deriválható (vagy csak egyszer¶en deriválható ) az u ∈ X pontban, ha
van olyan A ∈ B(X, Y ) folytonos lineáris operátor, hogy

lim
v→0

‖F (u+ v)− F (u)− Av‖
‖v‖

= 0.

Ekkor A egyértelm¶, és szintén F ′(u)-val jelöljük. (Ez az alábbiak miatt nem okoz
félreértést.)

6.2. Megjegyzés. (i) A Fréchet-deriválhatóságból következik a Gâteaux-deriválható-
ság, és a kétféle derivált egybeesik. Visszafelé viszont nem következik, már R2 → R
függvények esetén is el®fordul, hogy f Gâteaux-deriválható, de nem Fréchet-deriválható.

(ii) Magasabbrend¶ deriváltak a de�níció ismételt alkalmazásával értelmezhet®k.
Ha például Φ : X → R Gâteaux-deriválható és Φ′ : X → B(X,R) = X∗ is Gâteaux-
deriválható valamely u ∈ X pontban, akkor Φ′′(u) := (Φ′)′(u) ∈ B(X,X∗).

Legyen Φ : X → R számérték¶ leképezés (funkcionál). Ekkor a Gâteaux-derivált
de�níciójában Y = R, és Φ′(u) ∈ B(X,R) = X∗.

A re�exív Banach-tereknél bevezetett (6.2) jelölést használjuk

〈Φ′(u), v〉 := Φ′(u)v, (6.3)

ami Hilbert-tér esetén valóban skalárszorzat.

6.1. Állítás (Lagrange-középértéktétel). Legyen Φ : X → R Gâteaux-di�erenciálható,
u, v ∈ X. Ekkor létezik ξ ∈ [u, v], hogy Φ(v)− Φ(u) = 〈Φ′(ξ), v − u〉.

6.2. Állítás (másodrend¶ Taylor-formula). Legyen Φ : X → R kétszer Gâteaux-
differenciálható, u, v ∈ X. Ekkor létezik ξ ∈ [u, v], hogy

Φ(v)− Φ(u) = 〈Φ′(u), v − u〉+
1

2
〈Φ′′(ξ)(v − u), v − u〉 .
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6.3. De�níció. Legyenek X, Y és Z normált terek, A : X → B(Y, Z) leképezés. Azt
mondjuk, hogy

(i) A hemifolytonos, ha minden u, v ∈ X és minden w ∈ Y esetén a t 7→ A(u+ tv)w
leképezés folytonos R-b®l Z-be;

(ii) A bihemifolytonos, ha minden u, v, w ∈ X, z ∈ Y esetén az (s, t) 7→ A(u+ tv +
sw)z leképezés folytonos R2-b®l Z-be.

A fenti de�níció általánossága arra jó, hogy többféle szokásos helyzetben is értel-
mezhessünk (bi)hemifolytonosságot. Legyen például Φ : X → R adott funkcionál.

• Ha Y = Z = R, akkor B(Y, Z) = B(R,R) = R, így értelmezhet® a
Φ : X → R (bi)hemifolytonossága.

• Ha X = Y és Z = R, akkor B(Y, Z) = B(X,R) = X∗, így értelmezhet® a
Φ′ : X → X∗ Gâteaux-derivált (bi)hemifolytonossága.

• Ha X = Y és Z = X∗, akkor B(Y, Z) = B(X,X∗), így értelmezhet® a
Φ′′ : X → B(X,X∗) második Gâteaux-derivált (bi)hemifolytonossága.

6.2. Tétel (Newton�Leibniz). Legyen Φ : X → R, u, v ∈ X.

(1) Ha Φ Gâteaux-deriválható és Φ′ hemifolytonos, akkor

Φ(v)− Φ(u) =

∫ 1

0

〈Φ′(u+ t(v − u)), v − u〉 dt.

(2) Ha Φ kétszer Gâteaux-deriválható és Φ′′ hemifolytonos, akkor

Φ′(v)− Φ′(u) =

∫ 1

0

Φ′′(u+ t(v − u))(v − u)dt,

amin azt értjük, hogy minden z ∈ X esetén

〈Φ′(v)− Φ′(u), z〉 =

∫ 1

0

〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), z〉 dt.

6.3. Szoboljev-terek

Az alábbiakat [1, 11] alapján írtam.

Legyen p egy valós szám, amely teljesül, hogy

2 ≤ p (if N = 2) vagy 2 ≤ p ≤ 2N

N − 2
(if N > 2). (6.4)

A következ® Szoboljev-beágyazások (ill. becslések) állnak fenn:

H1(Ω) ⊂ Lp(Ω), ‖u‖Lp(Ω) ≤ Kp,Ω‖u‖H1(Ω) (u ∈ H1(Ω)), (6.5)

H1(Ω)|Γ ⊂ Lp(Γ), ‖u‖Lp(Γ) ≤ Kp,Γ‖u‖H1(Ω) (u ∈ H1(Ω)|Γ) (6.6)
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ahol Γ ⊂ ∂Ω a perem mérhet® részhalmaza és Kp,Ω > 0 és Kp,Γ > 0 a megfelel®
konstansok és H1(Ω)|Γ jelöli H1(Ω) nyomát Γ-n.

Ezekben feltételezzük, hogy a H1(Ω) és a H1
0 (Ω) terek, olyan normával legyenek

ellátva, amelyre teljesül ‖.‖ a következ® egyenl®tlenség:∫
Ω

|∇u|2 ≤ ‖u‖2. (6.7)

6.1. Lemma. Legyen Ω ⊂ R2 korlátos tartomány, szakaszonként sima peremmel. Te-
kintsünk egy olyan normát, amelyre teljesül az el®z® (6.7) egyenl®tlenség, valamint
tekintsük a következ® Szoboljev beágyazást a megfelel® Dirichlet-peremfeltételek mellett:

H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ‖u‖Lp(Ω) ≤ Kp,Ω‖u‖ (u ∈ H1

0 (Ω)). (6.8)

Ekkor
Kp1+p2
p1+p2,Ω

≤ p1p2

2
Kp1−1

2(p1−1),ΩK
p2−1
2(p2−1),Ω . (6.9)

Példa. A (6.8)-ban szerepl® Kp,Ω beágyazási konstans becsülhet® a következ® mó-
don:

(a) (p = 2). Legyen % > 0 −∆ operátor (H2(Ω)∩H1
0 (Ω)-n értelmezett) legkisebb

sajátértéke. Ekkor 2.3 megjegyzés alapján kapjuk, hogy

K2
2,Ω ≤

1

%
. (6.10)
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