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1. fejezet

El16sz6

Szakdolgozatom a kovetkezd tipust vegyes nemlinedris elliptikus peremértékfeladatok
megoldhatosagarol és iteracios kozelitésérdl szol:

T(u) = —div f(z, Vu) + q(z,u) = g(x) in Q
Qu)=  f(z,Vu) -v+s(z,u) = v(x) onTy (1.1)
u =0 on I'p,

ahol Q R korlatos tartomany. Ez a feladat megtalalhato Karatson Janos és Farago
Istvan tanulméanyaban [12]. Ezen iras feldolgozasa, tételek segitségével valo leveze-
tése szintén célja dolgozatomnak. Tehat munkam célja kettds, egyrészrél munkiamnak
tartalmaznia kell minden olyan eredményt, amely kozelebb visz az emlitett tanulmany-
ban talalhato allitdsok megértéséhez, illetve azok bizonyitasahoz sziikséges, masrészrél
a fentihez hasonlo feladatok természetét, azok lényeges tulajdonsagait kellett kutatnom
és irasba foglalnom.

A nemlineéris elliptikus peremértékfeladatok megoldasanal, mivel legtobbszor nem
ismert az egzakt megoldas, igy kozelit6 modszerek, azaz iteraciok alkalmazasara van
sziikség, tovabba, ha szeretnénk képet alkotni a vizsgilandoé feladatrol, akkor diszkre-
tizaciora is sziikségiink lesz, hiszen enélkiil nem lehetséges a szamitogépes modellezés.
Az iteraciok sok feladat esetén nem konvergalnak, illetve konvergélnak, de azt nagyon
lassan teszik. Mindkét esetben segithet a prekondicionalés alkalmazasa. Az els§ eset-
ben elengedhetetleniil sziikséges, a masodikban pedig nagyon hasznos, illetve célszerii.
Prekondicionalas alkalmazasa esetén az az a megoldas terjedt el, hogy el6szor diszk-
retizdlnak és a mar végessé tett feladatra keresnek alkalmas prekondicionalé matrixot
(tehat eldszor végessé teszik a feladatot és utana probaljak javitani az iteracio konver-
genciajat). Sok szempontbol hasznos, ha nem igy kezeljiik a feladat megoldasa soran
felmeriils problémakat. Nevezetesen, ha az absztrakt (végtelen dimenzios) feladatot
probaljuk meg kezelhet6vé tenni, azaz elGszor az eredeti peremértékfeladathoz (illetve
annak gyenge alakjahoz) keresiink megfelelg prekondicionalé operatort és csak ezutan
tessziik végessé a méar prekondicionalt feladatot.

Dolgozatomban az utébbi megkdzelités egy alapvetd irdnyzatat, a prekondiciondlo
operdtorok elvét fogom vézolni, illetve bizonyos esetre (a fenti elliptikus vegyes pe-
remértékfeladatra) kifejteni, azon beliil is csupéan az elvi (végtelen dimenziés) részérdl



irtam, a feladat diszkretizacios (véges dimenzios) szintjének (beleértve a végeselem
modszert és a racsfiiggetlenség fogalmat) kifejtése mar nem célja a dolgozatomnak.
A fenti elv megvalositasa esetén a gyakorlatban a végtelen dimenzios feladatra alkal-
mazott iteraciok levetitésével kapunk megfelels iteraciokat a végeselemes alterekben
és a konvergencia 6roklsdik (racsfiiggetleniil). Az iteraciok koziil dolgozatomban csak
az egyszer( iteraciorol (gradiens modszerrdl) irok, tovabba a megfeleld prekondicionalo
operator kivalasztasdhoz is alapvet&en egy fogalmat hasznélok, nevezetesen a spektralis
ekvivalenciat (bar ennek sok forméaja ismeretes, tobb fontos tipus koézott lehet ekviva-
lenciat talalni), amely feltétel megléte maga utan vonja a megfeleld kondicioszam (itt
is tobb definici6 ismert, harom {6 eset van: 1. a matrixok, 2. a linearis operatorok
és 3. nemlinearis operatorok kondicioszama) korlatossagat, azaz feliilr6l valo becsiilhe-
tGségét. Tovabba, ha teljesiil a spektralis ekvivalencia feltétel (illetve, ha a megfelels
kondicioszam korlatos), akkor linearis és nemlineéaris esetben is tétel mondja ki, hogy
az egyszeri iteracié (gradiens modszer) linearisan konvergal.

Dolgozatom vezérfonalat adja Karatson Janos és Farago Istvan mive [10], amelynek
tobb fejezetét (nevezetesen a 3., 5., 6. és a 7.) hasznaltam.

Dolgozatom mésodik fejezetében mondom ki a kontraktivitasi lemmaét, tovabbé az
ezt hasznal6 Kantorovich-Akilov tételt, azaz az egyszerii iteracio lineéris esetére vo-
natkozé éllitast, valamint linearis operatorok prekondicionaléséarol irok (egy nevezetes
eredménnyel illusztralom: Czach tételével). A harmadik fejezetben a nemlinearis opera-
torokrol irok, azon beliil is a monoton operatorok egy specidlis tipusarél, a potencidlope-
ratorokrol (a fenti vegyes peremértékfeladat (1.1) is ilyen tulajdonsagn). Itt mondom ki
az egyszer( iteracié nemlinearis esetére vonatkozoé allitast. A negyedik fejezetben a pre-
kondicionalas fogalmat nemlinearis feladatokra vazolom, illetve mondom ki dolgozatom
egyik alapvetd, prekondicionalasrol szolo tételét (tobbek kozt kideriil, hogy regularis
esetben reprezenticiok segitségével az erds feladat differencidloperatoraval is felirhato
az iteracio (segédegyenlete), valamint az arra vonatkozo konvergenciabecslés)[4.1 tétel].
Az 6t6dik fejezetben nemlinearis elliptikus parcialis differencialegyenletek megoldhato-
sagardl és tulajdonsagairol, tovabba elliptikus peremértékfeladatok prekondicionalasa-

s

Ezuton is szeretném megkoszonni témavezetdmnek Karatson Janosnak a batoritast,
a segitGkészségét és a témaban nyuijtott értékes segitségét.



2. fejezet

Linearis elliptikus feladatok
alaptulajdonsagai

2.1. Linearis operatorok tulajdonsagai Hilbert-téren

Ha kiilon nem jelezziik, akkor ebben az alfejezetben mindig feltessziik, hogy H egy
adott Hilbert-tér.

2.1.1. Jelolések

Legyenek el6szor X és Y vektorterek. Az aldbbi jeloléseket hasznaljuk majd: azt irjuk,
hogy A: X — Y, ha D(A) = X és azt, hogy A: X D= Y, ha D(A) C X altér.

Specialisan legyen X,Y:=H, ekkor

(i) ha S : H >~ H operéator, azaz D(S) C H (S : D(S) — H), akkor azt mondjuk,
hogy (S operator) H-ban értelmezett.

(ii) ha S : H — H operator, azaz D(S)=H, akkor azt mondjuk, hogy (S operator)
H-n értelmezett.

2.1. Megjegyzés. Nem korlatos esetben az operatort altalaban nem lehet az egész
téren értelmezni. Egy S nem korlatos operator D(S) C H értelmezési tartoméanyat
gyakran ugy véalasztjik meg, hogy az H-ban mindeniitt stri altér legyen.

Jelolés:

1. Korlatos linearis leképezéseket a kovetkezGképp jeloljiik: legyenek X és Y normalt
terek, ekkor B(X,Y) jelolje az X — Y korlatos linearis leképezéseket. Specidlisan,
ha X = Y = H, ahol H Hilbert-tér, akkor B(H)-t frunk B(X,Y) helyett. Ez
vektortér.

2. A k-szor folytonosan differencidlhato (€2-n értelmezett valos értéki) fiiggvények
halmazat C*(Q)-al jelsljiik. Ez vektorteret alkot.
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2.1.2. Nem korlatos operatorok alaptulajdonsagai, energiatér

Az alabbiakat [11]| alapjan irtam.

2.1. Definicié. Egy A : H D— H linearis operator szimmetrikus, ha (Ax,y) = (x, Ay)
teljesiil minden x,y € D(A) esetén.

2.2. Definicié. Egy S : H D— H szimmetrikus (linearis) operator

(i) pozitiv, ha
(Su,u) >0 (u € D(S)).

(ii) szigorian pozitiv, ha
(Su,u) >0 (u e D(S),u #0).
(iii) egyenletesen pozitiv, ha létezik olyan p > 0 alland6, hogy
(Suu) > plul?  (ue D(S)).
Ekkor ezt ugy jeloljiik, hogy S > pl.

2.3. Definici6. Legyen H valos Hilbert-tér és D(S) C H stiri altér.
Legyen S : D(S) — H szigorian pozitiv szimmetrikus linearis operétor. Az

(u,v)s = (Su,v) (u,v € D(S)).

forméat az S-hez tartoz6 energia-skaldrszorzatnak nevezziik, tovibba az ennek megfelel
|.]ls normét energianormdnak hivjuk.

Az S-hez tartozo energiatér pedig Hg:= [D(S), ( ,)s|, azaz D(S) teljessé tétele az
energia-skalarszorzattal.

2.2. Megjegyzés. Ha speciélisan S (lineéris) operator egyenletesen pozitiv, (S > pl,
p > 0), akkor az energianorma erdsebb az eredetinél D(S)-en, mert

lulls = (w,u)s = (Su,u) = pllul*  (ue D(S)),

2.1. Allitas. Ha S egyenletesen pozitiv, akkor Hg C H, azaz Hg azonositds erejéig
beagyazhato H-ba.

lulls = u,u)s = (Su,u) = pllul*  (ue D(S)),
2.1. Kovetkezmény. Ha S > pl, akkor az
lulls = pllul® (v € Hs), (2.1)
tehdt a becslés minden (uw € Hg) esetén is fenndll.
2.2. Allitas. Ha S > plI, akkor az

lulls <p~2lISull (ue D(S)), (2.2)
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Bi1zoNYITAS. A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenségbdl kapjuk, hogy
lull§ = (Su,u) < [[Sullllull  (u€ D(S)),
tovabba 2.1-b6l adodik, hogy
lull <p™2lulls (€ D(S)), (2.3)
ezekbdl a kivant allitashoz jutunk. m

Ha A egyenletesen pozitiv, akkor értelmezhets az operatoregyenlet gyenge megol-

c e,

2.4. Definici6. Legyen f € H adott vektor. Az u € Hg vektor az Su = ¢ feladat
gyenge megolddsa, ha
(u,v)g = (f,v) (Vv e Hg). (2.4)

2.1. Tétel. Legyen H wvalos Hilbert-tér, D C H strd altér és S : D — H egyenletesen
pozitiv szimmetrikus linedris operdtor.
Ekkor barmely g € H esetén az
Su=gqg

egyenletnek egyértelmien létezik u* € Hg gyenge megolddsa, azaz, amelyre teljesiil,

hogy
(u™,v)s = (g, ) (v € Hg). (2.5)

BizonyITAs. A
¢:Hs— R, o¢v :=(g,v)

funkcional linearis és korlatos (Hg-en) az alabbi becslésnek koszonhetGen:
[ov] = [{g,0)] < llgllllvll < p~llgllllvlls

a (2.1) egyenlStlenség segitségével. Ezutan a Riesz-tételbdl kovetkezik u* létezése és
egyértelmiisége. m

2.1.3. Spektralis ekvivalencia és kontraktivitas

Ebben a szakaszban legyen A, B € B(H) (tehat korlatos linearis operator).

2.5. Definicid. [Spektrdlis ekvivalenciafeltétel, linedris eset| Legyen A és B egyenlete-
sen pozitiv 6nadjungélt linearis operator. A és B spektrdlisan ekvivalensek, ha léteznek
olyan M > m > 0 konstansok amelyekre teljesiil, hogy

m(Bh,h) < (Ah,h) < M(Bh,h)  (h € H). (2.6)

Fontos specidlis eset, ha az A operator helyett az F”(u) derivaltoperatort irjuk:
m(Bh,h) < (F'(u)h,h) < M{(Bh,h) (u,h € H) (2.7)
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2.3. Allitas. Ha A és B egyenletesen pozitiv énadjungdlt linedris operdtorok spektrd-
lisan ekvivalensek, akkor Hy = Hg = H és

m'2||h)ls < |hlla < M2l (h e H). (2.8)

BizoNYITAS. Mivel A és B alulrol és feliilrél korlatos, a 2.2 megjegyzésbdl kovet-
kezik, hogy Hy = Hp = H. Végiil (2.6)-bol nyilvanvaloan kévetkezik (2.8). m

2.1. Lemma. Ha A és B egyenletesen pozitiv énadjungdlt linedris operdtorok spektrd-
lisan ekvivalensek, akkor

m(A7 h,hy < (B~'h,h) < M{A7'h,B) (k€ H). (2.9)

BizONYITAS. Csak (2.9) jobb oldalat bizonyitjuk, a bal oldal hasonlo. Legyen
v € H. A h = B™"?y helyettesitéssel (2.6) segitségével azt kapjuk, hogy

|AY2BY 2|2 = || AY2h||? < M||BY2h||? = M]Jv]>
amelybdl az kdvetkezik, hogy
|B-Y2AY2)2 = ||(B-Y2AV2) |2 = | AV2B~V2|12 < M,
végiil ebb6l megkapjuk a bizonyitandé egyenltlenséget:

(B7'h,h) = | B7Y2AYVZAT2h|2 < M||ATV2h)> = M(A™ 'R, h)  (he H). =

A 2.3 allitasbol és a 2.1 lemmabol adodik:

2.2. Kovetkezmény. Ha A és B egyenletesen pozitiv énadjungdlt linedris operdtorok
spektralisan ekvivalensek, akkor

m2 ||k 41 < |[h]lp-1r < MY2||h) 4 (he H). (2.10)

Most kovetkezik egy alapvetd kontraktivitasi eredmény, amelyet az el6z6 lemma
segitségével bizonyitunk be. Ezt alkalmazza a Kantorovich-Akilov tétel, tovabba a 3.4
tételben is felhasznaljuk:

2.2. Lemma. Ha A és B egyenletesen pozitiv dnadjungdlt linedris operdtorok spektrd-
lisan ekvivalensek, akkor a kivetkezd kontraktivitdsi becslések dllnak fenn:

2 M —m
I— AB Y41 < 2.11
I = 57 AB  a < 3 (2:11)
2 M—m
I— B7'A|ls < 2.12
=B Al < 5 (2.12)

(ahol I az identitds-operdtor).
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BIzZONYITAS. Legyen C' = ™™ B Elgszor (2.11)-t igazoljuk.

Az I — AC! operator 6nadjungélt az A~! energianormaval, mivel
(AC7'h,v) 41 = (O h,v) = (h, O™ ) = (h, AC ) 4 (h,v € H).

Ebbél kapjuk, hogy

(L = AC™Y)h, h) 41| (A~ =R k)|

I — AC Y| 4-1 = su = su 2.13
A O™ = ;2= B"-bol, (2.6)-bol és 2.1 lemmabol kivetkezik, hogy
2m 2M
AR B < (C7MhR) < Ath, h).
M +m< 9 > —_ < Y > — M+m< Y >
Ebbél minden h € H-ra
M—m M—m
— AT W) < (AP = C YR h) < A7 h. h
(AT ) < (A7 = O B) < S (A B)
azaz a (2.13)-beli szuprémum tényleg legfeljebb %;Z

Az (2.12) bizonyitasa analog (2.11)-ével. Azt kell belatni, hogy az I—C~' A operator
onadjungélt a B energianorméval és igy

(U =C b byl _ B = s Ak, B
IR11% s (Bh, h) ’

|l — C~tA||p = sup (2.14)
h#0

felhasznalva, hogy C~' = 72—B~". (Ah, h)-t (2.6)-al becsiilve kaphatjuk, hogy

M —m 2 M —m
— Bh.h) < {(B — Ah, h) <
M+m< h) < (( M+m),>_M+m

(Bh.h)  (he H),
azaz a (2.14)-beli szuprémum tényleg legfeljebb %—Irmn |

A kapott kontraktivitasi eredmény képessé tesz minket, hogy kozvetleniil igazoljuk
az egyszeri iteracio (gradiens modszer) konvergenciajat egyenletesen pozitiv korlatos-
linearis operatorokra. A lépéskoz legyen allandoé.

2.2. Tétel. (Kantorovich-Akilov, [6]). Legyen H wvalds Hilbert-tér és legyen A : H —
H (egyenletesen pozitiv) onadjungdlt korldtos linedris operdtor, amelyre teljesil a ko-
vetkezd eqyenldtlenséy:

m|[a|* < (Ah,h) < M|B|I* (u,h € H), (2.15)
ahol M > m > 0 dllandck, melyek u, h-tol figgetlenek. Legyen b € H tetszdleges és

u* € H jelolje az
Au=1>b

egyenlet eqyértelmiien létezd megolddsdt.
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Ekkor minden ug € H esetén az

(Au, —b)  (neN) (2.16)

Up+1 = Up

C M+m
sorozat u*-hoz konvergdl, mégpedig a kovetkezd linedris becslés szerint:

M—m
M+m

1 n
o = < - L uy — ] ( ) (neN).

B1ZONYITAS. Az Au = b egyenlet megoldasanak létezése és egyértelmiisége a (2.15)
egyenlStlenséghdl kovetkezik, mivel A spektrumanak 0 nem eleme. A (2.16) sorozat
konstrukciojabol az kovetkezik, hogy

2
M+m

U1 — U = (1 - A) (Un —u*)  (n€N),

igy, a 2.2 lemmét alkalmazva, a B = I helyettesitéssel (ahol [ az identités-operator),
azt kapjuk, hogy

M —m
M+m

[unta — ]| < [un =w]| - (n € N).

Amelybdl indukci6 segitségével kovetkezik, hogy

M—m
M+m

Hun—u*HS( )uuo—u*u (neN)

tovabba (2.15)-bdl adodik, hogy
luo — [} < (1/m)[| Aug — b]|,

amely segitségével a bizonyitandé allitashoz jutunk. m

2.2. Szoboljev-terek

Az alabbi alfejezetet Simon Laszlo el6adésai, illetve [14] alapjan irtam. Ebben az
alfejezetben legyen 2 C RY korlatos tartomany, k > 0.

2.6. Definicié. Legyen Q0 c R? korlatos tartomany, k > 0. Tekintsiik a kovetkezs
euklideszi-teret: C*(Q2) vektorteret lassuk el az alabbi skalaris szorzattal:

=Y [ @ pera)

laf <k

ahol f és g valos fiiggvények. Ha ezt teljessé tessziik a fenti skalarszorzatbol szarmazta-
tott normaval, akkor megkapjuk a (k-ad rendi) Szoboljev-teret és H*(Q)-val jeloljiik.
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2.3. Tétel. H*(Q) izometrikusan izomorf a kivetkezd halmazzal: X, := (f € L*() :
0°f € L*(Q) disztribicids értelemben, a fenti skaldris szorzattal és tetszdleges pontos-
sdggal approximdlhato C*(Q)-beli fiigguényekkel)

2.7. Definicié. Tekintsiik a kovetkezs euklideszi-teret: CF(Q) vektorteret a fenti ska-
laris szorzattal lassuk el (f és g valos fiiggvények). Ha ezt teljessé tessziik a fenti
skalarszorzatbol szarmaztatott normaval, akkor kapjuk a HY(€2) Szoboljev-teret.

2.4. Tétel. HY(Q) izometrikusan izomorf a kévetkezd halmazzal: Xy = (f € L*(Q) :
0°f € L*(Q) disztribicids értelemben, a fenti skaldris szorzattal, valamint tetszdleges
pontossdggal approzimdlhats CF(Q)-beli figguényekkel)

2.3. Linearis elliptikus feladatok megoldhat6saga és egy-
értelmiisége

Legyen Q C RY korlatos tartomany. Ebben a szakaszban a kovetkezé masodrendii
linearis elliptikus operatort tekintjiik:

Su = —div (K (z)Vu) (x € Q) (2.17)

tegyiik fel tovabba, hogy S egyenletesen elliptikus , azaz a K € C*(Q, RV*N) szimmet-
rikus matrix értékid fliggvény teljesiti az alabbi feltételt:

o(K(zx)) C [m,M] C (0,00) (x € Q). (2.18)

2.3.1. Gyenge megoldas

Ennek a szakasznak alapvet&en az a célja, hogy a késGbb bizonyitand6é eredmények
segitségére legyen, azok alkalmazhassék ezeket.

Legyen Q C RY korlatos tartomany. Tekintsiik a linearis Dirichlet-feladatot:

{Su:g (x € Q)

(2.19)
uan =0,

ahol az S operator az (2.17)-beli, tovabb4 legyen g € L?(2).

2.5. Tétel. Az (2.19) peremértékfeladatnak egyértelmien lélezik u* € HY(Q) gyenge
megolddsa, azaz, amelyre teljesil, hogy

/QK(x) Vu* - Vv = /ng (v € Hy(S)). (2.20)
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2.4. Allitas. (Szoboljev-egyenlétlenség) [10]. Létezik olyan v > 0 konstans, amelyre

/ Vuf? > y/ 2 (ue HY(Q). (2.21)
Q Q
A megforditds nem igaz, helyette a kivetkezd teljestil:

V 2
sup Jo| u2| _ (2.22)
werg@\oy Jo lul
2.5. Allitas. Az
Su = —div (K(z)Vu) (v € D(S) = H*(Q) N Hy(Q))

operdtor szimmeltrikus linedris és egyenletesen pozitiv (S > oI, 0 > 0) L*(2)-ben

Az S operator egyenletes pozitivitdsanak éles allanddja a kovetkezSképp karakteri-
zalhato:
2.6. Allitas. Tekintsiik a (2.19)-es feladatot. Ha o > 0, (S > ol) éles, akkor ez
megeqyezik S operdtor legkisebb sajdtértékével, ha D(S) := H*(Q) N HY(Q).

2.3. Megjegyzés. A 2.6 allitast alkalmazva a Laplace-operatorra (S = —A) és a
Green-formulé&t hasznalva kapjuk, hogy

_/Q(Au)u:/g\Vu\z (u € H($) N H(2)),

igy, tehat a 2.4 allitAsban szereplé v als6 hatar megegyezik —A operator legkisebb
sajatértékével (H?(Q) N HY(Q)-n).

2.4. Megjegyzés. Megjegyeznénk, hogy ezen tételek mind specialis esetei a nemline-
aris egzisztencia és unicitas tételeknek.

2.3.2. Regularitas

[déznénk par a (2.17) operatoral kapcsolatos peremértékfeladatra vonatkozd regula-
ritdsi eredményt. Azt szeretnénk biztositani, hogy a megoldds H?(2)-beli. Tovabba
Q C RY legyen korlatos tartomany.

Elgszor tekintsiik a (2.19) Dirichlet-feladatot:

Su—
{ e (2.23)
ujp =0

2.6. Tétel. (Kadlec [5]). Legyen Q be C?-diffeomorf egy konvex tartomdnnyal. Ekkor
barmely g € L*(QY) esetén az (2.23) feladat egyértelmiien létezé u* € H(S)) gyenge
megolddsra az is teljesiil, hogy u* € H*(Q).
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Most tekintsiik a kovetkezs vegyes peremérték-feladatot:

Su=g in €
Ox(@)vu+pu = ¢ only (2.24)
u =0 onl'p,

ahol Ok (z)»u = K(x)v - Vu az u z-beli konormélis derivéaltja. Abban az esetben, ha
0€) = I'y az alabbi eredmény érvényes:

2.7. Tétel. (Grisvard [4]). Legyen 0Q =Ty € OVt és f € C1(0Q), 8 > 0 9Q-n.
Ekkor barmely g € L*(Q) és ¢ € HY2(0Q) esetén, az (2.24) feladat egyértelmien létezd
u* gyenge megolddsdra az is igaz lesz, hogy u* € H*(Q).

Végiil tekintsiik az el6zének megfelel6 Neumann-feladatot (azaz, ha § = 0):
Su =g
{ (2.25)
Ok ()t g = ¢

Abban az esetben, ha 002 # I'y a 2.7 tétel analogja igaz lesz a (S = —A) Laplace-
operatorra, ha (2.24)-ben teljesiil a kovetkezs feltétel: 3 = ¢ = 0, ha Q C R? konvex

sikbeli sokszog tartoméany I'y és I'p unidja 92 tovabba, a cstcsok 'y N I'p-beliek
(lasd: [4]).

2.4. Iteraciok és prekondicionalas Szoboljev-térben

2.4.1. Linearis operatorok kondiciészama

2.8. Definici6. Legyen H Hilbert-tér, S szimmetrikus szigortian pozitiv linearis ope-
rator H-ban. Ekkor S kondicidszama az alabbi:

cond(S) = %,
ahol (Sx,x) . (Sx,x)
A(S)= sup A(S) = inf

sen@\foy lzl* zeD(SN\{0} [|z]|2

Mindig igaz rajuk, hogy 0 < A(F) < oo, 0 < A(F) < co. Igy a kondiciészam
végtelen is lehet.

Altalanosabban is értelmezhets a kondicidszam: nevezetesen invertalhatd operator
esetén (szimmetriat nem sziikséges feltenni) a kovetkezd definicio segitségével: legyen
A : H D= H invertalhat6 operator. Ekkor A kondicidszdma a kovetkezd:

cond(A) = [|A]l[| A7

a fenti definicio formélisan megegyezik a métrixok kondicidszdmaval, azonban Hilbert-
térbeli operatorok esetén a kondicidszam értéke lehet végtelen.
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Példa. Legyen S az (2.17)-ben definialt differencial operétor, értelmezési tartoma-
nya: D(S) = H?*(Q) N H(Q). Ekkor
KVu-V Vul?
A(S) = sup fQ—uzu_m sup f9|—u2|:
wen\0}  Jo lul uen\(0} Jo [ul

(2.22) alapjan, igy kaptuk, hogy cond(S) = oo. (valamint minden nem korlatos
operator esetén is ez az eset all fenn).

2.5. Megjegyzés. S végtelen kondicioszama (cond(S) = oo) &ll azon jelenség hat-
terében, hogy cond(S,) = O(h™2) nem korlatos, ha a S, fiiggvények az S operator
bizonyos diszkretizacidi soran keletkeznek, akkor

cond(Sy) — oo, ha h—0

mert a diszkretizacio finomitasaval S;, kondicioszama S végtelen szamahoz kozelit.

2.4.2. Gradiens tipusi moédszerek prekondicionalasa és racsfiig-
getlensége

Az els6 Szoboljev-térben torténd prekondicionalasi eredmény Czach Laszlo nevéhez
fiiz6dik, a doktori disszertaciojaban irta le. (megtalalhato Kantorovich—Akilov [6] XV.
fejezetében).

A Laplace-operatorral valé prekondicionalas

Tekintsiik az (2.19) lineéris Dirichlet-feladatot:

{<m¢z—dw(KﬂwVU):9 {2=ban (2.26)

U|3Q =0
ahol Q C RY korlatos tartomény, amely egy konvex tartomannyal C2-diffeomorf, ahol
K (z) teljesiti (2.18)-at és g € L*(Q).
Tovabba, a —A operétor értelmezési tartomanya legyen D(—A) = H*(Q) N HL(Q).
(Ekkor 2.6 tételbsl kapjuk, hogy R(—A) = L*(Q2).) A H}(Q2) Szoboljev-tér a kivetkezs
skalaris szorzattal legyen ellatva:

(u, v) g = / Vu-Vu.
0

Az u* € H*(2) N HJ () megoldas létezését és egyértelmiiségét 2.5 és 2.6 tételek garan-
taljak.

2.8. Tétel. (Czach). Tekintsik a kovetkezd operdtort
A= (-A)"'L

linedris operdtor Hi(Q2)-ban, amely értelmezési tartomdnya: D(A) = H*(Q) N HY(Q)
(és igy R(A) = 12(9) 1 H}(2).)
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1. Ekkor igaz lesz rd a kovetkezd spektralis ekvivalencia feltételel:
m{—Au,u)rz < (Lu,u)p2 < M{—Au,u)r2 (w € H*(Q) N HH()), (2.27)
amelybdl kapjuk, hogy

cond(—A7'L) < (2.28)

RIS

a H} () normdval.

2. Kivetkezésképpen, barmely g € L*(Q) és ug € H*(Q) N H(Q) esetén az aldbbi

iterdcio
2 _

Ung1 = U = m(—A) YLu, — g) € H* Q)N H(Q) (2.29)
linedrisan konvergdl (2.26) feladat u* megolddshoz, a kovetkezd konvergenci hd-
nyadossal:

M -—-m
1= M+m

H} normdban (és igy Ly norma szerint is).

B1ZONYITAS. A Green-formulat hasznalva (2.27) a kévetkezd alakba irhato:

m/ |Vul? g/Kvu-vu < M/ |Vul?, (2.30)
Q 0 Q
(2.18)-nak koszonhetGen. Tovabba, felhasznalva azt, hogy

<A“7U>Hg = (Lu,u)rz,

(2.30) alapjan azt kapjuk, hogy

% <M (ue HXQ)NHY(Q), u#0), (2.31)
;

igy tehat (2.28)-at belattuk. Ekkor A-nak létezik korlatos 6nadjungél kiterjesztése
H}(Q)-ra, a konvergenciara vonatkozo allitas (2.31) alapjan kovetkezik a Kantorovich-
Akilov tételbdl. m

2.6. Megjegyzés. (i) Ha csupan annyit tesziink fel, hogy ug € H}(Q), akkor (2.29)
helyére a gyenge alaku segédegyenlet keriil

2
M+m

<Aun - ba U>H(% )

<un+1aU>H1 = <UmU>H1 -
0 0

ahol az A operatort kiterjesztettiik H}(Q)-ra, amely az L operator gyenge alakja és
<bvv>H& = fQ gv (U S H&(Q))

(i) A kiterjesztett A : HY(Q)) — H}(Q) operator a (2.26) feladatnak megfelels
altalanositott differencidloperator. Ez azt jelenti, hogy regularis esetben A felbonthato
a kovetkezdre:

Au = (—A)"Lu (uw € H*(Q) N Hy ().
Igy az el6z6 tétel az altalanositott differencidloperator egy konstuktiv reprezentaciojat
szolgéltatja.
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3. fejezet

Nemlinearis operatorok

3.1. Nemlinearis operatorok alaptulajdonsagai

A Gateaux-derivalt fogalma és alaptulajdonsagai valamint a (bi)hemifolytonossag de-
finicioja a fiiggelékben talalhato (6.2 alfejezet, illetve 6.3 definicio). Tovabba alap-
vetd allitasok: Lagrange-kozépértéktétel, a méasodrendd Taylor-formula, valamint a
Newton-Leibniz-formula normélt-térbeli megfelel&i is megtalalhatéak ugyanitt.

3.1.1. Monoton operatorok és konvex funkcionalok

Az alabbiakat [11]| alapjan irtam.

3.1. Definicié. Legyen X normalt tér, u,v € X. Ekkor
(i) [u,v] ={u+tlv—u): t €0,1]} az u-t és v-t Gsszekots szakasz;
(ii) ha @ : X — R, akkor ¢, : [0,1] = R, ¢y, (t) := P(u+ t(v — u)).

3.2. Definici6. A ® : X — R funkcionél
(i) konvez, ha minden u,v € X esetén ¢, , konvex;

(ii) szigordan konvez, ha minden u,v € X esetén ¢, , szigorian konvex.

3.1. Allitas. Ha ® : X — R konver és Gateaus-derivdlhatd, akkor minden u,v € X
esetén ®(v) — ®(u) > (P'(u),v — u).

3.3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy F': X — X*

(i) monoton operétor, ha

(F(v) — F(u),v—u) >0 (Vu,v e X);
(ii) szigorian monoton operétor, ha

(F(v) = F(u),v—u) >0 Vu#veX)
(iii) egyenletesen monoton operator, ha létezik m > 0, hogy

(F(v) — F(u),v —u) >m|u—v|* (Vu,v € X).
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3.2. Allitas. Legyen ® : X — R kétszer Gateauz-derivdlhatd. Ekkor az aldbbi hdrom
allitas ekvivalens:

(i) ® konvex;
(ii) ®' : X — X* monoton operdtor;
(111) " (u) > 0 minden u € X-re, azaz (®"(u)h, h) > 0 minden h € X-re.

3.1. Megjegyzés. Az (i) és (ii) tulajdonsdgok ekvivalencidjahoz elég, ha ® egyszer
Gateaux-derivalhato.

3.2. Megjegyzés. (1) ® pontosan akkor szigorian konvex, ha & : X — X* szigortian
monoton operator. Ilyenkor &’ injektiv is.

(2) @ : X — X* pontosan akkor egyenletesen monoton operator, ha ®” egyenlete-
sen pozitiv, azaz létezik m > 0, hogy (®”(u)h, h) > m||h||* (Vu,h € X). Ilyenkor ®-t
eqyenletesen konvernek hivjuk.

3.2. A potenciilos operatoregyenletek megoldhatésaga

3.2.1. A potencial fogalma és 1étezése

3.4. Definici6o. Legyen X Banach-tér. Egy F' : X — X* (nemlinearis) operatort
potencidloperdtornak neveziink, ha van olyan J : X — R Gateaux-derivalhato funkci-
onél, melyre J' = F, azaz J'(u) = F(u) minden u € X esetén. Ekkor a J funkcionalt
F' potencidljanak hivjuk.

3.3. Megjegyzés. Ha létezik potencial, akkor additiv konstans erejéig egyértelmd.
(Ez a Lagrange-kozépértéktételbsl kovetkezik, és nemesak az egész X-en, hanem egy-
szeresen Osszefiiggé halmazon értelmezett operatorokra is igaz.)

3.1. Tétel. (lasd: [3, 15]) Legyen F : X — X* Gdteauz-derivdlhato és F' bihemifoly-
tonos. Ekkor F pontosan akkor potencidloperdtor, ha F' szimmetrikus, azaz

(F'(u)v, h) = (F'(u)h,v) (Vu, h,v € X). (3.1)

3.4. Megjegyzés. A 3.1 feltétel valos Hilbert-térben F'(u) 6nadjungaltsagat jelenti.

3.2.2. Funkcionilok minimumhelye

3.2. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér és tegyiik fel, hogy ® : X — R Gdteauz-

derivdlhato, konvex és | lli‘m O(u) = co. Ekkor ®-nek létezik minimuma.
Uu||—o0

Bi1zONYITAS. Legyen o = infy & > —oo. Ekkor van olyan (u,) C X sorozat, hogy
®(u,) — o. Emiatt a (P(u,)) sorozat feliilrél korlatos, amibdl kévetkezik, hogy (u,,) C
X korlatos sorozat. Ha ugyanis nem lenne korlatos, akkor ||u, || nem lenne korlatos, azaz
lenne egy végtelenhez tartd részsorozata; erre a részsorozatra ®(u,) — « teljesiilne,
ellentmondva a limy|—co ®(u) = oo feltételnek.
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A reflexivitas miatt a 6.1. tétel alapjan kivalaszthatd gyengén konvergens részsoro-
zat, azaz létezik (u,, ) C (u,) részsorozat és u* € X, hogy (¥, u,,) — (¢, u*) minden
Y € X* esetén. Specidlisan (P'(u*), u,,) — (P'(u*),u*), amibsl & konvexitasat fel-
hasznalva kapjuk, hogy

D (uy, ) — (u*) > (P'(u*), u,, —u*) =0,
amibdl kovetkezik, hogy ®(u*) < a = inf @, vagyis ®(u*) = min d. m

3.5. Megjegyzés. Ha a fenti tételben ® szigortian konvex is, akkor a minimumhely
egyértelmd.

3.2.3. A variacios elv

Legyen X reflexiv Banach-tér, F' : X — X* adott (nemlinearis) operator. Fontos
specidlis eset, ha X := H Hilbert-tér, ekkor tudjuk, hogy H* = H, tehéat ekkor F':
H—H

Ha az adott F' operator potencialoperator, az F(u) = b egyenletek megoldhatosa-
ganak és egyértelmiiségének kérdése atfogalmazhato a potencillal (megfelelé konvex
funkcional segitségével). Ez a varidcids elv.

Legyen tehat F': X — X* potencidloperator, amelynek J : X — R egy potencidlja:
J'(u) = F(u) (u € X). Vezessiik be a

O:X SR, Bu)i=J(u) — (b u) (3.2)

funkcionalt, ezt a funkcionalt gyakran minimalizdlo funkciondlnak hivjak. Ez potenci-
alja az u — F(u) — b leképezésnek (lasd: 3.3 megjegyzést), azaz

O (u) = F(u) — b (u € X). (3.3)

Ez azt jelenti, hogy ® tn. kritikus pontjai (ahol derivaltja 0) megegyeznek az
F(u) = b egyenlet megoldasaival.

Sok esetben a ® funkcional minimumhelyeire van sziikség, pl. amikor ® energia
jelleg mennyiséget ir le.

3.6. Megjegyzés. (i) Ha u* minimumbhelye ®-nek, akkor ®'(u*) = 0, igy u* megoldasa
az egyenletnek: F'(u*) = 0.

(ii) Monoton potencidloperatorok esetén a megforditas is igaz lesz, azaz a kettd
egybeesik:

3.3. Allitas. Legyen A : X — X* monoton potencidloperdtor, J eqy potencidlja és
O az (3.2)-beli funkciondl. Az u* € H wvektor pontosan akkor megolddsa az A(u) = b
egyenletnek, ha minimumhelye ®-nek.
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BI1ZONYITAS. Legyen el6szor A(u*) = b, azaz ®'(u*) = 0. Itt A monotonitisa miatt, a
3.2. allitas és 3.1. megjegyzés alapjan J konvex, és mivel u +— (b, u) linearis, igy ® is
konvex. A 3.1. allitasbol igy ®(u) — ¢(u*) > (®'(u*),u —u*) =0 (u € X), azaz u*
minimumhely.

A masik irdny: 3.6 megjegyzés (i) pontja. m

A kovetkezo szakaszban a fenti elv alapjan adunk megoldhatdséagi tételeket, vagyis
az adott egyenlet megoldasa helyett a megfelel6 ® funkcionalt minimalizaljuk.

3.2.4. Monoton operatoregyenletek potencidloperatorral

Most kimondjuk az alapvets egzisztencia és unicitas tételt bihemifolytonos szimmetri-
kus Gateaux-derivalttal rendelkez6 operatorokra. (Hasonlé eredmények itt talalhatok:
Gajewski-Groger—Zacharias [3])

Az eredmények kényelmes megfogalmazasa érdekében a kovetkezs elnevezést vezet-
jik be:

3.5. Definicié. Az F : H — H operator bihemifolytonos szimmetrikus Gdteauz-
derivdlttal rendelkezik, ha

(i) F Gateaux-derivalhato;
(ii) F’ bihemifolytonos;
(iii) minden u € H esetén F'(u) € B(H) 6nadjungéalt.

3.3. Tétel. Legyen H wvalos Hilbert-tér és F' - H — H operdtor rendelkezzen a kévet-
kezd tulajdonsdgokkal:

(i) F bihemifolytonos szimmetrikus Gateauz-derivdlttal rendelkezik;
(i) létezik olyan m > 0 dllandd, amelyre

(F'(Wh,h) > m||h|>  (u,h € H). (3.4)

Ekkor barmely b € H esetén az F(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik u* € H
megolddsa.

B1zoNYITAS. A 3.1. tétel szerint az els6 két feltétel biztositja, hogy A potenciél-
operator. Az 3.2 tétellel garantalhatjuk a minimum létét. Ehhez be kell latnunk, hogy

konvex és lim ®(u) = oc.
||| —o0

Legyen ® : H — R, ®(u) = J(u) — (b,u), ahol J' = F. Ekkor ®'(u) = F(u) — b.
Mivel @ kétszer Gateaux-derivalhato, a Taylor-formula szerint minden u € H esetén

D) = (0) + (#'(0), u) + 5 (@ (Bu)u ),
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alkalmas 6 € [0, 1] mellett, amibdl a (iii) feltétel és ®” = F’ miatt azt kapjuk, hogy

O(u) = ©(0) = [ (O)] Jlull + % lull® =

m
= @(0) + lull (= /O] + 2 ljul]) = o0, ha [u] = oo,

Masrészt a 3.2. megjegyzéshdl kovetkezik, hogy ® szigortian konvex. A 3.2. tétel és
3.5. megjegyzés szerint egyértelmten létezik «* minimumhelye ®-nek, ami a 3.3. allitas
szerint pontosan akkor igaz, ha F(u*) =b. m

3.7. Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy ¢ névekedését négyzetesen lehet alulrol becsiil-
ni. Nevezetesen, felhasznalva, hogy ¢'(u*) = 0, ¢" = F’ és F'(u) egyenletesen pozitiv
(3.4), a Taylor-sorfejtésbdl kaphato, hogy

Blu) = 6lu) = 56" (" + 0w — ) — ), u— ') 2 T flu— |

3.8. Megjegyzés. A 3.3 tétel akkor is igaz marad, ha a (ii) feltétel egyenldtlenségét
kicseréljiik az alabbira:

(F'(wh, h) = m([ulD|R]*  (u.h € H)

ahol m monoton névé fiiggvény, amelyre lim, o, rm(r) = oo teljesiil. (Azonos mo-
don lehet bizonyitani, mint a fenti tételt. Idevonatkoz6 eredmény: Gajewski-Groger—
Zacharias [3])

3.9. Megjegyzés. Konnyen belathatd a 3.3 tétel F' operatorarol, hogy egyenletesen
monoton (amelybél kovetkezik, hogy koerciv); tovabba, ha az 3.3 tétel (ii) feltételét a
kovetkezs fels6 becsléssel egészitjiik ki: (F'(u)h, h) < M(||u||)||R]|?, ahol M monoton
novs fiiggvény, akkor ebbdl szintén kovetkezik, hogy F' korlatos.

3.3. Egyszerii iteraci6 monoton operatorokra

3.3.1. Gradiens-moédszer potencidloperator esetén

Most kovetkezik az 1.2 tétel nemlinearis megfelelGje:

3.4. Tétel. (lasd: |3, 6]). Legyen H walds Hilbert-tér és F' : H — H operdtor az aldbbi
tulagdonsdgokkal birjon:

(i) bihemifolytonos szimmetrikus Gateauz-derivdlttal rendelkezik,
(i1) léteznek olyan M > m > 0 dllanddk, minden u,h € H-ra, hogy

ml[hl|* < (F'(u)h, h) < M|[h]*. (3:5)

23



Legyen b € H tetszdleges és jeldlje u* € H az
F(u) =b.

egyenlet eqyértelmilen létezd megoldasdt.

Ekkor tetszdleges ug € H esetén az

2
M+m

(F(u) —b)  (ne€N) (3.6)

Up41 = Up —

sorozat linedrisan konvergdl u*-hoz, a kovetkezd becslés szerint

M —m
M+m

* 1 "
fon =l < 1P <8 (3 ) (e, (3.7)
BIZONYITAS. u* létezése és egyértelmisége az 3.3 tételbdl kovetkezik.
Legyen J : H — H operator az alabbi:
2

J(u)zu—M+mF(u) (ue H).

Ekkor barmely u esetén a J'(u) GD létezik és

2

J'(u)h = h —
(u) M

F'(u)h (ue H),

ebbdl konnyen lathato, hogy J'(u) 6nadjungélt. (3.5) alapjan alkalmazhatjuk a 2.2
lemmét az A = F'(u) és B = I (ahol I az identitas-operator) helyettesitésekkel, és
ebbdl azt kapjuk, hogy J'(u) kontrakcio 2= konstanssal.

M+m
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy J kontrakcidé ugyanazzal a konstanssal (

mivel

Mfm)
M+m/?

HNW—JWNZHL:IW+NU—WXU—MﬁHSAIUWH%@—UD@—UWﬁ

-
V—1Uu = UV — Uj|.
“Jo M+m M+m

A (3.6) sorozat konstrukciojabol az kiovetkezik, hogy

2
M +m

(F(un) = F(u?)) = J(un) = J(u?),  (n€N),

Upyp — U = U, —u* —

amelybdl azt kapjuk, hogy

Hun-&-l - U*” <

ebbdl indukcioval

fon =l < (G ) To=wll (e )



Az (3.5) egyenl6tlenség also becslésébdl az 4.1 allitas segitségével kovetkezik, hogy
mlv —ul* < (F(v) — F(u),v —u) (u,v € D(F)), amelyb6l vi=uy és u:=u* helyet-
tesitéssel és a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenség alkalmazasaval kapjuk,

hogy
[uo — w*[| < (1/m)[|F(uo) — bl|,

amelyet az el6z6 becsléssel kombinalva a bizonyitandé becsléshez jutunk. m

Az 3.4 tétel altalanosithato ugy is, hogy az 3.4 tétel (3.5) felsé becslésében a kons-
tans helyére egy monoton nové fiiggvényt (mely csak az ||ul|-to] fiigg) tesziink (lasd:
Gajewski-Groger—Zacharias [3], Karatson [9]). A kovetkezs megfogalmazast [9]-bdl
idézziik , ahol a konvergenciabecslés hasonld a (3.7)-belihez (csupén annyi a kiilonbség,
hogy M helyére M, keriil).

3.5. Tétel. (ldisd: [9])
Legyen H valos Hilbert-tér és F' - H — H operdtor az aldbbi tulajdonsdgokkal birjon:

(i) F bihemifolytonos szimmetrikus Gateauz-derivdlttal rendelkezik;

(i) létezik olyan m > 0 konstans és M : [0,00) — (0,00) monoton nové figguény,
melyre barmely u,h € H esetén teljesil az

mllBl2 < (F/(u)h, by < M(|lull) 2] (3.8)
egyenldtlenséy.
Legyen b € H tetszdleges és jelolje u* € H az
F(u) =b.
eqyenlet eqyértelmien lélezd megolddsdt.

Bdrmely ug € H esetén legyen

1
My:=M (HuoH + EHF(UU) — b||) ) (3.9)
Ekkor az 9

sorozat linedrisan konvergdl u*-hoz, a kovetkezd becslés szerint

. 1 My —m\"
Jon =l < 1) 8] (3 ) (e ). (3.11)

Bi1zoNYITAS. Hasonléan megy a 3.4 tétel bizonyitasdhoz. Teljes indukcidval bizo-
nyithato, hogy
Upn € B(ug, o) (n e N), (3.12)

ahol
ro := (1/m)||F(uo) — bl
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és B(ug, 9)-vel jeloljiik az ro-sugara és ug kozépponti gémbot.
Az
ull < JJuoll + 7o (u € B(uo, o)) (3.13)

becslést hasznalva (3.8) és (3.9) segitségével F”(u) feliilrdl becsiilhets My-val:

(F'(w)h, h) < M([lulD[IR* < M(|luoll + ro)[|hl[* = Mol|al>  (u € B(uo,m0))).
(3.14)

Ezt a felsd becslést az iterdcid minden egyes 1épésére lehet alkalmazni (3.12) miatt,

igy a bizonyitas kész, hasonléan az 3.4 tételhez, azzal a kiilonbséggel, hogy M, van M
helyett. m
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4. fejezet

Prekondicionalas linearis
operatorokkal Hilbert-téren

[smeretes a numerikus linearis algebrabol, hogy ha a méatrix kondiciészama nagy, akkor
sziikséges az alkalmas prekondicionalas. Ennek nemlineéris operatorra valo kiterjesz-
tésével foglalkozunk.

4.1. A kondiciészam definicidoja és tulajdonsagai

A nemlineéris operatorok kondicidszama lineéris eset kozvetlen kiterjesztése.

4.1. Definicié. Legyen H valos Hilbert-tér és legyen F' : H D— H (nemlinearis)
operator (azaz D(F) C H), amely szigortian monoton. Ekkor F' kondicidszdmdt a
kovetkezSképp definialjuk:

cond(F) = %,
ahol
AF)= sup T ZFWvmw oy gy ) - Flu)v - u)
u#veD(F) ||U UH uFveD(F) ||U UH

A A(F) és A(F) szamokat F spektrdlis hatdrainaknak hivjuk. Hasonléan a linearis
esethez, itt is igaz lesz, hogy 0 < A(F) < oo, 0 < A(F) < co. Hangstlyozzuk, hogy
a kondicidszam végtelen is lehet, példaul: differencidloperator erés alakjanal, valamint
minden nemkorlatos nemlinearis operator esetén is ez az eset all fenn. Ezt a kdvetkezd
példaval illusztralhatjuk:

Példa. A kovetkezd nemlinearis differencidloperator (77) esetén

cond(T) = 0. (4.1)

Legyen Q@ C RN korlatos tartomany és f € C'(Q x RV, R") olyan fiiggvény, amely
%ﬁ’") derivaltmatrixa szimmetrikus és ennek A sajatértékeire teljesiil a

0<pr <A< po (4.2)
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egyenlGtlenség, ahol py es uy allandok, melyek fliggetlenek (z,n)-t6l. Legyen
T(u) = —div f(z, Vu), (4.3)
értelmezési tartomanya pedig:
D(T) = H*(Q) N H ()
az L*(Q) valos Hilbert-téren.
Ekkor igaz lesz, hogy

(T(v) = T(u),v —u) = / (f(x,Vv) = f(z,Vu)) - (Vv —Vu) =

Q

i g—i(ﬂ% Vu +60V(v —u)) (Vo = Vu) - (Vo = Vu) > i /Q V(v —u)|?,

amelybdl kovetkezik, hogy

V _ 2
A(T) Z [ sup fQ’ (U UQ)‘ _
u#veD(T) fQ |U - U’|

amelybdl a (2.22)-t hasznalva azt kapjuk, hogy cond(T) = co. Megjegyeznénk, hogy
T az erés alakja a a kovetkezd altalanositott (gyenge) differencidloperatornak:

<F(u),v>Hé(Q) = /Qf(:c, Vu) - Vv (u,v € Hy(Q)). (4.4)

A kondicionalas szempontjabol az operéator erdés alakja a relevans, a kdvetkezé okbol:
T végtelen kondicidszama (cond(T') = oo) all a diszkretizalt elliptikus feladatokban
el6forduld nagy kondicioszamok hatterében. Nevezetesen, ha a T fiiggvények a T
operator bizonyos diszkretizacioi soran keletkeznek, akkor

cond(Ty) — oo, ha h—0
mert a diszkretizaci6 finomitasaval T}, kondicidszama a T' végtelen szaméahoz kozelit.

Differencialhatd operatorok esetén a spektralis hatarok kifejezheték a derivaltope-
rator segitségével:

4.1. Allitas. Legyen F : H >~ H Gateaua-derivilhatd, (nemlinedris) operdtor és
legyenek M > m > 0 konstansok. Ekkor a kévetkezd dllitasok ekvivalensek:

(i) mllv—ul* < (F(v) = F(u),v —u) < Mljo —ul*  (u,0 € D(F));
(it) ml[h]]* < (F'(w)h,h) < M[[L[|* (u,h € D(F)).

B1zoNYITAS. A Gateaux-derivalt definiciojabol és a kozépértéktételbdl kozvetleniil
kovetkezik m
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4.1. Megjegyzés. Ha (i) vagy (ii) fenndll, akkor

M
cond(F) < —.
m
Tovabbd, m és M egyszerre élesek vagy sem (i)-ben vagy (ii)-ben, a fenti ekvivalencia

miatt. Ha élesek, akkor eqybeesnek F' spektrdlis hatdraival.

A kondicioszam {6 tulajdonsiga egyszeri iteracio (gradiens modszer) esetén az,
hogy ha feliilr6l becsiilhets %—el, akkor abbol az kovetkezik bizonyos technikai felté-
telek mellett, hogy a konvergencia hanyadosa %ﬁ, azaz megegyezik a lineéris eset
eredményével.

Nevezetesen a 3.4 tételbdl kovetkezik, hogy

4.1. Kovetkezmény. Legyen F' : H — H olyan operdtor, amely bithemifolytonos szim-
metrikus Gdteauz-derivdlttal rendelkezik. Ha F spektrdlis hatdrai m > 0 és M < oo
kozé esnek, akkor barmely b € H és ug € H esetén, az alabbi sorozat

2
M+m

(F(un) =b)  (ne€N)

Up4+1 = Up —

az F(u) = b egyenlet egyértelmien létezé megolddshoz (u* € H ) konvergdl, a kivetkezd
linedris becslés szerint:

M—m
M+m

i =l < 2 1F )~ 0l () (e,

4.2. Fix prekondicionalé operatorok

Ezen alfejezet {6 tétele segitségével egy T nemlineéris operdtort prekondicionalunk egy
alkalmas S linearis operator segitségével és a kovetkez6 kondicibszam becslést kapjuk:

cond(s—1) < 2. (4.5)

m
(Precizebben, ez csak regularis esetben allhat fenn, azaz jelen esetben, ha feltessziik
azt is, hogy R(S) D R(T), mivel ekkor S~'T mindenképp értelmes lesz D(T)-n.

Ezt el lehet keriilni, ha (4.5)-et Gjradefinidljuk altalanositott értelemben. Errdl
irunk a 4.3 megjegyzésben.

4.2. Definicid. [Spektrdlis ekvivalenciafeltétel, nemlinedris eset] Legyen H valos Hilbert-
tér, D C H stird altér, T : D — H (nemlineéris) operator. Tegyiik fel, hogy S: D — H
egyenletesen pozitiv (S > pl), szimmetrikus linearis operator. Azt mondjuk, hogy
T nemlinedris és S linedris operdtorok spektrdlisan ekvivalensek, ha léteznek olyan
M > m > 0 allandok, amelyekre teljesiil az

m(S(v—u),v—u) < (T'(v) —T(u),v—u) < M{(S(v—u),v—u) (u,v € D) (4.6)

egyenlétlenség.
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4.1. Tétel. Legyen H walos Hilbert-tér, D C H sird altér, T : D — H (nemlined-
ris) operdtor. Tegyiik fel, hogy S : D — H egyenletesen pozitiv (S > pl ), szimmetrikus
linedris operdtor, tovibbd T és S spektrdlisan ekvivalensek, azaz teljesitik a (4.6) egyen-
[6tlenséget.

Ekkor az

(F(u),v)s = (T'(u),v) (u,v € D)

(4.7)

azonossdg eqy F' : D — Hg operdtort definidl. Ha F kiterjeszthetd Hg-re ugy, hogy
rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-derivdlttal, akkor

(1) barmely g € H esetén a T(u) = g egyenletnek egyértelmien létezik u* € Hg

(2)

(3)

gyenge megolddsa, azaz

(F(u),v)s = (g,v)  (veHs).
(Ha g € R(T), akkor T'(u*) = g.)
Bdarmely ug € Hg esetén az

Up+1 = Up — ML_i_mZn )
ahol <Zn7U>S = <F(un)uv>5 - <g,’U> (U S HS)u

sorozat linedrisan tart u*-hoz, nevezetesen

M—-—m
M+ m

1
o =l < 1) bl

ahol (b,v)s = (g,v) (v € Hg).

Ha feltessziik azt is, hogy
R(S) D R(T),

)L (neN),

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

és ha g € R(S) és ug € D, akkor minden n € N esetén a (4.9) z, eleme

kifejezhetd gy is, hogy
Zn = SN T (u,) — g),
azaz, a (4.9) sorozat gy is irhatd, hogy
_ 2
Un+1 = Un = J7rm@n s
ahol Sz, =T(u,) — g,

tovdbbd, az (4.10) becslés erds alakjdt kapjuk:

M—m
M+m

yl (neN),

. 1
o = wlls < ) — 1
ahol p > 0 az S alsd hatdra.
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BizONYITAS. Legyen u € D rogzitett. Ekkor a
o]l < p~2|lvlls (4.14)
energianormas egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy
(T(uw),0)] <p~2|T()[lols (v e D),

igy v — (T'(u),v) korlatos lineéris funkcionadl D C Hg-n. Tehat egyértelmien létezik
korlatos linearis kiterjesztése Hg-re: @, : Hg — R, a Riesz-tétel minden u € D-hoz
hozzarendel egy F(u) € Hg vektort (tehat definidlunk egy F': D — Hg fiiggvényt),
amely kielégiti az

(F(u),v)s = P, v (v e Hg).

egyenletet. Az utobbibol kovetkezik (4.7) minden v € D esetén, azaz F' az az operator,
amit kerestiink. A 3.4 tétel segitségével igazolhatok az (1)—(3) feltevések (annyi a
kiillonbség, hogy H helyett Hg-re kell alkalmazni).

Legyen F' kiterjesztve Hg-re 1igy, hogy bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-
derivalttal rendelkezik. Ezt a kiterjesztést szintén F-el jeloljiik, ez nem okoz félreértést.
Az (4.6)-bol kovetkezik, hogy

mllo —uly < (F@) = Fu),o —u)s < Mllo—ul}  (wveHs),  (415)

azaz F spektralis hatarai 0 és M kozott vannak, tehat a 4.1 kévetkezmény alkalmazhato
F-re (a Hilbert-teriink itt is H helyett Hg). Legyen b € Hg a kovetkez6 modon
definialva

(b,v)s = (g,v)  (ve€ Hs), (4.16)

ahol b 1éte a kovetkez8 becslésnek:

g, ) <p™Zllglllvlls (v e D)

és a Riesz-tételnek koszonhetd.
(1) Az F(u) = begyenletnek egyértelmten létezik u* € Hg megoldasa, és az F'(u*) =
b egyenlGség (4.8)-al egybeesik. Ha g € R(T'), akkor (4.8) azzal egyenértékii, hogy

(T(u"),v) = (g,v)  (v€ Hy),

igy tehat T'(u*) = g.

(2) A (4.16) egyenldségbdl az kovetkezik, hogy (4.9) sorozat egybeesik azzal a soro-
zattal, amelyet az 4.1 kovetkezményben definialtunk, amelybdl végiil a (4.10) becslést
kaphatjuk meg.

(3) A (4.11) feltétel segitségével azt kapjuk, hogy

(T(u),v) =(S7'T(u),v)s  (u,v € D),
igy tehat (4.7)-bol kovetkezik, hogy
Fp=S"T. (4.17)
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Ezért, ha u,, € D, akkor a (4.9)-beli segédegyenlet a kovetkezd formaba irhato:
<zn>v>5 = <T<un> - gv”) (U € HS)a

amelynek a megoldasa:
2, =S HT(u,) — g) € D.

Igy, ha tudjuk, hogy uy € D, abbél indukciéval kapjuk, hogy az (u,) sorozat részhal-
maza D-nek és ugyanez igaz lesz z,-re is.

Tovabba, g € R(S) esetén (4.16)-bdl az kovetkezik, hogy
<b7 U>S - <g,U> = <S(S_lg)av>5 - <S_lg7U>S (U S HS):

amelybdl kapjuk, hogy b = S~1g. Az 2.2 allitas szerint az energianormara igaz lesz a

lwlls < p~"2|Sw||  (u€ D) (4.18)
egyenlGtlenség, ezt hasznéalhatjuk a kovetkezs helyettesitéssel: w = F(ug) — b =
ST (T (ug) — g) amelybdl, (4.10) segitségével nyerhetjiik a bizonyitandé becslést. m
4.2. Megjegyzés.

(1) A fenti bizonyitas szerint regularis esetben az F'(u) altalanositott differencialope-

rencidloperator definicidja (4.7) segitségével kaptuk, hogy
(F(u),v)s = (T(u),v) = (ST (u),v)g (u,v € D),
azaz
Fp=5"T, (4.19)
Hasonlo megfeleltetés igaz a gyenge egyenlet jobboldalara (b € H}()), amelyet az
(4.16)-ban definialtunk (Sb = g egyenlet gyenge megoldasa): g € R(S) esetén (4.16)-
b6l az kovetkezik, hogy
(b,v)s = (g,v) = (S(S7'g),v)s = (S7'g,v)s (v € Hs),

amelybdl kapjuk, hogy b = S~ 1g.

b=S"'g € Hs. (4.20)

A segédegyenletek erds alakja a fenti két reprezentacio (4.19) és (4.20) segitségével
kaphato meg.

(2) Altalanos esetben (ha nem teljesiilnek a regularitasi feltételek) az iteracio segéd-
egyenlete a kdvetkezs:

(zn,0)s = (F(un) —b,v)s (v € Hs)
vagy a vele ekvivalens formaban:
zn = F(u,) — b, (4.21)

azonban reguléris esetben a fenti reprezentaciok (4.19), (4.20) hasznalata mellett (4.21)

erGs alakba irhato:
Zp = S_I(T(un) -g).
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4.3. Megjegyzés. A (4.1) tétel bizonyitasaban az is kijott, hogy

M

d(F) < — 4.22

cond(F) <~ (422

(Hg-ben) és ennek az eredménynek koszonhetd a (4.1) tétel konvergenciacredménye. Itt

F jatssza a prekondicionalt operator szerepét, amely csak extra feltétel mellett irhaté

erGs alakba. Ha még feltessziik azt is, hogy R(S) D R(T), akkor az (4.17) egyenlGség

is fennall és igy az differencidloperator erds alakjat hasznélva is megfogalmazhatjuk
(4.22)-t:

cond(ST'T) < % (4.23)

tovabba, ekkor a (4.12) iteracié nem megy ki D-bél (u,, € D (n € N)).

Ha az R(S) D R(T) feltétel nem teljesiil, akkor S™'T csak D egy részhalmazan
értelmezhets és igy az is lehet, hogy cond(S™'T) irrelevans lesz. (A prekondicionélas
ezen nehézsége nem meriil fel véges dimenzios esetben (H = RF), ahol S pozitivitasabol
kovetkezik, hogy R(S) = H.) Ezért hasznos Gjradefinidlni (4.23)-t altalanositott érte-
lemben, amely a 4.1 tétel (plusz feltétel nélkiili) alapesetét fedi le, ahol nincs feltéve,
hogy R(S) D R(T).

Akkor j6jjon az altalanositott definicio:

4.3. Definici6é. Tegyiik fel, hogy H valos Hilbert-tér, D(T) C H és D(S) C H (min-
deniitt) strd, 7' : D(T) — H (nemlineéris) operator és S : D(S) — H szigorian
pozitiv szimmetrikus linearis operdtor, amelyek teljesitik a kovetkezs feltételeket:

(1) létezik F': Hg — Hg operator ugy, hogy

(F(u),v)s = (T(u),v)  (u,v € D(T));

(2) cond(F) =k, ahol k> 1.

Ekkor azt mondjuk, hogy
cond(S'T) = &

altalanositott értelemben a Hg Hilbert-téren.

4.4. Megjegyzés. Ha a kondicioszamunk végtelen (cond(T) = o0), és az a célunk,
hogy azt prekondicionélassal végessé (4.5) tegyiik (S a prekondicionélé operator), akkor
olyan S-et kell valasztanunk, mely kondicioszama szintén végtelen (cond(S) = o0), azaz
S nem lehet korlatos. Azonban az S operatort ugy kell vélasztani, hogy a (4.12)-beli
segédegyenletet viszonylag egyszertien, legalabbis az eredetin¢l 1ényegesen kdnnyebben
lehessen megoldani.
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4.5. Megjegyzés. Ha az eredeti F' operatorunk Gateaux-derivalhato, akkor a 4.1 té-
telt az F’ derivalt segitségével is megfogalmazhatjuk. A két eset megkiilonboztetése
céljabol kiilonboz6 jeloléseket hasznalunk. Nevezetesen, tekintsiink egy F': H — H
Gateaux-derivalhato operatort, amely teljesiti a (4.6) spektralis ekvivalenciafeltételt (a
linearis operatort most S helyett B-vel jeloljiik):

m(B(v—u),v—u) < (F(v) — F(u),v —u) < M(B(v—u),v—u) (u,v € H).

Erre alkalmazhatjuk az 4.1 &llitast, csak a ||.|| p-norméat kell hasznalnunk, igy tehat azt
kapjuk, hogy
m||h|E < (F'(w)h,h) < MR (u,h e H), (4.24)

ekkor a ||.|| p-normat skalaris szorzatta alakitva kapjuk az (2.7) spektralis ekvivalenciét:
m(Bh, k) < (F'(u)h,h) < M{(Bh,h)  (u,h € H) (4.25)

amelybdl adodik, hogy

M

cond (B~'F'(u)) < - (u€ H).

Ezt ki is mondhatjuk az alabbi kévetkezményben:

4.2. Kovetkezmény. Legyen H wvalos Hilbert-tér. Legyen F : H — H bihemifolytonos
szimmetrikus Gateaua-derivdlttal rendelkezd (nemlinedris) operdtor. Legyen b € H és
jelolje u* az F(u) = b egyértelmien létezd megolddsdt. Tovdbbd legyen B egyenletesen
pozitiv (S > pl ), onadjungdlt korldtos linedris operdtor, amelyre teljesiil a

m(Bh,h) < (F'(u)h,h) < M(Bh,h)  (u,h € H) (4.26)

eqyenldtlenség, megfeleld M > m > 0 dllandokkal. FEkkor barmely ug € H esetén az
alabbi sorozat:

2
M+m

B (F(u,) —b)  (n€N)

Up+1 = Up —

linedrisan konvergdl u*-hoz, a kivetkezd becslés szerint:

M—m
M+ m

1
mpt/2

[un = w5 <

I (uo) — b ( ) (n € N). (4.27)

Most altalanositjuk az el6z6 4.1 tételt agy, hogy a (4.6) ekvivalencia feltételt gyen-
gitjik:

4.2. Tétel. (i) Legyen D(S) C D a D := D(T) C H részhalmaza. Ha az (4.6)
feltételt a kévetkezdre cserélyiik:

mlv —ulls < (T(v) —T(u),v—u) < M|lv—ul% (u,v € D), (4.28)

és az 4.1 tétel tovdbbi feltételeit is fenntartjuk, akkor a tétel (1) és (2) dllitdsa
(tovdbbra is) igaz marad.

34



(ii)) Ha az (4.6) feltételt a kiovetkezdre cseréljiik: létezik olyan m > 0 konstans és
M :[0,00) — (0,00) monoton novd figguény, melyekre teljesil, hogy

m(S(v—u),v—u) <(T(v) —T(u),v—u) < M(r){S(v—u),v—u)

(4.29)
(u,v € D, [[ulls,[[v]ls <)

akkor az 4.1 tétel kovetkezd mddositdsa igaz marad: a (2) és (3) dllitasokban az
M Ekonstans helyére aldbb definidlt, ug-tol fliggd

1
My = 01 (Jlall + -1 w) =01

dllandot kell irni.

B1zoNvYITAS. Hasonl6an megy, mint az 4.1 tétel bizonyitasa. A (ii) részhez 3.5
tételt kell haszndlni 3.4 tétel helyett. m

4.6. Megjegyzés. Legyen H valés Hilbert-tér, D C H stird altér. Legyen S : D —
H szigortian pozitiv szimmetrikus linearis operator. F' pedig legyen az az operator,
amelyet T : D — H (nemlinedris) operator és (4.7) segitségével definidlunk:

(F(u),v)s = (T'(u),v) (u,v € D) (4.30)

ez az azonossag egy F' : D — Hg operatort definidl. Az 4.2 tétel (i) és (ii) részének
feltételeit megfogalmazhatjuk F' derivaltjdnak segitségével. Nevezetesen:

(i) az (4.28) feltételt ugy irhatjuk, hogy
mljv —ulg < (F(v) = F(u),v —u)s < Mv—ully  (u,v € Hs)
amely, az 4.1 allitas miatt ekvivalens a kdvetkezével:
ml[hlls < (F'(wh, h)s < M|kl (u,h € Hs); (4.31)
(ii) az (4.29) feltételt ugy irhatjuk, hogy

mlv —ull§ < (F(v) = Fu),v —u)s < M(r) o - ul[3

(u,v € Hg, [lulls, [[v]ls <)
amely, az 4.1 allitas miatt ekvivalens a kdvetkezdvel:

m|[hlls < (F'(wh, h)s < M([[ulls)2l5  (u,h € Hs). (4.32)
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5. fejezet

Nemlinearis elliptikus feladatok
megoldhatosaga és iteracids kozelitése

5.1. Az altalanositott differencidloperator néhany tu-
lajdonsaga

5.1.1. Altalanositott derivalas

A multiindexek szdma: d, multiindex: a = (ay,...,ay) € NV, (ahol o] :==a; +... +

((élﬂ)m‘gn, . (fm)m‘gn)7 ahol ¢, e R (i =1,.,r|a] <n). A&, valtozora néz-
ve valo derivalast O, -val jeloljik, (i = 1,..,r, |a| < n). Legyen Q C R" korlatos
tartomany. Tovabba legyen

IR L]

barmely u = (uq,..,u,) € H}(Q)" esetén.

5.1.2. Az operator differencidlhatésagi tulajdonsagai

Jelolések: a HJ(€)) Szoboljev-teret a kovetkezd skalaris szorzatal lassuk el:

N

<w,v>Hg(Q) ::/ Z (05, --0;,w) (s ..0;,v)

Q ©1,eyin=1

Most az el6bbi terek r-taghol képzett szorzatterét értelmezziik:
H Q)" == HMQ) x -+ x HYQ), tovabba ezen teret lassuk el a kivetkezs skalaris

szorzattal: ;

e > (Wi, Vi) g g -

=1

Az el6bbieken kiviil tovabbi két skalaris szorzatot is hasznalni fogunk H{'(€2)-n:

(W, V) (@) = /ﬂ D (0 w)(0™v), illetve (w,v) g, = /ﬂ > (0°w)(9°).

lo|<n |a|=n
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5.1. Allitas. H(Q)-n ezek ekvivalensek az eredeti normdval:
léteznek olyan wy,ws > 0 dllandok, amelyekre teljesiil a kovetkezd:

willwllg) < 1wy o) < lwllipo) < wallwllag@) - (5.1)
eqyenldtlenség.

5.1. feltételek. Legyen Q C RY korlatos tartoméany. Az f;, : @ x R — R
fiiggvények teljesitsék a kovetkezd feltételeket:

(i) fia €CII(QXxRM), fio € CL QxR (i=1,.,r, 0<|a] <n);

(11) a&',afj,ﬁ = aﬁj,ﬁfi,a (Z7J = 17 - T |a‘ ) ‘6’ < n) ;

(iii) Léteznek olyan 0 < p; < po konstansok, melyekkel barmely (z,£) € Q x R™ és
¢ € R esetén

Mlz Z ’Ci,a‘2 < Z Z aﬁj,ﬁfl’,a(m7€><jﬁg,a < ,U/QZ Z |<i,a|2'

=1 |a|=n i.j=1al|B|<n =1 |a|<n

5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 5.1 feltételek teljestilnek. Ekkor a kdvetkezd képlet:

(F(u) /f z, D™ "y da (5.2)

E/ZmexD 0%v; dx (u,v € HJ(Q)")

=1 |a|<n

egqy F : HY(Q)" — HY Q)" operdtort definidl, amely bihemifolytonos szimmetrikus
Giteauz-derivdlttal rendelkezik, és teljestil az aldbbi:

ml|hllip ) < (F'(Wh h) groy < MllhlGpy  (u,h € Hy(Q)7)  (5.3)

eqyenlétlenség, alkalmas M > m > 0 konstansokkal (konkrétan, m = pw? és M =
pows, ahol wy és wy az (5.1)-beliek.)

BizONYITAS. ElGszor par megjegyzés: A (iii) feltételbdl kovetkezik, hogy minden
i,j=1,..,7, |al,|8] < n-reés (z,&) € Q x Rre

|a§]’,ﬁf'é,a(1’7 5)‘ S Ha
tovabba a Lagrange-egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy barmely ¢ =1, .., 7,
la] <n, (2,€) € Q x R™ esetén
| fia(@, ) < | fial@, 0) + 2> > 8]

J=1|p|<n
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Igazolni fogjuk, hogy a kovetkez6 képlet barmely ¢ = 1,...,r esetén a kovetkezd képlet

(Fi(u),v) gr (0 ::/Q Z fio(z, DMu)0 dx (ve Hj(Q)) (5.4)

la|<n

egy F; : Hy(Q)" — H}(S) operatort definidl. Ez az operator korlatos, mert barmely
rogzitett u € H ()" esetén

| <E(U)aU>Hg(Q)| = |/Q Z fm(ﬂf,D(H)U)ao‘v dr| <

laj<n

< [ 3 (hate01 130 5 0o ) ot <

jaf<n j=1 |g<n

<V (| i, Oy + /ol ) ol

tehat ez a v valtozo szerint egy (H['({2) téren értelmezett) korlatos linearis funkcional.
Igy a Riesz-tételnek koszonhetGen Fj(u) € HP(Q) definialhato tetszéleges u € HF(Q)"
esetén. Tehat az (5.2) operator az (5.4) koordinatak segitségével megadva joldefinialt:

F(u) = (Fi(u),.., F.(u)) € Hy ()" (ue HY(Q)"). (5.5)
Most belatjuk F-r6l, hogy rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-derivalttal
és teljesiil ra a (5.3) becslés,

(i) barmely u € HJ(Q)" esetén legyen S;(u) € L (HJ(Q)", H}(2)) korlatos linearis
operator, melyet a kovetkezd képlet segitségével definidlunk:

<Sz‘(u)hav>ﬂg(g) = / Z Z 3£j,ﬁfi,a(%D(n)u)(aﬁhj)(aav) dx
© j=1 Jal|B|<n
(barmely h € HF ()", v € H () esetén). S;(u) létezét ismét a Riesz-tétel szolgaltat-
j/a. A jobboldali integralra a kivetkezs becslést tehetjiik: 1io/rd|| Al o) V170 @) -
Allitas: F; Gateaux-derivalhato (i = 1,..,7), azaz

Fi(u) = Si(u)  (u € Hy(Q)"). (5.6)

7

Legyen u, h € H(Q)" és € := {v € H}(Q) : ||v]lgp) = 1}. Ekkor
- 1
Oun(t) = Sl Fi(u+th) — Fi(u) — t5i(u)h|| my e

1
= - sup (Fi(u +th) — Fi(u) — tSi(u)h, v) yu (g

veE

= 1sup/Q Z [fia (2, D™u(z) + tD(")h(x)) — fia (, D(")u(x)) —

vel lal<n

39



—ti Z Ok, 5 fia (x,D(")u(x)) Phj(z)| 0%v(x)dx

J=1lal,|B|<n

= Sup/Q Z 0, 5 fia (, DMu(x) + t6(x, t)D(”)h(x)) -
a,B,j

vel

—0, , fia (, D(”)u(x))} 9P h;(x)0%v(x)dx

< sup {Z (e, 5 fialid, D™ ut-t9D™h) =0, , fialid, D™u)) O hy| o g %

vel a.B.j
X ”aav||L2(Q) } .

Itt [[0%v]| L2y < HUHES(Q) <wy (|a] <n), tovabba [tO(x,t)D™h(z)| < [tD™h(z)| —
0 (hat— 0) mm. (majdnem mindeniitt) Q -n, igy O, , fi.o folytonossagabol kivetke-
zik, hogy az 0sszeg minden tagjaban az elsG tényezs 0-hoz konvergdl mm., ha t — 0.
Mivel az integrandus feliilr6l becsiilhets a kovetkezgvel: (2u2|85hj(x)|)2, amely L'(Q)-
beli (barmely |3] < n és j = 1,..,7r esetén), tehat van L*(Q2)-beli majoransunk, igy a
Lebesgue-tételbdl kovetkezik, hogy a kapott kifejezés 0-hoz tart, ha t — 0 . Igy azt
kaptuk, hogy
limé;, ,(t) =0,

t—0

azaz (5.6)-t belattuk. Veégiil, (5.6) és (5.5)-bdl kovetkezik, hogy F' Gateaux-derivalhato,
tovabba az is, hogy

F'(u) = S(u) = (Si (), ... Sy(w))  (u€ HMNQ)).

(ii) - Az (i) ponthoz hasonléan bizonyithatéd, hogy F” bihemifolytonos. Nevezetesen
az u, k,w,h € Hy(Q)" fiiggvények legyenek rogzitve. Ekkor

Wikﬂmh(Sat)3::qu(u'+'$k‘%tuﬁfz“fq(u)hHHg(Q)==

= sup (F}(u + sk + tw)h — F/(u)h, U>H6L(Q) =

vel

= sup/Q Z 0, 5 fia (2, D™u(x) + sD"k(x) +tD™Mw(z)) —

veE .
a,B,]
0, 5 fia (35, D(”)u(x))} 8ﬁh]~ (x)0%(x)dx .

A O, ,fi.o fiiggvények folytonossagabol, illetve a Lebesgue-tételbdl kapjuk (hasonloan
a fentiekhez), hogy

. i i
slilﬁg() wu,k‘,'w7h(87 t) =0 ’

azaz, az
(s,t) = F/(u+ sk +tw)h

fiiggvény folytonos lesz R2-rol HJ(2)-ra. Végiil (5.5) alapjan kapjuk, hogy F’ bihemi-
folytonos.
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(iii) - Az onadjungaltsag a (ii) feltételbdl kovetkezik, ugyanis minden u, h,v €
(

HY(Q) -re
(F'(u)h, 0} e = Z B
/Z Z e, 5 fial, D )(aﬁh ) (0%;)dx
,J |al,|8]
/Z > O, fip(x, DMu)(07hy)(0%v;)d
4J a8l

- Z <h37 F/ U>Hn () <F/(U)’U, h>H6L(Q)T ;

azaz F'(u) 6nadjungalt. Igy igazoltuk, hogy F bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-
derivalttal rendelkezik.

(iv) A fenti képletben a v = h helyettesitéssel kapjuk, hogy

(F'(w)h, b) g /ZZawfm z, D™u)(0°hy) (0% h;)dx

j a8

Igy a (iii) feltételbsl kovetkezik, hogy

2 2
i (IAllgg @y ) < (F/ @k B sy < iz (Il ) (B € HE(Q))
ebbdl (5.1) segitségével azt kapjuk, hogy
mlhlg @y S (' (), B sy < MBI

H (9 (h € Hy()"),

ahol m = pw? es M = ppwi. Azaz (5.3)-t is belattuk, igy kész a bizonyitas. m

5.2. feltételek. Legyen Q C RY korlatos tartomény, az f;, q; és s; (i = 1,...,7)
fiiggvények teljesitsék a kovetkezd feltételeket:

(i) Q C RY korlatos tartomany szakaszonként sima peremmel, 'y, T'p C 9 mérhe-
t6, FNﬂFD :wéS FNUFD:c?Q.

(ii) fi: QxRN - RN ¢ : OxR" — Réss; : [y xR" — R fiiggvények mérhetéek
és korlatosak x € Q) véltozoéra vonatkozoan (illetve € T'y, megfelel6en) és C*-
beliek a tobbi valtozoban.

(iii) Legyen fi = (fir,- fin) € [ = (fir, s fiw, fors oo oy oos frrs s fon)
RN — RN". Barmely (z,7) € Q x RN" esetén, a {9y, f;(x,n) }jk=1...Nr derlvalt—

.....

matrixok szimmetrikusak és /\j ( ,n) (7 =1,...,7N) sajatértékeik teljesitik a
kovetkez6 egyenlGtlenséget:

,ul S )\§f)(m777) S ,LLQ,

ahol pg > py > 0 konstansok fiiggetlenek (x, n)-t6l.
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(iv) Legyen2 <p (ha N =2)vagy 2 <p < 2 (ha N > 2). Valamint olyan ¢;,d; >

0és 2 <p; <p(i=1,2) allandok léteznek, amelyekre barmely (z,£) € Q@ x R"

-----

1,...,7) sajatértékeik teljesitik az alabbi egyenlGtlenséget:

0< )\S-q)(%f) <ca+te Z €172,

j=1
tovabba, barmely (z,§) € I'yxR" esetén a {0, s;(z,&)}j k=1, derivaltmatrixok

.....

szimmetrikusak és )\gfs) (x,€) (j = 1,...,r) sajatértékek teljesitik a kovetkezd
egyenlGtlenséget:

0 <A (2,8) <di+dy Y Ig 72

Jj=1

(v) Vagy I'p # 0, vagy = +— inf )\5'8)<£L',5) fiiggvény nem azonosan 0 mm.

EERT j=1,..,r
FN—II.
Legyen
HL(Q) :={ue H(Q): uyr, =0} (5.7)
Szoboljev-tér a kovetkezd skalaris szorzattal
(U, V) 1 () = / Vu-Vvdxr + fuv do (u,v € Hp()), (5.8)
Q I'n
ahol ]
Ba)=— _inf  A(z,6) (zely), (5.9)

[i1 €ERTj=1,..r

tovabba pup -et és /\5-8) (x,€)-t rendre a (iii) és (iv) feltevésekben vezettiik be.
(Megjegyzés: (v) feltétel biztositja (5.8) skalaris szorzat pozitiv definitségét.)

H},(Q)" Szoboljev-tér az aldbbi skalaris szorzattal:

T

()@ = > (uivi)m ) (w0 € HH(Q)").

=1

A kovetkez6 Szoboljev-beagyazasok (ill. becslések) allnak fenn:

Hp(@Q) c L'(Q),  lullwre) < Kpallulm, (v€ Hp(Q),  (5.10)
Hp(@ry € L'(Tn), ey < Kpryllullay,  (we Hp(@)ry) 5 (5.11)

ahol K, > 0 és K,r, > 0 a megfelels konstansok és Hp,(Q)r, jeloli Hp ()
nyomat I'y-n.
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5.2. Tétel. Teqyiik fel, hogy az 5.2 feltételek teljesiilnek, ekkor a kévetkezd képlet

(F(u),v) 1 0y = /(f(a:, Vu) - Vo + q(z,u) -v) do+ /5(:6 u) - vdo

Q

E/Z(fi(a:,Vul,..,Vur)-Vvi—l—qi(:c,ul,.., )v; dx—i—/Zs T, . Uy )V; dO
o =1

(u,v € HH(Q)") (5.12)

eqy F' : HL(Q)" — HL(Q)" operdtort definidl, amely bihemifolytonos szimmetrikus
Gateaux-derivdlttal rendelkezik, amely teljesiti a kovetkezd egyenldtlenséget:

ml Pl oy < (F (@h, h) oy < M ([l o) 117 @ (u,h € Hp(Q)")
(5.13)
ahol m = py > 0 konstans és

M(T) = ;LQ—FClKQz’Q—FdlKQQIN +CQC*K£117QTP1_2+CZQC*KP2

p2,I'N

rP272 (r > 0), (5.14)

monoton novd figguény, ahol Ksqo, Kory, Kp o, Kpyry > 0 az (5.71)-(5.72)-ben sze-
repld bedgyazdsi konstansok, C* a 5.2 bizonyitdasdban szerepld dllando.

B1zoNYITAS. Hasonl6 az 5.1 tétel bizonyitasahoz megfelel6 valtoztatasokkal. Bont-
suk az F' operatort harom tagra

F(u)=A(u) + B(u)+C(u)  (u€ Hp(Q)"),

mégpedig tgy, hogy
<A<u)7U>H}3(Q)T' = /Zfz(:c, Vuy, .., Vu,) - Vo, dx (u,v € Hp(Q)")  (5.15)
o =1
(B(u),v H1 @ = /Zqz Ty UL, ey Uy )U; AT (u,v € HH(Q)")  (5.16)
0

T

(C(u) /Zsz T UL, .oy Uy )U; dO (w,v € HH(Q)").  (5.17)

(Jelolés: A kovetkezokben elhagyjuk a dz-et az integralokban.)

A harom tagra egyenként fogjuk igazolni a bizonyitando6 tulajdonsagokat.

(A) Az f fiiggvény egyenletesen elliptikus a (iii) feltételnek koszonhetGen, igy az A
operator bizonyitasa a 5.1 tétel specidlis esete lesz. A Gateaux-derivaltja:

Nr

(A'(u)h, v) L) / Z On fi(x, Vuy, .., Vu,) Opv O, (5.18)
Q

7,k=1
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(iii) feltétel jeloléseit hasznaljuk, beleértve az indexelést is, a Vo gradiens vektor ko-
ordinatait {Oyv i’ -vel jeldljiik v € HL(Q)" fiiggvény esetén. Tovabba a d,, f; matrix
sajatértékeinek spektralis hatarai: iy, pso, tovabba a kovetkezd Gjraindexelés:

Nr T
> 1okhl> =) IVh*  (he HH(Q))
7,k=1 i=1

segitségével kapjuk, hogy
i3 [ I9hE < (AR gy <3 [IVBE (e HH@). 619
i=1 =1

(B) Az 5.1 tétel bizonyitasat kovetve igazoljuk, hogy barmely (i = 1,...,7) esetén
a kovetkezd képlet:

(Bi(u), o)y ) = /qi(x,ul, w (e HLYQ), ve HYQ)  (5.20)

egy B;: HH(Q)" — H}L(Q) operatort definial.

A bizonyitashoz par észrévetelre van sziikség:

1. A (iv) feltételbsl kovetkezik, hogy barmely i,k = 1,...,7 és (2,£) € Q x R”
esetén

10, i (2, &) < 1+ e2 Y 1G> (5.21)

j=1
2. Ebbdl az kovetkezik, a Lagrange-egyenlStlenség segitségével, hogy minden i =
L...,r, (2,8) € Q x R'-re
0(s.01 < ate0] + (e + i) Sl <44 3l G20
j=1 k=1 j=1
ahol ¢, ¢, > 0 alkalmas konstansok.

3. Legyen ¢; > 1 agy definiélva, hogy p; ™' + ¢~ = 1. Barmely u € H5(Q)" esetén

legyen
T T
Qu) =y Y "=y Yy P
j=1 j=1

Ebbdl és (5.22)-bdl azt kapjuk, hogy |¢;(z,u)| < ¢ + Q(u), ahol Q(u) € L9(2), igy
(5.20) jobboldalat a kivetkezo kifejezéssel becsiilhetjiik feliilrél:

QY vz + Q) za @ ol 2o ey

ahol || az Q mértéket jeloli. (5.71)-et hasznalva p = p; helyettesités mellett lathat-
juk, hogy barmely rogzitett u € Hj(Q)" esetén (5.20) jobboldala egy (HJ () -téren
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értelmezett) korlatos linearis funkcionalt definial. Igy a Riesz-tételbsl kovetkezik, hogy
B; : H(Q)" — HE(Q) operétor joldefinialt.
Most ellenérizziik, hogy B rendelkezik bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-derivalttal.
(i) Belatjuk, hogy B Gateaux-derivalhato. Elég: B; (i = 1,...,7)-r6l bebizonyitani,
hogy Gateaux-derivalhaté. Barmely u € H7,(Q)" esetén legyen S;(u) : HL(Q)" —
H}L(Q) operator, melyet a kovetkezs képlettel definialunk:

(Si(wh,v)g = /Z@gkqi(x,u)hkv (u € Hp ()", v € Hp(Q)). (5.23)
o k=1

Allitas: ez az operator joldefinialt, tovabba korlatos és linearis.
Si(u) 1létét a Riesz-tétel biztositja a fentiekhez hasonloan, mivel itt a kovetkezd
becslést tehetjiik:

r

Z Ju P12

/|a£qu'(x7u)hkU| < ClthkHLQ(Q)HU“L2(Q) + Co
k=1

Q

1Pk o @y [0 o1 ()
L7 (Q)

-1
(5.21) és (ﬁ) il 4 py! = 1 segitségével.
Bebizonyitjuk, hogy
Bi(u) = Si(u) (ue Hp(Q)") .

Legyen u, h € H},(Q)", tovabba, £ = {v € Hp(Q) : vllgy ) = 1} és

un(t) = 2 Bi(u+ th) = Bi(u) — tSi(u)hllmy o)

S

1

vel

ezt tovabb alakitva kapjuk, hogy

4 1 "
5Z,h<t) = n SUP/ <q@'(37au +th) — qi(w,u) — tzﬁéin<xuu)hk> v

veE
) k=1

= SUIg) / Z (Og, qi(x, u + 0th) — O, qi(x, w)) hyv
vE
o k=1

p1—2
P1

! _P1_ .
<sup) / 19, gs(, u + 0th) — O, qu(w, w)| 7 2da | [lhll o oo |0 or oy -erivit
k=1 )

(5.71)-et hasznélva a p = p; helyettesitéssel adodik, hogy ||v]| e () < Kp, 0, tovabba,
|0th| < |[th| — 0 mm. Q-n, igy O, ¢; folytonossagabol kovetkezik, hogy az integrandus
0-hoz tart mm., ha t — 0. Az integrandus feliilrél becsiilhets ¢t < ty-ra a kovetkezovel:
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Pl
r P1—2 r

2(c1 + o Y Juj + tohy|Pr2) < ¢+ G Y uj + tohy|Pr € L), igy a Lebesgue-
j=1 =1

tételbsl kapjuk, hogy a kapott kifejezés 0-hoz tart, ha t — 0. Igy tehat

t—0

azaz B; Gateaux-derivalhato.

(ii) B; bihemifolytonosséga (i)-hez hasonloan kivetkezik. Nevezetesen, legyen u, k, w €
H},(Q)" és h € HSH(Q) rogzitett fiiggvény. Ekkor

Wy kawh(s,t) = ||Bi(u+ sk + tw)h — B;(u)hH}pD(Q)

= sup(Bj(u + sk + tw)h — Bi(u)h,v) g1 ()
ves

vel

= sup / Z (¢, qi(z,u + sk + tw) — Oc, qi(x,u)) hyv .
o k=1

Ezutan a fentiekhez hasonléan kaphatjuk 0, ¢; folytonossagabol és a Lebesgue-tételbdl,

hogy
im wy gwn(s,t) =0,
s,t—0

azaz a kovetkez:
(s,t) = Bi(u+ sk + tw)h

fiiggvény folytonos R2-rol H}(2)-ra. Tovabba B; bihemifolytonossagat B 6rokli.

(ili) kovetkezik abbol, hogy (5.23)-ban B}(u) = S;(u) ill. abbdl, hogy a O¢q(z,§)
derivaltmétrixok szimmetridjat feltettiik, azaz barmely u, h,v € HL(Q)" esetén

(B'(w)h,v) g1 @y = Z(Bé(u)h,m%(ﬂ) = Z(BQ(U)% hi) 1 (@)
i=1 i=1
= (B'(u)v, h>H}D(Q)"-
(iv) B'(u) spektralis hatarainak becslése: barmely u, h € H},(Q)" esetén
<B’(u)h, h>H1D(Q)r = / Z 8§kqi(l‘7 u)hkh, ,
o k=1
amelybdl (iv) feltétel segitségével kapjuk, hogy
Tovabba

<B/(U)ha h>H117(Q)T < / <C1 + C2 Z |“j|p1_2) Z hi- (5.25)
k=1

Q j=1
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fh +cy Z [ |u;|Pr2hi . Az els6 tag becsiilhetd a Szoboljev-beagyazas
k=10
(5.71) segltsegevel, p = 2 esetén.

T

¢t /hi < el qlhlG oy
k=1 Q

A masodik tag becslését a Holder-egyenl6tlenség szolgéltatja
2 2
> b1t < 3 Il = (3 it ) (bt )
7.k= 1g 7,k=1 k=1

A [15]-ben taldlhato a kovetkezs elemi azonossag:
ha r>0, a,b > 0, akkor
(a+0)" <C(a"+0b"), (5.26)

igy [l:]| = a; a helyettesités mellett (Y, || 7~2)77 = (S, a2 %) < C (X0, o))

=1 "

2
amelybdl kovetkezik, hogy (Z sz\?pf ) <o (Z H:z;iHipl(Q)), amelybdl
=1

r1—2

kapjuk, hogy létezik olyan C*>0 &llandd, hogy (Z ||| 1211312 ) < C* (Z:l HxiH%pl(QJ ,

mivel az z°7° monoton nd, ha x > 0 és ha p>2 az el6z6 egyenl6tlenséghdl kapjuk, hogy

p1—2
2

> bl it < (S lulioin ) (3l
Gik=1 J=1 k=1
ebbdl adodik, hogy
p1—2
> [l c(Sholin) (St )
7. k= 19 k=1
T p12_2 r
* 1 * 1 1—2
< LUK, (Z H%Hé,g) (Z uhu\z,g) = O K2 gl % Il
=1 k=1
Igy végiil (5.25) a kovetkezSképpen becsiilhetd
(B'(wh, h) @y < Mp([ullup@ Il @ (uh € Hp(Q)"), (5.27)
ahol
Mp(r) = a1K3 g + cC* KD orii- (29) (r > 0).

valos fiiggvény. Az also és a felsG becslést Gsszerakva, (5.24) és (5.25) alapjan kapjuk,
hogy

0 < (B'(Wh, h)up )y < Mp(lullmy )bl @ (uh € HR(Q)").  (5.28)
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(C) A C operator elvart tulajdonsagait hasonldo modon lehet bizonyitani, mint
B esetében, csak ki kell cserélniink Q-t I'y-ra és pi-t po-re (mivel hasonlo becslések
vannak g;-re és s;-re). Az alsd becslés menete azonban eltérd.

gy a fentiek alapjan C' bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-derivalttal rendel-
kezik, derivaltja a kdvetkezo:

(C'(whvyp = [ Y Ogsi(w,u)hwde  (uwe HL(Q) h,o € HH(Q).  (5.29)
k=1
Az also spektralis becsléshez a (iv) feltételt és (5.74)-et hasznaljuk:

<C/(u)h, h>H1D > /£€RTj?£1 ) )‘§’S) (x,§) Z hi do
= =1

I'n

_ulz/Btho

k= IFN

A felss becslés analog (5.27)-tel, annyi az eltérés, hogy Mp-t ki kell cserélni az alabbira:
Mc<7’) = d1K22,FN + dgC*Kp2 T’p272 (T‘ > O)

p2,I'n

Igy ebbél azt kapjuk, hogy

mZ//W do < (B'(w)h, h) 0 < Me(l[ell o)1l @ (u,h € Hp(Q)").
k=g
(5.30)
Végiil, 6sszegezve a harom tagot (F' = A+ B+C') azt kapjuk, hogy F' bihemifolyto-
nos szimmetrikus Gateaux-derivalttal rendelkezik, tovabbé, (5.19), (5.28) és (5.30)-bdl
adodik

ey = [ 9E Y [ 5t < 000

k= 1FN

< (2 + Ml @) + Mol o) Z/mw Ml ) 1y

ahol M (r) az (5.88)-beli. Azaz (5.13)-at megkaptuk és a 5.2 tétel bizonyitasa kész. m

5.2. Megoldhat6sagi tételek

5.3. Tétel. Legyen Q C RY korldtos tartomdny és az fio : Q x R — R fiiggvények
teljesitsék a kovetkezd feltételeket [azaz az 5.1 tétel feltételeit]:

(i) fia €CINQAXRY), fio e CLOQXxRY) (i=1,.,7, 0<l|a| <n);
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(“’) afi,afjﬁ = afjﬁfi,oa (Zvj = 17 - T |O./| ’ |ﬁ| < TL) ;

(iii) Léteznek olyan 0 < py < po dllandck, amelyek barmely (x,€) € Q x R™ és
¢ € R esetén teljesitik a kovetkezd egyenldtlenséget:

Mlz Z KZ}CMP < Z Z aﬁj,ﬁfi,a(‘r7€>Cj,5Ci,a < ,U/ZZ Z |Ci,a|2'

i=1 |a|=n i,j=1]a|,|B|<n i=1 |a|<n

Tovdbbd, legyen g; € L*(Q) (i=1,..,r).
Ekkor a

Ty(ur, oup) o= Y (=10 (fia(x, D)) = gi(z)  (i=1,..7r)
lal<n (5.31)
0%ujjp0 =0 (t=1,.,7 |la] <n-—1)

rendszernek egyértelmien létezik u* = (ui,..,ur) € HJ(Q)" gyenge megolddsa, azaz u*
teljesiti a aldbbi formuldt:

/ Z fia(z, D™Mu*) 9% da :/gifu dx (t=1,..,7, veE HJ(Q)). (5.32)
la|<n f

B1ZONYITAS. Az 5.1-es tételben (5.2) altal definialt F': Hi'(Q)" — HF(Q)" opera-
torrol belattuk, hogy kielégiti az 3.3 tétel feltételeit. Tovabba, a

vV i/givi dx
i=1 7

leképezés egy (H[(2)"-téren értelmezett) korlatos lineéaris funkcionalt definial, mivel
az abszolutértéke a kovetkez6 modon becsiilhetd:

Zl\ngLz il 20 <K292H9@HL2 villg @) < Kaollgllzr vl g -

=1

ahol Ko > 0 a HY(Q) C L*(Q) Szoboljev-bedgyazas konstansa. Igy a Riesz-tételbsl
adodik, hogy létezik olyan b € HJ' ()" amely teljesiti a kovetkezd egyenletet:

(b, v) () = Z/ﬂgivi dx (ve HY(Q)").
i=1
a 3.3 tételbdl kovetkezik, hogy az
F(u)=10 (5.33)

egyenletnek egyértelmien létezik u* € HJ ()" megoldasa. Itt (5.33) ekvivalens az
aldbbival:

(F(u),v) gy = 0:v)ugeyr (v Hy(Q)),

azaz
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/ E fialz, D(")u) 0%; dr = E /givi dz, (ve Hf(Q)) (5.34)
, Q
Q =1

i=1 |al<n

és u = u* esetén ez ekvivalens a (5.32) rendszerrel mivel (5.34)-ben a v; fiiggvények
egymastol fiiggetleniil valtozhatnak.

Igy tehat u* az dltalunk keresett megoldas, azaz a (5.31) egyenlet(rendszer) gyenge
megoldéisa. m

5.4. Tétel. Legyen Q C RN korldtos tartomdny, az fi, qi és s; (1 = 1,...,7) figguények
teljesitsék a 5.2 feltételeket. Toudbbd, legyen g; € L*(Q) ésv; € L*(Ty) (1 =1,..,7).
Ekkor a

Ti(u1, .., u,) == —div fi(z, Vuy, .., Vu,) + ¢(z,uy, .., u,) = gi(z) in Q
Qi(ur,..,u.) = fi(x,Vuy,..,Vu,) - v+ si(z,ur,..,u.) = v(xr) onlxy (5.35)
U; = 0 on FD

(i = 1,..,7) rendszernek egyértelmien létezik u* = (uf,..,u’) € H'(Q)" gyenge megol-
ddsa , amely teljesiti az alabbi:

/(fi(x,Vuf,..,Vu:)-Vv—l—qi(m,u{,..,uj)v) dx—l—/si(x,u’{,..,uﬁ)vda =
Q I'n

(5.36)
/giv dx + /’yﬂ) do (i=1,.,r, ve HHQ)).
I'n

Q

egyenletet.

B1ZONYITAS. 5.2 tételbdl kovetkezik, hogy az (5.12)-beli F' operétor teljesiti a 3.3
tétel feltételeit, tovabba a

V= Z /gﬂ)l dx+/’ymld0
i=1 &

INY
leképezés egy (HL ()" téren értelmezett) korlatos linearis funkcionalt definidl, mivel
az abszolutértékét a kovetkez6képp lehet becsiilni:

r

Z (Ngill 2@ llvill 2oy + il 2 il z2eg)
=1

< (Kaallgllzz@r + Kory IVl 2mr) 10l @

hasonloképpen, mint az 5.3 tételben, ahol Ky o > 0 és Ky, > 0 a Szoboljev-beagyazas
konstansai, melyek rendre a H'(Q) C L*(Q) és a H}(Q) C L*(T'n)-bedgyazasokhoz
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tartoznak. Igy a Riesz-tételbsl kovetkezik, hogy létezik b € H},(Q)" amelyre igaz lesz,
hogy

T

todmor =30 [

i=1 Q

giv; dx + /’yﬂ;i do (ve Hy(Q)).
INY
Az 3.3 tételbdl kovetkezik, hogy az
F(u)=»b (5.37)

egyenletnek egyértelmien létezik u* € H}(Q)" megoldasa. Itt (5.37) ekvivalens azzal,
hogy
<F(U)aU>H;,(Q)r = (b, U>H117(Q)T (U € H})(Q)r%

azaz a kovetkezdvel:

/Z(fi(x,Vul,..,Vur)~Vv7;+qi(a:,u1,..,ur)vi) d:v+/zgi(:c,u1,..,ur)vida
i=1 ry =1

0
:/Zgiv d:c—l—/Z%vda (v e HH(Q)")
Q =1 Ty i=1

(5.38)
6s ez u = u* esetén ekvivalens a (5.36) rendszerrel mivel (5.38)-ban a v; fiiggvények
egymastol fiiggetleniil valtozhatnak. Igy tehat u* az altalunk keresett megoldas, azaz
a (5.35) egyenlet(rendszer) gyenge megoldésa. m

5.2.1. A vizsgalt f6 speciilis eset

A dolgozatom témajat add nemlineéris elliptikus vegyes peremértékfeladatra vonatkozo
egzisztencia és unicitasi tételrdl van szé. A kovetkezs szakaszban megvizsgaljuk ezen
feladat iteracioval valo megoldhatosigat, nevezetesen egy tételt mondunk ki az egyszert
iteracioé konvergencidjarol.

5.5. Tétel. Az aldbbi vegyes feladat:
—div f(xz, Vu) + q¢(z,u) = g(x) in Q

flz,Vu) -v+s(x,u) = v(xz) onTy (5.39)

u =20 on I'p
teljesitse a kovetkezd feltételeket:

(i) Q C RN korldtos tartomdny szakaszonként sima peremmel, T, Tp C 0Q mérhe-
tO”, FNQFD :@ és FNUFD = 0f).

(ii) Az f : Ox RN - RY, ¢:OxR = Réss:yxR — R figguények mérhetdek
és korldtosak x € Q wdltozdra vonatkozéan (illetve x € Ty, megfelelden) és C*-
beliek a tébbi vdltozoban.
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(iii) Bdrmely (z,n) € Q x RN esetén az afg%”) deriwdltmdtrizok szimmetrikusak és A

sajdtértékeik teljesitik a kévetkezot:
0<p <A< g <00
ahol s > py > 0 konstansok figgetlenek (x,n)-tdl.

(iv) Legyen 2 < p (ha N = 2) vagy 2 < p < 22 (ha N > 2). Léteznek olyan

Ciyd; >0 és 2 < p; <p (i =1,2) konstansok, amelyekre barmely x € Q (illetve
x € I'y, megfelelden) és & € R esetén teljesiil, hogy

0 < Deq(x, &) < 1 + o€ 2, 0 < Oes(x, &) < dy + do|€[P>2
ahol p-t a (5.70)-ben definidltuk.

(v) Vagy Tp # 0, vagy v +— . Rinf A§S)(x,§) fiigguény nem azonosan 0 mm.
€

T7j:17“ﬂT

FN—TL.
(vi) g € L*(Q) és v € L*(Ty).

Ekkor az (5.39) feladatnak egyértelmien létezik u* € H)(Q) gyenge megolddsa, azaz
olyan u* € HY(Q), amelyre teljesiilnek az aldbbiak:

*
u |FD:0
€s

/[f(x,w*)-qu(x,u*)v} +/s(x,u*)vda:/gv+/wda (v e HL(Q)).
Q 'y Q 'y

BIZONYITAS. Az el6z6 (5.4) tétel specidlis (r = 1) esete. m

5.1. Megjegyzés. Az 5.2 tételben az (5.12) specidlis eseteként az (5.39) feladatnak
megfelels F : H,(2) — H} () altalanositott differencialoperéator a kovetkezd képlettel
adhato meg:

(F(u),v) gy, = /[f(:l:, Vu) - Vo + gz, u)v] + / s(z,u)vde  (u,v € Hp(Q)).

Jelolés: Legyen
Hp(Q) :={ue H(Q) : ur, =0} (5.40)
és
H3(Q) := H*(Q) N Hp ()

Szoboljev-tér.
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5.3. Iteraciok konvergenciaja

5.3.1. Masodrendi Dirichlet-feladatok
Tekintsiik a kovetkezd mésodrendd 1. tipust peremértékfeladatot:

{ T(u) = —div f(z, Vu) = g(x)

5.41
- (5.41)

ahol  C RY korlatos tartomany. Tovabba a kovetkezs feltételek teljesiilnek:

5.6 feltételek .

(i) Az f: OxRY — RY fiiggvény mérhets és korlatos x € § véltozora vonatkozoan
és Cl-beli a n € RN valtozora vonatkozoan, tovabba barmely (z,7) € Q x RY
esetén az W derivaltmatrixok szimmetrikusak és A\ sajatértékeik teljesitik a
kovetkez6t:

0<p <A< g <00

ahol pe > 111 > 0 konstansok fiiggetlenek (z,n)-t6l.
(ii) g € L2(Q).

5.6 Konstrukcié . Legyen G € L>(Q, RV*Y) szimmetrikus matrix-értéki fiige-
vény, amely teljesiti az alabbi egyenl6tlenséget: léteznek olyan m’ > m > 0 allandok,
amelyre

£,€) < M(G(2)€,€)  ((x,n) € 2xRY, €€ RY). (5.42)

(G < (L

A kovetkezd linearis operatort definialjuk:
Su = —div (G(z)Vu) = 0 (x € Q) (5.43)
Legyen S értelmezési tartomanya a kovetkezs: u € H?(Q) és legyen G(z)Vu €

H'(Q2). Ekkor a megfelel§ energiatér Hj (), amelyet a kivetkezs skalaris szorzattal
latjuk el:

<mmg:iéG@ﬂM-VvaEHMm) (5.44)
(Ez ekvivalens Hj(2)-val.)

(Jelolés: Az egyszertiség kedvéért a kovetkezdkben elhagyjuk az Q-n értelmezett integ-
raloknél a dz-et.)

A T-nek megfelels F : Hj(Q) — Hj () altalanositott differencialoperatort a kivet-
kezG képlettel adjuk meg:

(F(u),v)g = /Qf(x, Vu) - Vv (u,v € H}(Q)), (5.45)

és hasonloan, a gyenge alak jobboldalit az alabbi képlettel definialjuk: b € H}(Q)
teljesitse a kovetkezGt:

mwg_ém) (v e HI(Q)). (5.46)
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5.6. Tétel. Teqyiik fel, hogy a 5.6 feltételek teljestilnek. Ekkor a 5.6 konstrukcidjabol
kapjuk, hogy

cond (S7'T) < %, (5.47)

lletve adodik a kovetkezd konvergencia eredmény:

(1)

(2)

Legyen ug € Hy ()
ekkor az (u,) C HJ () sorozat legyen a kivetkezd képlettel definidlva:

2
M+m

Upt1 = Uy — Zn (n € N) (5.48)

ahol z, € H}(Q) teljesiti a kovetkezd segédfeladatot:
/ G(z)Vz, - Vv = / f(z,Vu,) - Vv — / qu (v € Hy(2)), (5.49)
Q Q Q

Ekkor az (u,) C H}(Q) sorozat linedrisan konvergdl az (5.41) feladat u* € H}(Q)
gyenge megolddsdhoz, az alabbi becslés szerint:

M—m
M +m

il < 1P <0l (Yo m)  weN), (550

ahol F-et és b-t (5.45)-ben és (5.46)-ban definidltuk.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy G € C(Q,RN*N) és Q egy konvex tartomdnnyal C?-

diffeomorf. Ekkor barmely uy € H*(Q) N H} () esetén a (5.49) segédfeladat az

iterdcio sordn erds alakba irhato:

Sz, =T (u,) —

{ (tn) =9 (5.51)
ZnloQ = 0

ahol z, € H*(Q), és (5.50)-¢t a kovetkezdre cserélhetjiik:

M —m
M+m

)” (n € N), (5.52)

. 1
lun = wlle < 2o 1T (o) = gllzioy (

ahol 0 > 0 az S operdtor legkisebb sajdtértéke (H*(Q2) N Hy(QY)-n)

B1zONYITAS. Igazolni fogjuk, hogy T és S teljesitik a 4.2 tétel (i) allitasanak
feltételeit. Igy le kell ellenérizniink az 4.1 tétel feltételeit, egy eltéréssel: az (4.6)
helyére a (4.28) keriilt.

A (5.42) egyenl&tlenségbdl kovetkezik, hogy a G(z) matrixok sajatértékei egy pozi-
tiv konstanssal egyenletesen becsiilheték alulrol és feliilrél, hasonldan a %f]’") derivalt-

matrixokhoz. Igy tehat S egyenletesen elliptikus, amelyb6l az 2.5 allitas segitségével
kapjuk, hogy (5.43)-ban definialt S operator egyenletesen pozitiv (S > ol, 0 > 0),
szimmetrikus, linearis L?(Q)-ben.
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A divergencia tételbdl kapjuk, hogy
/ T(u)v = / f(z,Vu) - Vv (u,v € H*(Q) N Hy(Q)) (5.53)
Q Q

és (5.42) feltétel segitségével adodik, hogy
mG(z)(Vv — Vu) - (Vv — Vu) < (f(z, Vv) = f(z,Vu)) - (Vv — Vu)
< M G(z)(Vv —Vu) - (Vv — Vu),
igy (5.53)-bol kapjuk, hogy

mllo—ull, < / (T(v) - T()(v—w) < Mllo—ul% (a0 € HAQ)NHHQ), (5.5

azaz (4.28) egyenldtlenséget belattuk. Tovabba (5.53) miatt és F' operator (4.7)-beli
definicioja miatt (5.45)-hoz jutottunk. Mivel feltettiik, hogy f € C*, igy az 5.1 tétel
bizonyitasahoz hasonl6 szdmoléassal kaphatjuk, hogy F' Gateaux-derivalhaté, valamint
a derivalt a kovetkezGképp néz ki:

(F'(u)h,v)g = /Q %(x, Vu)Vh-Vu  (u,h,v € H}(Q)) (5.55)

igy tehat F” bihemifolytonos és szimmetrikus. A 4.1 tétel feltételeit igy belattuk.

A 4.1 tétel (2) allitasa szerint a (5.49) sorozat a (5.50) becslés szerint konvergal.
Tovabba, ha G € C1(Q, RV*N) ¢és Q egy konvex tartomannyal C2-diffeomorf, akkor a
2.6 tételbdl kapjuk, hogy R(S) = L*(Q) amely alapjan a (4.11) feltétel teljesiil. Ekkor
a 4.1 tétel (3) allitasa szerint, ha vy € H*(Q) N HJ (), akkor a segédfeladat irhato az
(5.51) erds alakba , tovabba az (5.52) becslés is teljesiil, ahol o > 0 az S operator alsd
hatara (S > of, 0 > 0), amely 2.6 allitas szerint megegyezik S legkisebb sajatértékével
(H2(Q) N HY(Q)-n). Igy a tétel (1) és (2) allitasat belattuk. Végiil a fenti (5.47)
kondicidszam becslés a 4.3 megjegyzés alapjan a 4.3 definici6 szerint értendd . m

Tekintsiik az (5.41) feladat modositasat:

{ T(u) = —div f(z, Vu) + q(z,u) = g(z)

5.56
Ujp = 0. ( )

Ehhez a feladathoz 5.6 tételt modositani fogjuk.

5.7 feltételek. A 5.6 tétel (i) és (ii) feltételei teljesiiljenek, tovabba legyen g :
Q1 x R — R fiiggvény mérhetd és korlatos x € Q szerint és Cl-beli € € R szerint.
Legyen

2N
2<p (ha N=2) vagy 2§p§N_ (ha N > 2). (5.57)
A kovetkezd Szoboljev-bedgyazas teljesiil:
H(Q) C LP(Q) (5.58)
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Valamint 1éteznek olyan ¢y, co > 0 allandok, amelyekre teljesiil, hogy

0 < 9eq(z,8) <t +alélP? ((,€) € Q x R).

5.7 Konstrukcié . Legyen G € L>(Q, RV*Y) szimmetrikus matrix-értéki fiigg-
vény. amely teljesiti az alabbi egyenlGtlenséget: 1éteznek olyan m’ > m > 0 allandok,

hogy

m@@ﬁ@wg@%%@a@sﬂmamaa (r.n) € Qx RY,€ € RY). (5.50)

a megfeled S linearis operator és skalaris szorzat (.,.)¢ legyen az (5.43) és (5.44)-ben
definialt. Végiil legyen

M(r) =m'+ 07! + C* Kb or?™® (1> 0), (5.60)
monoton nové fiiggvény, ahol K, o az (5.58)-ban szerepld beagyazasi konstans:
lulle@) < Kpallulle  (u € Hy(2)) (5.61)

C* a 5.2 bizonyitasaban szerepld allando és o > 0 jelolje az S operator legkisebb
sajatértékét. Az altaldnositott differencialoperator F : HY(Q) — H(Q) megfelels
modositassal kaphato (5.45)-bol, azaz
(F(u),v)g = /(f(x,Vu) - Vo + q(z,u)v) (u,v € Hy(Q)). (5.62)
0
A gyenge alak jobboldala b € H} () ugyanaz, mint (5.46)-ban.

5.7. Tétel. Teqyik fel, hogy a 5.7 feltételek teljestilnek. Ekkor a 5.7 konstrukcidjabol
adodik a kovetkezd konvergencia eredmény:

barmely ug € H}(Q) esetén, az 5.6 tétel (1) és (2) dllitdsa igaz marad M helyett az
aldbbi dllindoval:

1
My =M (||u0|\g + EHF(UO) — ng> (5.63)
Newvezetesen,
(1) Legyen ug € H}(Q)
ekkor az (u,) C Hy(Q) sorozat legyen a kivetkezd képlettel definidlva:

2
N .64
T (n € N) (5.64)

ahol z, € H}(Q) teljesiti a kovetkezd segédfeladatot:

/G(m) Vz, Vv = /(f(:v,Vun) Vo + q(z,uy)v) — /gv (v e Hy(Q)) (5.65)

Q Q Q

Up4+1 = Up —

a fenti sorozat linedrisan konvergdl az (5.56) feladat u* € H},(Q)) gyenge megol-
ddsdhoz az aldbbi becslés szerint:

1 Mg—m "
—ut|g < —||F — N). .
i =l < 2ol F ) ~ble (35 )  eN. (00)
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(2) Ha az 5.6 tétel (2) részében taldlhatd regularitdsi feltételek teljesiilnek, akkor
(5.63)-est kicserélhetjik o kivetkezdre:

1
Mo i= 01 (ol + 2 1T00) = gl ). (5.67)

és (5.51)-(5.52) is igaz lesz, csak M helyére My keril.

B1zONYITAS. Hasonlo modon torténik, mint 5.6 tételnél. Most 4.2 tétel (ii) részét
alkalmazzuk. Azaz ismét 4.1 tétel feltételeit kell leellendrizniink, azzal az eltéréssel,
hogy (4.6) helyére (4.29) keriilt. A 4.6 megjegyzés miatt az utobbi ekvivalens (4.32)-el,
amely jelen esetben azt jelenti, hogy

ml[hll& < (F'(w)h, h)e < M([ulle)Ple (u,h € Hy()), (5.68)

ahol az F': H}(Q) — H}(Q) altalanositott differencialoperatort az (5.62)-ben defini-
altunk. Az (5.68) becslés kovetkezSik az 5.2 tételbsl ((5.13) specidlis esete: r = 1
és Ty = (), valamint a skalaris szorzatot (azaz (.,.)g-t) kell H}()-ra valtoztatnunk,
végiil (6.10) alapjan K3, helyére o~'-t irunk . m

5.2. Megjegyzés. Altalanos esetben, azaz, ha nem teljesiilnek a regularitast biztosito
feltételek, akkor az (5.63)-ban talalhato norméat a kovetkezsképp lehet kiszamitani: Az
| F'(uo) — b||¢ norméat az elsd iteracios 1épés utan szamitjuk ki, mivel a zop = F(ug) — b
fiiggvényt (5.65) hatarozza meg n = 0 esetben. Azaz az iteracionak a kovetkez modon
kell kezd&dnie:

ug € HY(Q) tetszoleges;
20 = F(up) — b meghatarozasa (5.65) alapjéan;
My = M (lluolle + £1lz0llc) ;

— 2
U1 = U0~ Morm

20 -

(Ezutan n > 1 esetén az iteracio az (5.64)—(5.65) lépésekkel folytatodhat.)

Az ||F(ug) — b||¢ most ismertetett kiszamitasi modja a fenti (5.50) és (5.66) becs-
lésekben is miikodik.

5.3.2. Vegyes feladatok
Masodrendi, 3. tipusu feladatok

Tekintsiik a kovetkez6 méasodrendt, 3. tipusu peremértékfeladatot:

T(u) = —div f(z,Vu) + q(z,u) = g(z) in Q
Qu)=  f(z,Vu) -v+s(x,u) = y(x) onTy (5.69)
u =0 on I'p,
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ahol Q C R korlatos tartomany.
Legyen

(ha N > 2). (5.70)

2N
2<p (haN=2) vagy 2<p<—

A kovetkezs Szoboljev-beagyazasok (ill. becslések) allnak fenn:
Hp(@) c 17(Q),  Nullre) < Epallullyy,  (we Hp(Q),  (5.71)
Hp( @)y € LP(Tx),  ullzeey) < Kpryllullay,  (w€ Hp(@)ry)  (5.72)

ahol K, > 0 és K,r, > 0 a megfelels konstansok és Hp,(Q)r, jeloli Hp ()
nyomat I'y-n.

5.8 feltételek . Az (1.1) feladatra teljesiiljenek a kovetkezd feltételek:

(i) Q C RY korlatos tartoméany szakaszonként sima peremmel, 'y, T'p C 92 mérhe-
to, 'y NIT'p =0eésTyUT'p = 090.

(i) Az f: QxRN 5 RM, ¢: QxR — Réss: 'y xR — R fiiggvények mérhetsek
és korlatosak = €  valtozora vonatkozoan (illetve z € T'y, megfelelGen) és C-
beliek a tébbi valtozoban.

(iii) Barmely (z,7) € Q x R esetén az %f]’") derivaltmatrixok szimmetrikusak és A
sajatértékeik teljesitik a kovetkezot:

0<p <A< g <00
ahol po > 11y > 0 konstansok fiiggetlenek (z,n)-t6l.

(iv) Leéteznek olyan ¢;,d; > 0 és 2 < p; < p (i = 1,2) konstansok, amelyekre barmely
x € Q (illetve z € T'y, megfelelGen) és £ € R esetén teljesiil, hogy

0 < Oeq(w,€) < cr+ealéf™ ™ 0< es(x,6) < di + doe]*
ahol p-t a (5.70)-ben definialtuk.

(v) Vagy I'p # 0, vagy = +— . Rinf )\gs)(x,g) fiiggvény nem azonosan 0 mm.
S

rJ=1,..,r
FN—I].

(vi) g € L*(Q) és v € L*(T'y).

5.8 Konstrukci6. Legyen G € L>(Q, RM*Y) szimmetrikus matrix-értékd fiigg-
vény. amely teljesiti az alabbi egyenl6tlenséget: léteznek olyan m’ > m > 0 allandok,
amelyre

af (z,n)

m(G()E.€) < ()

€ <m/(G(@)€,€)  ((z.n) € 2xRY £ €RY). (5.73)
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Legyen 8 € L*(I'y) és

L.
Bx) < - gglg(?gs(x,ﬁ) (x € Ty). (5.74)

A kovetkezd vegyes lineéaris peremértékfeladatot definialjuk:

Su = —div(G(z)Vu) = 0 (x € Q)
Ru = Ogyvu+ B(z)u = 0 (x € Tn), (5.75)
u =20 (x € I'p)

(ahol Jg(z),u = G(x) v - Vu az u x-beli konormalis derivaltja).

Legyen S értelmezési tartomanya a kovetkezs: u € H?(Q) és legyen G(z)Vu €
H'(Q). Ekkor legyen a megfelels skalaris szorzat, amelyet a H} () energiatéren értel-
meziink, a kévetkez6:

(u, v) g1 () = / G(z)Vu-Vov + (x)uv do (u,v € HH(Q)). (5.76)
Q I'n

(Megjegyzés: Az (v) feltétel biztositja (5.76) skalaris szorzat pozitiv definitségét.)

(Jelolés: Az egyszertiség kedvéért a kovetkezdkben elhagyjuk az Q-n értelmezett integ-

raloknal a dz-et.)

Az (1.1) feladatot reguldris-nak nevezziik, ha
barmely f € L*(Q) és o € HY?(I'y) esetén, a kovetkezd linearis feladat

Su = f in €
(5.77)
Ru = ¢ on ['y

u € H}, () gyenge megoldasara teljesiil, hogy u € H*(Q). (elégséges feltételek megta-
lalhatoak az 2.3.2 szakaszban.)

Végiil legyen

M(r)y=m'+cio™ "' + di K3y + cC KD orP' ™2 4 dyC* K22

p2,I'n

272 (r >0), (5.78)
monoton noévé fiiggvény, ahol K, o, Ky, ry > 0 az (5.71)—(5.72)-ben szerepls beagya-
zasi konstansok és C* a 5.2 bizonyitasaban szerepld allando, ¢ > 0 jelolje az S operator

legkisebb sajatértékét.

5.8. Tétel. Teqyik fel, hogy a 5.8 feltételek teljestilnek. Ekkor a 5.8 konstrukcidjdabol
adodik a kovetkezd konvergencia eredmény:

(1) Legyen ug € HH(Q), és

1
Mo = M (uallyoy + llF00) =l ) (5.79
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(2)

ahol M(r) a (5.78)-ben definidlt, I jeldli a T-nek megfeleld dltalanositott diffe-
rencidloperdtort és b € H)(Q) pedig legyen a kivetkezd:

Gt = [+ [ wdo (e HH®),
Q Ty

Legyen
2
= — N .
Upt1 = Up Mot —n (n € N) (5.80)
ahol z, € H}(Q)-re teljesiil, hogy
/ G(z)Vz, - Vv + (x)zpvdo = (5.81)
Q I'n

/Q[f(x, Vu,) - Vo + (g(z,u,) — g)v] +/ (s(z,u,) —y)vdo (v € HL(R)).

'y

Ekkor az (u,) C H(Q) sorozat linedrisan konvergdl az (1.1) feladat u* € H)(Q)
gyenge megoldasahoz, az aldbbi becslés szerint:

MO —m
My+m

P~ tlpo () €N (52

1
[tn = ||y o) < -

Tegyiik fel tovdbbd, hogy G € CH(Q, RN*N) és a peremfeltételek legyenek reguld-
risak, azaz (5.77) teljesitsék. Ekkor barmely ug € H*(Q)NHL(Q) esetén a (5.81)
segédfeladat az iterdcio sordn irhato erds alakba:

Sz, = —div(G(z)Vz,) = T(u,)—g in
Rz, = Og(ayvin + B(2)2n = Qu,) —v onI'y (5.83)

on FD

o O

Zn =
ahol z, € H*(Q), és (5.82)-t a kivetkezdre cserélhetyiik:

. 1 1/2
fin= gy < s (I ) = gl + Q(u0) = 2l

My —m\"
M,y +m>

(5.84)
(n € N).

B1zONYITAS. A bizonyitas a 5.7 tétel bizonyitasanak megfele6 modositasaval kap-

hato.

(1) Mivel a (1.1) feladat megegyezik a 5.5 tétel feladataval (a feltételek is meg-

egyeznek), ezért az utobbibol tudjuk hogy az (1.1) feladatnak egyértelmiien létezik
u* € Hp(Q) gyenge megoldésa, azaz olyan u* € H'(2), amelyre teljesiilnek az alabbi-

ak:

*
U|FD:O

/[f(x,Vu*)-Vv—Fq(x,u*)v] +/3(w,u*)vd0: /gv+/wd0 (ve HH(Q)).

FN Q 1—‘lN

(5.85)
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Ekkor a fenti (5.85) egyenlet baloldala az 5.2 tétel specialis (r=1) esete, (az 5.2
tétel feltételei teljesiilnek a 5.8 feltételek alapjan), tovabba a (5.76) skalaris szorzat
is megegyezik a tételbelivel. Igy a 5.2 tétel szerint a (5.85) baloldalaval a kévetkezd
F: HL(Q) — HL(Q) altalanositott differencialoperatort definialhatjuk:

(F(u), v}y = /Q(f(x,Vu) - Vv + q(z, u)v) —i—/ s(z,u)vdo (5.86)

I'n

(u,v € HL(Q)), amely bihemifolytonos szimmetrikus Gateaux-derivalttal rendelkezik,
és teljesiil ra az

mHhHéb(Q)T < (F'(u)h, h>Hb(Q)T < M(”uHHID(Q)T)HhH?J}J(Q)T (u,h € Hp(Q)")
(5.87)
egyenlGtlenség, ahol m = py > 0 konstans és

M(r) = po+c1 K3 g+ di K3 p 4cC KD P 2+ dy CF K22

p2,I'N

rP272 (r > 0), (5.88)

monoton névé fiiggvény, ahol Ky, Koy, Kp 0, Kp,ry > 0 az (5.71)-(5.72)-ban sze-
replé beagyazasi konstansok. Tovabba a (6.10) Gsszefiiggesnek koszénhetden K3, he-
lyére o' keriilhetett, igy tehat kaptuk, hogy

M(r) =m/+cio” +di K3 +cC KPP 2 4 d, C* K2

p2,I'n

rP2=2  (r > 0),5.78 (5.89)

Végiil a 3.5 tétel segitségével kaphatjuk meg az els6 allitast, a tétel feltételei telje-
siilnek (H helyére H}(Q) keriil).

(2) A segédfeladat erds alakjat indukcioval kaphatjuk, hasonléan, 5.6 és 5.7 tétel
bizonyitasahoz. Nevezetesen, ha a peremfeltételek regularisak (5.77)-értelemben, az
5.3 megjegyzés szerint a segédfeladatot a kovetkezd alakba frhatjuk:

v () [ €)

igy, ha u, € H*(Q) N HH(Q), akkor tehat u,.y € H*(Q) N HH(Q), amelybdl, ha
feltessziik, hogy ug € H?(Q)NH} (), akkor tudjuk, hogy u,, € H*(Q)NHL(Q) (n e
N). Tovabba (5.86)-bol kapjuk, hogy

(F(u),v)gn = (T'(u),v) 20 + (Q(w), v) L2y (u,v € H*(Q) N HH(Q))

D

(azaz, az altalanositott differencialoperator (4.7)-beli definicidja helyére a fenti keriilt),
igy (5.52)-ben a || T'(ug) — g 12() tag helyére a (T'(uo) — g, Q(uo) —y) paron értelmezett
szorzat-norma keriil, amelyb6l kévetkezik (5.84). m

5.3. Megjegyzés. A (5.83) erds alak megvilagitja az F', T és S operatorok szerepét a

segédfeladatban. Nevezetesen definialjunk operator parokat, amelyek szorzattérbe (két
tér direkt szorzata) képeznek

(g) illetve (f{) CH2(Q) — LA(Q) x H/*(Ty)
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()=o) ()= (i65)

Ha a peremfeltételek regularisak (5.77)-értelemben, akkor (}Sz) par bijektiv. Ennek
koszonhetGen (5.81) egybeesik (5.83)-al, tovabba a (5.80)—(5.81) iteraciot irhatjuk erds

alakba: B 9 S\ '[/T _ (9
Unid = Un = e (R) KQ) () = (VH

tovabba, a kapott (5.84) konvergencia becslésnek megfelel§ kondicioszam a kévetkezo:
-1
M,
(3 5)) <

5.4. Megjegyzés. Reguldris esetben a (5.82)-beli [[F'(ug) —b|| 13 () normat becsiilhet-
jiik a kdvetkez6 norméval:

amely fiigg ug-t0l.

- 1/2
o7 (I (o) = g2y + Qo) = YEaqry )
amely segitségével (5.84)-t megkaphatjuk. Ezt a becslést lehet hasznalni a (5.79)-ben

is. Ha a regularitési feltétel nem teljesiil, akkor || F'(ug) —b[| g1 ()=t az 5.2 megjegyzéshez
hasonloan lehet kiszamitani.
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6. fejezet

Fuggelék

A kovetkezs két alfejezetet [11] alapjan irtam.

6.1. Reflexiv Banach-terek

6.1. Definici6. Ha X normalt tér, akkor X** := (X*)" az X masodik duélis tere.

A definici6 értelmes, mert X* is normélt tér, igy van dudlisa. Szintén igaz itt is, hogy
a méasodik dualis mindig Banach-tér.

Példa X**-beli funkcionalra. Legyen x € X adott, és z** : X* — K az a funkcional,
amely minden ¢-hez ¢x-et rendeli hozza, azaz

¢ = ¢x. (6.1)

Jelolés (gyakran hasznalatos): ha X normaélt tér, ¢ € X* és x € X, akkor legyen
(¢,2) == opu. (6.2)
Ha X Hilbert-tér, akkor az X* = X azonositas mellett ez valoban skalérszorzat.
(Elsfordul ugyanerre a forditott jelolés is, azaz (x, ¢) = ¢x.) A fenti jelblés elsGsorban

reflexiv Banach-terek esetén szemléletes, ha ugyanis nemcsak az X** és X tereket,
hanem az x** és x elemeket is azonositjuk, akkor (??) ugy irhato, hogy

(z,0) = (¢, ) (Ve e X, ¢ € X7),

ami szemlélteti X és X* szerepének szimmetridjat és a ,dudlis tér" elnevezést.
6.1. Megjegyzés. A Gateaux-derivalasnal is hasznaljuk ezt a jelolést (lasd: 6.3).

6.1. Tétel. Reflexiv Banach-térben minden korldtos sorozatnak van gyengén konver-
gens részsorozata.
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6.2. Gateaux-derivalt

6.2. Definici6o. Legyenek XY normalt terek. Egy F': X — Y (nemlinearis) operator
(a) Gateauz-derivalhatd az u € X pontban, ha

(i) barmely v € X esetén létezik

(i) a v — 0, F(u) hozzarendelés folytonos linearis operator X-bdsl Y-ba.
A masodik tulajdonsag szerinti operatort F’(u)-val jellve

F'(u)v :=9,F(u) és F'(u) € B(X,Y).

(b) Fréchet-derivdlhats (vagy csak egyszertien derivdlhatd ) az u € X pontban, ha
van olyan A € B(X,Y) folytonos linearis operator, hogy

lim |F(u+v)— F(u) — Av|| _

v=0 o]

0.

Ekkor A egyértelm, és szintén F’(u)-val jeloljiik. (Ez az alabbiak miatt nem okoz
félreértést.)

6.2. Megjegyzés. (i) A Fréchet-derivalhatosagbol kovetkezik a Gateaux-derivalhato-
sdg, és a kétféle derivalt egybeesik. Visszafelé viszont nem kovetkezik, mar R? — R
fiiggvények esetén is el6fordul, hogy f Gateaux-derivalhato, de nem Fréchet-derivalhato.
(ii) Magasabbrendii derivaltak a definicié ismételt alkalmazasaval értelmezhetdk.
Ha példaul ® : X — R Gateaux-derivalhato és &' : X — B(X,R) = X* is Gateaux-
derivalhato valamely v € X pontban, akkor ®”(u) := (®')'(u) € B(X, X*).

Legyen ® : X — R szamérteki leképezés (funkcional). Ekkor a Gateaux-derivalt
definiciojaban Y = R, és ®'(u) € B(X,R) = X*.

A reflexiv Banach-tereknél bevezetett (6.2) jelolést hasznaljuk
(®(u),v) = ' (u)v, (6.3)
ami Hilbert-tér esetén valoban skalarszorzat.

6.1. Allitas (Lagrange-kozépértéktétel). Legyen ® : X — R Gateaus-differencidlhatd,
u,v € X. Ekkor létezik £ € [u,v], hogy ®(v) — ®(u) = (P'(§),v — u).

6.2. Allitas (masodrendi Taylor-formula). Legyen ® : X — R kétszer Giteaua-
differencidlhato, u,v € X. Ekkor létezik & € [u,v], hogy

B(v) — () = (B'(u), v — u) + % (B"(€) (v — u), v — u).
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6.3. Definicié. Legyenek X,Y és Z normalt terek, A: X — B(Y, Z) leképezés. Azt
mondjuk, hogy

(i) A hemifolytonos, ha minden u,v € X és minden w € Y esetén a ¢t — A(u+tv)w
leképezés folytonos R-b6l Z-be;

(ii) A bihemifolytonos, ha minden u,v,w € X, z € Y esetén az (s,t) — A(u+tv +
sw)z leképezés folytonos R2-bsl Z-be.

A fenti definici6 altaldnossaga arra jo, hogy tobbféle szokasos helyzetben is értel-
mezhessiink (bi)hemifolytonossagot. Legyen példaul ® : X — R adott funkcional.

e HaY =7 =R, akkor B(Y,Z) = B(R,R) =R, igy értelmezhetd a
® : X — R (bi)hemifolytonossaga.

e Ho X =Y & Z = R, akkor B(Y,Z) = B(X,R) = X*, igy értelmezhets a
¢’ . X — X* Gateaux-derivalt (bi)hemifolytonossaga.

e Ha X =Y és Z = X*, akkor B(Y,Z) = B(X, X*), igy értelmezhets a
¢” . X — B(X, X*) masodik Gateaux-derivalt (bi)hemifolytonossaga.

6.2. Tétel (Newton—Leibniz). Legyen ® : X - R, u,v € X.
(1) Ha ® Gateauz-derivdlhatd és ' hemifolytonos, akkor

O(v) — d(u) = /1 (D' (u+t(v—u)),v—u)dt
0
(2) Ha ® kétszer Gateaus-derivdlhato és " hemifolytonos, akkor
' (v) — P'(u) = /1 Q" (u+t(v —u))(v—u)dt,
0
amin azt értjiuk, hogy minden z € X esetén

(@' (v) — D' (u),2) = /0 (" (u+ t(v—u))(v—u),z) dt.

6.3. Szoboljev-terek
Az alabbiakat [1, 11| alapjan {rtam.

Legyen p egy valos szam, amely teljesiil, hogy

2<p (fN=2) vagy 2§p§N2N (it N> 2). (6.4)

A kovetkezs Szoboljev-bedgyazasok (ill. becslések) allnak fenn:
Hl(Q) C LP(Q>, ||UHLp(Q) < Kp’QHUHHl(Q) (u - HI(Q», (65)
HY(Q)r C LP(I), Jull oy < Kprllullm@  (uwe H(Q)r) (6.6)
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ahol I' C 0! a perem mérheté részhalmaza és K,q > 0 és K, > 0 a megfelels
konstansok és H'(Q)r jeloli H'(Q2) nyomat I'-n.

Ezekben feltételezziik, hogy a H'(Q2) és a H () terek, olyan norméval legyenek
ellatva, amelyre teljesiil ||.|| a kovetkezs egyenlGtlenség:

/Q Vaul? < [lull?. (6.7)

6.1. Lemma. Legyen Q C R? korldtos tartomdny, szakaszonként sima peremmel. Te-
kintsink egy olyan normdt, amelyre teljesil az el6zd (6.7) egyenldtlenség, valamint
tekintsik a kévetkezd Szoboljev bedgyazdst a megfeleld” Dirichlet-peremfeltételek mellett:

Hy(Q) C L7(Q),  uller@) < Kpallull - (v € Hy()). (6.8)
FEkkor pip
+ 1P2 —1 —1
K e < 5 K- 1,08 (1.0 - (6.9)

Példa. A (6.8)-ban szerepls K, o beagyazasi konstans becsiilhetd a kovetkezé mo-
don:
(a) (p=2). Legyen o > 0 —A operator (H*(2) N H}(Q)-n értelmezett) legkisebb
sajatértéke. Ekkor 2.3 megjegyzés alapjan kapjuk, hogy
1

K2, <=, (6.10)
’ 0

66



Irodalomjegyzék

1]

2]

3]

4]
5]

6]

|7l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

Apawms, R.A., Sobolev Spaces, Academic Press, 1975.
109

FABER, V., MANTEUFFEL, T., PARTER, S.V., On the theory of equivalent
operators and application to the numerical solution of uniformly elliptic partial
differential equations, Adv. in Appl. Math., 11 (1990), 109-163.

GAJEWSKI, H., GROGER, K., ZACHARIAS, K., Nichtlineare Operatorgleichun-
gen und Operatordifferentialgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin, 1974

GRISVARD, P., Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Pitman, 1985.

KADLEC, J., On the regularity of the solution of the Poisson problem on a domain
with boundary locally similar to the boundary of a convex open set, Czechosl.
Math. J., 14 (89), (1964), pp. 386-393.

KanTorovicH, L.V., Akitov, G.P., Functional Analysis, Pergamon Press,
1982.

KARATSON, J., The gradient method for a class of nonlinear operators in Hilbert
space and applications to quasilinear differential equations, Pure Math. Appl., 6
(1995), No. 2, 191-201.

KARATSON, J., The gradient method for non-differentiable operators in pro-

duct Hilbert spaces and applications to elliptic systems of quasilinear differential
equations, J. Appl. Anal., 3 (1997) No. 2., pp. 205-217.

KARATSON, J., Gradient method for non-uniformly convex functionals in Hil-
bert space, Pure Math. Appl., Vol. 11 (2000), No. 2., 309-316.

KARATSON J., FARAGO 1., Numerical solution of nonlinear elliptic problems via

preconditioning operators. Theory and applications. Nova Science Publisher, New
York, 402 p. 2002.

KARATSON J. (2014) Numerikus funkciondlanalizis, Typotex Kiado, 2014

KARATSON J., FARAGO 1., Sobolev space preconditioning for nonlinear mixed
boundary value problems, in: Large-scale Scientific Computing, LSSC 2001, eds.
S. Margenov, J. Wasniewski, P. Yalamov, pp. 104-112, Lecture Notes Comp. Sci.
Vol. 2179, Springer, 2001.

67



|13] NEUBERGER, J. W., Sobolev gradients and differential equations, Lecture Notes
in Math., No. 1670, Springer, 1997.

[14] SiMON L., BADERKO, E., Linear Partial Differential Equations of Second Order
(in Hungarian), Tankonyvkiad6, Budapest, 1983

[15] ZEIDLER, E., Nonlinear functional analysis and its applications, Springer, 1986

68



NYILATKOZAT

Név: Perjés Balazs
ELTE Természettudomanyi Kar, szak: Alkalmazott matematikus

NEPTUN azonosito: OUL159

Szakdolgozat cime:
Nemlinedris elliptikus vegyes peremértékfeladatok prekondicionéalasa

A szakdolgozat szerzdjeként fegyelmi feleldsségem tudatiban kijelentem, hogy a
dolgozatom 6nall6 munkam eredménye, sajat szellemi termékem, abban a hivatkozasok és
idézések standard szabalyait kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a

megfeleld idézés nélkiil nem hasznaltam fel.

Budapest, 2018.05.31

a hallgato aldirasa



