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1. fejezet

Eloszo

1.1. Differencialegyenletekrol

A parcidlis differencidlegyenletek (tovabbiakban PDE) megolddsa a mai alkalma-
zott analizis, sot az egész alkalmazott matematika egyik legfontosabb témakore a
fizikai, kémiai, és biolégiai alkalmazasok szempontjabol.

A XXI. szazadban a kornyezetvédelmen, és a megujulé energiaforrasokon nagyon
nagy hangsily van. Egy ilyen meguijulé energiaforras példaul az tgynevezett tizem-
anyagcella (Fuel Cell), mely még fejlesztés alatt all. Ennek az 1j technol6gidnak
koszonhetéen akar 100%-os hatésfok is elérhetd, karosanyag kibocsatas nélkiil.

Az tizemanyagcella matematikai leirdsa idofiiggé parabolikus parcidlis differen-
cidlegyenlet-rendszerekkel torténik. Az iizemanyagcella projektben a fenti egyenletek
megoldasaban az ELTE TTK Alkalmazott Analizis és Szamitdsmatematikai Tanszék

munkatdrsai is segédkeznek. Ehhez a kutatdashoz kapcsolédik a jelen szakdolgozat is.

1.2. A dolgozat célja

Az egyenletek megoldasi modszereit két nagy csoportra bonthatjuk. Az egyik
a klasszikus megoldasok kiszamitdsa, melyek pontos megoldasokat adnak ugyan,
de az alkalmazasokban a feladatok bonyolultsiga miatt ezek nem hasznalhatéak.
Ezért van sziikség a numerikus megoldasi modszerekre, melyek ugyan csak kozelito
megoldast adnak, de egy jé eljaras esetén nagyon pontos megoldast is kaphatunk
olyan feladatokra is, melyek a klasszikus modszerekkel nem kezelhetoek.

Ezen szakdolgozat célja, hogy megismertesse az Olvasot az elliptikus parcidlis
differencidlegyenletek numerikus megoldasi modszereinek egyik legfontosabbjaval,

a végeselem modszer alapjaival, azok kiilonboz6 véltozataival, a mddszerek meg-
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valosithatosdgaval, szamitogépre vihetéségével, és nem utolsé sorban a hatékonysa-
gaval, azaz mennyi szamitas elvégzése esetén mekkora pontossagot tudunk elérni az
egyes eljarasokkal. Ehhez kapcsoloddan sajat teszteredményeket is prezentalunk.
Azonban, hogy ilyen eredményekhez juthassunk sok elméleti ismeret is sziikséges.
Bemutatjuk a PDE-k numerikus megoldasahoz vezeto ut fébb allomasait, sok-sok
definicid, tétel, allitas, és megjegyzés segitségével betekintést nytujtunk a hattérben
hizédo funkciondlanalizis elméletbe, azonban tessziik mindezt a teljesség igénye
nélkiil, hisz a teljes anyag jéval tiulmutat ezen dolgozat keretein. Probalunk ramutatni
a legfobb Osszefliggésekre, és nem elveszni az apro részletekben, ezért sok tétel bi-
zonyitas nélkiil szerepel, melynek oka csupan annyi, hogy az adott bizonyitds eset-
leg hosszadalmas, koriilményes, vagy csak érdektelen az altalunk targyalt anyag
szempontjabol. Az aprébb részletek irant is érdeklédé Olvasonak tudjuk ajanlani az

[rodalomjegyzékben szerepl6 koteteket.

1.3. Tartalmi attekintés

A dolgozat tartalmilag harom részbol all, melyek kiilon fejezetekben kapnak
helyet. Az elsé blokk bemutatja a masodrendl kozonséges differencialegyenletekre
vonatkozo végeselem modszer részleteit, melyet aztan a masodik blokk kiterjeszt
tobbdimenzids egyenletekre, melyek megoldasaira mi igazabdl kivancsiak vagyunk.

A harmadik blokk valamelyest elkiiloniil az elsé kett6tol. Itt fogjuk elvégezni a
dolgozat cimében is szerepld kiilonbozo végeselem modszerek Osszehasonlitasat. A
h és p végeselem modszerek Osszehasonlitasa lesz a célunk. Rogzitett tartomanyon,
rogzitett két dimenzios elliptikus egyenleteket oldunk meg rogzitett peremfeltételek
mellett, és vizsgaljuk a megolddsok pontossagat, attdl fiiggden, hogy melyik mod-
szerrel dolgozunk majd. Ezen 0sszehasonlitasok soran segitségiinkre lesz a COMSOL
Multiphysics nevi differencidlegyenlet megoldé programcsomag, mely a masodik
blokkban bemutatott végeselem modszert hasznélja, és amelyet az Alkalmazott

Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék bocsatott rendelkezésiinkre.

1.4. Irodalmi attekintés

A feldolgozandd téma magyar nyelvi irodalma nagyon sziikos, els6sorban mér-
noki szakkonyvek foglalkoznak végeselem mddszerekkel. A kifejezetten matematikai
szempontbdl vald targyalast talan csak Stoyan Gisbert és Také Galina konyve, a
hérom kotetes Numerikus Médszerek cimii sorozat ([7]) részesiti elényben. Ezzel

szemben a kiilfoldi, féleg angol nyelvii irodalom rendkiviil boséges kinalatot biztosit,
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koziilik néhany kotet megtaldlhaté az Irodalomjegyzékben. A dolgozat elsésorban
Pavel Solin-nak, a téma nagy szakértéjének koteteire ([9] és [10]), illetve a Brenner-
Scott szerzéparos konyvére ([12]) tamaszkodik. Az elébbi [9]-es kotet részletesen
targyalja mind az egy, mind a magasabb dimenziés egyenletekre vonatkozé végeselem
modszereket, mig az utébbi [12]-es elsésorban a kétdimenzids esetet vizsgalja, mel-
lette sok funkciondlanalizis beli téméaval foglalkozik. Mi a kettét szeretnénk 6tvozni.
Természetesen a nem kifejezetten ehhez a témahoz kapcsoldodd irodalmakra is sziik-

séglink lesz. Ezek listdja szintén az Irodalomjegyzékben lathato.



2. fejezet

Végeselemek egy dimenziéban

Bevezetésként kezdjiik néhany jeloléssel, definicioval. Jeloljon I C R egy inter-
vallumot. Tovabbi definicidk a [8], vagy [6] kotetekben taldlhatdak.

2.0.1. Definicié. LP(I) = {f: [,|f[P < oo, f Lebesgue-mérheté } V1 < p < oo-re.

2.0.2. Definicié. L>(I) = {f : inf{suppy|f] : A(N) = 0} < oo}, ahol A az
egydimenzids Lebesgue-mérték.

2.0.3. Definicié. C"(I) = {f : I — R n-szer folytonosan differencidlhat6 },n € N.
n = 0 esetben folytonos fiiggvényekrdl beszéliink (C° = C).

Ezen fejezetben a kovetkezo alaki masodrendi differencidlegyenlet vizsgalata

lesz a f6 témank:
—(p(z)u'(2)) + k(x)u(z) = f(z) 2 €(0,1) (2.1)
ahol 3m € R™, hogy p(x) > m, k(x) > 0Vx € (0,1), és p,k € L>=(0,1).
Azonban egyértelmii megolddsokat keresiink, igy sziikségiink van tovabbi feltéte-

lekre. Ezek lesznek a peremfeltételek. Négy peremfeltétel tipussal fogunk foglalkozni

a tovabbiakban, melyek a kovetkezok:
e Dirichlet-peremfeltétel: u(0) = a, u(1) = b rogzitett a,b € R esetén
e Kevert-peremfeltétel: u/(0) = a, u(1) = b rogzitett a,b € R esetén
e Neumann-peremfeltétel: —p(0)u'(0) = a, p(1)u'(1) = brogzitett a,b € R esetén

e Harmadfaji-peremfeltétel: —p(0)u'(0) + oou(0) = co, p(1)u'(1) + oru(l) = ¢

rogzitett co, c; € R, 09,01 > 0 esetén

Megjegyezziik, hogy ha a = b = 0, akkor homogén peremfeltételrél beszéliink.

4
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2.1. A gyenge megoldas

Kezdjiik itt is néhany definicidval, és vezessiik be a Hilbert-terek, illetve a gyenge
megoldas fogalmat. Megjegyezziik, hogy az alabbiakban leirtak altalanosithatok

komplex fiiggvényekre is, de mi most csak a valds esettel foglalkozunk.

2.1.1. Definicié (Hilbert-tér). H vektortér pontosan akkor Hilbert-tér, ha értel-
mezett rajta egy (.,.) : H x H — R skaldrszorzat, és a skalarszorzat altal generalt
normaval (||z|| := v/(z,x)) a tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens a

normaban.

2.1.1. Megjegyzés. Trivialis, hogy a skalarszorzat altal generalt norma valéban

norma.

2.1.2. Definicié. Legyen H'(I) = {f : I — R: f, /' € L*(I)}, rajta a kovetkezd
(fra)mu = [;,(fg+ f'g') skalarszorzattal Vf, g € H(I).

2.1.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy az el6z6 definicioban szerepl6 tér Hilbert-

tér, a skalarszorzat valoban skalarszorzat.

A fenti definiciéban szereplo derivalt disztribiciés értelemben értendd, errdl és

az alabbi allitds igazoldsardl részletesebben a [4] kitetben olvashatunk.
2.1.1. Allitas. H'(I) tér elemei folytonosak.

2.1.3. Definicié. Legyen H}(I) = {f : f € H'(I), f(a) = f(b) = 0}, ahol az
I =[a,b].

2.1.2. Allitas. A H}(I) tér teljes a (., . )1y skaldrszorzattal.

2.1.1. Homogén Dirichlet-peremfeltétel

Tekintsiik tehdt a kiinduldsi (2.1) egyenletiinket eldszor homogén Dirichlet-pe-

remfeltétellel a (0, 1) intervallumon:

—(pu) + ku=f
u(0) =u(l) =
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Legyen u € C?(0,1). Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat egy tetszbleges
v € H}0,1) fiiggvénnyel, majd integraljunk 0-t6l 1-ig. Ekkor a kivetkezd alakot
kapjuk:

/01(—(pu’)/ + ku)v = /01 fv  VveH;0,1)

Alakitsuk 4t a bal oldalt parcialis integralas segitségével:

/01(—(pul)'+k:u)v = /01 —(Pu,)'v+/01 kuv = [—(pu')v]; — /01 —pu’v’+/01 kuv =

=0, v(0)=v(1)=0

— /l(pu’z/ + kuv) = /1 Jv Yu € Hy(0,1) (2.2)
0 0

Vegyiik észre, hogy a képlet értelmes u € H'(0, 1) esetén is, és a peremfeltétel miatt
u € H(0,1) esetén is.

2.1.4. Definicié (Gyenge megoldas). Egy u € Hi(0,1) fiiggvény a peremérték-
feladat gyenge megoldasa, ha teljesiil rd (2.2).

2.1.5. Definicié. (u,v) ) = [; a0, ullgay =4/ [; [W/]?
2.1.3. Allitas. (u,v) ya(ry skaldrszorzat, |[ul| gy norma Hy(I)-ben.

2.1.1. Tétel (Poincare-Friedrichs-Sztyeklov-egyenl6tlenség).
b b
de>0: / lu|? < c/ |W'|* Vu € Hj(a,b)
2.1.4. Allitas. |. Iy = |- gy Ho(I)-ben, azaz ekvivalens normdk.

a

Bizonyitds: ||u||§{% = f; [u')? < Jul]3, = f; [W/[*+ u> < (1+¢) fb [u/|? =

) 2.1.1 Tétel
A+ oulz, O

Legyen p, k olyan, hogy 3m € R*, hogy p > m, k > 0. Vezessiik be a kovetkezd

skaldrszorzatot: [u,v] := ff(pu/v' + kuv), spec: p=k=1=[,.] = (., )m, és
2.1.5. Allitas. [.,.] skaldrszorzat H}-ben, és ekvivalens normdt indukdl a ||. || g

normauval.
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Bizonyitds: Trividlis, hogy skaldrszorzat. [u,u] = fab(p\u’\Z + klul?) <

b
< (0= @y maxfsup ol sup K]} [ (u? + fuf), letve [ulfy, = [2(uP+u? <

konstans ~~ - 2.1.1 Tétel
lul?,,
cara it < D Lo om0
< N < . P
p=>m, k>0 ~ ~~ -~
[u,u]
2.1.1. Kovetkezmény. H| teljes a |.,.] skaldrszorzattal is.

2.1.2. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenség). Tetszbleges
H Hilbert-tér, és rajta értelmezett (.,.) skaldrszorzat esetén igaz a kévetkezd, to-

vabbiakban CBS egyenldtlenség: |(x,y)| < ||z||||y|| minden z,y € H esetén.

2.1.3. Tétel (Riesz-féle reprezenticios tétel). Legyen H egy Hilbert-téra (. ,.)
skalarszorzattal. Ekkor tetszéleges A : H — R folytonos linedris funkciondlhoz

egyértelmiien létezik eqy y € H, hogy Ax = (x,y) minden x € H-ra.

[tt megjegyezziik, hogy van ahol a Riesz-reprezentaciés tétel helyett a bilinedris
formakra megfogalmazott Lax-Milgram-tételt hasznaljak, de a két tétel jelen esetben

ekvivalens.

2.1.4. Tétel (Gyenge megoldas egzisztenciija, és unicitdsa). Legyenek a
p, k€ L=(I) figgvények olyanok, hogy Im € RT, hogy p(x) > m, k(x) > 0, Lebesque
majdnem minden x € I. Ekkor barmely f € L*(I) esetén létezik eqyértelmi gyenge

megoldadsa a peremérték feladatnak.

Bizonyitds: Tekintsiik a (H{(I),[.,.]) Hilbert-teret. Legyen A : H}(I) — R, hogy
Av = fab fv. Ez pedig nyilvdn linedris, és korldtos, ugyanis |Av|* = | fab fo]? <

CBS
b b b b ,
< LR L P < 0—ama{|f*} [0 < e[ (0] + [v') = cllvlFng, é

- [y = |- g ory» azaz A folytonos Hi(I)-ben. Az eléz6 2.1.3 Tétel szerint ekkor
Au e HY(I) : [v,u] = Av,Yv € H}(I), azaz f:(pv'u’Jrkvu) = ff fu,Yv € HY(I). O

2.1.2. Kovetkezmény. Az (2.1) egyenletiinknek homogén Dirichlet-peremfeltétel

mellett 1étezik egyértelmii megoldésa.

A 2.1.4 Tétel szerint tehat létezik gyenge megoldas, de megjegyezziik, hogy ha

létezik klasszikus megoldas, akkor az természetesen gyenge megoldas is.
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2.1.2. Inhomogén Dirichlet-peremfeltétel

Tekintsiik ezuttal a kiinduldsi (2.1) egyenletiinket, de most inhomogén Dirichlet-

peremfeltétellel a (0, 1) intervallumon:

—(pu') +ku=f
u(0) =a
u(l) =5

Ezt a valtozatot visszavezetjik az el6z6 részben targyalt homogén esetre. Te-
kintsiik a kovetkezd felbontast: u := ug + w, ahol ug tetszoleges olyan fliggvény,
mely elég sima, és up(0) = a és up(l) = b. Ekkor w(0) = w(1l) = 0. Nézzilkk meg
mit kapunk. Vegyiik a szokdsos (2.1) alapegyenletiinket, és az el6z6 valtozathoz
hasonléan szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaldt egy tetsz6leges v € HA(0,1)
fiiggvénnyel, integraljunk 0-t6l 1-ig, alakitsuk at, majd helyettesitsiikk u helyére a

fenti ug + w-t:
[u,v] = Av = [ug +w, v] = [ug, v] + [w,v] = Av Yo € H(0,1)

ebbol pedig:
[w,v] = Av — [ug,v] Vv € Hy(0,1)

Ekkor visszakapjuk a homogén problémédt, hiszen w € H} (0, 1) megolddst keresiink,
és fent pont gy csindltuk, hogy w(0) = w(1) = 0 legyen. Annyit kell még meg-
gondolni, hogy az Av = Av — [ug, v] operdtor folytonos, és linearis. Ez nagyon
konnyen beldthato, hisz A is folytonos, linearis, és egy valds skaldrszorzat pedig
szintén folytonos, és linearis mindkét véltozojaban.

Am ne feledkezziink meg arrél, hogy up-t kvazi tetszolegesen valaszthattuk. Nem

lehet-e az, hogy az u megoldas fiigg ug valasztasatol?
2.1.6. Allitas. A megoldas fuggetlen ug valasztasatol.

Bizonyitds: Legyen uy, uy olyan, hogy u;(0) = u2(0) = a, és ui(1) = us(l) = b,
azaz ,potencialis ug-ak”. Egyik, és masik u;-re megoldva a feladatot, legyenek a
megoldasok rendre wy, és wq. Ekkor igaz, hogy [w;,v] = Av — [u;,v] Vo € H}(0,1),
és © = 1,2-re. Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol. Ekkor a kovetkezo adodik:
[wy,v] — [we,v] = —[uy,v] + [ug,v] = [wy — wa,v] = [ug — uy,v] Yo € HJ(0,1)-re,
amib6l w; — we = Uy — Uy = Uy + wy = Uy +wy. U

Azt kaptuk tehat, hogy az inhomogén probléma visszavezetheté a homogénra.
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2.1.3. Homogén kevert-peremfeltétel

Tekintsiik most a kiinduldsi (2.1) egyenletiinket, de ezuttal kevert homogén

peremfeltétellel a (0, 1) intervallumon:

(Y + k=
uw'(0)=0
u(l) =0

Megjegyezziik, hogy szokés a 0-ban tett peremfeltételt természetes peremfeltétel-
nek nevezni (altaldban a derivaltra vonatkozélag), mig a fiiggvényértékre vonatkozd
feltételt 1ényeges peremfeltételnek hivni.

Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényteret: H}(0,1) := {f: f € H*(0,1), f(1) = 0}

2.1.7. Allitas. HL(0,1)-ben tovdbbra is igaz a 2.1.1 tétel, azaz a Poincare-Friedrich-
Sztyeklov-egyenlotlenség.

Most vegyiik a szokdsos (2.1) alapegyenletiinket, és a kordbbiakhoz hasonléan
szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaldt egy tetszéleges v € H(0,1) fiiggvénnyel,

integraljunk 0-t6l 1-ig, és parcidlis integraldssal alakitsuk at:

1 1 1 1 1
/ —(pu')'v + / kuv = [—(pu')v] —/ —pu'v’ + / kuv =
0 0 \ 9 0 0

=0, mert u’(0)=v(1)=0

1 1
= / (pu'v' + kuv) = / fo=|u,v]=Av  Yoe H0,1)
0 0

Hasonléan, mint a homogén peremfeltételes fejezetben: beldthaté, hogy |[.,.]
skaldrszorzat, A korlatos linedris funkciondl, csak ezittal H!(0,1)-ben, és ugyanigy

létezik egyértelmii u € H}(0,1) gyenge megoldés.

2.1.4. Inhomogén Neumann-peremfeltétel

Tekintsiik a kiinduldsi (2.1) egyenletiinket most inhomogén Neumann-peremfel-

tétellel a (0, 1) intervallumon:
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ahol feltessziik, hogy k£ > 0, mert egyébként a megoldas csak konstans erejéig lenne
egyértelmii.

Legyen v € H'(0,1)-beli. Szorzunk v-vel, és integralunk:
1 1 1 1 1
/ —(pu')'v +/ kuv = [—(pu')v} - / —pu'v’ +/ kuv =
0 0 0 0 0
1
= —p(1)u'(1)v(1) + p(0)u'(0)v(0) + / (pu'v’ + kuv) =
0

= —bu(l) — av(0) + /0 (pu'v" + kuv) = /0 fv=[u,v] = Av + av(0) + bu(1)

-~

Av
és ez igaz Vv € H'(0,1)-re.

Az, hogy a fenti feladatnak létezik egyértelmii u € H'(0, 1) megolddsa, az ekvi-
valens azzal, hogy [., .] skaldrszorzat H'(0,1)-ben, melyet mar korabbrdl tudunk, és
Av = Av + av(0) + bu(1) folytonos, linedris funkciondl, ugyanis ha ezek teljesiilnek,
akkor a Riesz-reprezentacids tételbdl ugyaniugy kovetkezik a megoldéas létezése, és
egyértelmiisége, mint a homogén Dirichlet esetben.

Vezessiink be egy jelolést. Legyen o, f az a funkciondl, mely egy valés f fiigg-
vényhez hozzarendeli az x-beli helyettesitési értékét, nyilvan ahol ennek van értelme
(ezt a deltat szoktdk Dirac-delta funkciondlnak hivni). Az 1j jeldléssel azt kapjuk,
hogy Av = Av + adgv + bév = (A + ady + bdy)(v), ahol A egy folytonos linedris
funkcional volt. Kell, hogy A is az.

Lassuk be, hogy példaul 6y korldtos H'(0, 1)-ben: dgv = v(0) = v(z) — [ v/ (y)dy.
Vegyiik az egyenlet abszolut értékét, és emeljiik négyzetre:

WO < p@P 2@l [ vdnl+] [ il < 2@+ [ v <

smmwf+g/1wg/«ﬂw&wsmwwf+2/1%g/hmwﬁw
0 0 0 0

Most integraljuk az egyenlotlenség mindkét oldalat x szerint 0-t6l 1-ig:

1 1 1,1
[ worde<2 [ppds sz [ )P
0 0 0J0

1 1
wwﬁzmeszl\w@&m+2lwwwﬁw=mw@mm

ami épp azt jelenti, hogy dy korlatos, tehat folytonos is. Hogy d¢ linearis, az konnyen
meggondolhatd. Folytonos linearis funkciondlok linedris kombinécidja is az, igy Alis
folytonos, linearis funkciondl.

Kaptuk tehat, hogy az inhomogén Neumann peremfeltételes feladatnak is 1étezik

egyételmli megoldasa.
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2.1.5. Harmadfaju-peremfeltétel

Vegyiik megint a kiindulasi (2.1) egyenletiinket most harmadfaji peremfeltétellel

a (0, 1) intervallumon:

() k=
—p(0)u'(0) + o9u(0) = o
p(Du' (1) + oru(l) = ¢

Tekintiink egy v € H'(0,1) fliggvényt, és a kordbbiakhoz hasonléan megszoroz-

zuk vele az egyenletet, és integralunk:

1 1 . 1 1
/ —(pu')/v+/ kuv = [—(pu')v} —/ —pu’v'+/ kuv =
0 0 0 0 0

= —p(1)u'(1) v(1) + p(0)u'(0) v(0) +/ (pu'v" + kuv) = / fv Yve HY(0,1)
—— S—— 0 0

701+0'1u(1) 7CO+O'O'UJ(O)
o A

(.

—c101v+o101ud1v —cpdov+ogdoudov

A §, tovabbra is a fentebb bevezetett Dirac-delta. Rendezziik at az egyenletet:

1 1
/ (pu'v" + kuv) + godoudev + o101ud v = / fv+codov + c1dv Yo € HY(0,1)
0 0

- v
Belathatd, hogy |[.,.]. skaldrszorzat, A folytonos linedris funkciondl a H 1(0, 1)-ben,

igy a kordbbiakhoz hasonléan létezik a feladatnak egy u € H'(0,1) egyértelmi

megoldasa.

2.2. Végeselemek

Az el6z6ekben megvizsgaltuk az (2.1) alapegyenletiinket elméleti szempontbdl,
lattuk, hogy létezik a gyenge megoldés, azonban az elsddleges célunk a megoldas

megadasa, vagy legaldbbis numerikus kozelitése.

2.2.1. Diszkretizacid

Eddigiekben tehat volt egy H Hilbert-tertink, és azon dolgoztunk. Azonban ez a
H tér legtobbszor végtelen dimenzids, viszont a gyakorlatban csak véges dimenzios
terek kezelhetok. Foleg amikor szamitégépet szeretnénk hasznélni egy-egy probléma

megoldasdahoz, akkor van sziikség a feladat diszkretizalasara.
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Legyen tovabbra is H végtelen dimenzids tér, és legyen V), C H véges dimenzids

altér. Kerestink egy uy, € Vj-t, hogy
[up, vp] = Avy, Yo, € V), (2.3)
ahol [.|.], és A itt az eredeti skaldrszorzat és operator Vj-ra valé lesziikitettje.
2.2.1. Tétel. A (2.3) diszkrét problémanak létezik egyértelmii megolddsa.
A bizonyitas megtaldlhaté a [12] kotetben.
2.2.1. Allitas. Azuy, azu legjobb kizelitése a Vj, térre nézve a ., .| skaldrszorzatban.

Bizonyitds: Legyen v, € Vj, tetszbleges. Ekkor [u — up, vp] = [u, vy] — [un, vn] = 0,

ugyanis [u,vy] = Av, minden v, € Vj, C H-ra, hisz u megoldds, és [up,v,] = Avy,

(2.3) miatt.

Kaptuk tehdt, hogy w — u, L Vj, a [.,.] skaldrszorzattal. Kell még, hogy legjobb

kozelités. Vezessiink be a kovetkezd jelslést: ||ul|. := y/[u, u] generdlt norma. Ekkor

lu — w2 = lu—up+un — w7 = lu—wnllZ + [lun — vall? > flu — |7 Tehdt
—_—— ——

1V eV
valoban legjobb kozelitése u-nak az uy, Vj-ban. [J

2.2.1. Lemma (Céa-lemma). Legyen H Hilbert-tér, V;, C H véges dimenzids.
Ekkor uy, kvdzioptimalis kozelitése az u-nak a H-beli norma szerint is, azaz létezik ¢
konstans, hogy

_ <ec inf llu—
Ju—uall < . inf lu—w]
ahol ||. || a H-beli norma.

A fenti allitdsrol, és kovetkezményeir6l bévebben a [12] kényvben olvashatunk.

2.2.2. Elsofoku kalapfiiggvények

Megvan tehat a megoldas, hogy hogyan tudjuk kezelni a végtelen dimenzids
problémat. Vesziink egy véges dimenzios alteret, ott megoldjuk, és a kapott megoldas
a leheto legjobb lesz, abbdl az altérbdl.

Mar csak néhany megvélaszolatlan kérdés maradt. Hogyan valasszuk meg a V),

teret, és hogyan kapjuk meg az u; kozelité6 megoldast. Ezekre adunk most valaszt.

Legyen 0 = xp < o7 < 23 < ... < xy = 1 egy felosztdsa I = [0, 1]-nek,

valamely N € N-re. Az ilyenkor mar megszokott jeloléssel legyen h; = x; — x; 4
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minden ¢ € {1,2,..., N}-re. Ha h; = h minden i-re, akkor egyenletes, mas szdval
ekvidisztans felosztasrdl beszéliink.

Tekintsiik a szokdsos (2.1) alapegyenletiinket elészor homogén Dirichlet perem-
feltétellel. Vezessiik be a felosztdshoz tartozé elséfoku ¢; kalapfiiggvényeket (minden
ie{l,2,...,N—1}):

% M [l‘i_l,l‘i]
¢i(x) = 5o 7€ [T T
0 ktilonben

A ¢; fiiggvény tehat olyan, hogy csak az [r; 1, ;1] intervallumon nem 0 az
értéke, [r;_1,2;]-n és [x;, x;11]-n linedris (erre utal a cimben is emlitett els6éfoki
jelz6), az osztépontokban pedig rendre 0, 1, és 0 (lasd 14. oldal 2.1. &bra).

Itt megjegyezziik, hogy ezek a kalapfiiggvények valamilyen értelemben altalanosi-
tasai a Schauder-féle fliggvényeknek, melyek a Haar-fliggvények integralfiiggvényei.
Ezek a fiiggvények sok szép tulajdonsaggal rendelkeznek, melyekrdl részletesebben
a [8] kényvben olvashatunk.

Most H}(0, 1)-beli megoldast keresiink. Nyilvdn mindegyik ¢; € HE(0,1)-nek.
Legyen Vi, := (¢1, o, ..., 0N_1), azaz a ¢k &altal generdlt altér. Trividlis, hogy
Vi, C H3(0,1).

Maradt még az, hogy eléallitsuk az u; megoldéast. Mivel u, € V},, V), definiciéja
alapjan uy(x) = 221\511 c;¢i(x) alakban keresendd. A feladat igy a ¢; egyiitthaték
meghatédrozasara redukalédott. Mivel Vj, generalt altér, [.,.] és A lineéris, azért elég
azt ellendrizni, hogy [us, ¢;] = A(¢;) minden j € {1,2,..., N — 1}-re, amibél mér
kovetkezik, hogy uy, a keresett megoldas.

Kell tehdt: [up, ¢;] = [N cioi, &) = SN cilgn, o] = A(¢;) minden j-re,
amibdl egy linedris egyenletrendszer adddik a ¢; egyiitthatdokra. Erdemes megje-

Dx(N=1) mgtrixot, melynek (i, j)-edik

gyezni, hogy ha tekintjiik azt a D € RW~-
eleme D(i,7) = [¢;, ¢;], akkor ez a martix tridiagondlis, ugyanis konnyen meg-
gondolhaté, hogy [¢;,¢;] = 0, ha |i — j| > 1. Bevezetve a ¢ := (c1,...,cn_1)" és
F = (A(¢1),... A(on_1))T jeloléseket, az egyenletrendszer felithaté Dc = F alak-
ban. A bilinedris forma (skaldrszorzat) pozitiv definitségébél pedig kovetkezik, hogy
a D matrix is pozitiv definit, igy D és F' ismeretében a tridiagonalis egyenletrend-
szer megoldhaté linedris idében (O(N)). Altaldban olyan bazist vélasztunk, hogy
a D matrix elemei konnyen szamolhatok, viszont F' elemeit legtobbszor csak nu-
merikus integrédlas segitségével tudjuk megkapni, ami tovabb noveli a szamitasigényt,
és esetleg a hibat is, de példaul a Newton-Cotes, a Gauss, vagy mas, Osszetettebb

kvadratira formulaval elég jo eredmény kaphato.
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[tt megjegyezziik még, hogy a ¢; bazisfiiggvények rendszerébdl a Gram-Schmidt
féle ortogonalizacids eljaras segitségével készitheto egy ¢} ortonormalt bazis, és akkor
az egyenletrendszer D' méatrixa diagonélis, de ennek elkészitése miiveletigényesebb,

mint az eredeti feladat megoldasa.

Vegyiik az (2.1) alapegyenletiinket, de most inhomogén Neumann peremfeltétellel.
Ekkor bevezetiink még egy ¢ kalapfiiggvényt, amit szoktak fél kalapfiiggvénynek is

nevezni:

¢0<1’> =

0 kilonben

{ =L w € [xg, a4

Ez a fliggvény is hasonlé a tobbihez, de ez csak az [zg, x1]-en nem nulla, ott pedig

linearis. Ennek mintédjara definialhato ¢y is.

0=x X

2.1. abra. Els6foku ¢;, és ¢g kalapfiiggvények

Ekkor V, :== (¢q, 01, ..., On), up(z)-t Ez']io ¢;¢;(x) alakban keressiik, és kell, hogy
fun 5] = (2N gt 6] = SN galdn o)) = A(6;) minden j € {0,1,..., N}re.
El6bbi jeldléshez hasonléan D(i, j) := [¢i, &) (4,7 € {0,1,...,N}),c:= (co,...,cn)"
és I = (A(¢y), ... A(pn))T, ahol D itt is tridiagonalis, és a Dec = F egyenletrend-
szerre jutunk, mely ugyantgy megoldhaté O(N) id6ben, mint az el6bb.

Harmadfaju peremfeltétel esetén is a fentiekhez hasonléan jarhatunk el.

Kaptuk tehat, hogy egy rogzitett felosztas esetén a fent leirtak szerint megva-

lasztott V}, téren hogyan kaphaté meg a kozelité megoldas. Azonban felmeriilhet a
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kérdés, hogy vajon, ha pontosabb megoldast szeretnénk, azt milyen valtoztatassal

tudjuk elérni. Ezekre is valaszt adunk az aldbbiakban.

2.2.2. Tétel. Legyen u a keresett gyenge megoldds, uy, a kozelité megoldds a megfe-
lelé 'V, térben. Jeldlje h a felosztds finomsdgat, és tegyiik fel, hogy létezik u”. Ekkor
létezik C konstans, hogy [[u — un|| g1y < Chllu"||z2(0,1)-

A tétel szerint tehdat, ha noveljik a felosztds finomsagat, azaz az osztopontok
szamat, akkor elsérendii konvergenciat kapunk, de ez a becslés a Nitsche-triikkk (vagy

Nitsche-fogas) segitségével javithato.
2.2.3. Tétel. Létezik K konstans, hogy |[u — up| 10,1 < Kh2||u"|| 12(0,1)-

A fenti tételekrdl bévebben a [12] és [9] kotetekben, illetve a [2] jegyzetben olvasha-
tunk.

Azt kaptuk tehat, hogy minél pontosabb megoldast szeretnénk, annal jobban
kell novelni a felosztas finomsagat, de akkor né vele a muveletigény is. Feltehetd a

kérdés, hogy vajon mas médon nem javithaté a pontossag? A valasz: de.

2.2.3. Magasabb foku Lagrange-elemek

Az otlet a kovetkezd. Ne linearis fliggvényeket, hanem magasabb fokd poli-
nomokat hasznaljunk. Ehhez a kovetkezoket tessziik. Legyen tovabbra is egy fel-

osztasaa I =[0,1]mek a0 =2 <z <29 <...<any=1,68 h; = x; — x; 1.

Eloszor méasodfoki bazist készitliink. Ehhez bevezetiink djabb osztopontokat.
Minden [x; 1, z;] intervallumba tegyiink le még egy pontot, legyen ez mondjuk yfl).
Altaldban az egyszerliség kedvéért a felezOpontot szokas vélasztani. Késébb majd
meglatjuk miért van sziikség a felso indexre is. Mostantél két fajta kalapfiiggvényiink
lesz, melyek tovabbra is a felosztastdl fliggnek majd. A ¢; olyan masodfoku polinom,
hogy az [z;_1, x;y1]-en kivil nulla, [z;_q, x;]-n ¢;(x;—1) = gbi(yi(l)) =0,¢;(x;) =1, és
[;, x;1]-en az el6zé ,tiikorképe”, és ez megy i € {1,..., N — 1}-re. Ha a perem-
feltétel épp megkivanja, itt is bevezetheto a ¢q fél kalapfiiggvény, mely xq-ban 1, mig
y1-ben és x1-ben 0. Ezeket szokta az angol szakirodalom vertex function-nek hivni. A
masik tipust fiiggvényeink az tigynevezett bubble functionok lesznek, melyeket w§1)—el
jeloliink. Ezek csak egy intervallumhoz tartoznak majd, [x;_i, z;]-n kiviil nulla, a két
végpontban szintén, és ’(/)i(l) (y(l)) = 1. Ezek a polinomok elééllithatok a Lagrange-féle

)

interpolacié segitségével.
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2.2.4. Tétel (Lagrange-féle interpolacid). Legyen dltaldban a = xy < x; <
To < ... < xy = b azla,b] intervallum egy felosztdsa. Adottak még (rg,yx) pdrok
(k € {0,1,...,N}). Az a legfeljebb N-edfoki Ly(x) polinomot, mely az [a,b]-n

értelmezett, és Ly(xy) = yr, minden k-ra, az a kévetkezd alakban irhato:

_ Zyk ) (x—zo)(x—21) ... (r —xp_1)(x — Tpy1) ... (x — zN)

— (xp — xo)(xp — 1) .. () — 1) (T — Tpy1) - - - (T — TN)

A tétel segitségével elé tudjuk allitani kalapfiiggvényeinket. ¢;-hez a (z;_1,0),
(:: 0), (1) lletve (24,1), (yi11,0), (wig1,0), ¥4 -hez pedig a (i1, 0). (i, 1), (:,0)
parok tartoznak. Ekkor azt kapjuk, hogy minden i € {1,..., N — 1}-re:

(z—wi-1)(@—y;")
)

(wi—zi—1)(Ti—y;
(1

T € (X1, T

() = {  Ey)E—win)
#ilz) (mi—z@i)(mi—xi) 7 € [z, it
0 kilonben
MY z—a ’ ; rz—x;_1)(x—x;
Az [xg,z1]-en ¢g(x) = M, médshol 0, mig ¢£1)(x) = ( <(1> ) 1;E M . )
Y, —xi—)(Y; T

(@o—yi")(z0—21)
minden z € [x;_1, 2], kiilénben 0.

g

' 1 G — ' 1 D
Xi-\\/lﬁ” X yiﬁ i+1 X1 yi() % yiﬁ Xii1

2.2. abra. Masodfoku ¢;, és Q/}Z-(l) kalapfiiggvények

Altaldnosan egy m-edfoku bazis a fentiekhez hasonléan késziil. Minden [z;_1, z;]

intervallumot felosztunk m részre az yfl),yi@), e ,yfmfl) pontokkal. ¢; olyan lesz,
hogy az y\”, yi(i)l, Ti_1, és x4, 1 pontokban 0, [z;_1, 24, 1]-n kivill szintén, és z;-ben 1.

@Z)Zw pedig olyan, hogy yzm-ben 1, a tobbi yi(k)—ban és [x;_1, x;] végpontjaiban, illetve
az intervallumon kiviil is 0. Ezt meg tudjuk csinalni a 2.2.4 Tételben szereplo képlet

segitségével. Néhany példa magasabb foku végeselemekre:
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y

y?

— D VORI

) ya(fi X X1 Y \/Xi Yien Yien X1
2.3. dbra. Néhany harmadfoku ¢;, és Q/}i(j ) kalapfiiggvény

@

llJi+1

@®

i Vi

' 1) @

i yi(+:)L yi(+:)L \/Xi+1

2.4. abra. Néhany negyedfoku ¢;, és Q/}Z-(j ) kalapfiiggvény

Megvannak tehat a béazispolinomjaink, legyen V}, := <¢Z~,@Z)j(.k)>i7j.k generalt altér
(minden ¢ = 1,..., N =1, 5 = 1,...,N, k = 1,2,....,m — 1). Keressiikk u,-t a
baziselemek linearis kombinacidjaként. Az addodoé linearis egyenletrendszer De = F
alakban irhat6, ahol D pozitiv definit sdvos martix, ahol a sdvok szdma 3+2(m—1).
D és F ismeretében az egyenletrendszer megoldhato akar sima Gauss elimindcio-
val is (ennek miiveletigénye O(N?)), de érdemesebb itt is valamilyen numerikus
mobdszert alkalmazni. A linearis egyenletrendszer megoldé numerikus algoritmusok
tarhaza elég széles. LU-felbontds, kiilonb6z6 iteraciés modszerek, vagy akar a kon-
jugalt gradiens mddszer is rendelkezésiinkre all. Ezekrdl a numerikus modszerekrol
b6vebben a [7] és [1] kdtetekben olvashatunk.
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Erdemes itt megjegyezni, hogy nem csak Lagrange polinomok valaszthatok bazis
elemeknek. Szamos lehetOség van maés bazis valasztasara, alkalmazhatok példaul

Hermit polinomok, csak hogy egyet emlitsiink.

Egy kérdés meriilhet még fel. Vajon melyik moédszer hatékonyabb, melyikkel ka-
punk pontosabb megoldast. Azzal, hogy noveljiik a felosztas finomsagat, vagy pedig
magasabb fokt béazist készitiink. Az el6ébbi technikat szokas h-végeselem modszernek
nevezni, mig az utobbit p-végeselem modszernek. Lathato, hogy mindkét eljaras
hasznalata esetén az elvégzendo lépésszam polinomialis marad, tehat elméletileg
mindkét modszer jo.

Erre a kérdésre azonban most nem adjuk meg a valaszt, hanem a kovetkezd
fejezetben targyalt tobbdimenzids egyenletek esetén szintén bevezetjikk a h és p
végeselem modszert, melyek Osszehasonlitasat részletesen elvégezziik az utolso rész-

ben.



3. fejezet

Végeselemek tobb dimenziéban

Célunk ebben a fejezetben, hogy az el6z6 részben targyalt végeselem modszert
altalanositsuk a tobbvaltozos esetre, de részleteiben csak a két dimenzids problémat
elemezziik, ugyanis szeretnénk szemléletes, konnyen értheté bemutatast adni.

A parcidlis differencidlegyenletek harom nagy csoportra oszthatok, mi ezek koziil
csak eggyel, az elliptikus egyenletekkel, és az arra vonatkozo végeselem modszerrel
foglalkozunk. Ehhez azonban sziikség lesz néhany tobbvaltozds analizis beli foga-
lomra, tételre, igy ezek bevezetésével és kimondasaval kezdjiik.

Legyen u : R* — R, n € N. Jelolje d;u az u i-edik valtozd szerinti parcidlis
derivaltjat, grad(u) = Vu = (yu, au, . . ., dyu) € R™ az u gradiensvektorat, v az u-
hoz tartoz6 kifelé mutaté normaélist, div(u) = dyu+dyu+-. . .4+0,u az u divergencidjat,
és Au = 0%u+ d3u+ ...+ 0?u az u Laplace-at.

3.0.2. Allitas. div(Vu) = Au

3.0.5. Tétel (Gauss-Osztrogradszkij tétel). Legyen Q C R™ korldtos tartomdany

pereme szakaszonként folytonosan differencidlhatd, v : Q — R™ folytonosan differen-
cialhato. Ekkor
/ div(u)dQ = / (u, V)gnd.S
Q 19)

3.0.6. Tétel (1. Green tétel). Legyen Q C R™, p € C*(Q),k € C(Q),u € C*(Q),
ésv € CHQ). Ekkor

/Q (~div(pVu) + ku)vdS) = /

(p(Vu, Vu)gn + kuv)dQ — / p(O,u)vdS
Q

[2/9]
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[tt megjegyezziik, hogy mind a Gauss-Osztrogradszkij, mind a Green tétel a
Poincare-Stokes tétel egy-egy specidlis esete, mely a differencialformék elméletének
témakorébe tartozik, és melyrdl részletesen a [3] kotetben olvashatunk.

Ebben a fejezetben masodrendii linearis parcidlis differencidlegyenletekkel fog-

lalkozunk. Tekintsiik a kovetkezo altalanos alaki egyenletet:

n

ij=1 i=1
ahol u kétszer folytonosan differencialhatd, amibdl 0;;u = 0;;u, tehat feltehetd, hogy
a;; = aj; + Q — R. Ekkor tekintsilk minden x € @ C R"-re a kovetkezd valds

szimmetrikus matrixot:

aji(x) ap(zr) ... ap(z)
Alr) = as1 () ag(r) ... a(zr)
an1 () ana(z) ... app(z)

Jelolje ny,n_,ng az A(xr) matrix pozitiv, negativ, és nulla sajatértékeinek szaméat
multiplicitassal, rogzitett x-re. Ekkor n, +n_-+ng = n. A fenti linedris egyenletet egy
x € Q) pontban elliptikusnak nevezziik, ha n, = n, vagy n_ = n, hiperbolikusnak,
han, =n—1émn_=1,vagyn, =1é n_ =n—1, és parabolikusnak, ha ng = 1, és
ny =n—1,vagy n_ = n—1. Mi csak minden x € (2-ra elliptikus tipusu egyenletekkel
fogunk foglalkozni. Specidlisan, ha allandé egytitthatdés egyenletet vesziink, akkor az
nyilvan az egész (2-n ugyanolyan tipusi. Az allando egytitthatos elliptikus egyenletek
a kovetkezo kanonikus alakra hozhatdk:

Z@fquk:u:Aquk‘u:f
i=1

Ennél mi mégis kicsit altaldnosabb alaki egyenletet fogunk vizsgdlni. Legyen a
tovabbiakban €2 C R", és tekintsiik a kovetkezd alapegyenletet:

—div(p(z)Vu(x)) + k(z)u(z) = f(z) x €N (3.1)

ahol Im € R, hogy p(x) > m, k(z) > 0 Ve € Q, és p,k € L®(Q). p = 1 esetén
visszakapjuk a fenti Au+ku = f alaki egyenlet (—1)-szeresét. Meg kell még mutatni,
hogy ez az egyenlet minden x € Q2-ra elliptikus:

—div(pVu) + ku = — Z 0;(pou) + ku = — Zp@fu — Z Oipoiu+ ku = f

i=1 =1 i=1
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amib6l A(z) = —p(x)I, ahol I az n dimenzids identitdsmatrix. Mivel p mindeniitt
pozitiv, igy A minden sajatértéke negativ, azaz n_ = n, vagyis az egyenlet elliptikus.
A (3.1) alapfeladatunk megolddsianak egyértelmiiségéhez itt is sziikségiink van

peremfeltételekre. Ezek négy fajtajat vizsgaljuk:
e Dirichlet-peremfeltétel: u|gn = a
e Kevert-peremfeltétel: u|p, = a, pd,u|r, = b, ahol T;UTy =90, ésT1NTy =10
e Neumann-peremfeltétel: pd,u|sq = b
e Harmadfaji-peremfeltétel: pd,u|sq + o (ulsq) = ¢, ahol Jog € RT | hogy o > gy

ahol a, b, c 2 peremén értelmezett adott fliggvények. Megjegyezziik, hogy azonosan

0 jobb oldalak esetén a peremfeltételt homogénnak nevezziik.

3.1. A magasabb dimenzidés gyenge megoldas

Az egydimenzids esethez hasonléan itt is értelmezziik a (3.1) alapegyenletiink

gyenge megoldasat. Ehhez sziikségiink van a magasabb dimenziés Szoboljev terekre.

3.1.1. Definicié. Legyen H'(Q) = {f : Q@ — R : f,0.f,0xf,....0.f € L*(Q)}
Hilbert-tér, rajta a (f,9)mo) = [of9 + (Vf, Vg)rndQ skalarszorzattal Vf, g €
HY(Q).

A definiciéban szereplé parcidlis derivaltak disztribicidos értelemben vett de-

rivaltak, melyrél bévebben a [4] konyvben olvashatunk.

3.1.1. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy a fenti definiciéban szerepld skalarszorzat
valéban skaldrszorzat, és az dltala generdlt || f[|7: o) = [o [fI*+[[VullR. €2 norméval
HY(Q) teljes.

3.1.1. Allitas. HY(Q) tér elemei nem feltétlendil folytonosak.
3.1.2. Definicié. Legyen Hj(Q) = {f: f € H(Q), floa = 0}.

A figgvény megszoritasa a peremre a nyom operatorral torténik, melynek hasz-

nélatédba részletesen a [4] kotet ad betekintést.

3.1.3. Definicio. (f,g) ) = Jo (VL. V)rrd, 171210) = \/Jo [ Vull3 2
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3.1.1. Tétel (Poincare-Friedrichs-Sztyeklov-egyenl6tlenség altalanos alak).
Legyen § korldtos tartomany, ekkor létezik ¢ > 0, hogy

/ lu[2dQ < c/ |Vul2dQ Vu € HY(S).
Q Q

3.1.1. Kovetkezmény. |.|/g1) = | [|m1 () H}(2)-n, azaz ekvivalensek az altéren.

3.1.2. Tétel (Nyom-tétel). Legyen Q2 korlatos tartomdany, OS2 szakaszonként foly-
tonosan differencidlhatd. Ekkor létezik ¢ > 0, hogy minden f € C1(Q)-ra

/a 1178 < el e

3.1.3. Tétel (Friedrichs-egyenl6tlenség).

de>0: / lu|>dQ2 < c(/ \u\2d5+/ Vul|?dQ) Yu e HY(Q)
0 o9 Q

3.1.1. Homogén Dirichlet-peremfeltétel

Tekintsiik a kiindulasi (3.1) alapegyenletiinket homogén Dirichlet-peremfeltétel-

lel az 2-n:

—div(pVu) + ku = f
u‘ag = 0

Az eléz8 fejezetben latott trikkot alkalmazva vegyiink egy tetszbleges v € Hi ()

fliggvényt, szorozzuk meg vele az egyenletet, majd integraljunk 2-n:

/Q(—div(qu) + ku)vdQ = /vadQ

Ezt alakitsuk at a 3.0.6 tétel (1. Green-tétel) segitségével:

/Q (~div(pVu) + ku)vdS) = /

(p(Vu, Vo)gn + kuv)d) — / pvd,udS
Q

o0

=0, mert v|5n=0

fgy kaptuk, hogy:

/(p(Vu, Vu)gn + kuv)dQ = / fvdQ Vv e Hy(Q)
0 0

-~

[u,v] Av
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3.1.4. Definicié. Egy u € H}(Q) figgvény a homogén Dirichlet-feladat gyenge

megolddsa, ha [u,v] = Av minden v € H}(Q)-re.

3.1.2. Allitas. [.,.] skaldrszorzat H(Q)-en, és ekvivalens normdt indukdl ||. | e ()

normduval.

Bizonyitds: Egyrészt az egyik irdnybdl [u,u] = [, pl|Vul|g. + klu|?dQ <
< M Q)max{sup|p|, suplk|} [, [[Vu|i +u?dQ < 01||U||?{1(Q), ahol A most a két di-

C1
menziés Lebesgue mérték. A masik irdnybdl [[ul|%:q) = [ [Vullge +[u[?dQ <

3.1.1 Tétel

1
e Jo I VullZn + ku|?dQ = cafu, u]. Tehét va-

m

< (1+0) [4lIVulg.dQ <

l6ban ekvivalensek. [

Tehét [.,.] valéban skalarszorzat. Az A folytonos linedris funkciondl, ugyanis
iga, hogy | 402 = | [, fFodP < [0 [FPA f, [0S < NQymaz{ |12} f, [0 dS <
CBS pg

< e [o VUl + [07dQ = csl|v][ g (itt is érvényes a Cauchy-Bunyakovszkij-
Schwarz-egyenlétlenség). Tehat azt alkalmazhaté a Riesz-reperzenticids tétel, amibol

a [u,v] = Av egyenletnek egyértelmfien létezik egy u € H} () megolddsa.

3.1.2. Kevert-peremfeltétel

Tekintsiik az (3.1) alapegyenletiink olyan peremfeltételek mellett, hogy 2 hatérét
felbontjuk két diszjunk halmazra, az egyiken homogén Dirichlet, a masikon Neumann-

peremfeltételt vesziink:

—div(pVu) + ku = f
U|F1 =0

p&,u|p2 =b

ahol Iy UTy = 99, és I'y N T'y = 0, és feltessziik, hogy I'; egydimenziés Lebesgue
mértéke nem 0. Tekintsiik ekkor a kovetkezo fiiggvényteret:

Hp, = {f: f€H(Q) flr, =0}

3.1.3. Allitas. HY -ben tovdbbra is igaz a 3.1.1 tétel, azaz a Poincare-Friedrich-

Sztyeklov egyenlotlenség.
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Alkalmazzuk a szokasos eljarast, azaz szorozzuk meg az alapegyenletiinket egy tet-

széleges v € H} fiiggvénnyel, integraljunk Q-n, majd alkalmazzuk a Green-tételt:

/Q (—div(pVu) + ku)vdQ = /

(p{Vu, Vu)gn + kuv)dQ — /
0

o0

pv&,udS:/fde
Q

és ez igaz minden v € H{ -re. A p(d,u)|r, = b peremfeltételt, azt, hogy v = 0 a
['1-en, és ' UTy = 012 tulajdonsdgot felhasznalva a kovetkezd egyenlethez jutunk:

/(p(Vu, Vu)gn + kuv)dQ = / fde+/ bvdS Vv € Hf (Q)
Q Q I

J/

~~ -~

[u,v] Av
A folytonos, lineéris funkcional, ugyanis |Av|? < 2| Jo fodQ* + 2| fF2 bvdS|*

<2(Jy | f17dQ [, |v|2dQ+fF2 |b|%2dS fF2 [v[?dS) < e [ |v[?dQ+c, fF2 lv|?dS

@A@QA

3.1.2 Tétel
< (1 + e2)|v]13 (@ gy itt is alkalmazhaté a Riesz-reprezentdcids tétel, mely biz-

tositja nekiink az egyértelmii megoldés 1étezését.

3.1.3. Neumann-peremfeltétel

Vegyiik most az alapegyenletiinket tisztan Neumann-peremfeltétellel, és tegyiik

fel, hogy k > 0, kiilonben a megoldasunk csak konstans erejéig lenne egyértelmii:

—div(pVu) + ku = f
PO ulan = b

Szorozzunk egy tetszOleges v € H' () fiiggvénnyel, integraljunk Q-n, majd az el6z6
esethez hasonléan alakitsuk &t a kapott egyenletet a Green-tétel, és a peremfeltétel

segitségével. Akkor a kovetkezd alakot kapjuk:

/(p(Vu, Vu)gn + kuv)dQ = / fodQ —i—/ bwdS Vv e H'(Q)
0 Q 00

fu] Ao
Itt [.,.] tovabbra is skalarszorzat, A folytonos linedris funkcional (mint az el6z6

esetben) igy alkalmazhaté a Riesz-tétel.
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3.1.4. Harmadfajui-peremfeltétel
Végezetiil nézziik még meg harmadfaji peremfeltétellel a feladatunk:

—div(pVu) + ku = f
pOyulgq + o(ulan) = ¢

ahol oy € RT, hogy 0 > 0y. Vegyiink egy v € H'(Q) fliiggvényt, szorozzunk,

integraljunk, és hasznaljuk a Green-tételt:

/(—div(qu) + ku)vdQ = /(p(Vu, Vu)gn + kuv)dQ) — / poyuvdS = [ fod)
Q Q

Q 00~~~
Atrendezve:
/(p(Vu,Vv>Rn +k:uv)dQ+/ ouvdS = / fde+/ cvdS
Jo o0 L Jo o0 B
[u,0]« Av
A az elézéekhez hasonléan folytonos, és linearis. Kell, hogy [.,.]. skaldrszorzat.

Ehhez elég, hogy Je1, ¢z, hogy [, olul?dS < ci||ullf gy és [ullfn gy < 2 [y olul?dS
teljesiil. Az elébbi a 3.1.2 Tétel (Nyom-tétel), mig utébbi a 3.1.3 Tétel (Friedrichs-
egyenl6telnség) segitségével konnyen belathaté, igy a Riesz-tétellel egyiitt kész va-
gyunk.

3.2. Két dimenziés végeselemek

Most mér tudjuk, hogy kiilonb6z6 peremfeltételek mellett létezik egyértelmi
megoldas, igy van értelme azok keresésének. Hasonléan az egydimenzidhoz, itt is
vessziik az éppen aktudlis H Hilbert tér egy véges dimenzids V), alterét, és keressiik
azt az up, € Vi-t, hogy [upn,vn] = Av, Vv, € V. Itt pontosan ugyanaz mond-
haté el, mint az el6z6 fejezet Diszkretizacié cimi alpontjaban, ugyanis ott is pont
ugyanezt csindljuk, és sehol nem hasznéltuk, hogy egydimenzids a feladatunk. Az
ottani eredményeket felhasznalva tudjuk, hogy w, az u megoldas legjobb kozelitése
V,-ban.

Mint mar korabban megjegyeztiik, részletesen a kétdimenzios feladat megoldédsat
mutatjuk meg, ennek ismeretében pedig mar viszonylag konnyen elkészithetd a ma-
gasabb dimenzids egyenletek megoldésa is. Tovabbi feltételt tesziink az egyszertiség
kevéért, miszerint  := (0,1)?, ugyanis argumentum és fiiggvénytranszformacick
segitségével egy, az egységnégyzettel homeomorf tartomanyon kitiizott feladat re-

dukalhaté az egységnégyzeten vett megoldéas keresésére.
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3.2.1. A racs

A megoldas menete roviden a kovetkezd. Tekintjiik az egységnégyzetet, melyet
felbontunk diszjunkt poligonokra. Ezutan, a mar kész (rogzitett) racshoz készitiink
polinomokat, és ezen polinomok &ltal generdlt véges dimenzids alteret valasztjuk
Vi,-nak.

Azonban fontos kérdés a réacs szerkezete. Tulajdonképpen barmilyen sokszogeket
hasznalhatnank, mégis a legelterjedtebb a haromszogréacs, azaz csupa haromszogekre
bontésa a tartoménynak (jelen esetben az egységnégyzetnek). Ennek oka a kovetkezo.
A végeselem eljarasok a sokszogek csucspontjaiban szamolnak ki értékeket, a poli-
gonok belsejében csak a cstucspontokban szamolt értékektol fligedé megoldast ad-
nak. Ebbol kovetkezik, ha van egy olyan racsunk, amiben van nagyobb oldalszamu
sokszog, akkor ha az egyenletiink valédi u megoldasa ennek a poligonnak a belsejében
,csunyan” viselkedik, akkor ott nagyon nagy hibat is kaphatunk.

Ebbdl lathato, hogy a haromszogekre bontas a legjobb abbdl a szemponthbdl,
hogy itt vannak a bels6 pontok a legkozelebb a racspontokhoz.

A tovabbiakban csak regularis haromszog raccsal foglalkozunk, azaz olyannal,
amelyben nincs olyan haromszog, amilynek egy csticsa egy masik haromszog oldala-
nak bels6 pontja. Lehet irregularis racsot is hasznalni, de akkor jéval bonyolultabb
az eljaras.

Egyébként a fentiek ellenére vannak, akik példaul négyszogracsot hasznalnak,
err6l bévebben az Irodalomjegyzékben szereplo kotetek némelyikében lehet olvasni,

mi a tovabbiakban ezzel sem foglalkozunk.

3.1. dbra. Egy szabdlyos, egy kevésbé szabdlyos, és egy szabdlytalan racs

Epitsiink haromszogracsot. Két lehetoségiink van, ami a megvaldsitas szem-

pontjabdl lehet érdekes. Ha arra toreksziink, hogy a racspontjaink a lehet6 legegyen-
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letesebben helyezkedjenek el, akkor majdnem szabalyos, de mindenképp hegyesszogii
haromszogekre bontjuk a tartomanyunkat. Ekkor viszont az tovabbiakban részlete-
zett eljaras leprogramozéasa nehézkes lehet. A masik lehetoség, hogy a leprogramozés-
nak kedvezéen valamilyen értelemben szabalyos racsot készitiink. Ezt jelen esetben
legkonnyebben derékszogii haromszogekkel tudjuk megcesinalni. Viszont a végeselem
eljardsoknak vannak olyan tulajdonsdgai, melyek csak hegyesszogli haromszogekre

bizonyitottak.

3.2.2. Linearis baziselemek

Kezdetnek készitsiink egy haromszogracsot, és szamozzuk meg a racspontokat
valamilyen logika szerint.

Az eljarasunk a kovetkezd. Definidlunk a rdacs minden pontjahoz egy-egy fiigg-
vényt, melyeket a szakirodalom szohasznalatat kovetve piramis fiiggvénynek, vagy
csak piramisoknak nevezzilkk majd. Fzek a kovetkezoképp néznek ki. Vesziink egy
rogzitett pontot, mely nincs a peremen (legyen ez a szamozas szerint mondjuk az
i-edik), és tekintjitk a pontban Osszefuté haromszogeket (legyen ezek szdma n;). Az
osszes n; haromszog felett készitsiink kiilon-kiilon egy is feliiletet. Egy haromszogon
ez a feliilet jelen esetben legyen linedris, az i-edik racspontban 1, a haromszog masik
két csticsaban 0 az értéke, illetve az adott haromszogon kiviil azonosan 0. Ha tekint-
jiik az n; darab kis feltilet 0sszegét, akkor egy olyan feliiletet kapunk, mely mindentitt
folytonos, és az i-edik pontban az értéke 1. Legyen az a feliilet ¢;(z,y). Ezt hivja az
angol szakirodalom vertex function-nek.

Amennyiben olyan peremfeltételiink van az éppen aktudlis feladathoz, mely mel-
lett a megoldas a peremen lehet nem nulla is, akkor sziikségiink van még iigynevezett
fél piramis fliggvényekre is. Ezeket a peremen levé rédcspontokhoz definidljuk pont
ugy, mint az elébb. Egy j-edik ponthoz vessziik a j-ben Gsszefuté haromszogeket,
mindre megcsinaljuk a kis linearis feliiletet, mely a j-edik pontban 1, a masik két
csucsban, illetve a haromszogon kiviil 0. Ezek sszege kiadja a ponthoz tartozo fél
piramis fiiggvényt, melyet szintén ¢;(z,y)-nal fogunk jelolni. Ha a peremfeltétel
miatt a megoldas a peremen 0 kell legyen, akkor ezeket azonosan 0 fliggvénynek
definialhatjuk.

Itt megjegyezziik, hogy ez szép altalanositasa az egydimenziés egyenleteknél
megismert félkalap, és kalapfiiggvényeknek.

Vildgos, hogy a piramis fiiggvények el6allitdsahoz csak meg kell csindlnunk a
kis haromszogek felett a sikokat (linedris polinomokat), majd ezeket Gssze kell adni.

Ezeket a polinomokat kétféle képpen lehet elkésziteni. Az egyik lehetéség, hogy
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készitiink egy ugynevezett referencia haromszoget, legyen ez mondjuk a (0, 0), (1,0),
és (0,1) csticspontok altal meghatérozott haromszog. Itt elkészitjiik polinomokat,
majd egy-egy affin linedris transzformacio segitségével a kapott feliiletet ,,beletransz-
formaljuk” az egyes haromszogekbe.

Készitsiik el a polinomokat a referencia haromszogon. Szamozzuk meg a ha-
romszog csicsait. Legyen az 1. a (0,0), a 2. a (1,0), a 3. a (0,1). Vegyiik példaul
az 1. cstucshoz tartozé polinomot. Ehhez tgy készitjiik a polinomot, hogy vessziik a
haromszog azon oldalegyenesének egyenletét, melyen az a két pont fekszik, melyeknél
a polinom 0 kell legyen. Ez jelen esetben az y = —x+1 egyenlet. Ezt egyszertien 0-ra
rendezziik: 1 —2 —y = 0. Legyen ezek utdn ¢ (x,y) = 1 —2 —y, ha (x,y) benne van
a haromszogben, kiilénben legyen 0. Nyilvanvalé, hogy ¢! (z,y) azon az egyenesen
végig 0. Most éppen szerencsénk van, és az 1. csticsban, azaz a (0,0)-ban 1-et vesz
fel. Ha nem annyit venne, akkor egy konstans szorzoval normalhatnank. Hasonld
gondolatmenettel kapjuk a ¢ (z,y) = , és ¢ (z,y) = y fiiggvényeket. Ezek utdn
mar csak annyi dolgunk van, hogy a racs minden haromszogébe eltranszforméljuk
azt a harom polinomot, majd ezekbdl Gsszerakosgassuk a piramisokat. Itt lathaték

a referenciaharomszog feletti linearis polinomok:

3.2. dbra. Els6fokt ¢, ¢(@), és ¢ bazisfiiggvények

A masik lehetdség, hogy a fent leirtakhoz hasonléan, minden haromszogon egyen-
ként megcsinaljuk minden cstcshoz a polinomokat gy, hogy vessziikk azon oldal-
egyenes egyenletét, melyen 0 kell legyen a polinom, ezt 0-ra rendezziik, és ez lesz
a ponthoz tartozé sik. Sziikség esetén normalni kell egy konstans szorzoéval, hogy
a megfelel6 csucsban a fliggvényérték 1 legyen, majd ezekbdl rakjuk Ossze a pi-
ramisokat.

Megvannak tehdt a piramisaink (melyek kozott ott vannak a fél piramisok is,

ha nincs rajuk sziikség akkor azonosan 0-ként). Legyen Vj, := (¢;); generdlt altér,
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ahol 7 fut 1-t6l a racspontok szamaig. Megvan tehat a véges dimenziés alteriink,
nincs mas hatra, mint w, elélallitdsa. Mivel u, € Vj, ezért u, = > . ¢;¢; alakban
keresendd. Mivel V}, generalt altér, és [.,.] és A linedris, azért elég megmutatni,
hogy [un, ¢j] = A(¢;) minden j-re, ugyanis ebbdl mar kovetkezik, hogy uy, a keresett
megoldas.

Kell tehat: [up, ¢;] = D, cidi, ¢;] = >, cildi, ¢;] = A(¢;) minden j-re. Ekkor
ci-kre egy linearis egyenletrendszer adodik, ami megoldhato, igy megvan az wuy,
kozelité megoldasunk. Itt megjegyezziik, hogy ha az ¢ és j sorszamu pontok nem
szomszédosak a racson, azaz nincs olyan haromszog, melynek ¢ és j is csticsa, akkor
[¢i, 9] = 0, vagyis az egyenletrendszer matrixa egy elég ritka matrix lesz.

Akér a skaldris szorzatok, akar az egyenletrendszer masik oldala, az A((b,(f)) alaku
kifejezések kiszamitasa a kiinduldsi egyenlettdl fiiggden nehézkes lehet, altalaban

sziikség van valamilyen numerikus integraldsra.

3.2.3. Masodfoku baziselemek

Az egydimenziohoz hasonléan, nem csak linearis, hanem magasabb fokt bazist
is készithetiink, melytol azt varjuk, hogy jobb kozelitést kapunk majd a gyenge
megoldasunkra. Az egydimenziétol eltéréen itt lényeges kiilonbség van a méasod és
harmadfokt bazis elkészitése kozott, igy mindkettot részletezziik.

Kezdésnek vegyiink egy racsot. Konnyen meggondolhaté, hogy ha egy haromszog
felett akarunk egy masodfoku polinomot értelmezni, akkor harom pont nem elég,
vagyis nem tudunk harom pontra egyértelmiien illeszteni egy pontosan masodfoku
polinomot. Ezért vegyiik a haromszogek oldalainak felezopontjait, és egy haromszog
felett keressiik azt a masodfoku polinomot, mely mind a harom oldalfelez6é pontban,
illetve két csicsban 0, és a harmadik csiicsban 1 az értéke, illetve a hdromszogon kiviil
azonosan (. Ilyen fliggvényt el6 tudunk allitani, mind a harom csicshoz. Ha ezek a
polinomok megvannak, akkor az el6z6 linearis esethez hasonléan minden csicshoz
el tudjuk késziteni a hozzé tartozé ¢;(z,y) verter function-t, ugyanis vesszik az i-
edik cstcsban 6sszefuté haromszogek felett definialt polinomok koziil azokat, melyek
éppen az i-ben veszik fel az 1 értéket, majd ezeket szépen Osszerakjuk. Az igy kapott
¢; tovabbra is folytonos lesz. Ha nem lenne folyonos, akkor csak a racs élei felett
szakadhatna, a két mésodfokd polinom illesztésénél. Azonban ha tekintjilkk azt a
sikot, mely atmegy ezen az élen, és parhuzamos a z tengellyel, akkor hogy a ¢;
ezen €l felett nem folytonos, az ekvivalens azzal, hogy adott a sikon harom pont, és
illesztheto rdjuk két kiillonbozo parabola. Viszont amikor egydimenziéban masodfoki

bazisokat készitettiink, akkor ott ugyanezt csindltunk, pontokra illesztettiink, és ott
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lattuk, hogy harom ponthoz pontosan egy parabola létezik.

Viszont ha mar vannak plussz pontjaink akkor csinalhatunk tébb bazisfliggvényt.
Ugyanis ha vesziink egy haromszoget, akkor ott tgy is készithetiink masofoku fiigg-
vényt, hogy a fliggvény a harom csicsban és két felez6pontban 0, és a harmadik
felezopontban egy az érték. Ha ezeket a fliggvényeket is elkészitjiik, akkor két éllel
szomszédos haromszogben vehetjiik azt a két polinomot, mely a kozos oldal felezo-
pontjaban 1, és ezeket Osszeillesztve kapunk egy fliggényt, mely folytonos (ugyan-
azon gondolatmenet alapjan, mint elébb), és a két haromszogon kiviil 0, a kozos
oldal felezépontjaban pedig 1. Ezt hivjuk edge function-nek. Ha megszamozzuk a
haromszogeket is, és minden haromszogon beliil készitiink egy lokalis szamozast az
oldalfelez6 pontokhoz, akkor QZJJ(-k) jeloli azt a fiiggvény, amely azon két haromszog
kozos oldalanak felezépontjahoz tartozok, melyek koziil a kisebb sorszamu a j-edik,
és ennek a k-adik felezpontja. Ezeket a polinomokat a linearis esethez hasonléan
elkészithetjiikk vagy direktben minden haromszogre, vagy pedig ismét a referencia
héromszogon dolgozunk. Mi az utobbit tessziik.

Legyen a referencia hdromszog tovabbiakban is a (0,0), (1,0), (0, 1). Megvannak
tehdt a cstcspontjaink, és vesszitk még az oldalfelezd pontokat: (3,0), (3,3),(0,3),
és szamozzuk meg Oket ebben a sorrendben.

A polinomok eldéllitdasa a kovetkez képpen torténik. Vesziink egy pontot (ol-
dalfelez6t, vagy csicsot), itt lesz a fliggvényilink 1. Vesziink két olyan egyenest,
melyeken az Gsszes pont rajta van, amelyiken 0 kell legyen a polinomunk (de az nincs
amelyiken 1). Ezek egyenleteit 0-ra rendezziik, majd Gsszeszorozzuk, és normaljuk,
hogy az adott pontban 1 legyen. Ekkor a kévetkezd polinomokat kapjuk: o™ (z,y) =
21—z —y)(5 —x—y), ¢V (z,y) = 22(x — 3), ¢ (a,y) = 2y(y 3), v (a,y) =
4r(1—x—y), v (z,y) = 4oy, v (2, y) = 4y(1—x—y), ahol ¢() az i-edik csticshoz,
P a j-edik oldalfelez6hoz tartozé polinom. Itt 14thaté néhany koziiliik:

3.3. dbra. Masodfoki ¢, ¢@) és M) bazisfiiggvények
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Ezek utan elkészitjiik affin linedris transzformacié segitségével a ¢;, és w](k) fligg-
vényeket (hasonléan az elséfoku esethez itt is elééllithatjuk ezen fiiggvények fél
valtozatait a peremen, ha sziikség van ra). Legyen V), = (gbl,@bj(k))”k Ekkor pont
gy, mint a linearis esetben, uy,-t a baziselemek linearis kombinacidjaként keressiik,
és ugyanugy adodik az egytuitthatokra egy linearis egyenletrendszer, amit megoldunk,

és megkapjuk uy,-t.

it
m\l\\m\\\

3.4. dbra. Példa egy els6 és két masodfoku piramisfiiggvényre

3.2.4. Harmadfoku baziselemek

[tt is kiindulunk egy racsbol, és elkészitjiik a referencia haromszogon a jelen eset-
ben harmadfoki polinomjainkat. Csindlunk hérom fiiggvényt a csticsokhoz (¢!),
melyekbél dsszerakjuk a ¢; vertex function-oket (ezek is folytonosak lesznek, ugyan-
ugy mint az el6bb). Minden oldalnak vessziik a harmadolépontjait, és készitiink
hozzajuk hat fiiggvényt (1/1)), melyekbdl 6ssze tudjuk allitani az oldal harmadold

pontokhoz tartozé edge function-oket (a harmadolé pontok szdmozdsa kezdédjon
1
3
vesziink még egy pontot a haromszog belsejében (itt most az (%, %) pontot, lentebb

az (z,0)-val, és onnan pozitiv irdnyban korbejarva a haromszoget). Ezen kiviil
részletezziik, hogy mikor melyiket valasztjuk), és ehhez készitiink egy (™) fiiggvényt.
Itt tovabbra is minden fiiggvény olyan tulajdonsagi, hogy a haromszogon kiviil 0,
a hdromszogben pedig minden pontban (csicsban, élharmadoléban, belsé pontban)
0, kivéve azt, amelyikhez tartozik, mert ott az értéke 1. Ennek a ¢(M-nek minden
j-edik haromszog esetén megfelel egy C](l)(x, y), mely a hdromszog belsé pontjaban
1, a tébbi harmadol6 és csicspontban pedig 0.

Ugyanugy készitjiik a polinomokat, mint a masodfoki esetben. Vesziink most
harom olyan egyenest, melyekre mindegyik pont illeszkedik, amelyiken 0 értéket

akarunk garantalni (de azt nem amelyiken 1-et), az egyenleteiket O-ra rendezziik,
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osszeszorozzuk, és egy konstans szorzoval normaljuk. Ekkor kapjuk a kovetkezo poli-
nomokat: ¢V (z,y) = §(1—z—y)(§ -z —y)(5—r—y), 6P (2, y) = Ja(z—3)(z—3),
¢ (z,y) = Syly — 5)y — 3), vV (z,y) = Fa(l -2 —y)(§ — 2 —y), v (z,y) =
Fa(r—3)(L—z—y), v (z,y) = Fay(e—3), vW(@,y) = Fay(y —5), ¥ (z,y)
Fy(y—3)1—a—y), ¥O(z,y) = Fy(l-2—y)(§—2-y), (V(2,y) = 2Tay(1-z—y).
Néhéany koziliik:
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3.5. abra. Harmadfokd ¢®, ¢ és ¢V bazisfiiggvények

Ha ezeket megcsinaltuk, akkor a szokasos transzformécidval elkészitjiik a ¢, w](k)’
és C;l) fiiggvényeket. Ekkor legyen V}, = (¢i,¢§k),§§1))i7j7k generalt altér. Ezen az
altéren keressiik uy,-t, melynek egyiitthatoira a korabbiakhoz hasonléan egy egyen-

letrendszer addédik, melyet megoldva megkapjuk uy,-t.

3.2.5. Negyed és magasabb foku baziselemek

A magasabb foku bazis készitéséhez mar csak egyetlen dolgot kell tisztdazni, a
tobbi mind analég mdédon megcsinalhaté a harmadfoki eset mintdjara. Ugyanis
vesziink a haromszogben pontokat, és minden ponthoz készitiink egy olyan poli-
nomot, mely az adott pontban 1, a tébbiben 0, illetve a hdromszogon kiviil 0-nak
definialjuk. Ezek a pontok a kévetkezok. A harom cstcspont, melyekhez elkészitjik a
¢-ket, m-edfoku bazis készitése esetén 3(m—1) darab oldal m-edel6 pont, melyekhez
megcsindljuk a i-ket. Majd ezekbol 6sszerakosgatjuk a vertex és edge function-oket.

A tisztazandé kérdés a belsé pontok, és a hozzajuk tartozé bubble function. A
belsé pontokat mindig tgy kell elhelyezni, hogy az oldal m-edel6 pontokkal és a
csucsokkal egyiitt olyan helyzetben legyenek, hogy rajuk tudjunk illeszteni m darab
egyenest 1gy, hogy pontosan egy pont kivételével mindegyik illeszkedjen rajuk, és
ezt az Osszes pontra meg tudjuk csindlni.



3.2. KET DIMENZIOS VEGESELEMEK 33

Vegyiik észre, hogy negyedfoki bazis esetén jok lesznek a (i, i), (%, i), (i, %)

pontok, 6todfoki esetén pedig a (%, %), (%, %), (%, %), (%, %), (%, %), (%, %) pontok.
Lathato, hogy az otodfokiban a belsé pontok pont tgy helyezkednek el, mint a
masodfokiban az Osszes pont. Meggondolhatd, hogy innentdl rekurzivan el tudunk
késziteni tetszoleges m-edfoki bazist, ugyanis a belsé pontokat ugyanolyan elren-
dezésben kell elhelyezni, mint az (m — 3)-adfokd esetben az Gsszes pontot, csupan

ami az (m — 3)-adfoku esetben a (0,0) pont volt, az az m-edfoki esetben az (=, -)
pont, mint belsé pont, ami pedig (1,0), az az m-edfokiban (mT’Q, %), a (0,1) pedig
(L m_—2)

m’ m

3.6. abra. Bazispontok n-edfoki polinomok készitéséhez n=3,4,5,6-ra

A teljesség kedvéért kitériink még egy mondatban a bubble function-ok szamo-
zasara. Kezdjik a szamozast a legkiilsé ,,bubble haromszogon” hasonléan a korab-
biakhoz, azaz (=, =)-en kezdiink, és pozitiv irdnyban bejérjuk a hdromszoget. Ezeck
utan 1épjiink egy haromszoggel beljebb, és igy tovabb.

Vegyiik észre, hogy m-edfoki béazis esetén a oldal m-edel6 pontok, csticspontok,

és bels6 pontok szama Osszesen (m;r 2). me néhany negyedfokt bazisfliggvény:

i
i

i
it

3.7. abra. Negyedfokt ¢®, o) és ) bazisfiiggvények
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3.8. abra. Negyedfokt ®, ¢ és () bazisfiiggvények

Tehéat m-edfoki bézis készitése esetén elkészitjitk a belsé pontokat, majd a ¢\,
YU és (W fiiggvényeket. Ezekbdl transzformacié segitségével megesindljuk a ¢,
w](»k), és Cj(»l) fiiggvényeket. Ezek utén legyen V,, = <¢i71/}i(k)7<](l)>i,j,k,l generalt altér.
Ezen az altéren keressiik uj,-t, melynek egytitthatoi az adédo egyenletrendszerbol

szamolhatdak.

3.3. Harom és magasabb dimenziés végeselemek

A teljesség kedvéért szélunk par szot arrél, hogy tébb mint két valtozds fliggvé-
nyekre vonatkozé elliptikus egyenletek esetén mit tehetiink.

A kétdimenzids megoldasmenetre tamaszkodva elészor készitiink egy racsot. Al-
taldban egy Q) C R felett szeretnénk megoldani az egyenletiinket (mint korabban,
itt is valaszthatjuk Q-t az n dimenzids egységkockanak). Az -t felbontjuk n di-
menzios szimplexekre. Készitiink hozzajuk n valtozés polinomokat, ezekbdl épitiink
n dimenziés piramisokat, majd keressiik az u; megoldast a piramisok lineédris kom-
binacidjaként. A piramisokat alkoté polinomokat elkészitetjiik egy referencia-szimp-
lexen, melyrdl transzformacidval vihetjiikk 6ket a megfelel6 szimplexekbe.

Altalaban azonban nem szokés n valtozés fliggvényekre vonatkozé egyenletek
megoldasat keresni, ugyanis nagyon szamitasigényes lehet, és a megoldas is ne-
hezen értékelhetd. Példaul haromvéltozos fiiggvények grafjanak megjelenitése is mar
problémas.

Ezért van az, hogy elsésorban egy és kétdimenzids feladatokat oldunk meg ezzel a
végeselem modszerrel. Példaul a COMSOL nevii professziondlis differencidlegyenlet
megold6 programcsomag (melyrél a tovabbiakban még gazdagon lesz sz6) is csak
maximum haromdimenzios egyenletek kezelésére alkalmas. FEz is mutathatja a dolog

nehézségét.



4. fejezet

A h és p végeselem modszer

osszehasonlito elemzése

Elkészitettiik tehat az elliptikus parcidlis differencialegyenletek végeselemes meg-
oldasi modszereit. Mar csak annyi van hatra, hogy megmutassuk, ezek a modszerek
tényleg jok. Ezt két szempontbdl is megkozelitjiik. Egyrészt foglalkozunk elméltei
szempontbdl a probléma approximaciojaval, masrészt kiillonb6zo példakon keresztiil

szemléltetjiik is allitdsaink helyességét.

4.1. Approximacio

Altaldban egy megoldandé feladat esetén minket elsésorban a megoldasi médszer
érdekel, és ugyan érezhetd, hogy a végeselem eljarasok ,,jok lesznek”, a rend kedvéért
mégis ejtiink par szét a modszer approximaciéjarél. Ehhez sziikségiink van az alab-

biakra.

4.1.1. Definici6. H™(Q) := {u € L*(Q) : 0°u € L*(Q),|a| < m} Hilbert-tér a
(U, V) (@) = D ajem Jo 07U 0%0dQ skaldrszorzattal.

A skaldrszorzat dltal generalt norma: [|uf|3m ) = (u, w)mm(a) = - 01<m Jo [07ul*dQ.
A fentiekrél részletesebben a [4] konyvben olvashatunk. Az approximécids tételek

alapjaul szolgal az alabbi allitas.

4.1.1. Tétel (Bramble-Hilbert lemma). Legyen Q@ C R™ (n = 2 wvagy 3) tar-
tomdny, melynek hatdra Lipschitz-folytonos, tovdbbd k € N, ® € H*(Q)* folytonos

linedris funkciondl olyan, mely eltinik a lefeljebb k-adfoki polinomok Py alterén.

Ekkor
‘(I)u‘ S ”q)”Hk-H(Q)* E / |8au|2dQ.
Q

|a|=k+1

35
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Ezen alaptételnek szamtalan alkalmazasa van, de mi most csak a szamunkra
szitkséges valtozattal foglalkozunk. A tétel segitségével belathato az alabbi allitds
(bévebben [12] és [2]).

4.1.1. Allitas (Polinomidlis approximéacié hibdja). Legyenek 0 < m < k + 1
egész szamok, és Q@ C R™ (n = 2 wvagy 3) tartomdny, melynek hatdra Lipschitz-
folytonos, tovdbbd P € B(H* (), H™(Q)) eqy folytonos linedris operdtor, melyre
Pu=u Yu € Py, azaz polinomdorzo. Ekkor létezik ¢ > 0, hogy

lu = Pullfmey < ¢ /|8O‘u|2d§2.
jaf=k+17 €

Sok allitds kimondhaté mind a récs finomsaganak, mind pedig a polinomok
fokszamanak novelése esetén. Belathato példaul, hogy ha ﬁ < K nem teljesiil vala-
milyen K € R szdmra, ahol h a felosztds aktudlis finomsdga, mig o), egy rogzitett
racsbeli haromszog beirhaté korének sugara, akkor a konvergencia nem feltétlentil all
fenn. Nyilvan ez érezheto is, hogyha valamilyen értelemben extrém racsot készitiink,
akkor gondok lehetnek. Azonban, mint korabban emlitettiik, ha példaul hegyesszogi,
kozel egyenld szari haromszogekbdl készitiink récsot, akkor ott viszonylag egyen-
letesen lesznek a pontok, igy a finomsagot novelve jé megoldast varunk. Itt megje-
gyezzik, hogy sajnos csak két dimenzidoban van olyan szerencsénk, hogy példaul az
egységnégyzetet fel tudjuk bontani hegyesszogii haromszogekre. Harom dimenziéban
nem ismert az egységkocka hegyesszogii szimplexekre valé felbontéasa.

Amennyiben azonban teljesiil, hogy a felosztas finomsaga és a beirhaté korok
hanyadosa korlatos ha h — 0, akkor van konvergencia, és belatato, hogy ez a kon-
vergencia els0 rendi. Az elsé fejezetben szerepléo Céa-lemma, és a Nitsche triikk
segitségével bizonyithatok magassabb konvergencia rendek is.

Az aldbbi példdkban megnézziik, hogy milyen rendii konvergencia sejtheté az
adatokbdl. Egyébként altalanosan AP rendii konvergencia bizonyithatd, ahol h a
felosztas finomséaga, p pedig a bazispolinomok fokszama. Ezek részletei megtaldlha-
téak a [2], [9], és [12] kdtetekben.

4.2. Tesztek

A sok éllitas, tétel, definicid, és magyarazat utan elérkeztiink a valédi feladat-
megoldashoz. A végeselem mddszerek hatékonysagat négy példan keresztil fogjuk
megmutatni.

Minden példadban a kovetkezdk szerint jarunk el. Vesziink egy kétvaltozds u

fiiggvényt, majd tekintjiik azt az elliptikus egyenletet (Dirichlet-peremfeltétellel),
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melynek pontosan ez a megolddsa. Lerogzitjikk az Q = [0,1]? tartomdnyt, ezen ke-
ressiik majd az wuy,, kozelité megoldast a végeselem modszerek segitségével (ahol h
a felosztds finomsagét, mig p a bazispolinomok fokszamét jeloli). Ezt pedig 6sszeha-
sonlitjuk az u valédi megoléssal.

A szakirodalom leggyakrabban az ugynevezett relativ hibaval méri a megoldas
e = unpllar@ 00,

[ell 20
Természetesen sokféle hibadefiniciét lehet megadni, attol fliggéen, hogy milyen

pontossagat:

értelemben akarjuk kiértékelni a valodi és a numerikus megoldés kiilonbségét, azon-

ban engedve a szokdsoknak, mi is ilyen formaban mérjiik majd a pontossdgot:

Nu = unplla

/Q ot =yl + 9 (0 — ) [ A2
E = -100% =

-100%
el o [l + 19l do
Q

Tehét vessziik az 2 = [0, 1]? tartomdnyt. Sziikségiink van egy racsra is. Legyen
N € N, és h = 1/2V. Bonstuk a [0, 1]*-et (h x h)-s kis négyzetekre, majd hiizzuk
be az x = y egyenessel parhuzamos atléikat. Ekkor kapunk egy haromszogrécsot (az
el6z6 fejezet, A racs cimi alpontjaban talalhaté dbran az els6 tipustt, (3.1. dbra)).

Kiilonboz6 N-ekre, és p-re elkészitjik az uy ), megoldast, és kiszamitjuk a hibat,
majd levonjuk az eredményekbdl a tanulsagot.

Az egyenletek megoldasahoz a COMSOL Multiphysics nevi differencidlegyenlet
megold6 programcsomagot hasznaljuk, melyet az Alkalmazott Analizis és Szamitas-
matematikai Tanszék bocsatott rendelkezésiinkre. A COMSOL-ban be van épitve
az el6z6 fejezetben leirt végeselem modszer, nekiink csak a tartomanyt, a racsot, a
bazispolinomok fokszamat, az egyenletet, és a peremfeltételeket kell bedllitanunk,
a program mindent elvégez helyettiink. Elkésziti a bazisfiiggvényeket, eléallitja az
egyenletrendszert minden tagjaval egyiitt, numerikus integralassal elkésziti a jobb
oldalakat, majd egy rendkiviil hatékony moddszerrel, az UMFPACK-kel megoldja
az egyenletrendszert, és végil kirajzolja az elkészitett megoldast. Egy szamunkra
nagyon fontos funkcidja is van még a programnak. Mind az altala elkészitett megol-
dasfiiggvényt, mind tetszoleges mas fliggvényt, mind az elébbiek tetszoleges differen-
cidlassal kapott fiiggvényeit, képes integralni az alaptartoményon, azaz kiszamithato
vele az E hibaérték.

A COMSOL-nak rengeteg kiegészito csomagja van mindenféle alkalmazasi tertilet
szamara, azonban nekiink boven elegendé az alapmodul tarhaza is. Ezen beliil
is a PDE Modes/Classical PDEs/Helmholtz Equation alpontba épitett eszkozoket

hasznaljuk majd.
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Elsé iitemben megadjuk a tartomdnyt (jelen esetben a [0, 1]%-et), elkészitjiik
a nekiink megfelel¢ racsot, megadjuk az egyenletet, és a peremfeltételeket, majd
megoldjuk vele az egyenletet. Ezek utdn pedig a tartomanyon integraljuk mind a
valédi u és a program altal eldallitott wy, megoldasok kiilonbségeinek négyzetét,
mind az u — uy,, gradiensének hossznégyzetét. Ezeket segitségével kiszamitjuk az E
hibat. Itt megjegyezziik, hogy a programban bedllitott alapérték szerint negyedrendi
numerikus integraldssal jutunk a hiba Osszetevdihez.

Legyen a tovabbiakban a p =1, és k = 1 valasztassal adodé alapegyenletiink:
—Au+u=f

ahol f-et ugy kapjuk, hogy egyszertien behelyettesitjiik az aktudlis u fliggvényiinket
az egyenletbe, a Dirichlet-peremfeltétel pedig ugy adodik, hogy megszoritjuk az u-t
a peremre. Ekkor megvan a megoldandé egyenlet a peremfeltétellel, igy kereshetjiik

az ,ismereten” u megoldasfiiggvényt.

4.2.1. Egy tizedfoku polinom

Els6 példaként tekintsiik a kévetkezo tizedfoku polinomot:
u(z,y) = 12345(x — 0.1)*(z — 0.9)(x — 0.95)(y — 0.2)(y — 0.05)(y — 0.8)(y — 0.85)2.

Ez a példa azért lehet érdekes, mert a feliilet szép, igy azt varjuk, hogy jol tudjuk
majd kozeliteni, tovabba mivel polinom bézist hasznalhatunk érdekes lehet, hogy
egy magasabb foku polinom mennyire jol kozelithet6 alacsonyabb fokuakkal.

A megfelel$ egyenlet megoldasa utan az aldbbi eredményekre jutunk:

| Hiba | h=1/2] h=1/4 | h=1/8| h=1/16 | h=1/32

h=1/64 | h=1/128 | h=1/256

p=1 90.370 91.452 60.735 32.795 16.726 8.405 4.208 2.105
p=2 76.959 44.061 14.321 3.847 0.981 0.247 0.062 NA
p=3 35.972 10.321 1.651 0.218 0.027 | 3.39-1073 | 4.21 -10~* NA
p=4 16.048 2.343 0.209 0.014 | 8.93-10~% | 5.57 -10~° NA NA
p=>5 6.523 0.589 0.024 | 7.85-10% | 2.48 -1075 | 7.75 .10~ 7 NA NA

A tablazatban értelemszeriien a p a bazispolinomok fokszama, mig a h a fentebb
leirt racs finomsagahoz tartozo értéket jeloli. Az NA tartalmu celldk jelentése, hogy
Nincs Adat-unk, ugyanis a szamitégép, melyen a teszteket végeztiik, nem tudta
akkora értékekre elkésziteni a megoldast.

Nyilvanval6, hogy nagyon durva racson alacsonyabb polinom fokszam esetén
tulajdonképpen semmitmonddak az adatok.

Nagyon szépen latszik, hogy a p = 1 sorban a harmadik cellatol egy récsfelezéssel

a hiba is felezddik, 1gy szépen mutatja a h-ban elsérendit konvergenciat. A p = 2
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és p = 3 sorokban szintén hasonlé lathato, csak ott egy racsfelezéssel nem a felére,
hanem a negyedére, illetve nyolcadéra csokken a hiba, igy ez is aldatamasztja a h-ban
masod, és harmadrendii konvergenciat.

A p =4 és p = 5 sorokban mér nem latszik ez a tendencia, melynek héatterében a
rengeteg numerikus szamitas hibdja allhat. Azonban a tablazatbdl jol lathato, hogy
érdemes magasabb foku polinomokat hasznalni. A szamitasigény Osszehasonlitasat
pedig azok a cellak illusztraljak a legjobban, melyekbe az NA bejegyzés szerepel,
ugyanis ezekbél kovetkezik, hogy példaul a p =1 és h = 1/256 eset szamitdsigénye
nagysagrendileg ugyanakkora, mint a p = 5 és h = 1/64 esetén, azonban az utébbi
lényegesen jobb eredményt mutat.

Ebbol latszik, amit egyébként sejteni is lehetett, hogy nem érdemes csak foksza-
mot, vagy a finomsagot novelni, ugyanis a ketto egyiittes novelése jéval hatékonyabb-
nak bizonyul, csak meg kell taldlnunk, hogy melyiket milyen mértékben néveljiik,

hogy ne fussunk bele a szamitoégép szamara is kiszamithatatlan feladatokba.

4.2.2. Egy szép trigonometrikus feliilet
A masodik példaként tekintsiik az alabbi trigonometrikus fliggvényt:
u(z,y) = cos(m(5x — 3y*)).

Ez még mindig egy szép feliilet, ahogyan az elobb is volt, a kiilonbség annyi, hogy
mivel polinomokkal prébaljuk majd kozeliteni, itt mindig kell lennie hibanak, hiszen

a fiiggvény nem irhaté fel polinomok véges Osszegeként. Lassuk mit kaptunk:

| Hiba | h=1/2] h=1/4 | h=1/8] h=1/16 | h=1/32] h=1/64 ] h=1/128 | h=1/256

p=1 | 110.716 91.247 56.353 29.867 15.159 7.608 3.808 1.904
p=2 99.074 50.687 16.325 4.434 1.135 0.285 0.071 NA
p=3 77.419 21.155 3.509 0.473 0.061 | 7.53 -1073 | 9.43 -10~4 NA
p=4 37.025 4.653 0.357 0.024 | 1.49 -1073 | 9.36 -10~° NA NA
p=>5 18.499 1.666 0.081 | 2.97 -10~2 | 9.58 -10~° | 3.02-10~© NA NA

Itt, ahogy vartuk ez el6z6ek utan, ha eltekintiink az elsé két oszloptél, akkor a
p = 1,2,3 sorokban szintén megmutatkozik a felez6dés, negyedelédés, és nyol-
cadolodas, azaz a p-edrendii konvergencia. Itt is a p = 4 és p = 5 sorokban kicsit
gyengébben konvergal, hasonléak mondhatok el, mint az els6 példanal, és itt is p = 5,
h = 1/64 esetben kapjuk magasan a legjobb megoldast.

Ahhoz, hogy jobban elemezhetd legyen az els6 két példa tablazata, ime itt a két
fiiggvény grafikonja:
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4.1. dbra. Az els6 és masodik prébafiiggvény
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4.2.3. Egy nagy oszcillaciéju fiiggvény

Ebben a példaban egy olyan fliggvényt tekintiink, mely elég erdsen oszcillal az

egész tartomanyon. Ez a fliggvény a kovetkezo:
u(z,y) = sin(147x)(cos(177y))?

Tekintsiik is a kapott értékek tablazatat:

| Hiba | h=1/2 ] h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 | h=1/32 | h=1/64 | h=1/128 | h=1/256

p=1 98.064 | 489.849 | 252.971 98.597 77.196 47.866 25.491 12.954
p=2 204.101 | 229.575 | 199.119 79.289 37.118 11.453 3.062 NA
p=3 971.097 | 259.664 | 170.422 56.49 13.2 1.901 0.243 NA
p=4 699.956 454.62 | 106.081 24.044 2.338 0.163 NA NA
p=25 271.896 | 222.406 65.18 12.353 0.623 0.022 NA NA

Jol lathato, hogy itt mar sokkal kevésbé jok a kozelitések, ami varhatéd is volt.
A hatalmas hibdk nyilvan abbdl addédtak, hogy a megolas megprébalja kévetni a
grafikont, viszont emiatt mashol nagyon tavol keriil. Az elsé harom oszlop értékei
tulajdonképpen semmit nem mondanak, viszont az otodik, de inkdbb a hatodik
oszloptol kezdve ismét felfedezhetoek a korabban latott tendencidk, vagyis, hogy
p = 1-re felezodik, p = 2-re negyedelodik a hiba. Ez a tablazat akkor lenne igazan
érdekes, ha rendelkezéstinkre allna még legalabb harom oszlopnyi adat. Azonban,
hogy mi all a hattérben, arra igy is kovetkeztethetiink.

Ha megnézziik az u fliggvényt, akkor lathatjuk, hogy mind z, mind y irdnyban a
sin illetve cos fiiggvények nagyjabdl nyolc periddust tesznek meg az egységnégyzeten.
Azaz h = 1/8 esettdl kezdeve durvan azt mondhatjuk, hogy a 8 x 8 kis négyzet mind-

egyikén kozeliteniink kell egy teljes periédusi trigonometrikus feliiletet.
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Mint korabban mar emlitettiik, ha a racsunk olyan, hogy egy haromszog belse-
jében oszcillacié van, azt az eljaras nem tudja jol lekovetni, esetleg nagyon magas
fokt polinommal, mert ekkor a bubble function-ok segithetnek.

Végeredményben tehat azt kaptuk, hogy ha elég finom racsrél indulunk, akkor

ugyanazon konvergenciak igazak, mint az elobbiekben.

4.2.4. Egy majdnem ugrofiiggvény

Utolsé példaként tekintsiik az aldbbi feliiletet:
u(z,y) = arctan(100(2* + y* — 0.7))

Ez a fliggvény szinte egy ugrofiiggvény, annyi kiilonbséggel, hogy folytonos, és az

ugrasnal a meredeksége nagyon nagy. Lassuk az eredményeket:

| Hiba | h=1/2 [ h=1/4 ] h=1/8 | h=1/16 | h=1/32 | h=1/64 | h=1/128 | h =1/256

p=1 42.033 | 142.616 | 542.829 141.414 84.187 52.754 31.989 17.497
p=2 382.108 | 281.222 | 186.822 156.402 60.603 25.725 8.942 NA
p=3 1040.374 | 547.307 | 226.608 92.895 36.882 9.224 1.964 NA
p=4 209.688 82.861 | 190.953 134.089 29.396 5.802 NA NA
p=>5 339.278 | 425.335 99.806 63.339 15.716 2.697 NA NA

Hasonlban az el6z6 példahoz, az elsé harom oszlop semmitmondé a hatalmas hibak
miatt. Ami érdekes, hogy magasabb polinom fokszamra nagyobb a hiba, mint mond-
juk elsofokra. Ennek magyardzata, hogy egy magasabb foki polinom jobban hozza
tud simulni ahhoz a nagyon mereked feliiletrészhez, viszont a feliilet egy picit arrébb
hirtelen szinte konstanssa valik, mig a polinom azzal a nagy meredekséggel megy
tovabb.

Jol lathaté tehdt, hogy finomitani kell a felosztast. Azonban ha egy finomabb
felosztasrdél indulunk, akkor sem teljestil a felezodés, negyedelddés, stb. Csokken a
hiba, csak nem olyan nagy mértékben. Nyilvan a konvergencia itt is megvan, csak az
a bizonyos konstans, ami a konvergenciabecslésekben lenni szokott nagyobb, mint
az elozéekben.

De kétségtelen, hogy még ilyen extrém fliggvényre is jol mikodik az eljaras, a
COMSOL megfelel6 szamitogépen jol meg tudja kozeliteni a valodi megoldast, és
valészint, hogy p = 5 és h = 1/128 vélasztassal mar kevesebb, mint 0.2%-os relativ
hibat kaptunk volna.

A jobb érthet6ség kevéért, ime a két problémasabb példafiiggvény:
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4.2. dbra. A harmadik és negyedik probafiiggvény

4.3. Ertékelés

A négy teszt elvégzése utan, az eljaras sajatossagait ismerve a kovetkezo észre-
vételek tehetdek.

A végeselem eljaras egy jo eljaras. Megfelel6 szamitégép mellett a COMSOL
segitségével barmilyen feladat megoldhat6. Azonban, amikor egy fliggvényt kerestink,
jo ha tudjuk, hogy legalabb nagyvonalakban milyen tulajdonsagokkal rendelkezik.
Példaul gyorsan oszcillalo, vagy nagyon nagy meredekségii, igy tudjuk, mire sza-
mithatunk. Nyilvan, ha noveljiik a felosztds finomsédgat, és a polinomok fokszamat,
akkor (egy id6 utén) egyre kozelebb keriiliink a megolddshoz.

Ha példaul (ahogy altaldban) nem ismerjiik a keresett feliilet kinézetét, akkor
érdemes rogziteni vagy a felosztast, vagy a polinomfokszamot, és a masik értéket
lépésrdl 1épésre novelve megnézni a megoldasainkat, és ha az egymés utan kovet-
kezoek nagyon kiilonbozoek, akkor valészinii, hogy még messze jarunk a keresett
fliggvénytol. Megjegyezziik, hogy ez esetleg becsapo lehet, mivel az hogy az egymas
utan kovetkezo fliggvények kozel vannak egymashoz, az nem azt jelenti, hogy a valodi
megoldashoz is kozel vannak, de a gyakorlatban altalaban ez szokott miikodni.

Végsosoron a példak is alatamasztjak, hogy viszonylag szép, alkalmazott prob-

léméakbdl adédo elliptikus egyenletek megoldhatok ezzel az eljarassal.
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