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Bevezetés

A hálózati folyamok a gráfelméletnek egy roppant érdekes és nagyon fontos részét

képezik. A témában az egyik legalapvet®bb eredmény kétségkívül Ford és Fulkerson

nevéhez f¶z®dik: a maximális folyam és minimális vágás egyenl®ségét kimondó tétel.

Számtalan további kiemelked® matematikust lehetne említeni, akik fontos ered-

ményeket értek el a témában. Közülük talán Dantzigot emelném ki, aki Fulkersonnal

együttm¶ködve megmutatta a maximális folyam - minimális vágás tételt irányított

gráf esetén is, illetve kimondta az egészérték¶ségi tételt.

Dolgozatomban abba próbálok betekintést adni, hogy ezeknek az eredményeknek

milyen sokoldalú felhasználására van lehet®ség. Két területre koncentráltam els®sor-

ban: a folyamok és Menger tételei, illetve a folyamok és páros gráfbeli párosítások

közötti kapcsolatra. Miel®tt azonban ezekre rátérnék, bemutatom a fentebb említett

Ford�Fulkerson - féle tételt és bizonyítását.
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1. fejezet

Alapvet® fogalmak, tételek

1.1. Néhány fontos de�níció

1.1. De�níció. Gráfnak (vagy irányítatlan gráfnak) nevezzük a G = (V,E) párt,

ahol V egy véges halmaz, E pedig V -beli rendezetlen párok halmaza. A gráfot ábrá-

zolhatjuk pontok és az ®ket összeköt® szakaszok segítségével. V elemei a gráf csú-

csai, E elemei pedig az élei. Egy u-t és v-t összeköt® e él jelölése (uv) = e. Ha két

csúcs között több párhuzamos él is fut, ezeket többszörös éleknek hívjuk; ha egy

élnek ugyanaz mindkét végpontja, azt hurokélnek nevezzük. Egyszer¶ a gráf, ha

nincs benne sem hurok-, sem többszörös él.

1.1. Megjegyzés. A továbbiakban a csúcsok számát n, az élek számát m fogja jelölni.

1.2. De�níció. Egy v csúcs fokszáma azon élek száma, melyeknek v az egyik

végpontja, jelölése: d(v).

1.2. Megjegyzés. Mivel minden élhez pontosan két csúcs tartozik, így az összes csúcs

fokszámának összege éppen az élek számának kétszerese, azaz∑
vi∈V

d(vi) = 2m

1.3. De�níció. Egy G = (V,E) gráfnak G′ = (V ′, E ′) részgráfja, ha V ′ j V és

E ′ j E.

1.4. De�níció. Irányított gráfnak nevezzük a D = (V,A) párt, ahol V egy véges

halmaz, E pedig V -beli rendezett párok halmaza. Egy u-ból v-be mutató irányított

a él jelölése (uv) = a, ahol u az él kezd®pontja, v az él végpontja.
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1.5. De�níció. Legyen D = (V,A) irányított gráf, s, t ∈ V , ahol s egy élnek sem

végpontja, t pedig egy élnek sem kezd®pontja, továbbá c : A→ R+ függvény. Ekkor

a (D, s, t, c) rendszert hálózatnak nevezzük, s a forrás, t a nyel®, c a hálózat

kapacitása. Az f : A→ R+
0 függvényt hálózati folyamnak nevezzük, ha

∀a ∈ A 0 ≤ f(a) ≤ c(a)

és

∀v ∈ V − {s, t}
∑

(vx)∈A

f(vx) =
∑

(yv)∈A

f(yv)

1.3. Állítás. Ha D nem tartalmaz s-be érkez® és t-b®l induló éleket, akkor∑
(sy)∈A

f(sy) =
∑

(xt)∈A

f(xt)

1.6. De�níció. A fenti
∑

(sy)∈A f(sy) mennyiséget a folyam értékének nevezzük

és F (f)-fel jelöljük.

1.7. De�níció. Az (S, T ) csúcshalmazpár s− t vágás, ha s ∈ S, t ∈ T , S ∩ T = ∅
és S ∪ T = V . Egy vágás kapacitása

C(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T

c(xy)

1.2. A max-�ow min-cut tétel

A hálózati folyamok elméletében nagyon fontos és alapvet® tétel az ún. max-�ow

min-cut (maximális folyam - minimális vágás) tétel, melyet irányítatlan esetre 1954-

ben igazolt Ford és Fulkerson, irányított esetre pedig 1955�56-ban Dantzig illetve

Fulkerson.

1.4. Tétel. (Ford�Fulkerson) Legyen D = (V,A) irányított gráf, s, t ∈ V , c : A→
R+ kapacitásfüggvény. Ekkor

max
f

F (f) = min
(S,T )

C(S, T ).
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A tétel bizonyítása során, illetve majd a kés®bbiekben is el® fog kerülni a szé-

lességi keresés algoritmusa, ezért most el®ször ezzel ismerkedjünk meg. Az algoritmus

bemutatása során els®sorban Katona et al. könyvére támaszkodtam [3].

Egy gráf bejárására az egyik legalapvet®bb módszer a szélességi keresés. Ennek

során kijelölünk egy kezd®csúcsot, legyen ez v1. A következ® lépésben bejárjuk v1

összes szomszédját: v2, v3, . . . , vk. Ezek után bejárjuk v2 összes olyan szomszédját,

ahol még nem jártunk. Ugyanezt végrehajtjuk v3-ra, majd sorban v1 összes szom-

szédjára. Ezután következik v2: ha van még olyan szomszédja, amelynek nem jártuk

be az összes szomszédját, akkor most azokat járjuk végig. Ezt addig folytatjuk, míg

minden csúcsot be nem jártunk. Természetesen az algoritmus irányított és irányí-

tatlan gráfra egyaránt alkalmazható.

Egy gráf szélességi bejárását szemlélteti az 1.1 ábra.

1.1. ábra. Szélességi keresés

Az eljárás során el®fordulhat, hogy több lehet®ség közül is választhatunk, hiszen

nincs meghatározva, hogy egy pontnak milyen sorrendben járjuk be a szomszédait.

Egy konkrét végrehajtás során ezt el kell döntetnünk, akár véletlenszer¶en, akár

valamilyen más módszerrel.

Az algoritmus futási idejének meghatározásához nézzük meg, mib®l is áll egy

lépés: sorra kell vennünk vi összes szomszédját. Ez a csúcs fokszámával arányos id®t

jelent, ami az összes csúcsra összeadva éppen az élek számának kétszerese. Így tehát

az algoritmus lépésszáma O(m).
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Ezen kis kitér® után lássuk tehát a tétel bizonyítását, melyben Katona et al. [3]

könyve volt segítségemre.

Bizonyítás. Az könnyen látszik, hogy maxf F (f) ≤ min(S,T )C(S, T ), hiszen

C(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T

c(xy) ≥
∑

x∈S,y∈T

f(xy) ≥
∑

x∈S,y∈T

f(xy)−
∑

x∈S,y∈T

f(yx) = F (f)

Most tegyük fel, hogy f maximális folyam, megmutatjuk, hogy ekkor létezik

ugyanekkora érték¶ vágás. Ehhez szükségünk lesz a javító út fogalmára illetve egy

tételre.

1.8. De�níció. Egy nem feltétlenül irányított s − t utat javító útnak nevezünk,

ha az úton s-b®l t-be haladva az el®re mutató éleken f(a) < c(a), a vissza mutató

éleken pedig f(a) > 0.

1.5. Tétel. Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximális, ha nincs javító út

s-b®l t-be.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik P javító út. Ekkor ennek az el®re mutató élein

c(a) − f(a) > 0, a vissza mutató élein f(a) > 0. Legyen δ e két érték minimuma,

és változtassuk meg a folyamot a következ®képpen: az el®re mutató éleken legyen

f(a) = f(a) + δ, a vissza mutató éleken pedig f(a) = f(a)− δ. Így δ-val növeltük a

folyam értékét, és továbbra is minden élre teljesül, hogy 0 ≤ f(a) ≤ c(a), tehát az

eredeti folyam nem volt maximális.

Most tegyük fel, hogy nincs javító út s-b®l t-be. Jelöljük az s-b®l javító úton

elérhet® pontok halmazát S-sel, az el nem érhet® pontok halmazát T -vel. Sem S,

sem T nem üres, hiszen s ∈ S és t ∈ T . Ekkor minden S-b®l T -be men® a élre igaz,

hogy f(a) = c(a), hiszen ha lenne olyan él, amire ez nem teljesül, akkor annak a

végpontját is belevettük volna S-be. Ugyanilyen megfontolás alapján mondhatjuk,

hogy minden T -b®l S-be men® a élre f(a) = 0. Így tehát találtunk egy olyan vágást,

ahol nem folyhat át a jelenleginél nagyobb folyam, tehát f maximális.
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Ezzel az el®bbi tétel bizonyítása mellett azt is megkaptuk, hogy ha f maximális

folyam, akkor létezik ugyanakkora kapacitású vágás. Már csak azt kell megmutat-

nunk, hogy mindig létezik maximális folyam. Ezt a következ® algoritmus segítségével

bizonyíthatjuk:

Az algoritmus lényege, hogy egy kiindulási folyamhoz (ami akár az azonosan

0 folyam is lehet) keres egy javító utat, és ennek mentén növeli a folyam értékét,

majd ezt ismétli mindaddig, amíg talál ilyet. Az a kérdés, hogy hogyan keressünk, il-

letve ha nem találunk, hogyan lehetünk biztosak benne, hogy tényleg nincs javító út.

1.2. ábra.

Az algoritmust az 1.2 ábrán látható hálózat segítségével fogom bemutatni, melyet

a Schrijver honlapján található oktatási anyagok közül válaszottam ki [5].

Els® lépésként induljunk ki egy tetsz®leges folyamból, legyen ez például az 1.3

ábrán látható folyam. Az éleken a folyam értéke, zárójelben az él kapacitása van

feltüntetve.
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1.3. ábra. Tetsz®leges kezd® folyam

Az a kérdés, hogy ez a folyam már maximális-e, vagy lehet még növelni. Ah-

hoz, hogy ezt megválaszolhassuk, készítsünk egy Df segédgráfot az alábbiak szerint:

V (Df ) = V (D), továbbá ha D-ben volt irányított él u-ból v-be, akkor Df -ben

� húzzunk be egy ugyanilyen irányú (uv) élt, ha az aktuális folyamban ez az

(uv) él nem telített (azaz f(uv) < c(uv))

� húzzunk be egy ellentétes irányú (vu) élt, ha az aktuális folyamban ez az (uv)

él nem üres (azaz f(uv) > 0).

1.4. ábra. Df segédgráf
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A kiindulási folyamunkhoz tartozó segédgráf az 1.4 ábrán látható. Szaggatott

vonal jelöli az eredeti D gráfhoz képest ellentétesen irányított éleket. Ebben a gráf-

ban a cf kapacitásfüggvény a következ®: az el®re mutató élekre a szabad kapacitá-

sokat írjuk (azaz minden (uv) élen cf (uv) = c(uv) − f(uv)), a visszafelé irányított

élekre az ott átfolyó folyam mennyiségét (azaz minden (vu) élen cf (vu) = f(uv)).

Könnyen látható, hogy aDf segédgráfban egy irányított út pontosan megfelel egy

D-beli, a kiindulási folyamhoz tartozó javító útnak, vagyis D-ben pontosan akkor

van javító út, ha Df -ben van irányított s− t út. Hogy van-e, azt szélességi kereséssel

könnyen eldönthetjük.

Ebben a segédgráfban van javító út, ahogy azt az 1.5 ábra mutatja.

1.5. ábra. Els® javító út

Találtunk tehát egy javító utat, amely mentén növelhetünk, a kérdés az, hogy

mennyivel. Mivel a segédgráfban a kapacitásfüggvényt úgy de�niáltuk, hogy az az

el®re mutató éleken a még szabad kapacitást jelölje, meg kell keresnünk a kijelölt

éleken a kapacitások minimumát, ami ebben az esetben 2. Ezzel a minimummal

tudunk tehát növelni, az új folyamot az 1.6 ábrán láthatjuk.
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1.6. ábra. Els® növelés

Most ehhez az új folyamhoz is készítsük el a segédgráfot az el®bbi módszerrel,

majd ebben is keressünk javító utat. Az eredményt az 1.7 ábra mutatja.

1.7. ábra. Második javító út
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Láthatjuk, hogy ismét van javító út, ezen út mentén most viszont csak 1-gyel

növelhet® a folyam értéke. Ráadásul egy szaggatott élt is belevettünk a javító útba,

ami azt jelenti, hogy ezen két pont között az él az eredeti gráfban az ellenkez®

irányba mutat. Ezen az élen tehát csökkentjük a folyamot (ld. 1.8 ábra).

1.8. ábra. Második növelés

Ehhez a folyamhoz megint készítsük el a segédgráfot. Újfent azt látjuk, hogy van

irányított s − t út, ami azt jelenti, hogy van D-ben javító út. Ezt mutatja az 1.9

ábra.

1.9. ábra. Harmadik javító út
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Ezen út mentén megint csak 1-gyel tudjuk növelni a folyam értékét (1.10 ábra),

kérdés, hogy most már maximális-e.

1.10. ábra. Harmadik növelés

Az új folyamhoz készített segédgráfon lefuttatva a szélességi keresést még mindig

találunk irányított s − t utat, azaz a folyam még nem maximális. Az újabb javító

út az 1.11 ábrán látható.

1.11. ábra. Negyedik javító út
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Ezen út mentén még 1-gyel meg tudjuk növelni a folyam értékét, így eljutunk az

1.12 ábrán látható folyamhoz, ami most már tényleg maximális.

1.12. ábra. Negyedik növelés

És valóban, amint azt az 1.13 ábra is mutatja, az ehhez a folyamhoz tartozó

segédgráfban már nincs irányított út s-b®l t-be.

1.13. ábra. Nincs javító út

12



Az 1.14 ábra pedig azt bizonyítja, hogy létezik ugyanakkora kapacitású (S, T )

vágás, amekkora a maximális folyam értéke, ami ebben az esetben 12. S és T ele-

meit jelölésben különböztettem meg. Az ábrán megvastagítva láthatók azok az élek,

melyek a vágás kapacitását adják. Ezek tehát az S-b®l kilép® élek, melyeken a folyam

értéke eléri a kapacitást. Jól látható, hogy az S-be belép® éleken a folyam értéke 0.

1.14. ábra. Minimális vágás

1.6. Tétel. Ha a kapacitásfüggvény egészérték¶, akkor a maximális folyam is egész-

érték¶ lesz, s®t létezik olyan f , amely minden élen egész értéket vesz föl.

Bizonyítás. A tétel könnyen belátható a fenti javító utas algoritmus segítségével.

Induljunk ki az azonosan 0 folyamból, erre teljesül, hogy az értéke minden élen egész

szám, és a javító algoritmus során minden lépésben csak egész számmal növelhetünk.

1.7. Tétel. Ha a kapacitás minden élen racionális szám, akkor az algoritmus véges.

Bizonyítás. Ha minden kapacitás racionális, akkor létezik egy K ∈ N természetes

szám, amellyel ha megszorozzuk a kapacitásokat, akkor minden a élre K · c(a) már

egész szám. K-nak választható a c(a) kapacitások nevez®inek legkisebb közös több-

szöröse. Ekkor a már ismert javító utas algoritmus során minden lépésben legalább
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1/K-val növeljük a folyam értékét, ami persze nem haladhatja meg az s-b®l induló

élek összkapacitását, emiatt véges lépésben véget kell érnie.

Ha azonban elhagyjuk a racionalitási feltételt, az állítás már nem teljesül. Erre

Ford és Fulkerson konstruált egy példát egy 8 csúcsú teljes gráfon. A legkisebb ilyen

példa Zwickt®l származik: ® egy 6 csúcsú és 8 él¶ gráfon tudta ezt megmutatni.

Azt tehát láttuk, hogy racionális kapacitásfüggvény esetén véges az algoritmus,

de ha ügyetlenül választjuk a javító utat, el®fordulhat, hogy a maximális folyam

megtalálásához szükséges lépésszám nagyon nagy lesz. Erre láthatunk egy példát az

1.15 ábrán.

1.15. ábra. Ügyetlen javító út

Ha felváltva az s, a, b, t és az s, b, a, t utak mentén javítunk, 2 · 1000 lépésre van

szükség, míg ha az elején az s, a, t utat választanánk, 2 lépésben eljutnánk a ma-

ximális folyamhoz. Edmonds és Karp nevéhez f¶z®dik az a tétel, amely megmondja,

hogyan válasszuk a lehet® legjobban a javító utat.

1.8. Tétel. (Edmonds�Karp) Ha minden lépésben a legrövidebb javító utat vá-

lasztjuk, az algoritmus legfeljebb n ·m lépés után véget ér.

1.9. Következmény. Ezzel a módszerrel maximális folyamot O(nm2) lépéssel tu-

dunk találni, ugyanis a legrövidebb s−t út a segédgráfban szélességi kereséssel O(m)

id®ben meghatározható.

1.10. Megjegyzés. A legjobb ismert algoritmus lépésszáma O(nm log n2

m
).
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2. fejezet

Menger-tételek

A gráfelméletben sokhelyütt találkozunk ún. �minimax� tételekkel, azaz olyan

állításokkal, amelyek azt mondják ki, hogy egy mennyiség maximuma egyenl® egy

másik mennyiség minimumával. Ilyen volt például az el®z® fejezetben a Ford � Fulk-

erson - tétel (a maximális folyam egyenl® a minimális vágással). Ebben a részben

néhány ilyen minimax tétellel fogok foglalkozni, melyek Karl Menger nevéhez f¶z®d-

nek.

Menger tulajdonképpen topológiával foglalkozott és ebben a kontextusban is

mondta ki az irányítatlan gráfban a pontfüggetlen utak számára vonatkozó tételét

1927-ben. Az ® eredeti bizonyításában azonban volt egy rés, ezt K®nig foltozta

be 1932-ben. Itt most egy olyan bizonyítást mutatok be, els®sorban Katona et al.

könyvére [3] támaszkodva, ami a problémát hálózati folyamokra vezeti vissza.

2.1. Tétel. ( él-összefügg®ség irányított gráfban ) Legyen D = (V,A) irányított gráf,

s, t ∈ V (D). Ekkor az s-b®l t-be vezet® páronként élidegen (közös élt nem tartalmazó)

irányított utak maximális száma megegyezik az összes irányított s− t utat lefogó élek

minimális számával.

Bizonyítás. Ha létezik D-ben k darab éldiszjunkt irányított s− t út, akkor az összes
s − t utat lefogó élek száma nyilvánvalóan nem lehet k-nál kevesebb. Így tehát

max{} ≤ min{}.

A fordított egyenl®tlenséghez tegyük fel, hogy az s−t utakat lefogó élek minimális

száma k. Ahhoz, hogy folyamproblémaként tudjuk kezelni ezt a kérdést, vezessünk

be egy kapacitásfüggvényt, aminek az értéke legyen minden élen 1. Az így kapott
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hálózatban a feltevés szerint a minimális vágás értéke legalább k. Ekkor a Ford �

Fulkerson - tétel miatt a maximális folyam értéke is legalább k. Az egészérték¶ségi

tétel szerint ekkor van olyan maximális folyam, melyben a folyam értéke minden

élen 0 vagy 1. Most hagyjuk el azokat az éleket D-b®l, amelyeken a folyam értéke 0.

Ahogy az a 2.1 ábrán is látszik, így éppen irányított élidegen s−t utakat kapunk. (Az
éleken zárójelben a kapacitás, mellette az aktuális folyam értéke szerepel.) Ezekb®l

tehát lennie kell legalább k darabnak, különben nem találnánk k érték¶ folyamot.

Eszerint k = min{} ≤ max{}. Ezzel az egyenl®séget beláttuk.

2.1. ábra. k éldiszjunkt út

2.2. Tétel. ( pont-összefügg®ség irányított gráfban ) Legyen D = (V,A) irányí-

tott gráf, s, t ∈ V (D). Ekkor az s-b®l t-be vezet®, végpontoktól eltekintve pontide-

gen (közös csúcsot nem tartalmazó) irányított utak maximális száma megegyezik az

összes irányított s− t utat s és t felhasználása nélkül lefogó pontok minimális számá-

val.

Bizonyítás. Ennek a tételnek a bizonyítása visszavezethet® az el®z®, éldiszjunkt

utakról szóló tétel bizonyítására.

Készítsünk D-hez egy D′ segédgráfot a 2.2 ábrán látható módon. Húzzunk szét

minden D-beli v csúcsot (s és t kivételével) két csúccsá: v1, v2. Az összes olyan él,

ami az eredeti gráfban v-be belép® él volt, az új gráfban v1-be menjen, az összes
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eredetileg v-b®l kilép® él pedig induljon v2-b®l. Ezen kívül v1-b®l is vezessen egy

él v2-be. Ha az eredeti gráfban egy minimális ponthalmaz lefogja az összes s − t

irányított utat, akkor ebben a D′ gráfban a lefogó pontoknak megfelel® v1v2 élek

fogják le az irányított s − t utakat. Ennél kevesebb él nem lenne elég, mert az azt

jelentené, hogy D-ben van kisebb lefogó ponthalmaz, holott minimálisból indultunk

ki. Azaz a D-beli lefogó pontok és a D′-beli lefogó élek minimális száma egyenl®. A

2.2 ábra segítségével az is könnyen látható, hogy ha két irányított s − t út D-ben

pontdiszjunkt, akkor a nekik megfelel® utak D′-ben éldiszjunktak, és fordítva, két

D′-beli éldiszjunkt s−t út megfelel®je D-ben pontdiszjunkt. Ezzel a visszavezetéssel

tehát beláttuk az állítást.

2.2. ábra. D′ segédgráf

2.3. Tétel. ( él-összefügg®ség irányítatlan gráfban ) Legyen G = (V,E) irányítatlan

gráf, s, t ∈ V (G). Ekkor az s-b®l t-be vezet® élidegen irányítatlan utak maximális

száma megegyezik az összes irányítatlan s− t utat lefogó élek minimális számával.

Bizonyítás. Ezt a problémát is vezessük vissza az els®, irányított gráfokról kimon-

dott tételre.

Készítsünk egy G′segédgráfot úgy, hogy a G-beli irányítatlan éleket két-két irá-

nyított, ellentétes irányú éllel helyettesítjük. Ahogy azt a 2.1. Tételnél is láttuk, k da-

rab diszjunkt út lefogásához nem lehet elég k-nál kevesebb él, vagyis max{} ≤ min{}.

G′ konstrukciója az ellentétes irányú egyenl®tlenség bizonyításánál lesz fontos.

El®ször tegyük fel, hogy G-ben a diszjunkt utakat lefogó élek minimális száma k.

Ekkor G′-ben sem lehet elég ennél kevesebb él, hiszen ha kevesebbel le tudnánk fogni

a G′-beli irányított utakat, akkor a nekik megfelel® élekkel G-ben is le tudnánk fogni

az összes utat, ami ellentmond annak, hogy k minimális volt.
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Az világos, hogy a G-ben éldiszjunkt s − t utaknak megfelel® G′-beli irányított

utak is éldiszjunktak lesznek. Azonban két élidegen G′-beli út G-beli megfelel®i

nem feltétlenül élidegenek, ahogy ez a 2.3 ábrán is látszik. Ha az egyik irányított

út tartalmazza az f1, e1, f4 éleket, a másik pedig az f2, e2, f3 éleket, akkor a nekik

megfelel® utaknak G-ben lesz közös éle. G′-ben hagyjuk el az ilyen irányított utakból

a párhuzamos éleket, a 2.3 ábrán látható gráf esetén például vegyük inkább az

f1, f3 és az f2, f4 utakat. Ezek G-beli megfelel®je már diszjunkt lesz. Mivel egy

ilyen helyettesítéssel csökken az utakban szerepl® élek száma, így véges lépés után

ki tudjuk küszöbölni az összes ilyen helyzetet. Eszerint tehát az éldiszjunkt utak

maximális száma G-ben és G′-ben megegyezik.

Ezzel a visszavezetés kész, hiszen azt már láttuk, hogy G′-ben min{} ≤ max{},
illeve hogy a lefogó élek száma G-ben nem lehet nagyobb, mint G′-ben. Formálisan:

min
G
{} ≤ min

G′
{} ≤ max

G′
{} = max

G
{} ≤ min

G
{}

2.3. ábra. G′ irányított segédgráf

2.4. Tétel. ( pont-összefügg®ség irányítatlan gráfban ) Legyen G = (V,E) irányí-

tatlan gráf, s, t ∈ V (G). Ekkor az s-b®l t-be vezet® pontidegen irányítatlan utak

maximális száma megegyezik az összes irányítatlan s − t utat s és t felhasználása

nélkül lefogó pontok minimális számával.

Bizonyítás. Ehhez ismét készítsünk egy irányított G′ segédgráfot úgy, hogy min-

den élt megduplázunk és oda-vissza irányítunk. Az persze világos, hogy k darab
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pontidegen utat nem lehet k-nál kevesebb csúccsal lefogni. Továbbá a 2.2. Tétel

alapján G′-ben a pontdiszjunkt utak maximális száma egyenl® a lefogó pontok mi-

nimális számával. G′ konstrukciójából az is nyilvánvaló, hogy a G-beli pontdiszjunkt

utaknak G′-ben is pontdiszjunkt utak felelnek meg, és fordítva: G′-beli irányított

pontdiszjunkt utak megfelel®je G-ben szintén pontdiszjunkt. Már csak azt kell meg-

mutatnunk, hogy ha G-ben k a pontidegen utakat lefogó csúcsok minimális száma,

akkor ezG′-ben sem lehet k-nál kisebb. Ez könnyen belátható, hiszen haG′-ben ennél

kevesebb pont lefogná az összes irányított s− t utat, akkor ezen csúcsok megfelel®i

G-ben is lefognák az összes irányítatlan utat, és ez ellentmond annak, hogy minimális

k-ból indultunk ki. Ezzel tehát visszavezettük a problémát az irányított esetre.
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3. fejezet

Párosítás páros gráfokban

Képzeljük el, hogy Arthur király udvarában n lovag és n udvarhölgy él, akiket

a király úgy szeretne összeházasítani, hogy minden pár tagjai kölcsönösen kedveljék

egymást. Ezért Merlinhez fordul segítségért. Az a kérdés, hogy a varázsló hogyan

tudná eldönteni, hogy lehetséges-e n olyan esküv®t tartani, amely megfelel Arthur

feltételeinek. Ez az ún. házasság-probléma, mely K®nig Dénes nevéhez f¶z®dik. A

feladatot átfogalmazhatjuk a gráfok nyelvére: a lovagoknak és az udvarhölgyeknek

feleljenek meg csúcsok, melyek akkor vannak összekötve, ha a lovag és a hölgy köl-

csönösen szimpatikus egymásnak. Ekkor az a kérdés, hogy van-e ebben a gráfban

teljes párosítás.

Hasonló problémát vet fel a következ® feladat: Adott n munkahely és m jelen-

tkez®, ahol egy ember több állásra is jelentkezhet. Vajon betölthet®-e minden állás?

Azaz: legyenek a munkahelyek és a jelentkez®k egy gráf csúcsai, egy állást egy em-

berrel kössön össze él, ha az adott ember jelentkezett arra az állásra. Ekkor a kérdést

a következ®képpen fogalmazhatjuk meg: létezik-e a gráfban a munkahelyek csúcshal-

mazát lefed® párosítás?

A kérdések megválaszolásához el®ször bevezetem a páros gráf és a párosítás fo-

galmát, majd pedig bemutatok néhány szükséges és elégséges feltételt teljes, illetve

egy adott csúcshalmazt lefed® párosítás létezésére. Ezen fejezet megírásakor nagy-

ban támaszkodtam Elekes tanár úr jegyzeteire [1], valamint Katona et al. könyvére

[3].

3.1. De�níció. Egy G gráfot páros gráfnak nevezünk, ha G pontjainak halmaza

egy V1 és egy V2 részre osztható úgy, hogy G minden élének egyik végpontja V1-ben,

a másik V2-ben van. Jelölése: G = (V1, V2, E).
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Egy példa látható páros gráfra a 3.1 ábrán.

3.1. ábra. Példa páros gráfra

3.2. De�níció. EgyM élhalmazt párosításnak (vagy részleges párosításnak) neve-

zünk, ha semelyik kétM -beli élnek nincs közös végpontja. Az ilyen éleket független

éleknek is nevezzük. Azt mondjuk, hogy egy párosítás lefedi a benne szerepl® élek

végpontjait. Ha egy párosítás a gráf minden pontját lefedi, azt teljes párosításnak

hívjuk.

A 3.2 ábrán egy-egy példát láthatunk részleges illetve teljes párosításra.

3.2. ábra. Példák párosításra

3.1. Teljes párosítás létezésének feltétele

Miel®tt rátérnénk a teljes párosítás vizsgálatára, nézzünk egy általánosabb ese-

tet: mi a szükséges és elégséges feltétele a csúcsok egy adott részhalmazát lefed®

párosítás létezésének?
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Legyen X egy ilyen részhalmaz, például X ⊆ V1, és jelöljük X szomszédainak

halmazát Γ(X)-szel. Γ(X) elemei tehát azon csúcsok, melyek össze vannak kötve

valamely X-beli csúccsal, így nyilván Γ(X) ⊆ V2 (ld. a 3.3 ábrát).

3.3. ábra. Szomszédos csúcshalmaz

3.3. De�níció. Ha a G = (V1, V2, E) páros gráfra teljesül, hogy minden X ⊆ V1

esetén |Γ(X)| ≥ |X|, akkor azt mondjuk, hogy a gráf teljesíti a Hall-feltételt.

Ez a feltétel fontos szerepet játszik az adott részhalmazt lefed® párosítás létezé-

sére vonatkozó szükséges és elégséges feltétel megfogalmazásában.

3.1. Tétel. (Hall) Egy G = (V1, V2, E) páros gráfban akkor és csak akkor van V1-et

lefed® párosítás, ha a gráf teljesíti a Hall-feltételt.

Bizonyítás. A feltétel szükségessége nyilvánvaló, hiszen ha van V1-et lefed® párosítás,

akkor az élek függetlensége miatt V1-nek legalább |V1| szomszédja kell hogy legyen

V2-ben.

Az elégségesség bizonyításához tegyük fel, hogy a gráf teljesíti a Hall-feltételt.

Be fogjuk látni, hogy ekkor van V1-et lefed® párosítás. Ehhez azonban el®bb be kell

vezetnünk az alternáló út fogalmát.

3.4. De�níció. Az M párosításra nézve alternáló útnak nevezünk egy utat egy

páros gráfban, ha minden második éle M -beli, a többi M -en kívüli.
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Könnyen belátható, hogy ha M egy párosítás, és a gráfban két M által le nem

fedett pont között vezet alternáló út, akkor létezikM -nél nagyobb élszámú párosítás.

Hiszen ha az alternáló út mentén az M -beli éleket lecseréljük ugyanezen út M -

en kívüli éleire, akkor a kapott élhalmaz továbbra is párosítás lesz, viszont 1-gyel

nagyobb elemszámú, ahogy ezt a 3.4 ábrán láthatjuk.

3.4. ábra. Alternáló utas növelés

Térjünk vissza a tétel bizonyításához. Tegyük föl, hogy már van egyM párosítá-

sunk, ami lefedi az A ⊆ V1 halmazt, de van még olyan v pont V1-ben, ami nincs

lefedve (azaz v ∈ V1−A). Jelöljük A′-vel azM által lefedett V2-beli pontok halmazát.

Ha v-nek van szomszédja V2−A′-ben, akkor a v-t ezzel a szomszéddal összeköt® élt

hozzávehetjük a párosításhoz. Az is lehetséges azonban, hogy v-nek csak A′-ben van

szomszédja, de ekkor is el®fordulhat, hogy tudjuk növelni M -et. Ha ugyanis van

olyan alternáló út, ami v-b®l indul és egy u ∈ V2−A′ pontban végz®dik, akkor ezen

út mentén tudjuk növelni a párosítás élszámát, ahogy azt az el®bb láttuk.

Most tegyük fel, hogy már nincs ilyen alternáló út, amely mentén javíthatnánk.

Belátjuk, hogy ekkor M már lefedi V1-et.

Induljunk ki abból az indirekt feltevésb®l, hogy létezik v ∈ V1 − A. Jelöljük B′-

vel azon pontok halmazát, melyek elérhet®k v-b®l alternáló úttal. Ekkor a feltevés

szerint B′ ⊆ A′, hiszen ha A′-n kívüli pont is elérhet® lenne, akkor az alternáló útM -

en kívüli pontban kezd®dne és végz®dne, tehát lehetne növelni M élszámát. Legyen

B a B′-beli pontok párjainak halmaza az M párosításban, így persze B ⊆ A és

|B| = |B′|. A párosításból világos, hogy B′ ⊆ Γ(B). Megmutatjuk, hogy valójában

Γ(B) = B′ is igaz.
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Tegyük fel, hogy van olyan (uw) él, melyre u ∈ B és w /∈ B′, azaz u-t lefedi

M , w-t pedig nem. Ekkor tehát u-nak van egy M -beli párja B′-ben, u′. Mivel B′-vel

azon pontok halmazát jelöltük, melyek elérhe®ek v-b®l, tekinthetünk egy P alternáló

utat v és u′ között. Ekkor P nem megy át u-n, ugyanis az utolsó él nem lehet (uu′),

mert ez M -beli, az alternáló út viszont V1-b®l indult egy M -en kívüli éllel, így egy

V2-ben végz®d® él sem lehet más, mint M -en kívüli. De a P úton egy közbees®

pont sem lehet u, mert akkor P kétszer menne át u′-n (egyszer azért, mert u M -

beli párja, másodszor pedig azért, mert az út végpontja). Az u′-ben végz®d® P utat

tehát folytathatjuk az (u′u) éllel, majd pedig (uw)-vel. Így viszont kapnánk egy

javító alternáló utat v-b®l w-be, ami ellentmondás, hiszen w /∈ B′.

Beláttuk tehát, hogy Γ(B) = B′. De v minden szomszédja is B′-ben van: Γ(B ∪
{v}) = B′, de |B′| = |B| < |B ∪ {v}|, azaz nem teljesül a Hall-feltétel. Így ellent-

mondásra jutottunk.

Mindezt a 3.5 ábra szemlélteti.

3.5. ábra.

Ezek után nézzük meg, mit mondhatunk teljes párosítás létezésér®l. Frobenius

nevéhez f¶z®dik az a tétel, mely a fenti Hall-tételb®l következik.

3.2. Tétel. (Frobenius) Egy G = (V1, V2, E) páros gráfban akkor és csak akkor van

teljes párosítás, ha |V1| = |V2| és minden A ⊆ V1-re |Γ(A)| ≥ |A|.
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3.5. De�níció. Egy gráfot r-regulárisnak nevezünk, ha minden csúcsának fokszá-

ma r.

3.3. Következmény. Egy r-reguláris páros gráfban mindig létezik teljes párosítás.

Bizonyítás. Egy ilyen gráfban tetsz®leges k darab V1-beli csúcsból k · r él indul ki,

viszont egy V2-belihez ezek közül legfeljebb r tartozhat, azaz ez a k · r él legalább

k V2-beli csúcshoz vezet. Így tehát minden k darab V1-beli csúcsnak van legalább k

szomszédja V2-ben, vagyis a gráf teljesíti a Hall-feltételt.

Egy más jelleg¶ szükséges és elégséges feltételt is megfogalmazhatunk teljes

párosítás létezésére az alább de�niálásra kerül® adjacencia mátrix segítségével. Ezen

szakasz írásakor Graham et al. könyvére támaszkodtam [2].

3.6. De�níció. Egy páros gráf adjacencia mátrixa az az M mátrix, melynek

sorai V1 elemei, oszlopai V2 elemei, és

mij =

 1 ha az i-edik V1-beli és a j-edik V2-beli csúcs között fut él

0 különben

3.7. De�níció. Egy n× n-es mátrix duplán sztochasztikus, ha ∀i, j-re aij ≥ 0,

n∑
i=1

aij = 1 ∀j és
n∑

j=1

aij = 1 ∀i

Egy adott A duplán sztochasztikus mátrixhoz készítsük el az M mátrixot úgy,

hogy A-nak minden pozitív elemét lecseréljük 1-re, a 0-kat pedig változatlanul

hagyjuk. Erre az M -re tekinthetünk úgy, mint egy 2n csúcsú páros gráf adjacen-

cia mátrixára.

3.4. Tétel. Az A duplán sztochasztikus mátrixban akkor és csak akkor létezik nem-

nulla kifejtési tag (azaz ∃{i1, i2, . . . , in}, hogy a1,i1 ·a2,i2 · . . . ·an,in 6= 0), ha az M-hez

tartozó páros gráfban létezik teljes párosítás.
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy A-ban létezik nemnulla kifejtési tag. Ez pontosan azt

jelenti, hogy ki tudunk választani összesen n elemet a mátrixból úgy, hogy minden

sorból és oszlopból pontosan egyet választunk, és ezek közül egyik sem 0. Ezeknek

az elemeknek a megfelel®i M -ben 1-esek. Egy 1-es de�níció szerint azt jelenti, hogy

az a V1-beli csúcs, amelynek ez az 1-es a sorában van, össze van kötve azzal a V2-

belivel, amelynek az oszlopában, azaz minden 1 egy élnek felel meg a gráfban. Az

A-ban kiválasztott elemek tehát egy élhalmazt de�niálnak a gráfban, ami egyrészt

független, hiszen az, hogy egy sorból illetve egy oszlopból pontosan egy elemet

választottunk, pontosan azt jelenti, hogy nincs olyan csúcs, melyhez két él is tartoz-

na. Másrészt minden csúcsot tartalmaz, hiszen minden sorból és minden oszlopból

választottunk egy elemet. Így tehát éppen egy teljes párosítást jelöltünk ki az M

által meghatározott gráfban.

Megfordítva, haM gráfjában létezik teljes párosítás, az éppen azt jelenti, hogy ki

tudunk választani n darab 1-est úgy, hogy minden sorból és minden oszlopból egyet

választunk. Az ezeknek az 1-eknek megfelel® A-beli elemek közülM de�níciója miatt

egyik sem 0, tehát az ezen elemekb®l alkotott kifejtési tag sem 0.

3.2. Maximális párosítás keresése

Az egyik lehet®ség maximális párosítás keresésére az ún. magyar módszer,

mely javító alternáló utak keresésén alapszik, amit a fenti Hall-tétel bizonyításánál

is használtunk. Nézzük meg pontosan, hogyan is m¶ködik ez az algoritmus.

Kiindulunk az M = ∅ üres párosításból. Ehhez minden lépésben hozzáveszünk

egy független élt. Ha ez már nem lehetséges, akkor javító utat keresünk, és annak

mentén növelünk tovább. Az alábbi állítás garantálja, hogy ha már javító utat sem

találunk, akkor elértük a maximális párosítást.

3.5. Állítás. Ha M nem növelhet® tovább a javító utak módszerével, akkor M maxi-

mális élszámú párosítás, azaz a gráfban nem létezik olyan párosítás, melynek nagyobb

az élszáma.

Ezen állítás azt is biztosítja, hogy az algoritmus elején nem választhatunk �rosz-

szul�, azaz nem fordulhat el®, hogy ha máshogy választottunk volna független éleket,

akkor a javító utas növelés során egy nagyobb élszámú párosításhoz jutottunk volna.
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Az állítás az alábbi, K®nig nevéhez f¶z®d® tétel bizonyításából adódik.

3.6. Tétel. (K®nig) Egy G = (V1, V2, E) páros gráfban a független élek maximális

száma megegyezik a gráf összes élét lefogó pontok minimális számával. Jelöléssel:

ν(G) = τ(G).

Bizonyítás. El®ször lássuk be, hogy ν(G) ≤ τ(G). Legyen M egy maximális méret¶

független élhalmaz. Csupán ennek lefogásához már szükség van ν(G) = |M | pontra,
így az összes él lefogásához ennél kevesebb nyilván nem lehet elég, azaz τ(G) ≥ |M |.

3.6. ábra.

A fordított egyenl®tlenség bizonyításához használjuk a 3.6 ábra illetve a 3.1 Tétel

bizonyításának jelöléseit. Legyen U = V1−A, továbbá legyen B′ azon V2-beli pontok

halmaza, amelyek elérhet®k U -ból alternáló úton, B pedig ezekM szerinti párjainak

halmaza.

Legyen M egy olyan párosítás, amely a javító utak módszerével már nem növel-

het®. (Ebb®l adódóan |M | ≤ ν(G).) Legyen X = B′ ∪ (A−B). Ennek a halmaznak

éppen |M | pontja van. A Hall-tétel bizonyításában láttuk, hogy Γ(B∪U) = B′, ebb®l

következik, hogy X elemei minden élt lefognak. Így tehát τ(G) ≤ |M | ≤ ν(G). Ezzel

az egyenl®séget beláttuk.
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Javító utat a szélességi kereséshez nagyon hasonló módon kereshetünk. Induljunk

ki egy M által le nem fedett V1-beli u pontból. Menjünk el ennek összes szom-

szédjába, jelölje ezeket v1, . . . , vk. Ezeket persze lefedi M , ellenkez® esetben u-val

párosítva hozzávehetnénk egy új élt. Legyenek tehát a v1, . . . , vk pontok M -beli

párjai w1, . . . , wk. A következ® lépésben ezekb®l a wi pontokból menjünk el min-

den olyan pontba, melybe M -en kívüli él vezet. Ezek éppen olyan pontok, melyek

elérhet®k u-ból 3 él¶ alternáló úton. Ha ezen pontok között vanM által le nem fedett,

akkor találtunk egy javító utat, növelhetjük a párosítást. Ha nem, akkor folytassuk

a m¶veletet mindaddig, amíg minden u-ból elérhet® pontot meg nem vizsgáltunk.

Végezzük el ezt a m¶veletet minden szóba jöv® u pontra, így vagy találunk javító

utat, vagy belátjuk, hogy nincs ilyen, így a párosítás nem növelhet® tovább, és a 3.5

Állítás miatt nincs is olyan párosítás, ami M -nél nagyobb élszámú lenne.

Mivel egy maximális párosításnak O(n) éle van, az alternáló szélességi keresést

O(n)-szer kell végrehajtani, így a teljes algoritmus lépésszáma O(nm) nagyságrend¶.

3.3. Maximális párosítás keresése folyam segítségével

A maximális párosítás - feladatot könnyen átfogalmazhatjuk maximális folyam -

problémává.

3.7. ábra. Hálózat de�niálása
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Legyen G = (V1, V2, E) egy páros gráf, és de�niáljunk egy hálózatot a követ-

kez®képpen. A gráf minden élét irányítsuk V1-b®l V2 felé. Ezután vegyünk hozzá

a gráfhoz egy s és egy t csúcsot, s-b®l húzzunk egy-egy irányított élt minden V1-

beli pontba, továbbá minden V2-beli pontból húzzunk egy irányított élt t-be. Az így

kapott irányított gráfban legyen minden él kapacitása 1. Ezt látjuk a 3.7 ábrán.

Megmutatjuk, hogy ebben a hálózatban egy maximális folyam V1 − V2 közötti

élei pontosan megfelelnek egy G-beli maximális párosításnak.

Mivel a kapacitást minden élen 1-nek választottuk, az 1.6 Tétel alapján létezik

olyan maximális folyam, amely minden élen egész értéket vesz föl, azaz ebben az

esetben 0-t vagy 1-et. Az állítás tehát az, hogy az 1 folyamérték¶ élek az erede-

ti gráfban maximális párosítást adnak. Egyrészt függetlenek, hiszen s-b®l minden

V − 1-beli csúcsba pontosan egy 1 kapacitású élt húztunk, így egy csúcsból sem

indulhat egynél több olyan él, melyen 1 a folyam értéke. Másrészt maximális is lesz

ez a párosítás, hiszen ha nem lenne, az azt jelentené, hogy a folyam növelhet®, ami

ellentmond annak, hogy maximális folyamból indultunk ki.
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