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Bevezetés

A halozati folyamok a grafelméletnek egy roppant érdekes és nagyon fontos részét
képezik. A témaban az egyik legalapvet&bb eredmény kétségkiviil Ford és Fulkerson

nevéhez fiiz6dik: a maximalis folyam és minimalis vigés egyenlGségét kimondo tétel.

Szamtalan tovabbi kiemelked6 matematikust lehetne emliteni, akik fontos ered-
ményeket értek el a témaban. Koziiliik talan Dantzigot emelném ki, aki Fulkersonnal
egyiittmikodve megmutatta a maximaélis folyam - minimalis vagas tételt iranyitott

graf esetén is, illetve kimondta az egészértékiiségi tételt.

Dolgozatomban abba probalok betekintést adni, hogy ezeknek az eredményeknek
milyen sokoldala felhasznalasara van lehet&ség. Két teriiletre koncentraltam elsésor-
ban: a folyamok és Menger tételei, illetve a folyamok és paros gratbeli parositasok
kozotti kapcesolatra. Miel6tt azonban ezekre ratérnék, bemutatom a fentebb emlitett

Ford—Fulkerson - féle tételt és bizonyitasat.



1. fejezet

Alapvets fogalmak, tételek

1.1. Néhany fontos definici6

1.1. Definici6é. Grafnak (vagy iranyitatlan grafnak) nevezziik a G = (V| E) part,
ahol V' egy véges halmaz, E pedig V-beli rendezetlen parok halmaza. A grafot abra-
zolhatjuk pontok és az Sket Osszekotd szakaszok segitségével. V' elemei a graf csi-
csai, F elemei pedig az élei. Egy u-t és v-t 6sszekots e él jelolése (uv) = e. Ha két
csics kozott tobb parhuzamos él is fut, ezeket tobbszoros éleknek hivjuk; ha egy
élnek ugyanaz mindkét végpontja, azt hurokélnek nevezziik. Egyszert a graf, ha

nincs benne sem hurok-, sem tobbszoros él.
1.1. Megjegyzés. A tovabbiakban a cstcsok szamat n, az élek szaméat m fogja jeldlni.

1.2. Definici6. Egy v csics fokszama azon élek szidma, melyeknek v az egyik

végpontja, jelolése: d(v).

1.2. Megjegyzés. Mivel minden élhez pontosan két csiics tartozik, igy az 0sszes csics

fokszamanak Osszege éppen az élek szamanak kétszerese, azaz

Z d(v;) = 2m

v, EV

1.3. Definicié. Egy G = (V, E) grafnak G’ = (V' E') részgrafja, ha V' C V és
E'CE.

1.4. Definicid. Iranyitott grafnak nevezziik a D = (V) A) part, ahol V egy véges
halmaz, F pedig V-beli rendezett parok halmaza. Egy u-bol v-be mutaté irdnyitott

a €l jelolése (uv) = a, ahol u az él kezdGpontja, v az él végpontja.



1.5. Definicidé. Legyen D = (V, A) iranyitott graf, s,t € V, ahol s egy élnek sem
végpontja, t pedig egy élnek sem kezdGpontja, tovabba ¢ : A — RT fliggvény. Ekkor
a (D, s,t,c) rendszert halézatnak nevezziik, s a forras, ¢ a nyels, ¢ a halozat

kapacitasa. Az f: A — R{ fiiggvényt halézati folyamnak nevezziik, ha
Va € A 0 < f(a) < c(a)

és

VoeV —{s,t} Z flvz) = Z f(yv)

(vz)eA (yv)eA

1.3. Allitas. Ha D nem tartalmaz s-be érkezd és t-bél induld éleket, akkor

S flsy) = 3 flat)

(sy)eA (zt)eA

1.6. Definici6. A fenti Z(sy)eA f(sy) mennyiséget a folyam értékének nevezziik

és F'(f)-fel jeloljiik.

1.7. Definici6. Az (S, T) cstucshalmazpar s — ¢ vagas, hase S, t €T, SNT =)
és SUT = V. Egy vagas kapacitasa

C(S,T) = Z c(xy)

zeS,yeT

1.2. A max-flow min-cut tétel

A hélozati folyamok elméletében nagyon fontos és alapvetd tétel az un. maz-flow
min-cut (maximalis folyam - minimalis vagas) tétel, melyet iranyitatlan esetre 1954-
ben igazolt Ford és Fulkerson, iranyitott esetre pedig 1955-56-ban Dantzig illetve

Fulkerson.
1.4. Tétel. (Ford—Fulkerson) Legyen D = (V, A) irdnyitott grdaf, s,t € V,c: A —
R* kapacitdsfigguény. Ekkor

F(f) = min C(S,T).
max F'(f) min (5,T)



A tétel bizonyitasa soran, illetve majd a késGbbiekben is el6 fog keriilni a szé-
lességi keresés algoritmusa, ezért most elGszor ezzel ismerkedjiink meg. Az algoritmus

bemutatésa soran elsésorban Katona et al. konyvére tamaszkodtam [3].

Egy graf bejarasara az egyik legalapvetébb modszer a szélességi keresés. Fnnek
soran kijeloliink egy kezd@csicsot, legyen ez vi. A kovetkezd 1épésben bejarjuk vq
Osszes szomszédjat: vy, vs, ..., v,. Ezek utan bejarjuk v, 6sszes olyan szomszédjat,
ahol még nem jartunk. Ugyanezt végrehajtjuk vs-ra, majd sorban v, Osszes szom-
szédjara. Ezutan kovetkezik vo: ha van még olyan szomszédja, amelynek nem jartuk
be az Gsszes szomszédjat, akkor most azokat jarjuk végig. Ezt addig folytatjuk, mig
minden csiicsot be nem jartunk. Természetesen az algoritmus irdnyitott és irdnyi-

tatlan grafra egyarant alkalmazhato.

Egy graf szélességi bejarasat szemlélteti az 1.1 4bra.

Vo Vo

1.1. abra. Szélességi keresés

Az eljaras soran el6fordulhat, hogy tobb lehetéség koziil is valaszthatunk, hiszen
nincs meghatarozva, hogy egy pontnak milyen sorrendben jarjuk be a szomszédait.
Egy konkrét végrehajtds soran ezt el kell dontetniink, akar véletlenszeren, akar

valamilyen mas modszerrel.

Az algoritmus futasi idejének meghatarozasdhoz nézziik meg, mibdl is all egy
lépés: sorra kell venniink v; 6sszes szomszédjat. Ez a cstcs fokszdméaval ardanyos id6t
jelent, ami az Osszes csiicsra 0sszeadva éppen az élek szaméanak kétszerese. [gy tehat

az algoritmus lépésszama O(m).



Ezen kis kitérG utan lassuk tehat a tétel bizonyitasat, melyben Katona et al. [3]

kényve volt segitségemre.

Bizonyitds. Az kénnyen latszik, hogy max; F/(f) < min¢g ) C(S,T), hiszen

CS,T)= > cay)> > flay)= D flay— > flyx)=F(f)

zeSyeT zeSyeT zeSyeT zeSyeT

Most tegyiik fel, hogy f maximalis folyam, megmutatjuk, hogy ekkor létezik
ugyanekkora értéki vagas. Ehhez sziikségiink lesz a javito ut fogalmara illetve egy

tételre.

1.8. Definici6. Egy nem feltétleniil iranyitott s — ¢ utat javité dtnak neveziink,
ha az dton s-bdl t-be haladva az elére mutato éleken f(a) < c(a), a vissza mutato

¢leken pedig f(a) > 0.

1.5. Tétel. Eqy folyam értéke akkor és csak akkor maximdlis, ha nincs javito it

s-bdl t-be.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik P javité at. Ekkor ennek az el6re mutaté élein
c(a) — f(a) > 0, a vissza mutato élein f(a) > 0. Legyen § e két érték minimuma,
és valtoztassuk meg a folyamot a kovetkezSképpen: az elére mutato éleken legyen
f(a) = f(a) + 6, a vissza mutaté éleken pedig f(a) = f(a) — 8. Igy 6-val néveltiik a
folyam értékét, és tovabbra is minden élre teljesiil, hogy 0 < f(a) < c¢(a), tehat az

eredeti folyam nem volt maximalis.

Most tegyiik fel, hogy nincs javité Ut s-bél t-be. Jeloljiik az s-bdl javitd tton
elérhets pontok halmazat S-sel, az el nem érheté pontok halmazat T-vel. Sem S,
sem T nem iires, hiszen s € S és t € T. Ekkor minden S-b6l T-be mend a élre igaz,
hogy f(a) = c(a), hiszen ha lenne olyan él, amire ez nem teljesiil, akkor annak a
végpontjat is belevettiik volna S-be. Ugyanilyen megfontolas alapjan mondhatjuk,
hogy minden T-b6l S-be mend a élre f(a) = 0. Igy tehat taldltunk egy olyan vagast,

ahol nem folyhat 4t a jelenleginél nagyobb folyam, tehit f maximalis. O



Ezzel az el6bbi tétel bizonyitasa mellett azt is megkaptuk, hogy ha f maximalis
folyam, akkor létezik ugyanakkora kapacitasu vigas. Mar csak azt kell megmutat-
nunk, hogy mindig létezik maximaélis folyam. Ezt a kdvetkezd algoritmus segitségével

bizonyithatjuk:

Az algoritmus lényege, hogy egy kiindulasi folyamhoz (ami akir az azonosan
0 folyam is lehet) keres egy javité utat, és ennek mentén noveli a folyam értékét,
majd ezt ismétli mindaddig, amig talal ilyet. Az a kérdés, hogy hogyan keressiink, il-

letve ha nem taladlunk, hogyan lehetiink biztosak benne, hogy tényleg nincs javito tt.

1.2. 4bra.

Az algoritmust az 1.2 4bran lathato6 halozat segitségével fogom bemutatni, melyet

a Schrijver honlapjan taldlhato oktatési anyagok koziil valaszottam ki [5].

Els6 1épésként induljunk ki egy tetszéleges folyambol, legyen ez példaul az 1.3
abran lathato folyam. Az éleken a folyam értéke, zardjelben az él kapacitasa van

feltiintetve.



1.3. abra. Tetsz6leges kezd6 folyam

Az a kérdés, hogy ez a folyam mér maximalis-e, vagy lehet még novelni. Ah-
hoz, hogy ezt megvalaszolhassuk, készitsiink egy Dy segédgrafot az alabbiak szerint:

V(Dy) = V (D), tovabba ha D-ben volt iranyitott él u-bol v-be, akkor Dg-ben

— huzzunk be egy ugyanilyen irdnyt (uv) élt, ha az aktualis folyamban ez az

(uv) él nem telitett (azaz f(uv) < c(uv))

— huzzunk be egy ellentétes iranyt (vu) élt, ha az aktudlis folyamban ez az (uv)

él nem iires (azaz f(uv) > 0).

1.4. abra. D segédgraf



A kiindulasi folyamunkhoz tartozo segédgraf az 1.4 abréan lathaté. Szaggatott
vonal jeloli az eredeti D grathoz képest ellentétesen iranyitott éleket. Ebben a graf-
ban a c¢; kapacitasfiiggvény a kovetkez6: az elére mutato élekre a szabad kapacité-
sokat irjuk (azaz minden (uv) élen cy(uv) = c(uv) — f(uv)), a visszafelé iranyitott

élekre az ott atfolyo folyam mennyiségét (azaz minden (vu) élen cp(vu) = f(uv)).

Koénnyen lathato, hogy a D segédgratban egy iranyitott Gt pontosan megfelel egy
D-beli, a kiindulasi folyamhoz tartoz6 javité ttnak, vagyis D-ben pontosan akkor
van javito ut, ha Dg-ben van irdnyitott s —¢ at. Hogy van-e, azt szélességi kereséssel

kénnyen eldonthetjiik.

Ebben a segédgrafban van javit6 at, ahogy azt az 1.5 d4bra mutatja.

1.5. abra. Els¢ javito ut

Talaltunk tehat egy javité utat, amely mentén névelhetiink, a kérdés az, hogy
mennyivel. Mivel a segédgratban a kapacitasfiiggvényt ugy definidltuk, hogy az az
elére mutato éleken a még szabad kapacitast jelolje, meg kell keresniink a kijelolt
éleken a kapacitasok minimumat, ami ebben az esetben 2. Ezzel a minimummal

tudunk tehat novelni, az 4j folyamot az 1.6 abran lathatjuk.



1.6. 4bra. Els6 novelés

Most ehhez az 1j folyamhoz is készitsiik el a segédgrafot az el6bbi modszerrel,

majd ebben is keressiink javité utat. Az eredményt az 1.7 dbra mutatja.

1.7. abra. Masodik javito tut



Lathatjuk, hogy ismét van javité at, ezen Ut mentén most viszont csak 1-gyel
novelhets a folyam értéke. Raadasul egy szaggatott élt is belevettiink a javito utba,
ami azt jelenti, hogy ezen két pont kozott az él az eredeti grafban az ellenkezé

iranyba mutat. Ezen az élen tehat csokkentjiik a folyamot (1d. 1.8 abra).

1.8. aAbra. Méasodik novelés

Ehhez a folyamhoz megint készitsiik el a segédgrafot. Ujfent azt latjuk, hogy van
irAnyftott s — ¢t Ut, ami azt jelenti, hogy van D-ben javité at. Ezt mutatja az 1.9

abra.

1.9. abra. Harmadik javito ut

10



Ezen 1t mentén megint csak 1-gyel tudjuk novelni a folyam értékét (1.10 abra),

kérdés, hogy most mar maximalis-e.

1.10. 4bra. Harmadik névelés

Az 1j folyamhoz készitett segédgrafon lefuttatva a szélességi keresést még mindig
talalunk irdnyitott s — ¢ utat, azaz a folyam még nem maximaélis. Az djabb javito

at az 1.11 adbran lathato.

1.11. abra. Negyedik javito ut

11



Ezen 0t mentén még 1-gyel meg tudjuk novelni a folyam értékét, igy eljutunk az

1.12 4bran lathato folyamhoz, ami most mar tényleg maximaélis.

1.12. abra. Negyedik novelés

Es valoban, amint azt az 1.13 abra is mutatja, az ehhez a folyamhoz tartozo

segédgrafban mar nincs iranyitott Gt s-bdl t-be.

1.13. abra. Nincs javito ut

12



Az 1.14 abra pedig azt bizonyitja, hogy létezik ugyanakkora kapacitasa (S, T")
vagas, amekkora a maximélis folyam értéke, ami ebben az esetben 12. S és T ele-
meit jelolésben kiilonboztettem meg. Az abran megvastagitva lathatok azok az élek,
melyek a vagés kapacitasat adjak. Ezek tehat az S-bdl kiléps élek, melyeken a folyam
értéke eléri a kapacitést. Jol lathatod, hogy az S-be belépd éleken a folyam értéke 0.

2(2)
1(1)
1(4)
S 2(2) _ 0 (1)
7“ .......
9 (10) AP
3 ()

1.14. abra. Minimalis vagas

1.6. Tétel. Ha a kapacitdsfigguény egészértékd, akkor a maximdlis folyam is egész-

értéki lesz, st létezik olyan f, amely minden élen egész értéket vesz fol.

Bizonyitds. A tétel konnyen beladthato a fenti javité utas algoritmus segitségével.
Induljunk ki az azonosan 0 folyambdl, erre teljesiil, hogy az értéke minden élen egész

szam, és a javito algoritmus soran minden 1épésben csak egész szammal névelhetiink.

[]

1.7. Tétel. Ha a kapacitis minden élen raciondlis szam, akkor az algoritmus véges.

Bizonyitds. Ha minden kapacitas racionalis, akkor létezik egy K € N természetes
szam, amellyel ha megszorozzuk a kapacitasokat, akkor minden a élre K - ¢(a) mar
egész szam. K-nak valaszthato a c(a) kapacitasok nevezSinek legkisebb kézos tobb-

szorose. Ekkor a mér ismert javité utas algoritmus soran minden lépésben legaldbb

13



1/K-val noveljiik a folyam értékét, ami persze nem haladhatja meg az s-b&l indulo

élek Osszkapacitasat, emiatt véges lépésben véget kell érnie. O

Ha azonban elhagyjuk a racionalitési feltételt, az allitds mar nem teljesiil. Erre
Ford és Fulkerson konstrualt egy példat egy 8 cstcsu teljes grafon. A legkisebb ilyen

példa Zwickt6l szarmazik: 6 egy 6 csticsii és 8 éld grafon tudta ezt megmutatni.

Azt tehat lattuk, hogy racionélis kapacitasfiiggvény esetén véges az algoritmus,
de ha iigyetleniil valasztjuk a javito utat, eléfordulhat, hogy a maximalis folyam
megtalalasahoz sziikséges 1épésszam nagyon nagy lesz. Erre lathatunk egy példat az

1.15 abran.

1.15. abra. Ugyetlen javito at

Ha felvaltva az s,a,b,t és az s,b,a,t utak mentén javitunk, 2 - 1000 lépésre van
sziikség, mig ha az elején az s,a,t utat valasztanank, 2 lépésben eljutnank a ma-
ximélis folyamhoz. Edmonds és Karp nevéhez fliz6dik az a tétel, amely megmondja,

hogyan vélasszuk a lehets legjobban a javito utat.

1.8. Tétel. (Edmonds—Karp) Ha minden lépésben a legrovidebb javité utat vd-

lasztjuk, az algoritmus legfeljebb n - m lépés utdn véget ér.

1.9. Kovetkezmény. Ezzel a modszerrel maximalis folyamot O(nm?) 1épéssel tu-
dunk talalni, ugyanis a legrévidebb s—t ut a segédgrafban szélességi kereséssel O(m)

id6ben meghatarozhaté.

1.10. Megjegyzés. A legjobb ismert algoritmus lépésszama O(nm log fn—Q)

14



2. fejezet

Menger-tételek

A grafelméletben sokhelyiitt talalkozunk dn. ,minimax” tételekkel, azaz olyan
allitasokkal, amelyek azt mondjak ki, hogy egy mennyiség maximuma egyenls egy
masik mennyiség minimuméval. Ilyen volt példaul az el6z6 fejezetben a Ford — Fulk-
erson - tétel (a maximalis folyam egyenld a minimalis vagéassal). Ebben a részben
néhéany ilyen minimax tétellel fogok foglalkozni, melyek Karl Menger nevéhez fizéd-

nek.

Menger tulajdonképpen topologiaval foglalkozott és ebben a kontextusban is
mondta ki az irdanyitatlan grafban a pontfiiggetlen utak szamara vonatkozo tételét
1927-ben. Az & eredeti bizonyitdsaban azonban volt egy rés, ezt Kénig foltozta
be 1932-ben. Itt most egy olyan bizonyitdst mutatok be, els6sorban Katona et al.

konyvére [3] tamaszkodva, ami a problémat halozati folyamokra vezeti vissza.

2.1. Tétel. ( él-sszefiiggdség iranyitott grafban ) Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf,
s,t € V(D). Ekkor az s-bdl t-be vezetd paronként élidegen (kizos €lt nem tartalmazo)
wranyitott utak maximdlis szama megegyezik az dsszes iranyitott s —t utat lefogo élek

manimalis szdmdval.

Bizonyitds. Ha létezik D-ben k darab éldiszjunkt iranyitott s —t at, akkor az Gsszes
s — t utat lefogd élek szama nyilvanvaléan nem lehet k-nal kevesebb. Igy tehat

max{} < min{}.

A forditott egyenl6tlenséghez tegyiik fel, hogy az s—t utakat lefogé élek minimalis
szama k. Ahhoz, hogy folyamproblémaként tudjuk kezelni ezt a kérdést, vezessiink

be egy kapacitasfiiggvényt, aminek az értéke legyen minden élen 1. Az igy kapott

15



halozatban a feltevés szerint a minimalis vagéas értéke legalabb k. Ekkor a Ford —
Fulkerson - tétel miatt a maximélis folyam értéke is legalabb k. Az egészértékiiségi
tétel szerint ekkor van olyan maximalis folyam, melyben a folyam értéke minden
élen 0 vagy 1. Most hagyjuk el azokat az éleket D-bél, amelyeken a folyam értéke 0.
Ahogy az a 2.1 abrén is latszik, igy éppen iranyitott élidegen s—t utakat kapunk. (Az
éleken zardjelben a kapacitas, mellette az aktualis folyam értéke szerepel.) Ezekbdl
tehat lennie kell legalabb k darabnak, kiilénben nem taladlnank £ értéki folyamot.

Eszerint £ = min{} < max{}. Ezzel az egyenlGséget belattuk. O

2.1. abra. k éldiszjunkt ut

2.2. Tétel. ( pont-dsszefiiggdség irdnyitott grifban ) Legyen D = (V,A) irdnyi-
tott grdaf, s,t € V(D). Ekkor az s-bdl t-be vezetd, végpontoktdl eltekintve pontide-
gen (kézos csicsot nem tartalmazd) irdnyitott utak maximdlis szima megeqyezik az
dsszes yranyitott s—t utat s és t felhasznaldsa nélkil lefogo pontok minimdlis szdmd-

val.

Bizonyitds. Ennek a tételnek a bizonyitasa visszavezethetd az el6z6, éldiszjunkt

utakrol szolo tétel bizonyitasara.

Készitsiink D-hez egy D’ segédgrafot a 2.2 dbran lathaté modon. Huzzunk szét
minden D-beli v cstcsot (s és t kivételével) két csticesa: vy, ve. Az Gsszes olyan él,

ami az eredeti grafban v-be belépd €l volt, az 4j grafban vi-be menjen, az Gsszes
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eredetileg v-bdl kiléps él pedig induljon ve-b6l. Ezen kiviil v;-bdl is vezessen egy
él vo-be. Ha az eredeti grafban egy minimalis ponthalmaz lefogja az Osszes s — ¢
iranyitott utat, akkor ebben a D’ grafban a lefog6 pontoknak megfelels viv, élek
fogjék le az iranyitott s — ¢t utakat. Ennél kevesebb él nem lenne elég, mert az azt
jelentené, hogy D-ben van kisebb lefogd ponthalmaz, holott minimalisbol indultunk
ki. Azaz a D-beli lefogd pontok és a D’-beli lefog6 élek minimalis szama egyenls. A
2.2 abra segitségével az is konnyen lathato, hogy ha két iranyitott s — ¢ ut D-ben
pontdiszjunkt, akkor a nekik megfelels utak D’-ben éldiszjunktak, és forditva, két
D’-beli éldiszjunkt s —t it megfelelGje D-ben pontdiszjunkt. Ezzel a visszavezetéssel

tehat belattuk az allitast. O

2.2. abra. D' segédgraf

2.3. Tétel. ( él-dsszefiiggdség irdnyitatlan grdfban ) Legyen G = (V, E) irdnyitatlan
grdf, s,t € V(Q). Ekkor az s-bdl t-be vezeld élidegen irdnyitatlan utak maximdlis

szdma megegyezik az 6sszes irdnyitatlan s — t utat lefogd élek minimdlis szamdval.

Bizonyitds. Ezt a problémat is vezessiik vissza az elsd, iranyitott grafokrol kimon-

dott tételre.

Készitsiink egy G'segédgrafot ugy, hogy a G-beli irdnyitatlan éleket két-két ira-
nyitott, ellentétes iranyu éllel helyettesitjiik. Ahogy azt a 2.1. Tételnél is lattuk, k da-

rab diszjunkt ut lefogasahoz nem lehet elég k-nal kevesebb él, vagyis max{} < min{}.

G’ konstrukcioja az ellentétes iranyu egyenlGtlenség bizonyitéasanal lesz fontos.
Elgszor tegyiik fel, hogy G-ben a diszjunkt utakat lefogd élek minimélis szdma k.
Ekkor G'-ben sem lehet elég ennél kevesebb él, hiszen ha kevesebbel le tudnank fogni
a G'-beli iranyitott utakat, akkor a nekik megfelels élekkel G-ben is le tudnank fogni

az Osszes utat, ami ellentmond annak, hogy k£ minimalis volt.
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Az vilagos, hogy a G-ben éldiszjunkt s — ¢ utaknak megfelels G'-beli iranyitott
utak is éldiszjunktak lesznek. Azonban két élidegen G’-beli ut G-beli megfelelsi
nem feltétleniil élidegenek, ahogy ez a 2.3 abran is latszik. Ha az egyik irdnyitott
ut tartalmazza az fi,eq, fy éleket, a masik pedig az fs, €9, f3 éleket, akkor a nekik
megfelel§ utaknak G-ben lesz k6zos éle. G'-ben hagyjuk el az ilyen iranyitott utakbol
a parhuzamos éleket, a 2.3 abran lathato graf esetén példaul vegyiik inkdbb az
f1, [3 és az fo, f4 utakat. Ezek G-beli megfelelgje mar diszjunkt lesz. Mivel egy
ilyen helyettesitéssel csokken az utakban szerepls élek szama, igy véges lépés utan
ki tudjuk kiiszob6lni az Osszes ilyen helyzetet. Eszerint tehat az éldiszjunkt utak

maximalis szdéma G-ben és G’-ben megegyezik.

Ezzel a visszavezetés kész, hiszen azt mar lattuk, hogy G’-ben min{} < max{},

illeve hogy a lefogd élek szama G-ben nem lehet nagyobb, mint G’-ben. Formalisan:

min{} < min{} < max(} = max{} < min{}

2.3. abra. G’ iranyitott segédgraf

2.4. Tétel. ( pont-dsszefiiggdség irdnyitatlan grafban ) Legyen G = (V, E) irdnyi-
tatlan grdf, s,t € V(G). Ekkor az s-bél t-be vezeté pontidegen irdnyitatlan utak
maxrimdlis szdma megegyezik az 0sszes iranyitatlan s —t utat s és t felhaszndldsa

nélkil lefogo pontok minimdlis szdmduval.

Bizonyitdas. Ehhez ismét készitsiink egy iranyitott G’ segédgrafot gy, hogy min-

den élt megduplazunk és oda-vissza iranyitunk. Az persze vilagos, hogy k darab
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pontidegen utat nem lehet k-nal kevesebb csiccsal lefogni. Tovabba a 2.2. Tétel
alapjan G’-ben a pontdiszjunkt utak maximaélis szama egyenld a lefogd pontok mi-
nimalis szaméaval. G’ konstrukciojabol az is nyilvanvalo, hogy a G-beli pontdiszjunkt
utaknak G’-ben is pontdiszjunkt utak felelnek meg, és forditva: G'-beli iranyitott
pontdiszjunkt utak megfelelGje G-ben szintén pontdiszjunkt. Mar csak azt kell meg-
mutatnunk, hogy ha G-ben k a pontidegen utakat lefogd csicsok minimélis szama,
akkor ez G’-ben sem lehet k-nal kisebb. Ez kénnyen belathato, hiszen ha G’-ben ennél
kevesebb pont lefogné az Gsszes irdnyitott s — t utat, akkor ezen csiicsok megfelel6i
G-ben is lefogndk az Gsszes iranyitatlan utat, és ez ellentmond annak, hogy minimalis

k-bol indultunk ki. Ezzel tehat visszavezettiik a probléméat az iranyitott esetre. [
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3. fejezet
Parositas paros grafokban

Képzeljik el, hogy Arthur kiradly udvardban n lovag és n udvarholgy él, akiket
a kiraly tgy szeretne Osszehézasitani, hogy minden par tagjai kolesondsen kedveljék
egymast. Fzért Merlinhez fordul segitségért. Az a kérdés, hogy a varazslo hogyan
tudna eldonteni, hogy lehetséges-e n olyan eskiivét tartani, amely megfelel Arthur
feltételeinek. Ez az un. hdzassdg-probléma, mely Kénig Dénes nevéhez fizédik. A
feladatot atfogalmazhatjuk a grafok nyelvére: a lovagoknak és az udvarhdlgyeknek
feleljenek meg csticsok, melyek akkor vannak Gsszekotve, ha a lovag és a holgy kol-
csOnosen szimpatikus egymaéasnak. Ekkor az a kérdés, hogy van-e ebben a grafban

teljes parositas.

Hasonl6 probléméat vet fel a kovetkezd feladat: Adott n munkahely és m jelen-
tkez@, ahol egy ember tobb allasra is jelentkezhet. Vajon betdlthetG-e minden allas?
Azaz: legyenek a munkahelyek és a jelentkez6k egy gréaf csicsai, egy allast egy em-
berrel kosson 0ssze él, ha az adott ember jelentkezett arra az allasra. Ekkor a kérdést
a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg: létezik-e a gratban a munkahelyek cstcshal-

mazéat lefed§ parositas?

A kérdések megvalaszolasahoz elGszor bevezetem a paros graf és a parositas fo-
galmét, majd pedig bemutatok néhany sziikséges és elégséges feltételt teljes, illetve
egy adott cstcshalmazt lefed§ parositas létezésére. Ezen fejezet megirasakor nagy-

ban tdmaszkodtam Elekes tanar tr jegyzeteire [1], valamint Katona et al. kdnyvére

3]

3.1. Definici6. Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha G pontjainak halmaza
egy V) és egy Vs részre oszthato gy, hogy G minden élének egyik végpontja Vi-ben,
a masik Va-ben van. Jelolése: G = (Vi, Vs, E).

20



Egy példa lathato paros grafra a 3.1 dbran.

3.1. dbra. Példa paros grafra

3.2. Definici6. Egy M élhalmazt parositasnak (vagy részleges parositasnak) neve-
zlink, ha semelyik két M-beli élnek nincs koz6s végpontja. Az ilyen éleket fiiggetlen
éleknek is nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy parosités lefedi a benne szerepl§ élek
végpontjait. Ha egy parositas a graf minden pontjat lefedi, azt teljes parositasnak

hivjuk.

A 3.2 4bran egy-egy példat lathatunk részleges illetve teljes parositasra.

3.2. abra. Példak pérositasra

3.1. Teljes parositas létezésének feltétele

Miel6tt ratérnénk a teljes parositas vizsgalatara, nézziink egy altaldnosabb ese-
tet: mi a sziikséges és elégséges feltétele a cstucsok egy adott részhalmazat lefedd

parositas létezésének?
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Legyen X egy ilyen részhalmaz, példaul X C Vi, és jeloljiik X szomszédainak
halmazat I'(X)-szel. I'(X) elemei tehat azon csicsok, melyek Gssze vannak kétve

valamely X-beli csticesal, igy nyilvan I'(X) C V4 (Id. a 3.3 abrat).

F(X)

V

3.3. abra. Szomszédos cstucshalmaz

3.3. Definicié. Ha a G = (1}, V5, E) paros grafra teljesiil, hogy minden X C V
esetén |['(X)| > | X|, akkor azt mondjuk, hogy a graf teljesiti a Hall-feltételt.

Ez a feltétel fontos szerepet jatszik az adott részhalmazt lefed6 péarositas létezé-

sére vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel megfogalmazasaban.

3.1. Tétel. (Hall) Egy G = (V1, Vs, E) pdros grifban akkor és csak akkor van Vi-et
lefedd pdrositds, ha a grdf teljesiti a Hall-feltételt.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, hiszen ha van Vi-et lefedd parositas,
akkor az élek fiiggetlensége miatt Vi-nek legalabb |V;| szomszédja kell hogy legyen
Va-ben.

Az elégségesség bizonyitasahoz tegytik fel, hogy a graf teljesiti a Hall-feltételt.
Be fogjuk latni, hogy ekkor van Vi-et lefed6 péarositas. Ehhez azonban el6bb be kell

vezetniink az alternal6 ut fogalmat.

3.4. Definicié. Az M pérositasra nézve alternalé ttnak neveziink egy utat egy

paros grafban, ha minden méasodik éle M-beli, a tobbi M-en kiviili.
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Koénnyen belathatod, hogy ha M egy parositas, és a gratban két M altal le nem
fedett pont kozott vezet alternalo at, akkor 1étezik M-nél nagyobb élszam parositas.
Hiszen ha az alternalé ut mentén az M-beli éleket lecseréljiik ugyanezen ut M-
en kiviili éleire, akkor a kapott élhalmaz tovibbra is parositas lesz, viszont 1-gyel

nagyobb elemszami, ahogy ezt a 3.4 abran lathatjuk.

TN

3.4. dbra. Alternalo utas novelés

Térjiink vissza a tétel bizonyitasahoz. Tegyiik f6l, hogy mar van egy M pérosité-
sunk, ami lefedi az A C V; halmazt, de van még olyan v pont Vi-ben, ami nincs
lefedve (azaz v € Vi —A). Jeloljiik A’-vel az M altal lefedett Va-beli pontok halmazat.
Ha v-nek van szomszédja Vo — A’-ben, akkor a v-t ezzel a szomszéddal 6sszekots élt
hozzavehetjiik a parositashoz. Az is lehetséges azonban, hogy v-nek csak A’-ben van
szomszédja, de ekkor is el6fordulhat, hogy tudjuk novelni M-et. Ha ugyanis van
olyan alternal6 ut, ami v-bdl indul és egy u € V5 — A’ pontban végzdédik, akkor ezen

ut mentén tudjuk névelni a parositas élszaméat, ahogy azt az elébb lattuk.

Most tegyiik fel, hogy mar nincs ilyen alternal6 at, amely mentén javithatnank.

Belatjuk, hogy ekkor M mér lefedi Vi-et.

Induljunk ki abbol az indirekt feltevésbdl, hogy létezik v € Vi — A. Jeloljiik B'-
vel azon pontok halmazat, melyek elérheték v-bél alternalo uttal. Ekkor a feltevés
szerint B’ C A’, hiszen ha A’-n kiviili pont is elérhetd lenne, akkor az alternalo at M-
en kiviili pontban kezd&dne és végzddne, tehat lehetne novelni M élszamat. Legyen
B a B’-beli pontok parjainak halmaza az M parositasban, igy persze B C A és
|B| = |B'|. A parositasbol vilagos, hogy B’ C I'(B). Megmutatjuk, hogy valojaban
['(B) = B’ is igaz.
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Tegyiik fel, hogy van olyan (uw) él, melyre u € B és w ¢ B’, azaz u-t lefedi
M, w-t pedig nem. Ekkor tehat u-nak van egy M-beli parja B'-ben, u’. Mivel B’-vel
azon pontok halmazat jeloltiik, melyek elérhe6ek v-bdl, tekinthetiink egy P alternalo
utat v és v’ kozott. Ekkor P nem megy &t u-n, ugyanis az utols6 él nem lehet (uu'),
mert ez M-beli, az alternal6 Gt viszont V;-bdél indult egy M-en kiviili éllel, igy egy
Vo-ben végz6dd él sem lehet mas, mint M-en kiviili. De a P tton egy kozbeess
pont sem lehet u, mert akkor P kétszer menne at u'-n (egyszer azért, mert u M-
beli parja, masodszor pedig azért, mert az Gt végpontja). Az u'-ben végz6ds P utat
tehat folytathatjuk az (u'u) éllel, majd pedig (uw)-vel. Igy viszont kapnank egy

javito alternalo utat v-bél w-be, ami ellentmondas, hiszen w ¢ B’.

Belattuk tehat, hogy I'(B) = B’. De v minden szomszédja is B’-ben van: I'(B U
{v}) = B', de |B'| = |B| < |B U {v}|, azaz nem teljesiil a Hall-feltétel. Igy ellent-

mondéasra jutottunk. O]

Mindezt a 3.5 abra szemlélteti.

3.5. abra.

Ezek utan nézziik meg, mit mondhatunk teljes parositas létezésérsl. Frobenius

nevéhez fliz6dik az a tétel, mely a fenti Hall-tételbsl kovetkezik.

3.2. Tétel. (Frobenius) Eqy G = (V1, V4, E) pdros grifban akkor és csak akkor van
teljes pdrositds, ha |Vi| = |Va| és minden A C Vi-re |[T'(A)| > |A|.
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3.5. Definici6. Egy grafot r-regularisnak neveziink, ha minden csicsanak fokszé-

ma 7.
3.3. Kovetkezmény. Egy r-regularis paros grafban mindig létezik teljes parositas.

Bizonyitds. Egy ilyen grafban tetszoleges k darab Vi-beli csticsbol k - r él indul ki,
viszont egy Va-belihez ezek koziil legfeljebb r tartozhat, azaz ez a k - r él legalabb
k Vi-beli cstcshoz vezet. Igy tehat minden k darab Vi-beli cstcsnak van legalabb &
szomszédja Vo-ben, vagyis a graf teljesiti a Hall-feltételt. m

Egy mas jellegli sziikséges és elégséges feltételt is megfogalmazhatunk teljes
parositas létezésére az alabb definidlasra keriil6 adjacencia méatrix segitségével. Ezen

szakasz irdsakor Graham et al. kdnyvére tamaszkodtam [2].

3.6. Definici6é. Egy paros graf adjacencia matrixa az az M maétrix, melynek

sorai V] elemei, oszlopai V5 elemeli, és

1 ha az i-edik Vi-beli és a j-edik Va-beli csiics kozott fut él
0 kiilénben

mij =

3.7. Definicié. Egy n x n-es matrix duplan sztochasztikus, ha Vi, j-re a;; > 0,

n n

i=1 Jj=1

Egy adott A duplan sztochasztikus matrixhoz készitsiik el az M matrixot ugy,
hogy A-nak minden pozitiv elemét lecseréljiik 1-re, a O-kat pedig valtozatlanul
hagyjuk. Erre az M-re tekinthetiink tgy, mint egy 2n cstcst paros graf adjacen-

cia matrixara.
3.4. Tétel. Az A duplan sztochasztikus mdtrizban akkor és csak akkor létezik nem-

nulla kifejtési tag (azaz 3{i1,da, ..., i}, hogy ai, -2y an,, #0), ha az M-hez

tartozo pdros grdfban létezik teljes pdrositds.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A-ban létezik nemnulla kifejtési tag. Ez pontosan azt
jelenti, hogy ki tudunk valasztani 6sszesen n elemet a métrixbél gy, hogy minden
sorbol és oszlopbo6l pontosan egyet valasztunk, és ezek koziil egyik sem 0. Ezeknek
az elemeknek a megfelel6i M-ben 1-esek. Egy 1-es definicio szerint azt jelenti, hogy
az a Vj-beli csics, amelynek ez az 1-es a soraban van, Gssze van kotve azzal a V-
belivel, amelynek az oszlopaban, azaz minden 1 egy élnek felel meg a grafban. Az
A-ban kivalasztott elemek tehat egy élhalmazt definidlnak a grafban, ami egyrészt
fliggetlen, hiszen az, hogy egy sorbol illetve egy oszlopbdl pontosan egy elemet
valasztottunk, pontosan azt jelenti, hogy nincs olyan cstics, melyhez két él is tartoz-
na. Masrészt minden cstcsot tartalmaz, hiszen minden sorbél és minden oszlopbol
valasztottunk egy elemet. Igy tehat éppen egy teljes parositast jeloltiink ki az M

altal meghatarozott grafban.

Megforditva, ha M grafjaban létezik teljes parositas, az éppen azt jelenti, hogy ki
tudunk valasztani n darab 1-est tigy, hogy minden sorboél és minden oszlopbol egyet
valasztunk. Az ezeknek az 1-eknek megfelels A-beli elemek koziil M definici6ja miatt

egyik sem 0, tehat az ezen elemekbdl alkotott kifejtési tag sem 0. [

3.2. Maximalis parositas keresése

Az egyik lehet&ség maximalis parositds keresésére az Gn. magyar modszer,
mely javité alternald utak keresésén alapszik, amit a fenti Hall-tétel bizonyitasanal

is hasznaltunk. Nézziik meg pontosan, hogyan is miikddik ez az algoritmus.

Kiindulunk az M = () iires parositasbol. Ehhez minden lépésben hozzéavesziink
egy fliggetlen élt. Ha ez mér nem lehetséges, akkor javito utat keresiink, és annak
mentén noveliink tovabb. Az alabbi allitds garantalja, hogy ha méar javitoé utat sem

talalunk, akkor elértiik a maximalis parositast.

3.5. Allitas. Ha M nem névelhetd tovdbb a javité utak mddszerével, akkor M maxi-
malis élszdmai pdrositds, azaz o grafban nem létezik olyan pdrositas, melynek nagyobb

az élszdma.

Ezen allitas azt is biztositja, hogy az algoritmus elején nem valaszthatunk ,rosz-
szul”, azaz nem fordulhat el6, hogy ha mashogy valasztottunk volna fiiggetlen éleket,

akkor a javito utas ndvelés soran egy nagyobb élszamu parositashoz jutottunk volna.

26



Az allitas az alabbi, Kénig nevéhez fiiz6d6 tétel bizonyitasabol adodik.

3.6. Tétel. (Kdnig) Egy G = (V1, Vi, E) pdros grifban a figgetlen élek mazimdlis
szama megegyezik a grdf dsszes élét lefogo pontok minimadlis szamdval. Jeloléssel:

v(G) =7(G).

Bizonyitds. El6szor lassuk be, hogy v(G) < 7(G). Legyen M egy maximalis méret
fiiggetlen élhalmaz. Csupéan ennek lefogasahoz mar sziikség van v(G) = | M| pontra,

igy az Osszes él lefogasahoz ennél kevesebb nyilvan nem lehet elég, azaz 7(G) > |M]|.

(A /)) >

3.6. abra.

A forditott egyenlGtlenség bizonyitasdhoz hasznéljuk a 3.6 dbra illetve a 3.1 Tétel
bizonyitasanak jeloléseit. Legyen U = V; — A, tovabba legyen B’ azon V,-beli pontok
halmaza, amelyek elérhet6k U-bol alternédlo aton, B pedig ezek M szerinti parjainak

halmaza.

Legyen M egy olyan parositas, amely a javité utak modszerével mar nem ndével-
hets. (Ebbél adodoan |M| < v(G).) Legyen X = B'U (A — B). Ennek a halmaznak
éppen | M| pontja van. A Hall-tétel bizonyitésaban lattuk, hogy I'(BUU) = B’, ebhdl
kévetkezik, hogy X elemei minden élt lefognak. Igy tehat 7(G) < |M| < v(G). Ezzel
az egyenlGséget belattuk. O]
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Javito utat a szélességi kereséshez nagyon hasonlé médon kereshetiink. Induljunk
ki egy M altal le nem fedett Vi-beli u pontbo6l. Menjiink el ennek Osszes szom-
szédjaba, jelolje ezeket vy, ..., v,. Ezeket persze lefedi M, ellenkez6 esetben wu-val
parositva hozzavehetnénk egy 1j élt. Legyenek tehat a vq,...,v; pontok M-beli
parjai wiq, ..., wy. A kovetkez§ lépésben ezekbdl a w; pontokbdl menjiink el min-
den olyan pontba, melybe M-en kiviili él vezet. Ezek éppen olyan pontok, melyek
elérhet6k u-bol 3 éld alternal6 tton. Ha ezen pontok kozoétt van M altal le nem fedett,
akkor taladltunk egy javité utat, névelhetjiik a parositast. Ha nem, akkor folytassuk
a miveletet mindaddig, amig minden u-bdl elérheté pontot meg nem vizsgaltunk.
Végezziik el ezt a miiveletet minden széba jové u pontra, igy vagy taldlunk javito
utat, vagy belatjuk, hogy nincs ilyen, igy a parositas nem novelhetd tovabb, és a 3.5

Allitas miatt nincs is olyan parositas, ami M-nél nagyobb élszamu lenne.

Mivel egy maximaélis parositasnak O(n) éle van, az alternalé szélességi keresést

O(n)-szer kell végrehajtani, igy a teljes algoritmus lépésszama O(nm) nagysagrendii.

3.3. Maximalis parositas keresése folyam segitségével

A maximalis parositas - feladatot kénnyen atfogalmazhatjuk maximalis folyam -

problémava.

>
1\1

0

casans e

3.7. abra. Halozat definidlasa
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Legyen G = (V4, V5, E) egy paros graf, és definialjunk egy halozatot a kovet-
kez6képpen. A graf minden élét iranyitsuk Vi-bél Vs felé. Ezutan vegyilink hozza
a grafhoz egy s és egy t cstucsot, s-bdl hizzunk egy-egy iranyitott élt minden V-
beli pontba, tovibba minden V5-beli pontbol htizzunk egy iranyitott élt t-be. Az igy
kapott irdnyitott grafban legyen minden él kapacitasa 1. Ezt latjuk a 3.7 abran.

Megmutatjuk, hogy ebben a hal6zatban egy maximélis folyam Vi — V5 kozotti

élei pontosan megfelelnek egy G-beli maximalis parositasnak.

Mivel a kapacitast minden élen 1-nek valasztottuk, az 1.6 Tétel alapjan létezik
olyan maximalis folyam, amely minden élen egész értéket vesz fol, azaz ebben az
esetben 0-t vagy l-et. Az allitds tehat az, hogy az 1 folyamértéki élek az erede-
ti grafban maximalis parositast adnak. Egyrészt fiiggetlenek, hiszen s-bél minden
V' — 1-beli csticsba pontosan egy 1 kapacitasu élt huztunk, igy egy csicsbol sem
indulhat egynél t&bb olyan él, melyen 1 a folyam értéke. Masrészt maximalis is lesz
ez a parositas, hiszen ha nem lenne, az azt jelentené, hogy a folyam névelhets, ami

ellentmond annak, hogy maximaélis folyambol indultunk ki.
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