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1. fejezet

Bevezetés

A gyakorlati életben stirtin el6fordulnak olyan feladatok, melyekhez differencidlegyenletek
megoldésa sziikséges. Ezek kozott is el6fordul olyan probléma, melynél analitikus mod-
szerekkel nem tudunk célt érni. A szamitastechnika fejlédésének készonhetGen ezeket a
feladatokat is meg tudjuk oldani, vagy ha pontosan nem ismerjiik a megoldast, de azért
kozelité becslést kaphatunk rola.

Vegyiink példaul egy ejtGernyést, aki ¢ = 0 id6pontban kiugrik egy repiil6gépbdl és
a kezdeti magassaga legyen y = yg. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy csak fiig-
g6legesen mozog. Az ugréra két erd hat: a gravitacio és a légellenallas. Newton masodik

torvénye szerint a kdvetkezd egyenletet kapjuk az ugré fiiggéleges gyorsulasara:

mij = —mg + mcy?,

ahol m az ejtSernyds témege, g a gravitacios erd, c alaki tényez6. A newtoni modellben az
ejtGernyGs mozgasat ez a masodrendd differencidlegyenlet irja le. Ezt visszavezethetjiik
két els6rendii differencidlegyenletre a kdvetkez6 modon: a sebességet jeloljiik v-vel. Ekkor

v = g miatt © = ¢. Ha leosztunk m-mel, akkor a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:
j o=
v = —g+ vt
Ha hozzéavessziik még a kezdeti feltételt is, akkor mar egyértelmi megoldést kapunk.

Az egyenletrendszert nem tudjuk megoldani analitikusan, igy sziikség van a numerikus

szamitasokra. De mielGtt erre részletesebben kitérnénk, nézziik meg, hogy altalanos eset-



ben hogyan vezethetd vissza egy p-edrendd kozonséges differencidlegyenlet elséfokt rend-
szerre. Legyen
F(t,y,4,...,y?) =0
adott kezdetiértékek mellett
¥ (to) = oy,
ahol s = 0,1,...,p — 1. Az y® kifejezhets (az implicit fiiggvény tétel segitségével) a
p-edrendi egyenletbdl:
yP(t) = Gty 5, y* ).

Vezessiink be 0j valtozokat: 21, 22, ..., 2, a kovetkezd értékekkel:
<1 =Y,
Rz = ya
z, = y(p—l).
Innen:
zl = y = 227
Z.2 - ?J = 23,
by = yP Y = 2
Tehat

Z1(t) = 2p(t)
\ Zp(t) = G(t, z1(1), ..., 2p(t))

a z-re egy elsérendd kozonséges egyenletrendszert kaptunk.

A tovabbiakban a kovetkezé kozonséges differencidlegyenletekbdl allo rendszert szeret-

nénk megoldani

Y () = f(z,y(x)), (1.1)



ahol f : R"™ — R", és v € R, y € R". Feltessziik tovabba, hogy f folytonos az -
ben, és Lipschitz-folytonos az y-ban. Igy a kezdeti feltétel y(zo) = yo hozzavételével, a
Picard-Lindelof tétel alapjan egyértelmd megoldast kapunk. Ha az (1.1) egyenlet jobb

oldala nem fiigg az y-tol és példaul n = 1, akkor az

egyenlet ekvivalens az
va) =w+ [ S
0

integralegyenlettel.



2. fejezet

Euler-modszerek

2.1. Explicit Euler-mo6dszer

Nézziik (1.1)-et n = l-re, és a [0, 1] intervallumon keressiik a megoldasat. Osszuk fel
ekvidisztdnsan az intervallumot tgy, hogy jeldlje zo = 0 a kezdGpontot, és xp = xg + kh
a bels6 pontokat, k = 0,..., N, ahol h =1/N. Ttt N > 1 egész szam, és h a lépéskoz. Ha
minden kis intervallumon kozelitjiik y/(z )-t a differencidlhanyadosaval, akkor a kovetkezét
kapjuk:

y(l‘k + h) - y(xk) ~ y/(ﬂfk) — f(g;k,y(ﬁk)),

amibdl ugy kapjuk a numerikus értékeket, ha egyenléséget tesziink. Szokis a numerikus
értékeket yi-val jelolni, a pontos értékeket y(xy)-val. Ezeket a jeloléseket alkalmazva
kapjuk, hogy

%Lh_yk = f(iflmyk)-

Ha megszorozzuk h-val, és atrendezziik az egyenletiinket, akkor megkapjuk az tigynevezett

halado6 vagy explicit Euler-modszert:

Yerr = Yk + hf (Tr, yr).
Vezessiink be néhany definiciot:

1. Definici6. Legyen x* € [0,1] egy rdgzitett pont. Osszuk fel a [0,1] intervallumot n
részre gy, hogy x* az osztépontok kizitt szerepeljen. Egy numerikus modszert az (1.1)

megolddsdra akkor hivunk konvergensnek, ha egy adott fligguényosztdlybol minden f-re,



minden yo = y(0) kezdeti értékre és minden régzitett x* pontjdra igaz, hogy ha n — oo,

vagyis finomitjuk a felosztdst, akkor y, — y(x*).
A konvergencia-vizsgalat érdekében definialjuk a modszer lokalis hibajat.

2. Definicié. Az Euler-mddszer képlethibdjinak vagy lokdlis hibdjinak hivjuk a kévetkezd
mennyiséget:

g 1= MLV gy, 2.1)

ahol y(x) (1.1) pontos megolddsdt jelenti.

A lokalis hibat becsiilhetjiik anélkiil, hogy ismernénk a pontos megoldast. Alkalmazzuk

kétszer a Lagrange-féle kozépérték tételt:
9k = 19/ (&) — ' (@) | = " (7) (& — zi)| < hmax |y" (z)],
ahol § € (w, Try1) &8 T € (T, k).

3. Definicié. A numerikus mddszert konzisztensnek hivjuk, ha minden 0 < k < N-re
igaz g, = O(hP), ahol p > 0. A legnagyobb egész p-t a mddszer konzisztencia rendjének

nevezzik.
A lokalis hibabecslésbdl azonnal latszik, hogy az Euler-moddszer elsérendben konzisztens.

4. Definicié. A mddszer globdlis hibdjdnak nevezziik a pontos és a szdmitott érték kilonb-
Ségét:

er = y(xr) — Yk k=0,1,...,N.

A globélis hiba becslése: Ha (2.1)-t beszorozzuk h-val és atrendezziik, a kovetkezd

pontos értéket kifejezve kapjuk a kovetkezd egyenletet:
Y(@pr1) = ylax) + hf(ze, y(@r)) + hk.
Ebbdl kell kivonni a kozelits értékekkel kapott megoldést:
Yrer1 = Yk + hf(Tr, yr).
Vagyis e, 1-re azt kapjuk, hogy

1 = ex + h(f(wn, y(zr)) — f(zr, yr)) + hge.
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Kihasznalva, hogy f Lipschitz-folytonos a masodik valtozojaban, kapjuk a kovetkezs becs-
lést:

lert1] < lew| + hLylex| + hlgr| = (1 + hLyg)|ex| + h|gkl.

Ezt tovabb becsiilve:

lext1| < (L4 hLg)|en—1| + hlgr| + (1 + hLs)h|gr—1] <

k
< S (L hLy) eo| + ) (14 L) hgi| <
=0
k
< (14 hLp)* ™ (leol + Y lgil)-

i=0
Az (14 hLy)-et feliilr6l tudjuk becsiilni (e"L)-el az e Taylor sorfejtésébsl adodoan, igy

(1+ hLy)k < eU+DALy < (NhL

Nh pedig pont az intervallumunk hossza, ami jelen esetben 1. Ezaltal e”/-et kapjuk, ami

egy rogzitett C' konstans. Ebbdl adédik a kovetkezd definicio:

5. Definicié. FEgy numerikus modszert stabilnak neveziink, ha f Lipschitz-folytonos, és

ha 1gaz a kovetkezd becslés:

k
lek] < C(leal + > Rlagil).
i=0
ahol C konstans.

1. Tétel. Egy numerikus mddszer akkor konvergens, ha minden k-ra e, = O(hP) teljesiil.

Ekkor a konvergencia rendje p.

1. Allitas. Ha a mddszer p-edrendben konzisztens és stabil, akkor konvergens is, és a

konvergencia rendje megegyezik a konzisztencia rendjével.

2.2. Implicit Euler-moédszer

Az Euler-modszer masik valtozatat ugy kaphatjuk, hogy ¢/(zxi1)-et helyettesitjiik az
Euler-moédszernél latott differencidlhéanyadossal. Ezt az tigynevezett hatraléps vagy imp-

licit Euler-mo6dszernek nevezziik.

y(zx +h) — y(ex)
h

~y (vre1) = f(zrat1, y(Tri1))



h-val val6 szorzas, és atrendezés utan igy néz ki az implicit Euler-modszer:

Yks1 = Ye + Df (Thy1, Yrrr).
Hatranya az Euler-mo6dszerrel szemben, hogy minden lépéshen egy nemlinearis egyenletet
kell megoldanunk. Allapitsuk meg a modszer rendjét! Ehhez tekintsiik a g, értékeét:

s et L)

Szinte sz0 szerint elismételhetjiik az Euler-moédszernél latottakat, vagyis alkalmazzuk két-

szer a Lagrange-féle kozépérték tételt:

gkl = 14/ (&k) = ' (@) = [y (7) (& — wai)| < hmax|y” (z)],

ahol & € (xg, 1) és T, € (g, Try1) tetszbleges. A modszer igy szintén elsGrendd.



3. fejezet

Javitott Euler-modszerek

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan kaphatnank magasabb rendben konzisztens megoldast.
Tudnéank-e javitani az Euler-modszert?

Az (1.1) kezdeti érték feladatunk pontos megoldasat igy is megkaphatjuk:

y(enn) — ylaw) = / o). (3.1)

Viszont, ahogy mar a kordbbiakban emlitettiik, nem mindig tudjuk ezt megoldani, igy

hat az integralt is numerikusan fogjuk kozeliteni kvadrataraformuléval.

3.1. Trapézformulaval javitott Euler-modszer

Maga a trapézformula:

o>

/ o F(t)dt = = (F(zx) + F(2411))

Tk

melynek hibaja O(h%). Igy kapjuk, hogy

/%Hl f(t,y(t))dt = g(f(xk, y(zr)) + f(@rgr, y(xkﬂ))) +O(h?).

Ha ezt irnank be (3.1)-be, akkor nem explicit formulat kapnank y(zx;;) miatt. Ennek

kikiiszobolésére az Otlet a kovetkezd: fejtsitk Taylor-sorba y(zyy1)-t zx koril. Tehat
Y(xri1) = y(zk) + hy'(xr) + O(h?).

Vegyiik észre, hogy az itt szerepls v/ (z;) egyenld f(xy,y(xg))-val. Es ha itt végig y(zy)

kozelits értékével, vagyis yi-val szamolunk, és beirjuk az eddigi eredményeket a (3.1)-es
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képletbe, akkor megkapjuk a trapézformuléval javitott Euler-modszert:

Yrt1 = Ur + g(f(%m Ur) + f(@rg1 Uk + hf (2n, Yk)). (3.2)

Lassuk, hogy ennek a modszernek mekkora a rendje: a rend meghatarozasahoz ismét a

lokalis hibatagot kell vizsgalnunk, ami

_ y(wpg) — y(zp)
gk = h

- %[f(l’k, y(@i)) + f(ere, y(@e) + hf (e, y(z)))] -

J/

-~

Kezdjiik el elszor atalakitani a kapcsos részt. Tudjuk, hogy v/'(zx) = f(xg, y(xy)),
és észrevessziik, hogy ha ezt a helyettesitést végrehajtanank y(xy) + hf(xg, y(zx))-ban,
akkor f masodik argumentumaban pont az y(zg,1) Taylor-sordnak elejét kapnank. Ezért
még hozzé kell venniink O(h?)-et, és végiil bovitsiik h-val ezt a részt. A kapott érték a

kovetkezd:

h

5@ y(00) + flonevlow)] +008) = [ f(e.g(o)de+ O,

gy a kapott hibatag:

) —ylm) 1 [ _
g = Ml Z¥ad L f fa9) 00 =

Tk

= W) V) L) — y(aa)) + O0) = O02)

Ezek alapjan a trapézformuléval javitott Euler-modszer masodrendben konzisztens.

3.2. Erintéformulaval javitott Euler-modszer

Masik moédszer a javitasra az érinté formula alkalmazésa, ami pedig a kdvetkezo:

Th41
/ F(t)dt ~ hF (z,. ).

Tk

Ezt alkalmazva a fliggvényiinkre kapjuk, hogy

[ o)t = f o) + 00,

Tk

Ugyantigy mint az elgbb, fejtsiik Taylor sorba y(ajk+%)—t 2y, koril:

[ 00t = by + 5 y(@0) +OUR).

9



Az otlet megint ugyanaz, vagyis cseréljiik ki a pontos értékeket a kozelitGkre. Tehat az

érint6formuléaval javitott Euler-modszer a kovetkez6 lesz:

h
Yrer = Yk + hf(zpp1,y; + §f($k7yk))-

Mivel egy ugyanolyan O(h3) hib4ji modszerrel javitottunk, ezért az a sejtésiink, hogy a

javitas mértéke is ugyanolyan lesz. Lassuk precizen g, értékét:

Y(Tri1) — y(or)
h

o = — F(n g y()) + 5 f e ().

g

Vessiik be ugyanazokat a triikkoket, mint az trapézformuléval javitott modszernél. A

kapcsos rész igy alakul:

hf(a:k%, y(xy, + %)) + O(R?).

Az egészet tekintve ismét azt kapjuk, hogy masodrendii a javitas, mivel

~ y@e) —ylzy) 1 [T 2y _
g = M E {007 =

- ?J(xk+1)h— y(ze) _ %(y(:ckﬂ) —y(zx)) + O(h*) = O(h?).

3.3. 6-modszer
Az Euler- és a trapéz-modszer specialis esetei az ugynevezett 0-modszernek:

Yer1 = Yu + PO f (2, ye) + (1 = 0) f(Trg1, Yrs1)), k=0,1,....

A 6 =1és60 =1 esetben az eredeti képletek adédnak. Kiilénbdzs 6 € [0, 1]-re kiilonbozs
modszereket kapunk, ami egyediil § = 1-ra lesz explicit, minden més esetben pedig imp-
licit. Példaul 8 = 0 esetben az implicit Euler-modszert kapjuk vissza. Tekintsiik a lokalis

hibatagot, a rend meghatarozasahoz:

o = y(xk—i—l)h_ y(zx) . (Hf(rck, k) + (1 —0) f(xpya, Z/k+1)) =

_ y(wm)h— y(on) _ (8y' (xx) + (1 = O)y" (wxs1)).-

Hasznaljuk fel y(xy.1) sorfejtését:

1 1
y(xy) + hy'(xg) + §h2y”(:ck) + éh?’y(?’) (zx) + O(h?).

10



Emiatt a hiba:

1 1 1
g = 7 ly(w) + hy' () + §h2y"(mk) + Ehgy(3) (@) — y(ar)] =

~(89/ex) + (1= Oy (m0) + By () + 5P (w)]) + O(R) =

= (0= )/ () + (50— 3y + O,

Tehat a modszer mésodrendi, ha 6 = %, kiilonben meg elsérendii.

11



4. fejezet

Runge-Kutta-modszerek

Az eddigiekben lathattuk, hogy a kvadratdra formuldk segitségével javitani tudtunk a
modszer rendjén. Ezen az Otleten alapszanak a Runge-Kutta-modszerek is. Tekintsiik

ajra (3.1)-et. Ezt tovabb alakitva altalanosan kapjuk a kovetkezdket:

Y(Enr) — Y(2n) = / T y)dt = b / F(itn + Bt y(n + ht))dt.

Ha helyettesitjiik az igy kapott integralt valamilyen kvadratiraval, és a kozelité értékeket

beirjuk, akkor ijabb modszereket nyerhetiink:

Ynt1 :yn—|—thjf(xn+cjh,y(xn+cjh)), n=0,1,...

j=1
ahol b;-k és c;-k megfeleld silyok. Ezek a szaimok hatarozzdk majd meg, hogy melyik mod-
szerrdl is beszéliink. Viszont nem ismerjiik y értékeit az z,, +c1h, x, + coh, ... pontokban.
Az explicit Runge-Kutta-modszerek otlete, hogy az y(x,, + ¢;h) értékeket approximaljuk
a kovetkez6 modon. Kezdetnek legyen ¢; = 0 és vezessiik be rekurzivan a koévetkezs

szamokat:

§1 - ym
& = Yo+ hasyf(x,, &),
& = yn+hasif(x,, &)+ hasof(x, + c2h, &),

m—1

gm - y7L+hZam,jf<xn+th7§j)7

j=1

12



ily médon az
Yn+1 :yn+hzbjf(xn+cjh>€]) (41)
j=1
képlet adodik. Az A = (a;;)ij=12,.,m matrixot Runge-Kutta-matrixnak nevezziik, és a

hianyz6 elemeit nullanak definialjuk. A tovabbi egyiitthatokat vektorokba rendezhetjiik:
b:[blbgbm], c:[clcg...cm].

Azt mondjuk, hogy ez a mddszer tigynevezett m-lépcsds explicit RK-moédszer, mert
ennyi lépcsében értékeljiik ki f-et, hogy megkaphassuk v, 1 értékét. Ennek a modszernek
egy természetesen adodo altalanositasa, ha az A egyiitthatdé matrix nem csupan alsé
haromszog. Ilyenkor minden 1épésben egy nemlinearis rendszert kell megoldanunk. FEzt
hivjuk implicit Runge-Kutta-moddszernek. Mindkét tipust modszernél az egyiitthatok

tarolasara ugynevezett Butcher-tablat hasznélunk:
' A
b

Tovabbiakban csak az explicit RK-moédszerekrol lesz sz6. Ebben az esetben igy néz ki

kifejtve a Butcher-tabla:

Co | Q21

C3 | azi1 Aas2

Cm am,l am,Q I am,mfl

b1 b ... bp-1 bnm

A modszer stabilitasarol egy tételt fogalmazunk meg [6] konyv alapjan, ami hasonlo

modszerrel lathato be, mint a javitott Euler-modszereknél.

2. Tétel. (dltalinos explicit Runge—Kutta-mddszer stabilitdsa)
Legyen f a mdsodik vdltozdjdban lokdlisan Lipschitz, Ly Lipschitz-dllandoval. Ekkor a

(4.1)-ben definidlt mddszer stabil, mert érvényes a kovetkezd becslés:

k—1
ex] < e (Jeo] + 3 loilh).
1=0

13



Itt
Le = Lf(Z ‘Cj‘ + Pm—1<th)>7

j=1

és a Pp_1(hLy) tag a hLy mennyiség (m—1)-edfoki polinomja, amire igaz, hogy Py,_1(hLys) =
O(hLy).

Mar csak az maradt hatra, hogy hogyan is valasszuk meg a cj-ket, b;-ket, a; ;-ket, és

hogy mekkora lesz az egyes modszerek rendje m fliggvényében.

4.1. Kétlépcs6s Runge-Kutta-modszer

Nézziik az egyik legegyszeriibb nemtrividlis esetet, amikor m = 2, vagyis egy kétlépcsss

RK-modszert:

Yn+1 = Yn + hblf(xn + Clha yn) + thf(xn + Cgh, Yn + haQ,lf(xm yn)) (42)

Az 6sszeg utolso tagjat fejtsiik Taylor sorba (x,, y, )-koriil:

f(xn+62ha yn+ha2,1f(xm yn)) = f(xnv yn)+h[02fx(‘rn7 yn)+a2,1fy(xn7 yn)f<l'n, yn)]+0(h2)v

majd ezt visszairva (4.2)-be kapjuk a kovetkezs Osszefiiggést:

Yn+1 = Yn + h(bl + b?)f($m yn) + hzb?[CQfx(xm yn) + a?,lfy(xna yn)f<znv yn)] + O(h3)
(4.3)

Ossze kell vetniink ezt az egyenletet, a pontos értékkel ugyanabban az (z,,1,) pontban.

Az y els6 derivaltjat ki tudjuk fejezni f-el, de lassuk, hogy néz ki a masodik derivalt:

y” = fx‘l’fyf-

Igy, ha az x,.:-ben kapott pontos megoldés sorfejtését J(xne1)-el jeloljik, akkor azt

kapjuk, hogy

§($n+1> =Yp + hf(xn,yn) + %hQ[fz(l’nayn) + fy(xnv yn)f(wmyn)] + O<h3)'

Azt szeretnénk, ha ez megegyezne (4.3)-al. Innen kapjuk az egyenletrendszert az egyiitt-

hatokra:
by +by =1
bQCQ = %
az1 = Co.
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Ebben a konkrét esetben az egyenletrendszernek nincs egyértelmi megoldésa, mint
ahogy altalaban sincs, mert tobb az ismeretlen, mint az egyenlet. De azért példanak

mutatunk két megoldast az alabbi két Butcher-tablaban:

e}

00 0
111 0 5

0
1

O (NI

1

2

[

Ezekben a tablazatokban rendre felismerhetjiik a trapéz- és érintGformulaval javitott
Euler-moédszert, aminek mar ismerjiik a rendjét. Igy a kétlépesss RK-modszer stabil és a

rendje megegyik a lépcsék szamaval.

4.2. Haromlépcs6s Runge—Kutta-modszer

Azt reméljiik, hogy a haromlépcsés modszer nagyobb rendben lesz konzisztens. Az el6z6
technika segitségével kiszamolhat6 a haromlépcsGs modszer Butcher-tdblaja. Méasod-
rendig kell Taylor-sorba fejteni az osszeg masodik és harmadik tagjat, és kifejezni y®)-ot,
vagyis y harmadik derivaltjat, ugyanis sziikség lesz ra az §(x,,1) sorfejtésénél. Majd
ezeket kell 0sszevetni. Mar itt m = 3 esetén is elég hosszadalmas kiszamitani az egyenlet-
rendszert, de késGbbiekben mutatunk ré egy egyszertibb sémat. A kapott egyenletrendszer

a kovetkezé:

by +by+b3=1
boco + bycz = %
bacs + by} = 3
bsas oco = %.

\

To6bb megoldas lehet itt is, példanak nézziik a kovetkezs két Butcher-tablat:

0 0
1] 1 212
2| 2 313
2 2
1| -1 2 210 2
12 1 1 3 3
6 3 6 4 8 8

m

Ezek alapjan altalanosan azt vessziik észre, hogy Zj _11 b; = 1, ugyanis emiatt lesz

egyaltalan konzisztens a modszer. A kovetkez6 egyenléségek pedig megkonnyitik a sza-
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molast: ¢o = as 1, c3 = agy +aspo, ..., vagyis tegyiik fel (¢; = > '_ a; j)-t minden explicit
Runge-Kutta-modszerre.

Ezek utan lassuk a haromlépcsds modszer rendjét. A y(x,.1)—y(x,)—h 25:1 bif(xn+
cjh, &) sorfejtésének hibatagja O(h?), tehét a g, lokélis hiba harmadrendi{ és a modszer
globalis hibaja O(h?).

A p-edrendii modszer lokélis hibaja minden lépcsében ugyanannyi (persze h-tol fiig-

géen), ezért nézhetjiik az elsé intervallum végpontjaiban:
e(h) =y(xo +h) —y1.

Fejtsiik Taylor-sorba e(h)-t 0-koriil

hP
e(h) =e(0) + he'(0) + -+ + Fe(p)(eh),
ahol 0 < 6 < 1, és e(0) = ¢'(0) = --- = e®(0) = 0. Viszont e®(h) pontos értékét a

kovetkezd alakban kapjuk:

e (h) = E1(h) + hEs(h),
ahol Ej(h) és Ey(h) tartalmazzak f parcidlis derivaltjait (p — 1)- és p-edrendig. Mivel
e (0) = 0, ezért £1(0) = 0 és mivel f parcialis derivaltjai adottak, ezért E;(h) csak O(h)
és Ey csak O(1) lehet. Tehat létezik olyan C' konstans, hogy |e(h)| =< Ch és

hp+1

le(h)| < C

pt
Azt hihetnénk, hogy minél nagyobb a lépcsGszam, annal nagyobb lesz a rend, de azért
ez nem egészen van igy. A kovetkezG Osszefiiggések ismertek a lépcsGszam m és az elérhetd

p(m) rend kozott:

Az m és p(m) kozotti hézag éppen azzal kapcesolatos, hogy f fiiggvény y-tol is fligg.
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4.3. Altalanos Runge-Kutta-modszer egyiitthatoi

Mar ilyen kis 1épcs6szamnal is nehezen szamolhatok ki a Runge-Kutta-modszer egyiitt-
hatoi, de szerencsére van rd minta, hogy ez altalanossagban hogyan is miikédik. Meglepd
lehet, de nem més, mint a grafelmélet adott valaszt a kérdéseinkre.

Legyen T gyokeres fak egy halmaza, ami alatt olyan iranyitatlan kérmentes grafokat
értiink, aminek van egy kitiintetett csiucsa: a gyokér. Tovabba egy fa (¢) rendjén a cst-
csainak a szamat fogjuk érteni. Ha nagyobb, mint elsérendt farol van szo, akkor levelek
alatt azokat a csicsokat értjiik, ami nem gyokér, és ami pontosan egy éllel csatlakozik
a fahoz. A fan adott egy rendezés, miszerint a gyokércsics legyen a legalsé, a beldle 1
lépésben elérhetd csicsok legyenek a gyerekei. Sziil§ csucsok pedig értelemszeriien az egy
1épéssel elérhetd leljebb 1évé csicsok. Két azonos rendi fat ekvivalensnek mondunk, ha
az utak ugyanazt a mintat kovetik a fa tetejétsl az aljaig. A kovetkezs abra ekvivalens

fakat abrazol.

o o Q
Q o QO Q Q QO Q Q Qo
9 9 9

Sziikségiink van y egyre magasabb derivaltjaira - elég arra az esetre szoritkozni, mikor

f nem fiigg x-t6l -, amik 1-t6] 4-ig a kévetkez&képp néznek ki:

y' = f(y)
y' = fy(w)f(y)
y® = LI W) + £, )] f(y)
Y = Loy IO + 4L W) L@ F )P + @) f(v)

Ha mondjuk a k-adik derivaltra van sziikségiink, akkor vegyiink egy k csticsbol allo fat
az Osszes lehetséges nem ekvivalens modon. Egy fa csticsainak feleltessiik meg f annyiadik
derivaltjat, ahany gyereke van, majd ezeket szorozzuk Ossze minden egyes fan, és adjuk

Ossze Gket. Az dbran egy példa lathato:
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o 5 Q Q
f f
5 | @ o (% ) o )
Q fyy O fyyy
Q O fy
) N o/ = ol l2f!

Ha mar a derivaltakat elGallitottuk, akkor méar csak az egyiitthatokat kell nekik megfelel-
tetni. Egyrészrél minden fa meghataroz egy polinomot - jeldljiik ®(¢)-vel -, amibél az
egyiitthatokat nyerjiik majd ki, masrészrél pedig minden ¢-hez hozzarendeliink egy ter-
mészetes szamot, amit jeloljiink (t)-vel. Lassuk a konstrukciot!

Indexeljiik meg a csicsokat - kivéve a leveleket - gy, hogy a gyokér legyen az i, a tobbi
pedig rendre 7, k,.... Most rendeljiik hozza a cstcsokhoz az egyiitthatokat, tgy, hogy a
gyokér legyen b;, a tobbi cstics, ami nem levél, pedig legyen a;; ahol j a sziil6jének az
indexe, k pedig a csics sajit indexe. A levelekben 1év6 egyiitthatok pedig legyenek ci-k,
ha a k indext cstcsbol indulé él tartja Gket. ®(t)-t agy kapjuk, hogy Osszeszorozzuk a
faban 1év6 egyiitthatokat, majd Gsszeadjuk Sket az Osszes lehetséges modon. (t)-hez az
kell, hogy megnézziik mennyi a gyokér rendje, majd elhagyjuk azt, és az igy kapott graf-
ban vegyiik a legals6 cstcsok rendjét, majd ezeket is elhagyva folytatjuk az algoritmust.

Ezeknek a szamoknak a szorozata lesz ().

€ € 1 1
" ) o o o o o
Ci Gi 1 1
o o o o 9 o o Qo o
] @i.j 3
9 9 +
1 b; 6

O(t) = biciaijc;  A(t) =1%1%3%1x1%6=18
Az egyenletek, amiket ezekbdl kapunk a kovetkez6képp néznek ki:

Legjobban megérteni talan egy példan keresztiil lehet. Ez alapjan irjuk fel a négylépé-
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ses RK-modszerben kapott egyenlet rendszert.

4.4. Négylépcs6s Runge-Kutta-modszer

A (4.1) képletben m helyére 4-et irva a modszer explicit, ezért minden ¢ > j-re a; ; = 0.
Az eddigiek alapjan a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

p

by +by+bs+0bs =1
bQCg + bgCg + b4C4 =

bgcg + bgC% + b4Ci =

[SCIE e

1

bsas aca + byasaca + byas zcs = 5
3 3 3 _1
1

b3¢3a32Co + byCaaq2Co + bycyagzcs = g

2 2 2 1
b3a37202 + b4a47202 + b4CL47303 =13

=1
L b4a4,3a3,202 = 91"

A masodik, harmadik és 6todik egyenletbdl kifejezhets bo, bs, by, a negyedik, hatodik,
hetedik egyenletbdl pedig as o, as2,a43. Az utolsd egyenletbe valoé behelyettesités utan
kapjuk, hogy ¢, = 1. A sok megoldasbol mutatunk két példat:

0 0

1 | 1 1 |1

7|3 il

1 1 1 1

210 3 210 3

110 0 1 111 —2 2
11 1 1 1 2 1
5 3 3 &6 s 0 3 %

Ezek koziil az els6t nevezik a klasszikus (negyedrendii) Runge-Kutta-modszernek, mert

maga Kutta hatarozta meg 6ket és valoban negyedrendben konzisztens a modszer.

4.5. Folytonos Runge-Kutta képletek

Ha ki szeretnénk rajzoltatni a megoldast, vagy a megoldas szélsGértékeit keressiik, akkor
nem érdemes a h lépéstavolsagot nagyon kicsire valasztani, hiszen ez tul sok fiiggvény-

kiértékeléssel jar. Ilyenkor el6nyds folytonos Runge-Kutta képleteket hasznélni. Ilyenkor
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a §; szdmokat ugyanigy valasztjuk, mint eddig, viszont a b; stlyok mér nem szdmok
lesznek, hanem a ¢ valtozo folytonos fiiggvényei, amivel a képlet a kdvetkezo:
Yt = Un + 0D _bi(t) f(n + b &) 0<t< 1 (4.4)
j=1
Itt ynie = yn(t) az y(z, + th) kozelitésére szolgdl. Azt szeretnénk, hogy a t = 0 és
t = 1 helyen ne valtozzon meg a hagyomanyos Runge—Kutta képlet, és a képlet hibaja se
valtozzon meg menet kdzben, vagyis minden 0 < ¢ < 1-re ugyanakkora maradjon.

Példaként vizsgaljuk meg a méasodrendd, két 1épesdji, folytonos Runge-Kutta képletek

esetét:

Yntt = Yn + ho1(t) f (0 + c1h, yn) + hbo(t) f (20 + coh, yn + hagy f(2n, Yn)) 0<t<1.
(4.5)

Elgszor biztositsuk, hogy t = O-ra és t = 1-re a hagyomanyos képletet kapjuk meg. Az

elsG kovetelmény azt jelenti, hogy

A mésodik feltételhez ugyanazt csinaljuk, mint amikor a kétlépcs@s képletet hataroztuk

meg. Taylor sorfejtések Osszevetésébdl kapjuk a kévetkezoket:
1
bi(1) +02(1) =1, by(l)azs = 5.

Ebbdl kévetkezik, ahogy a nem folytonos képletben, gy itt is a lokédlis hiba mésodrendd.
Az altalanos explicit Runge-Kutta-modszer stabilitdsarol szolo tételbdl kovetkezik, hogy
Yny Yni1, - - - ertékek hibdja is masodrendi. Ezutan (4.4) mar folytonos interpolaciot ad
Yn = y(x,) + O(h?) és Y1 = y(xn1) + O(R?) kozott. Mar csak azt kell elérniink, hogy
0 < t < 1-re Yyt eltérése y(z, + th)-tol masodrendii legyen. A (4.5) képletbdl és az
Yn = y(z,) + O(h?)-bél kiindulva kapjuk, hogy

Ynit = y(xn) + O(R*) + hby(t) f(zn + crh, y(z,) + O(h?)) +

+  hby(t) f(x, + cah, y(zn) + O(h?) + hagy f (2, y(z,) + O(h?))) =
y(@n) + hlbL(t) + ba(t)] f (w0, y(20)) + O(R?) =
y(x,) + hty' (z,) + O(h?) = y(x, + th) + O(h?)

20



kell, hogy teljesiiljon, vagyis
bi(t) + bo(t) = t, 0<t< 1.

A legegyszeriibb lehet&ség ahhoz, hogy az eddigi eredmények mind teljesiiljenek:

1

b1<t) 0, bz@) =1, 21 = 5

Harmadrendii modszer szerkesztéséhez tekintsiik (4.4)-ben m = 3 esetet, és t = O-ra

irjuk els, hogy

legyen, majd ¢t = 1-re koveteljiik meg a haromlépcsGs Runge-Kutta modszernél kapott
egyenletrendszert. Fzzel biztositjuk a az v, értékek kiszamitasanak stabilitasat, valamint
a harmadrendtségiiket. Az el6z6 modszer analdgiajara 0 < ¢t < l-re y, helyére y(z,) +

O(h?)-at irva kapjuk, hogy

3
Yntt = y({L‘n) + O(h3) + hz b](t)f(xn + thv 5])

J=1

Ezt a képlépesés modszerhez hasonléan sorbafejtve kapjuk, hogy

Yt = Y(@n)Fh[01(£)+ba () +b3(8)] f (2n, y(n) )+ [ba(t) az,1+b3(t) (a31+a32)] fo (Zn, y(24))+O(R?)

kell, hogy megegyezzen a kévetkezdGvel:

y(x,) + hty'(x,) + @y”(mn) + O(h*) = y(z, +th) + O(h?).

Osszességében a kivetkezd feltételek adodnak:

(
bi(t) + ba(t) + bs(t) =
bo(t)asy + bs(t)(azy + azz) = &

(

(
ba(1

(

Jas ; +b3(1) (a1 + az2)? = 3
L bs 1)a3 2021 = %-
Ennek egy megoldasa a kovetkezé lehet:
1
21 = 3 agy = —1, aso = 2
jon a sima haromlépcsds modszerbdl, és
5 2 1
bi(t) =t(1— =t by(t) = =t bs(t) = ~t%.
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5. fejezet

Beagyazott modszerek

Ebben a fejezetben szeretnénk minél jobb lokalis hiba becslést kapni az egylépéses mod-
szerekre. Ahogy az Euler-modszernél is lathattuk, a globalis hibat viszonylag konnyen
tudjuk becsiilni. Nem ez a helyzet a lokalis hibanal, ugyanis a kozelitd eredmények hibajat
sajnos csak ritkan tudjuk becsiilni. Ezért fontos a szamitas soran, hogy a numerikus ered-
mények birtokdban azonnal hibabecslést készitsiink. De minden esetben célszert, hogy

Osszehasonlitasi érték is alljon a rendelkezésiinkre.

5.1. Richardson-extrapolaci6

Richardson otletének lényege, hogy h fiiggvényeként kell kezelni a hibat. Tegyiik fel,
hogy egy adott kezdeti érték (xo,y0) és egy adott h lépéskéz mellett hasznalunk egy
p-edrend RK-modszert. Kiszamolunk két 1épést, aminek az eredménye legyen y; és ys.
Ezutan ugyanazzal a kezdeti értékbdl indulva kiszamoljuk (2h) 1épéskozzel tett nagy lépés

eredményét, amit jeloljiink w-val. y; globalis hibaja ismert:
ex = ylao + h) — y1 = C! + O(W*2),

ahol C tartalmazza az tgynevezett hiba egyiitthatokat, és yo derivaltjait p + 1-edrendig
bezarbdlag. Az y, hibdja két részbdl tevidik Ossze. Az els§ 1épésbdl szarmazéd hibabol
(I + h% + O(h?))e; illetve a mésodik lépés lokalis hibajabol, ami pont akkora, mint e;.
Tehat a kovetkez6t kapjuk:

es = y(zo+2h)—ys = (I+O(h))ChP  +(C+O(R)) WP +O(hPH?) = 2C(hP+1)+O(h"?).
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A nagy lépés hibaja:
y(x + 2h) —w = C(2h)PT + O(hP*?)

Az el6z6 egyenletbdl kifejezziik ki az ismeretlen C-t, és igy extrapolalunk egy jobb értéket
y(xo + 2h)-hoz, amit jeloljiink g-al. A kovetkezs tétel az [5] konyvben talalhato.

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy egqy p-edrendd RK mddszerrel tett két h méretd lépés kézelitd
értéke ys, €s w az eqy nagy, 2h méreti lépéssel tett lépés eredménye, akkor az yo hibdjdat a

kovetkezdképp hatdrozzuk meg:

y(zo +2h) — g2 = 2= 1 O(h"*?)

2r — 1

€s
N Yo — W
y2—y2+2p_1

eqy p + 1-edrendd kizelités y(xo + 2h)-re.

5.2. Runge-Kutta—Fehlberg-mo6dszerek

Az egyik nevezetes mddszer a hibabecslésre a bedgyazott RK-modszer. A lényege, hogy
két kiilonbo6z6 rendd modszert futtatunk parhuzamosan, igy kapjuk a hibabecsléseket. Ha
két azonos rendd modszert futtatnank, akkor el6fordulhatna, hogy egyszer az egyiknek
lesz kisebb hibaja, mésszor pedig a méasiknak. A két kiillénb6z6 rendd modszernél az egyik
hib4ja elhanyagolhato lesz.

Fehlberg otlete a kovetkezd volt: a p-edrend modszernek legyenek ugyanazok a c;, a;
egyilitthatoi, mint a p + l-edrenddi modszernek. Ekkor viszont a b;-k kiilonb6z6k lesznek,
ezért ezekre vezessiik be Bj jelolést. Mostantol ezt ugy hivjuk, hogy p + 1(p) modszer.
Butcher-tablaban pedig a kovetkez&képp jeloljiik:

'l A

b
b

Ez a modszer sokkal elénytsebb Richardson &tletéhez képest, ugyanis nincs sziikség

ujabb fliggvénykiértékelésekre az azonos egyiitthet6k miatt. Nézziik meg, hogyan is néz
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ki a 3(2) modszer. Vegyiink egy harmadrendd modszert, példaul az el6z6 fejezetben
targyaltat. Ebbe agyazzunk be egy méasodrendd modszert. Sziikségiink lesz Bj—kre. A

kovetkezd Osszefiiggést kapjuk a masodrendi modszer egyiitthatoira:
[;1 + 62 + 63 - 1
sho + b3 = 3.

Kovetkezésképp a modszer:

Yni1 = Yo + h(DLF(&) + baf (&) + b3 £ (&)

Rogzitsiik le by-t %—nek, igy by = by = %‘ lesz, a modszer Butcher-tablazata pedig:

0
1]
21 2
1] -1 2
1 2 1
bl 5 5 §
0111
bl 1 3 1

A két modszer segitségével becsiiljiik a hibat:
1 = Py — Y(@ng1) = (b = b1) (&) + (be — b2) f(&2) + (bs — bs) f(&s)) =

= h(dif(&1) + daf(&2) +dsf(&3)).

Ebben az esetben d; = %, dy = —%, dy = 1—12

Nézziik most meg az el6z6 fejezetben targyalt klasszikus negyededrendi modszert,
hogy van-e hozza bedgyazott harmadrendii moédszer. A harmadrendi feltételeknek kell
teljesiilniiik l;j—kre, a negyedrendi a; j-kkel, és c;-kkel.

.

614—[;24-?)34-[;4:1

bacy + bacy + bacy = % — %62 + %Ag + by = %

6203 + BSCg + [;4042; = % - ii)g + %63 + i)4 = %

5 7 7 1 17, 17 1
\ bzaz2Ca + byag ¢y + byas3cs = 5 — 1b3 + 504 =5

Ha felirjuk ennek az egyenletrendszernek a matrixat, és megnézziik a determinansat,
akkor azt kapjuk, hogy nem egyenls 0-val. Igy viszont egyértelmit a megoldasa. Vagyis

nincs 3-adrendd beagyazott mddszer ebben az esetben. Ellenben van egy modszer, ami
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ilyenkor is megoldast jelenthet. Vegyiik hozz4 az a; ; matrixhoz 6todik sornak a b vektort,

vagyis as; = b; ahol i = 1,...,4. ¢5 pedig értelem szertden legyen Zle as ;. fgy a b;-kre
1 =1,...,4 ismeretlenekre felirva a harmadrendi feltételeket, kapunk 4 lineéris egyenletet

5 ismeretlennel. Célszeri feltenni, hogy b # 0, ezért legyen bs = 1. Megoldva a rendszert

kapjuk:

A modszer neve FSAL(First Same As Last)
A kiilonb6z6 matematikai programokban (példaul Matlab, Mathematica) gyakran
hasznaljak azt a beadgyazott 5(4) modszert, ami Runge, Kutta és Felhlberg nevéhez

fiz6dik. A modszer egyiitthatoéit Butcher-tablazatban adjuk meg, a fels6 sarok nullait

elhagyva.

0

1 1

1| 1

3| 3 9

8 | 32 32

12 | 1932 7200 7296

13 | 216 2197 2197

1] 439 _3 3680  _ 845
216 513 4104

1] _8 9 _ 3544 1859  _ 11

2 27 2565 4104 40

() | 25 1408 2197  _ 1

b 216 0 2565 4104 5 0

p@ | 16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Ttt b@-vel illetve b®-vel jeloltiik a két egyiitthatoé halmazt, amely mutatja a hozzatatozo

képlet rendjét.

5.3. Lépésvalasztas

Azzal, hogy most mar lattunk modszereket a lokélis hiba becslésre, ezeket ki is hasznal-
hatnank, hogy ne fix h 1épéssel tegyiink meg egy 1épést, hanem a lokalis hiba nagysagatol
fiiggben. Jelolje h; az x;_1 és x; kozotti tavolsdgot minden j =1,2,..., N-re.

Olyan h kellene valasztani, hogy a globalis hiba kisebb maradjon egy adott tolerancia
hatarnal (7). Vagyis egy p-edrendd modszernél g, = W(y,)h?, tehat

~

7 = U(y,)h?
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Osszuk el egyméssal az egyenleteket!

Ez a becsiilt optimélis lépéskoz.

5.4. Mobdszerek a gyakorlatban

Lassuk, hogy az eddig emlitett modszerek hogyan viselkednek a gyakorlatban. Példanak
tekintsiik a kovetkez6 kezdetiérték feladatot:

Ennek analitikusan ki tudjuk szdmolni a pontos megoldasat: y(z) = I-I—Lx Matlab program
segitségével megoldottuk 3-1épcsés Runge-Kutta-modszerrel, és bedgyazott 3(2) modszer-
rel is. Az eredményeket abréazoltuk a [0, 50] intervallumon.

RK-3 modszer Beéagyazott 3(2)-médszer

0.9
0.8

9 0.7
|

0.6

051 05 J‘;
0l | o4l +
) *
03 *\ 1 03 4\;
0.2 ‘\\%&‘ 1 0.2 k\\k
0.1 ™ 1 0.1 Fr,
, I%’%W*H* , . **\*‘\*’**ﬂef%f*i_*;
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
(a) RK-3 modszer (b) Beagyazott 3(2) modszer

Az abrakon piros vonal jelzi a pontos megoldast, és a kék pontok a kozelité megoldas
pontjait mutatjak. Az sima RK-3 modszernél jol latszik, hogy azonosan 1 lépéstavolsaggal
helyezkednek el a pontok, mig a bedgyazott modszernél ez valtozik a beépitett hibabecs-
léstol fiiggGen. Egy modszert akkor mondunk elényosebbnek a méasiknal, ha kevesebb
fiiggvénykiértékelésre van sziikség (hiszen egy bonyolult fiiggvénynél ez sokaig tarthat),

és a megoldastol sem tér el nagyon. Az elsé abran 50 kiértékelésre volt sziikség és a 0
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kozelében, a fliggvény nagy valtozasdhoz képest ritkan helyezkednek el a pontok. Ellenben

a beagyazott modszernél 25 kiértékelés is elég volt, rdadasul lathatéan jobban kozeliti a

valodi megoldast.
A kovetkezo feladat azt hivatott szemléltetni, hogy még az explicit beagyazott mod-

szerek sem tudnak minden kezdetiérték feladatot iigyesen kozeliteni. A feladat:

Beagyazott 5(4) modszerrel megoldott feladatot [0, 20] intervallumon abrazoltuk A = 1

paraméter mellett, l4sd az 5.1-es abran.

1.2
Ty

osf 33(
0.6

0.4}

0.2 ;ﬁ
\.

5 10 15 20
5.1. abra.

Piros vonal ismét a pontos megoldast jelenti, a kék pontok meg a kozelité megoldast
abrazoljak. A megoldoé statisztikaja: 23 sikeres 1épés, 4 hibés kisérlet, és 163 fiiggvénykiér-
tékelés. Ujra megoldottuk a feladatot ugyanezzel a modszerrel A = 10 paraméter mellett.
A valtozas szemmel lathato az 5.2-es dbran.

Statisztikaja: 103 sikeres lépés, 1 hibas kisérlet, 625 fiiggvénykiértékelés. Mivel egy
modszer hatékonysaga egyenesen aranyos a fiiggvénykiértékelések szamaval, igy ez a mod-
szer mar nem tilinik annyira jonak. Tehat azt a kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy a
A paraméter novelésével a feladat tugynevezett merev egyenletté valik. A merevségnek
nincs altaldnos definicioja, hatékonysagi kérdésen alapszik, hiszen az explicit modszerek
is megoldjak, csak rendkiviil lassan. Az explicit modszereknél a 1épéshossz indokolatlanul
kicsi lesz, mert a lépéstavolsag meghatarozasahoz a stabilitasi kovetelmények jobban hoz-

zajarulnak, mint a pontossagi kovetelmények. Ezért kedvezébbek az olyan modszerek,
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5.2. abra.

amelyek abszolut stabilak. Ha tovabb noéveljik A\ értékét mondjuk 40-re, akkor az 5.3
abra adodik.
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5.3. abra.

Ehhez mar 277 sikeres 1épés, 4 hibas kisérlet, és 1687 fiiggvénykiértékelés kellett.
Ugyanezt a feladatot egy merev egyenletekre kifejlesztett programmal oldjuk meg (Mat-
labban ez az odelbs). A végeredmény az 5.4-es abréan lathato.

Statisztikai: 105 sikeres 1épés, 14 hibas kisérlet, 241 fiiggvénykiértékelés. Ez a modszer
szemmel lathatoéan hatékonyabb. Viszont, ahogy az &brén is latszik, nem mindegy a
kezdeti érték sem, ahonnan a feladat kiindul. Ha kozelebbi adatot adtunk volna, akkor

még hatékonyabb lett volna a modszer.
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6. fejezet

Osszefoglalas

Osszefoglalasként elmondhatjuk, hogy az elébbiekben ismertetett egylépéses modszerek
egyben jopar probléméra megoldast jelentenek, viszont merev rendszerek megoldasara
nem alkalmasak. Megismerkedtiink az explicit és implicit Euler-mddszerrel, ennek javita-
saival, a trapéz- és érintéformuléval, valamint az ezeket Osszefoglald 6-modszerrel. Ts-
mertettiik a Runge-Kutta-modszercsaladot, betekintést nyertiink az egytitthatok altalanos
kiszamitasaba, amihez grafelméleti eszkdzoket is alkalmaztunk. Lathattunk folytonos
Runge-Kutta képletet, valamint megtudhattuk, hogy hasznalhatok a beagyazott mod-
szerek a lokalis hiba becslésében. Végiil példakon keresztiil illusztraltuk a kiilénb6zé

modszerek ugyanazon feladat megoldasaval 6sszefiiggs elényeit és hatranyait.
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