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1 BEVEZETES 3

1. Bevezetés

Természetes dolog, hogy az ember igyekszik a bonyolult struktirdk koziil a lehetd
legegyszeriibbet kivalasztani. A kanonikus alak keresésnek ez az alapelve. A kiindulo
szituacié altalaban az, hogy adott objektumok egy S halmaza és azon ekvivalen-
ciarelacio. Az ekvivalenciaosztalyokbol valasztunk reprezentansokat, melyekre azt
mondjuk, hogy kanonikus alakban vannak. S tetszéleges eleme ekvivalens valamely
kanonikus alakkal. Ahhoz, hogy tetszteljiik két elem ekvivalencidjat elegendd a
kanonikus alakjaik megegyezését belatni. A dolgozatomban ezek a bizonyos obje-
tumok matrixok lesznek. A kanonikus alak, illetve normalforma kifejezéseket szi-

nonimaként fogom hasznalni.

"Hogyan donthetjiik el, hogy egy linearis diofantoszi egyenletrendszernek létezik
megoldasa? Ha létezik megoldas, hogyan adhatjuk meg (az Gsszeset)?" Ezt a prob-
lémat H. J. S. Smith oldotta meg teljes altalanossdgban 1861-ben.

Akkoriban sok fontos, az Abel-csoportokkal kapcsolatos eredmény sziiletett. Az
Abel-csoportok elmélete alkalmazésa egyre elterjedtebb lett szamelméleti tanulmanyok-
ban és az elliptikus fliggvényeket, Abel-integralokat érinté munkakban.

G. Frobenius és L. Stickelberger 1879-ben felfedezte a kapcsolatot a végesen
generalt Abel-csoportok és Smith tétele kézott. Ugyanebben az évben Frobenius
megmutatta, hogy Smith elmélete (kiterjesztve polinomgytrik f6lotti matrixokra)

hasznalhato test folotti négyzetes matrixok klasszifikicidjara hasonlosag erejéig.

A szakdolgozat felépitése:

A 2. fejezetben, a sziikséges gytird és matrixelméleti fogalmakat gydjtottem Ossze.
A tételeket, ahol lehetett bizonyitassal egytitt kozoltem.

A 3. fejezetben megismerkediink a Smith-, Frobenius- és a Jordan-normalformaval.
Létezésiik és egyértelmiiségiik bizonyitasa mellett tobb lényeges észrevételt tesziink.
A 4. fejezetben a kanonikus alakok néhany alkalmazasat mutatom be.

Az 5. fejezetben roviden irok arrdl, hogy milyen egyéb megkozelitési modok lehet-

ségesek, illetve hogyan altalanosithatok az elhangzottak.

A szakdolgozat megirasa soran nagyrészt a [3] konyvre tdmaszkodtam.
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2. Elokésziiletek

2.1. Gyfrik

Ebben a fejezetben R kommutativ integritasi tartomany. R invertalhaté elemeinek a
halmazat R*-gal jeloljiik. Ha létezik ¢ € R, melyre ac = b, akkor azt mondjuk, hogy
a osztja b-t. A nullosztomentességhdl kovetkezik, hogy az a/b hanyados egyértelmdi.
Ha a osztja b-t és b osztja a-t, akkor azt mondjuk, hogy a és b asszocialtak.

Az R-beli d elemet az a és b kdzos osztdjanak nevezziik, ha osztja a-t és b-t. Ha d az a
és b kdzos osztoja, tovabba a és b dsszes kozos osztdja egyben d-nek is osztoja, akkor
d-t az a és b szamok legnagyobb koz0s osztojanak nevezziik. A legnagyobb kozos
osztd asszocialtsag erejéig egyértelmiien meg van hatérozva. Az a és b elemeket
relativ primeknek nevezziik, ha az &sszes kozos osztojuk invertalhaté. Ebben az
esetben [nko(a,b) = 1.

2.1.1. Definicidé. Fgy R gyidrd valamely I részhalmazdt idedlnak nevezzik, ha az

R-beli osszeaddsra nézve részcsoport, és minden a € I, r € R esetén ra € 1.
Az egy elemmel generadlhaté idedlokat féidedloknak nevezziik.

2.1.2. Definicié. Az R kommutativ gydrit féidedlgyirinek nevezzik, ha minden

idedlja féidedl.

2.1.3. Allitas. Féidedlgydriben barmely két szamnak létezik legnagyobb kézds os-
ztdja. A legnagyobb kozos osztora teljesiil az ugynevezett Bézout-azonossdg: tetszdleges

a és b€ R esetén létezik olyan u, v € R, hogy
Inko(a,b) = ua + vb,
ahol u és v relativ primek.

Bizonyitds:

Legyen R f6idedlgytrid. Ha a és b € R, akkor az I := (a,b) idedl ax + by alaku
elemek halmaza, ahol z, y € R. Az I {6ideél, igy egy elemmel generalhato: I = (d).
Belatjuk, hogy d = Inko(a, b). Mivel a, b € I, d osztja a-t és b-t, tovabba d = ua+vb,
mert d € 1. Ha c osztja a-t és b-t, akkor c osztja az ua + vb-t is, igy osztja d-t, ami
igy a és b legnagyobb kozos osztoja. Ha m osztja u-t és v-t, akkor md|ua + vb; igy
d = smd. Ha d # 0, akkor sm = 1, ami azt jelenti, hogy m € R*. Igy u és v relativ

primek. Ha d = 0, akkor a = b = 0, és vehetjiik az u = v = 1-et, melyek relativ
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primek. ®

Ez az allitas altalanosithato 2-nél tobb elemre is. Léteznek olyan uq, ..., u, elemek,

hogy

Inko(ay,...,as) = ajuy + - - - + asu,.

2.1.4. Definicié. Az R gyirit Noether-gyirinek nevezzik, ha az idedljainak nem
létezik végtelen hosszi szigorian novekvd ldnca, azaz, ha Iy C I, C -+ C I, C -+,

akkor létezik olyan I, hogy I} = I;4; = ---.
2.1.5. Allitas. A féidedlgyirik Noether-qyirik.

Bizonyitds:

Tegyiik fel indirekt modon, hogy létezik R-beli idedloknak egy végtelen hosszu
névekvs, tartalmazasra nézve (I;);>o sorozata.

Legyen U = | I,,. U idedl, legyen b a generatora. b benne van valamelyik [, ideél-

ban. Tgy I; = I, ha j > k, azonban ez ellentmond a szigoru tartalmazdsnak. B

2.1.6. Definicié. Az R integritdsi tartomdnyt euklideszi gyirinek nevezzik, ha R
nem nulla elemein értelmezve van eqy nemnegativ egészértékd ¢ figgvény (az igyn-
evezett euklideszi norma) a kévetkezd tulajdonsdggal. Minden a, b € R, b # 0 esetén
létezik olyan q, r € R, hogy a = bq+ 1 ésr =0 vagy ¢(r) < ¢(b) (euklideszi osztds,

maradékos osztds).
2.1.7. Tétel. Minden euklideszi gyirid foidedlgydri.

Bizonyitds:

Legyen I az R euklideszi gyiird egy idealja. Ha I = (0), akkor nincs mit mutatni.
Ellenkez6 esetben vélasszunk 7\0-bol egy minimalis normaji a elemet. Ha b € I,
akkor r, a b elem a-val torténd euklideszi osztasakor keletkezd maradék I-nek egy
olyan eleme, melyre ¢(r) < ¢(a). ¢(a) minimalitisa miatt r» = 0, azaz a|b. Ezek

alapjan I = (a). m
2.1.8. Tétel. A k test folotti k[X| polinomgyird euklideszi gyird.

2.1.9. Kovetkezmény. A k test folotti k[ X] polinomgyidrd fdidedlgydri.



2 ELOKESZULETEK 6

2.2. Matrixok

Legyen R kommutativ egységelemes integritasi tartomany, melynek 0 a nulleleme és
1 az egységeleme. Ebben a fejezetben ilyen gytiriik f6l6tti matrixokat fogok vizsgalni.

Az M, (R) gylri n > 2 esetén nem kommutativ. Ezt tamasztja ald a kovetkezd

o) (3)=6 D)6 )06 )

Gyakran hasznosnak bizonyul, ha azt a determinanst vizsgéaljuk, amelyet egy adott

példa:

M maétrix bizonyos p kiilonb6z6 sordnak és p kiilénboz6 oszlopanak metszéspon-
tjaiban elhelyezkedd elemei alkotnak. Az ilyen determindnsokat az M maétrix p-
edrendi aldeterminansanak (minorjanak) nevezziikk. Az M € M, x,n(R) és 1 < p <

n, m esetén a kovetkezo jelolést hasznaljuk:

. . Wirky  Qiyky -+ Qigky
tpoee 2 . . .

A b — . . Cas : )
kl cen kp

az-pkl az-pkz . az-pkp
ahol iy <+ <1y, k1 < ...k, Ha iy = ki,....1, = k,, akkor principdlis aldeterminéan-

sr6l (minorrdl) beszéliink.

2.2.1. Definicié. Adott M € M, (R)-hez tartozd kofaktorok mdtrizdn azt az M
1 i —1 i+1-- n)

mdtrizot értjik, melynek elemei az m;; = (—1)"" -M _ .

kifejezés dltal vannak megadva.
2.2.2. Definici6. adj M := M*, az M adjungdltja.
2.2.3. Allitas. Ha M € M, (R), akkor M(adj M) = (adj M)M = det M - I,,.

2.2.4. Allitas. (Cauchy - Binet formula) Legyen B € M,y (R), C € My, (R) és
p < n,l adva.
Ekkor a

aldetermindns megeqyezik a

Z B(h @'p) C~<j1 jp)
1<51 <ja << Jioc Jp ki ook,
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osszeggel.

2.2.5. Kovetkezmény. Legyen b ésc € R. Ha b osztja B dsszes p-edrendi aldeter-
mandnsdt, valamint ¢ osztja C' minden p-edrendd aldetermindnsdt, akkor bc osztja

BC ésszes p-edrendd aldetermindnsdt.

[ = m = n esetén a determinansok szorzastételét kapjuk:
2.2.6. Tétel. Ha B,C € M, (R), akkor det (BC) = det B - det C.

Mas szoval, a determinans M, (R)-bdl R-be képezd multiplikativ homomorfizmus.

Koévetkezzen a Cauchy-Binet formula bizonyitasa:

Bizonyitds:

Mivel a BC i-edik soranak (illetve a j-edik oszlopanak) kiszdmitasa B-nek csak az
i-edik sorat (illetve C' j-edik oszlopét) veszi igénybe feltehetjiik, hogy p=n =1. A
det BC' aldeterminanst kell kiértékelniink. Ha m < n, akkor nincs mit bizonyitani.
Egyrészt BC' rangja legfeljebb m, ezaltal det BC értéke 0, mésrészt a formula bal
oldalén levé Osszeg iires.

Marad az m > n eset. Irjuk fel a BC matrix determinansat oszlopainak fiig-
gvényében (hasznaljuk a determinans multilinearitasat):

n

det BC = det (Y ¢;;1B),,(BC)s, ... (BC),)

Jji=1
= Z Cj11d€t (B]d? Z CjZQij (BC)37 R (BC)TL)
n=l1 Jji=1
== Z Cji1 o Cindet (Bj,, ..., Bj,).
1S]175]’ﬂ§n

Az 6sszegben szereplé determinans értéke nulla, ha j — j; nem injektiv, ekkor BC-
nek két oszlopa azonos. Ellenben, ha j injektiv, akkor ez a determinans B valamely
aldeterminansa el6jel erejéig. Ez az el6jel a ji,. .., jp,-t novekvd sorrendbe rendezd
permutécidhoz tartozik. Csoportositva az Osszegzésben levs, ugyanahhoz az aldeter-

minanshoz tartozé tagokat, taldljuk azt, hogy

Z ZI(O)CklfT(l)"'CJnU(”)B Lo ;
ki -k,

1<k < <kn<m c€Syp,

ami a megfelel§ formula. m
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Mivel M,,(R) nem integritasi tartomény, az invertalhatosag fogalmahoz sziikség

lesz a kovetkezg allitasra.

2.2.7. Allitas. Adott M € M, (R) esetén a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. Létezik N € M, (R), hogy MN = I,,.
2. Létezik N' € M,(R), hogy N'M = I,.
3. det M invertdlhato.

Ha M teljesiti ezen feltételek valamelyikét, akkor az N, N' mdtrizok egyértelmien

meg vannak hatdrozva, és N = N'.

2.2.8. Definicié. Ha teljesiilnek a 2.2.6 Allitds feltételei, akkor M -et invertdlhato-
nak nevezziik. Mondhatjuk azt is, hogy M nem szinguldris vagy requldris. Az N = N’
mdtrizot M inverzének nevezziik és M~ -qyel jeloljik. Ha M nem invertdlhato, akkor

szinguldrisnak nevezzik.

Bizonyitds:

Elgszor megmutatom, hogy (1) ekvivalens (3)-mal. Ha M N = I,,, akkor det M- det
N =1, igy det M € R*. Forditva, ha det M invertalhato, akkor a (det M) *M7T az
M métrix inverze.

Hasonloan lathato be a (2) és (3) ekvivalencidja. A harom allitas tehat ekvivalens.
Ha MN = N'M = I, akkor N = (N'M)N = N'(MN) = N'. Ezzel belattuk az

egyértelmiiséget. W

M,,(R) invertdlhaté matrixainak halmaza a 2.2.5. Tétel miatt csoportot alkot a
szorzasra nézve. Ezt a multiplikativ csoportot altaldnos lineéris csoportnak nevez-

ziik, és GL,,(R)-rel jeloljiik.

2.2.9. Allitas. Ha M és N € GL,(R), akkor:
1. (MN)™ = N"'M~,
2 (MM = (MY,
g (M)~ = (M—HT.

Az 1 determinansi matrixok halmaza GL, (R) normalis részcsoportja, mivel az
M +— det M homomorfizmus magja. Specidlis linearis csoportnak nevezziik, és
SL, (R)-rel jeldljiik.
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2.2.10. Definici6é. Az aldbbi mdtrizokat n-edrendd elemi mdtrizoknak nevezzik:

1. Permutdciomdtrizok: ha o € S,, akkor a P, elemei: p;; = 6g(i), ahol ¢ a

Kronecker-szimbdlum.

2. Az I, + aJy, alaki mdtrizok, a € R és 1 <i# k <n , hogy
(Jik)im = ;07"
3. Diagondlmdtrizok, melyek féatlobeli elemei invertdlhatok.

2.2.11. Allitas. Az el6bb felsorolt mdtrizok mindegyike invertdlhatd, és a széban

forgo inverz szintén elemi.

Bizonyitds:

P, inverze P,-1.

Az I, +aJy inverze I, —aJy, hiszen (I,+aJy) (I, —aJy) = I, —aJy+atip+0, = I,,.
diag(ay,...,a,) inverze diag(a;*,...,a7"). ®

Az 1. tipust matrixszal torténd balszorzas a méatrix sorait, jobbszorzas az oszlopait
permutalja.

A 2. tipust matrixszal torténd balszorzés hozzaadja a métrix . sordhoz a j. a-
szorosat, a jobbszorzas az oszlopokkal teszi ugyanezt.

A 3. tipust matrixszal torténd jobb- és balszorzas a méatrix sorait invertalhato ele-

mekkel szorozza.

2.2.12. Tétel. Ha M n-edrendd invertdlhato négyzetes mdtriz, melynek elemei eqy
R euklideszi gyiribdl valok , akkor M eldall R-beli elemeket tartalmazo elemi mdtrixzok

szorzataként.

Bizonyitds:
Az n = 2 esetre bizonyitjuk a tételt. Az altalanos eset bizonyitasat, a specialis
esetb6l és a 3.1.1. Tétel bizonyitasabol szarmaztatjuk, mivel az abban a bizonytasban

szereplé matrixok blokkdiagonalisak 1 x 1 és 2 x 2-es diagonalis blokkokkal. Legyen

a aq
M f—
SLy(R)-beli matrix. Ebben az esetben ad — a;c € R*. Ha ¢(a) < ¢(a;1), akkor

szorozzuk meg jobbrol M-et a kévetkezd matrixszal:
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(o)

Ezt elvégezve teljesiil a ¢(a) < ¢(a;) egyenlGtlenség. Legyen a = a1q + as, az a aq-¢el

torténé euklideszi osztésa. Ekkor

M 1 0 — M = s a1 '
—q 1 - d
M 0 1 _. Ml _ ap Qa9 7

ahol ¢(as) < ¢(ay). Konstrualunk egy kévetkezd alakt matrixokbol 4llo My, sorozatot

o

ugy, hogy a,_; # 0, mindegyik egy el6z6 matrix elemi méatrixszal vett szorzata.

Ezutan

Tovabba ¢(az) < é(a;) . A 2.1.5 Allitds miatt ez egy véges sorozat és létezik egy
olyan lépés, melyre a; = 0. M}, invertalhatd haromszogmatrix, ezért a diagonédlelemei
invertalhatok. Ekkor M, D~" a kovetkezd alaku:

()

Megjegyzés: Az allitds nem érvényes fGidealgyiirtkre.

ami egy elemi métrix. B

2.2.13. Definicié. Az A és B € M,,.n(R) mdtrizokat ekvivalensnek nevezink, ha
létezik P € GL,,(R) és Q € GL, (R), hogy B = PAQ.

2.2.14. Allitas. Az el6bbi definicidban szerepld ekvivalencia ekvivalenciareldcid.

2.2.15. Definicié. Legyen k test. Az A és B € M,(k) mdtrizokat hasonlonak
nevezziik, ha létezik P € GL,(k), hogy A= P~'BP.

2.2.16. Allitas. A hasonldsdg ekvivalenciareldcid.
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3. MaAtrixok normalformai

3.1. Smith-normalforma

A most kovetkez6 normalforma létezését Henry John Stephen Smith bizonyitotta Z
folotti matrixokra, amelyet linearis diofantoszi egyenletrendszerek megoldésa soran
hasznalt fel. Ebben a fejezetben megmutatom, hogy fGidealgytird folotti matrixok
esetén létezik a Smith-norméalforma, és az lényegében egyértemt. Legyen a tovabbi-

akban R f6idedlgytrd.

3.1.1. Tétel. Tekintsik az M € M,x(R) mdtrizot. Ekkor létezik olyan M = PDQ
felbontds, ahol P € GL,(R) és Q € GLi(R) mdtrizok, hogy a kivetkezdk teljestlnek:

e D blokkdiagonadlis:

d 0 0
0 do ... ... 0
0 0 dy

e d;_1|d;, aholi=2,... n.

Eqgy mdsik hasonld tulajdonsdgokkal rendelkezé M = P'D'Q)’ felbontds esetén d;, a

d; asszocidltja lesz.

A tételben szereplé D matrix az M matrix Smith-normaéalalakja. A tétel azt mutatja,
hogy fGidealgytird folott minden méatrix ekvivalens egy diagonalmaéatrixszal. Latni
fogjuk, hogy az ekvivalens alak elemi matrixokkal torténé bal-, illetve jobbszorzas
segitségével elérhetd. Miel6tt azonban elkezdeném a bizonyitast, kovetkezzen egy

definicio:

3.1.2. Definicié. A di, dy, ..., d. elemeket (r = min(n,k)) az M mdtriz invaridns

faktorainak nevezzik.

Bizonyitds:

Az egyértelmiiség bizonyitasa:

k < r esetén jelolje Di(N) az N matrix k-adrend aldeterminansainak a legnagyobb
kozos osztojat. A 2.2.5. Kovetkezmény alapjan Dy (M) = Dy (D) = Dy (D'). Valoban
a Di(PD) = Dy(P)Dy(D). A Di(P)-k valaszthato 1-nek, hiszen P invertalhato,
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igy Dg(P) € R*, ezért Dy(P) asszocialtja 1-nek. Ezutan Dy(M) = Dy(PDQ) =
Dk(PD)Dk(Q) = Dk(D)Dk(Q) = Dk(DQ) = Dk(D) (Q invertélhat()séga miatt).
Dy (D) = Dg(D') trividlisan teljesiil. Nyilvanvalo, hogy Dy (D) = d; - - - dj, (hiszen a

k-adrendi aldeterminansok 0-k vagy k kiilonboz6 tag szorzatai), igy
dy - dy = upd) - - - d,

valamely uy € R* esetén. Ebbgl kovetkezik, hogy d; és d) asszocialtak. Innentdl
teljes indukciot alkalmazunk.R integritasi tartomény, ezért dj, = u;luk,ldk. Méas

szoval dj, és d), aszocialtak.

A létezés bizonyitasa:

Az el6z6ek alapjan lathato, hogy a dj-k a dy---d; = D;(M) egyenlSség alapjan
vannak meghatarozva. d, az M métrix elemeinek legnagyobb kozos osztoja. Fzért
az els6 1épés az, hogy taldljunk egy olyan M’ matrixot, amelyik ekvivalens M-el,

amelynek m/; eleme megegyezik ezzel a legnagyobb kizos osztoval.

Hogy ezt elérjiik, matrixok egy ekvivalens M®) sorozatat fogjuk megkonstrualni,
ahol M© = M és m'®) osztja mP ™"t Legyen N := M®=D | ekkor négy kiilonbozs

eset lehetséges :

1. ny osztja nii,...,n1j-1-t, azonban nem osztja nj-et. Legyen ekkor d :=
Inko(ni1, ny;), amit felirhatunk a d = uny; + vny; alakban. Definidljuk w :=

—ny;/d-t és z :=ny1/d-t. Legyen Q) € GL,,(R) méatrix a kovetkezs:

® (i1 — U, 41 =V, 15 =W, G5 = %,

® (i = 5]l€, ngébkéHt

u —ny/d 0 ... 0
nir ... My o x kX . . . . .
v - | e e s v —ny/d 0 ... 0 _0
0 0 1 ... 0
s ok k%
s % k%
0 0 0 1

A Q maétrix determindnsa 1, ugyanis det ) = uny;/d — v(—nq;)/d = uny; +

vny;)/d = 1. m%’i) = uny; + vny; = d lesz. Ebbdl kivetkezik, hogy a Q matrix
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invertalhato.

mg];) = TLH(—TLU) + (—nlj)nn = 0.

Ekkor az M® := M®=1Q megfelels, hiszen m'?) = d|ny; = m® Y.

2. nq1 osztja az ngj-ket, illetve az nyq, ..., n;_1 1-et, azonban nem osztja n;-t. Ez
az eset szimmetrikus az el6zére nézve. Definidljuk w := —ny;/d-t és z := nyy /d-

t. Legyen P € GL,(R) méatrix a kovetkezs:

® D11 = U, Pin =W, P15 =V, Pit = %,

e pi = 0L, egyébkeént.

( U v 0\ Ny ok ok ok ok

b _nﬂ/d .. n11/d ... 0 n;1 x ok kX — M=)
0 0 1 .. 0 O
\ 0 0 0 | ¥k ok kX

A P métrix determinansa 1, mivel det P = uny;/d — v(—n;)/d =
unyy +vng)/d = 1. P igy invertalhato.
mgﬁ) = uni +vn; = d lesz, mgf) = nu(—nﬂ)/d —+ (—nil)nu/d =0.

Ekkor M® — PM®D_ Ezzel teljesiil m"? = Inko(niy, ni)m{EY.

3. ni1 osztja az nyj, illetve n;-eket, azonban nem osztja valamelyik n;;-t 7,5 > 2

esetén. Ekkor n;; = anyy. Legyen P € GL,(R) a kdvetkez6 matrix:

epu=a+1l,pi=1p;=-1,p; =0

e p = 0L, egyébkent.

a+1 ... =1 ... O ngp ko ok ko ok

0 koK My k% _

P = = M1
0 0 1 0 * ok k% %
* ok k% %
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A P matrix determinansa 1, mivel det P = —(1 - (—1)) = 1. A P métrix igy
invertalhato.

Ha tekintjiik az N = PN matrixot, akkor n; = ny; és nj; = (a+ 1)ny; — ny;.
Visszatértiink az els esethez, és létezik egy ekvivalens matrix M® hogy

—1
mﬁﬁ) = ng(n'u;nlu) =ny; = ged(nan, ngg)nu = m% .

4. nyy osztja az N matrix Osszes elemét. Ebben az esetben, M® = pfe-1).

Alapvet észrevétel, hogy az elss harom esetben m'®) nem asszocialtja m? " -nek,

noha osztja.

Ennek kovetkeztében az (mg’i))pzo sorozat tagjai paronként asszocialtak, ha p elég

nagy. Ekkor a negyedik eset all fenn: mg({) osztja az M matrix minden elemét. Ekkor

mi® = a;m!? és a%) = b;m\?. Legyenck a P € GL,(R) ¢s Q € GL,,(R) méatrixok

a kovetkezéképpen megadva:
e p; =1, py = —a;, hai> 2, p; =0, kiilsnben.
® ¢jj =1, p; = —bj, ha j > 2, ¢;; = 0, kiilénben.

Az M' .= PM@DQ matrix ekvivalens M(@-val, igy M-mel is. M" a kovetkezképpen
néz ki:

m 0 ... 0

0

M|
0

M=

ahol m osztja M" Gsszes elemét. Nyilvanvaloan igaz, hogy m = Dy(M') = Dy(M).

Megmutattuk, hogy minden M matrix a fentivel ekvivalens alakra hozhato. Ezek
utan alkalmazzunk teljes indukciot M méretére (azaz az r = min(n, m)-re). Legyen
r = 1, erre az el6bb mutattuk meg, hogy létezik a Smith-norméalforma. Amennyiben
r > 2, és a feltevés igaz r — 1-ed rendig, akkor alkalmazhatjuk az indukci6s hipotézist
a fenti redukcioban levé M" € M, _1)x(m—_1)(R)-re: léteznek a P" € GL,_i(R) és
Q" € GL,, 1(R) matrixok, tugy, hogy P"M"Q" kvazidiagonalis, az atlojaban levs
da, ..., d, elemekre, pedig teljesiil a d;|d; 1] > 2 feltétel. Az egyértelmiiségi 1épéshal
kovetkezik, hogy dy = D1(M"). Mivel m osztja M" elemeit, ezért m/|dy. Definialjuk a
P’ =diag(1, P") és Q' =diag(1, Q") matrixokat. Ezek invertalhatok. P'M'Q" kvéazidi-

agondlis, a dy = m, ds, ..., atloelemekkel , melyek az R-beli osztisra nézve nem
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csokkend sorozat alkotnak. Mivel M ekvivalens M’-vel, bebizonyitottuk a létezést.

Megjegyzések

Ha egy maétrix invaridns faktorai kozott szerepel a 0, azaz valamelyik d; = 0, akkor
diy) = - = d,.

Ha m = n és M invarians faktorai (1,...,1), akkor D = I,, és M = P(Q) invertal-
haté. Forditva, ha M inveralhato, akkor az M = MI,I, felirds mutatja, hogy
dy=---=d,=1.

Ha R test, akkor csak két ideal van, (0) és (1). Az invarians faktorok listaja
(1,...,1,0,...,0) alaku. Elsfordulhat, hogy nem szerepel a 0 vagy az 1 az invarians fak-
torok kozott. Ezek alapjan pontosan min(n, m)+ 1 ekvivalenciaosztaly van M, (R)-
ben. Két matrix akkor és csak akkor ekvivalens, ha megegyezik a rangjuk. A méatrix
rangja adja meg az invarians faktorok kozott szerepls egyesek szaméat. Az M = PDQ)
felbontast ezesetben rang szerinti felbontasnak nevezziik.

Az elhangzott észrevételeket megfogalmazom egy tételben:

3.1.3. Tétel. Legyen k test és M € Myxm(k) egy mdtriz. Legyen q az M mdtriz
rangja, azaz a mdtriz oszlopar dltal kifeszitett k™ altér dimenzidja. Ekkor léteznek

olyan P, illetve () mdtrizok, hogy M = PDQ, dy; =1, hat < q és d;; = 0 egyébként.

A Smith-normalforma a f6idedlgytirtik {6l6tti matrixok esetén, az ekvivalencira

(2.2.13. Defincio) nézve kanonikus alakot szolgaltat.

Ha V és W ugyanazon k test f6lotti végesdimenzids vektorterek, és M egy V-bdl
W-be mend linearis leképezés, akkor j bazisparra val6 attérés esetén az M métrixat
a P7'M(Q alakban kapjuk meg. Mivel k foidealgytirt, M diagonalis alakra hozhato:
D =AMB. A= P! ¢ B = (@ esetén ez azt jelenti, hogy a V, illetve a W vek-
torterek bazisait alkalmasan megvéalasztva elérhets, hogy az M linearis leképezés

matrixa ezekben a bazisokban diagondlis legyen.
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3.2. Frobenius-normalforma

Az el6z8 fejezetben elért eredményeket alkalmazva egy Gjabb normalformét fogunk
nyerni elemi méatrixokkal torténé bal-, illetve jobbszorzas segitségével. Ebben a fe-
jezetben a métrixaink elemei egy k test folotti k[X] polinomgytri elemei lesznek.

Ez euklideszi gytird, ezaltal fGidealgyiri is.

3.2.1. Allitas. M, (k[X]) minden eleme felirhatd az X vdltozd mdtrizpolinomjaként
azaz, ha az A € M, (k[X]) legmagasabb foki eleme l-edfoki, akkor

A = A()Xl +A1Xl_1 + "'Al_lX‘i‘Al.

A maradékos osztas végrehajthaté matrixpolinomok esetén, azonban vigyazni kell,

a matrixok szorzasdnak nem kommutativ volta és nullosztok jelenléte miatt.
3.2.2. Tétel. Legyen adva a k test folétt két n-edrendd M, (k[X])-beli mdtriz,

A= A()Xk —|—A1Xk71 + "'Ak,1X+Ak,
B =By X*+ B X*!'+...B,_ X + By,

és tegyik fel, hogy a By mdtriz nem szinguldris, azaz létezik a B U mdtriz. Akkor
taldlhato a k test folott két olyan, szintén n-edrendd M, (k[X))-beli mdtriz, )y és
Ry, hogy

A:BQ1+R17

ahol Ry fokszdma kisebb, mint B-€, vagy pedig R = 0. Taldlhato mdsrészt a k test
folétt két olyan M, (k[X])-beli mdtriz, Qs és Rs, hogy

A=0Q:B+ R,

ahol R fokszama kisebb, mint B-¢é, vagy pedig Ry = 0. Az ezen feltételeknek eleget

tevd (1 és Ry, valamint Qo és Ry mdtrixz egyértelmien meghatdrzott.

Adott B € M,,(k) méatrix esetén tekintsiik az X I, — B € M, (k[X]) matrixot, ahol
X az A-beli hatarozatlan.

3.2.3. Definicié. Ha B € M, (k), akkor az M := X1, — B invaridns faktorait B

muarians polinomjainak vagy B hasonldsdgr invaridnsainak nevezzik.

Az elnevezés jogossagat a kovetkez allitas biztositja:
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3.2.4. Tétel. Két M, (k)-beli mdtriz akkor és csak akkor hasonld, ha az invaridns

polinomyjaik listdja megegyezik (multiplicitdssal szamolva).
Ez a tétel specialis esete a kovetkezGnek:

3.2.5. Tétel. Legyenek Ay, Ay, By, By € M, (k) mdtrizok, hogy Ay, A1 € GL, (k).
Az X Ao+ By és XAy + By mdtrixok akkor és csak akkor ekvivalensek, ha léteznek
olyan G, H € GL,(k) mdtrizok, hogy

GA() E A1H7 GBO = B1H

Ha Ay = Ay = I,,, akkor az utobbi tétel szerint X1, — By és X1, — B; akkor és
csak akkor ekvivalensek, azaz ugyanazok az invaridns polinomok tartoznak mindkét
méatrixhoz, ha létezik olyan P € GL,(k), amire PBy = B P teljesiil, ami az el6bbi

tétel kritériuma.

Bizonyitds:

A feltétel elégségessége trividlis.

Megforditva, ha X Aq+ By és X A; 4+ B; ekvivalensek, akkor léteznek olyan P és () €
GL,, (A) matrixok, melyekkel P(X Ay + By) = (X Ay + By)Q. Mivel A, invertalhato,
eloszthatjuk jobbrol P-t (X A; + By)-el:

P: (XA1+Bl)P1+G,

ahol G' egy méatrix, melynek az elemei konstans polinomok. Mivel M,, (k) nem kom-
mutativ, az euklideszi osztast jobbrdl, illetve balrdl elvégezve kiilonb6z6 hanya-
dosokat és maradékokat kaphatunk. Hasonloan @@ = Q1(X A4y + By) + H, ahol
H € M,(k). Helyettesitsiik be a P(XAy + By) = (XA, + B1)Q egyenletbe P-t
és Q-t, majd alakitsuk at.

(XA1+ B1)PL + G)(X Ag + By) = (X Ay + B)(Q1(X Ao + Bo) + H)
(XA1 4+ B1)P1(XAp+ By) + G(X A+ By) = (XA + B1)Q1(X Ao+ By) + (XA, + B1)H
(XAl—l-Bl)(Pl—Ql)(XAo-i-Bo) (XAl—l-Bl)H—G(XAo-l-BQ)

Az egyenlet bal oldalanak a foka (ez a fok a méatrix elemei fokanak a szuprémuma)
2 + deg(P, — @1), mig a jobb oldalé legfeljebb 1. Mivel a két oldal megegyezik, el
kell, hogy tiinjon, igy

GA() - AlH, GBO - BlH
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Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy GG és H invertalhatd. Ehhez definidljuk az
R € M,,(k[X]) matrixot P inverzeként (ami a feltevés miatt létezik). Ekkor maradékosan
osztva
R = (XAy+ By)Ry + K, ahol K € M, (k).

A fenti egyenletekbdl adodik:

I,=PP!

I, = (XA + B) P+ G)((X Ay + Bo) Ry + K)

I, = (XA +B)P(XAy+ By)Ry + (XA, + B))PLK + G(X Ay + Bo) R, + GK
I,—GK = ((XA1+ B))PL+ G)(XAy+ Bo)R1 + (XA, + B)) ALK
I, —GK = P(XAy+ By)R, + (XA, + B))PK
I, —GK = (XA, + B))QR, + (XA, + B))PLK
I, - GK = (XA, + B)(QR, + P K).

Mivel a bal oldal konstans és a jobb oldal foka 1 + deg(QR; + P, K), teljesiilnie kell
az I, = GK egyenlGségnek, igy G invertalhaté. Hasonléan H is az. B

3.2.6. Kévetkezmény. Ha B € M, (k), akkor B és BT hasonldk.

Bizonyitds:
Valoban, hiszen X1, — B és X1, — BT egymas transzponaltjai, igy aldeterminéansaik,

és ezaltal invarians faktoraik megegyeznek. m
3.2.7. Allitas. Adott
PX)=X"4+a X" 1+ +a,

polinom esetén létezik eqy B € M, (k) mdtriz, hogy az XI, — B mdtriz invaridns
faktorainak o listdja (1,...,1, P).

Bizonyitds:

3.2.8. Definici6. A

0 0 —a,
1 :
Bp:= 10
0

0 ... 0 1 —a
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mdtrizot, a P polinom kisérémdtrizdnak nevezzik.

Természetesen barmely Bp-hez hasonlé matrix megfelelne, mert ha B = Q~'Bp(Q,
akkor X1, — B hasonlo, ennélfogva ekvivalens X1, — Bp-vel. Hogy megmutassuk
Bp invarians faktorai valoban az (1,...,1, P) polinomok, vegyiik észre, hogy X I,, —

Bp-nek létezik olyan n — l-edrendd részmatrixa, melynek nem nulla konstans a

determinansa:
-1 X 0 ... 0
0 :
det | + . . . o | =11
X
o ... ... 0 -1

Igy D,_1 (X1, — Bp) =1, igy ady,...,d,_; invarians faktorok mindegyike 1. Ebbél
kovetkezik, hogy d,, = D, (X1, — Bp) = det (X1, — Bp), ami Bp karakterisztikus
polinomja, nevezetesen P.

P egyben minimalpolinomja is Bp-nek. Valoban, ha a @) lefeljebb n — 1-edfoku

polinom, pl.:
Q(X) =be X" '+ + by,
akkor
Q(A)e; = boe, + -+ - + by_161 (itt az e;-vel az i.standard bazisvektort jeloli).

Igy Q(A) = 0 esetén Q(A)e;, = 0 és az e;-k fiiggetlensége kovetkeztében Q = 0. A
minimalpolinom ennélfogva legalabb n-edfoki. Igy meg kell, hogy egyezzen a karak-

terisztikus polinommal. B

Legyen M € M, (k) négyzetes matrix, melynek hasonlosagi invariansaia P, ..., P, €
k[X] polinomok.

3.2.9. Allitas. Y deg P, =n.

=1
Bizonyitds:
Tegyiik fel indirekt modon, hogy » _deg P; > n. Ekkor az XI, — M f&itlojaban

i=1
szereplé hasonlosagi invariansok szorzat polinomjanak a foka nagyobb, mint n. Azon-

ban deg (det X1, — M) = n, hiszen a kifejtésben szerepld legnagyobb fokszamu tag
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n-edfokt. A hasonléséagi invariansok szorzata det X I,, — M egy nem nulla konstanssal

valo szorzata. Ezzel ellentmondéasra jutottok, tehat Zdeg P; < n, mivel deg (det
i=1
X1, — M) = n, ezért az allitas igaz. B

Jelslje MW € M,,; (k) a P; polinom kisérémétrixat. Tekintsiik, azt az M’ matrixot,
amely blokkdiagonalis, és melynek blokkjai az MU-k. Az elsé néhany P; polinom
altaldban konstans (latni fogjuk, ha P, nem konstans, akkor M = «al,,), a megfelels
blokkok {iresek, a megfelel sorok szinttgy. Hogy precizek legyiink m, a diagonalis
blokkok szama megegyezik a nem konstans hasonlésagi invaridnsok szamaval. Mivel
az XI,, — MY ekvivalens az NV = diag(1, ..., 1, P;)-vel, ezért

X1, — M@ = pONDQUY)

)

ahol P QU € GL,,(k[X]). Legyenek P, Q € GL,(k[X]) matrixok a kivetkezok:
P = diag(PD,...,P™), Q = diag(QW,...,QM).
Igy nyerjiik:

XI, — M'=PNQ,N = diag(N®Y, ..., N™)

Itt N diagonalméatrix, amelynek f6atlojaban elhelyezkedd elemei M hasonléségi in-
varidnsai, rend erejéig. Valoban, az Osszes nem konstans P; felttinik a hozzatar-
tozd N blokkban. A tobbi diagonalelem 1, amibsl n — m darab van; ezek a vart
Py, ..., P, ,, polinomok. Permutaciomatrixszal valo konjugalds utan kapjuk, hogy
X1, — M' ekvivalens X1, — M-mel. A 3.2.2. Tétel miatt, M és M’ hasonlok.

3.2.10. Tétel. Legyen k test, M € M, (k) egy négyzetes mdtriz P, ..., P, hason-
[6sdgi invaridnsokkal. Ekkor M hasonld eqy M' blokkdiagondlis mdtrizhoz, amelynek
a j-edik diagondlis blokkja P; kisérdmdlriza.

Az M'" mdtrizot, az M elsd kanonikus alakjanak vagy M Frobenius kanonikus alakjd-

nak nevezzik.

3.2.11. Tétel. Legyen k egy test, M € M,(k) eqy négyzetes mdtriz Py, ..., P,
hasonldsdgi invaridnsokkal. Ekkor P, az M minimdlpolinomja. A minimdlpolinom

figgetlen az alaptesttol.

Bizonyitds:

Tekintsiik az M matrix M’ Frobenius kanonikus alakjat. Mivel M’ és M hasonlok,



3 MATRIXOK NORMALFORMATI 21

megegyezik a minimalpolinomjuk. Igy feltehetjiik, hogy M, az M =diag(M,, ..., M,)
kanonikus alakban van, ahol M, a P; kisérématrixa. Mivel P;(M;) = 0 (Cayley-
Hamilton tétel) és P;|P,, ezért P,(M;) = 0, igy P,(M) = 0, Ebbok kévetkezik,
hogy a s minimalpolinom osztja P,-t. Forditva Q(M) = 0,-bol kovetkezik, hogy
Q(M,) = 0. Mivel P, az M,, minimélpolinomja, P, osztja Q-t. Tehat P, = Q.
Legvégiil, mivel a hasonlosagi invaridnsok nem fiiggenek a kérdéses test megvalasztéasa-

t6l, P, szintén fiiggetlen tGle. m

A Frobenius-norméalforma M, (k)-beli méatrixok kanonikus alakja a hasonloségra
nézve. Segitségével eldonthetjiik, hogy hasonlo-e két A, B M, (k)-beli matrix az

alaptest bévitése nélkiil.
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3.3. Jordan-normaéalforma

Bontsuk fel M hasonlosagi invariansait irreducibilis polinomok szorzatara. Ez a fel-
bontas fiigg a valasztott testt6l. py,...,p-vel jelolve a P, kiilonb6z6 irreducibilis

faktorait,

ahol az (j, k) egy j-re nézve nem csdkkend sorozat, mivel P; osztja Pji-et.

3.3.1. Definici6. Az M € M,(k) mdtriz elemi osztdi azok a pg(j’k) polinomok,
melyekre az a(j, k) kitevd nem nulla. Egy py' elemi oszté multiplicitdsa az a(j, k) =
m eqyenlet megolddsainak a szdma. Az elemi osztok listdja ezen polinomok sorozata,

multiplicitdassal tekintve.

Vegyiik azt az esetet, amikor N egy P polinom kisérémétrixa. N hasonlésigi in-
variansai (1,..., P). Legyenek az elemi osztoi Q1,Qs, ..., Q. Ekkor P = Q;--- @
ahol a Q;-k paronként relativ primek. Minden ¢); matrixhoz rendeljiik hozza az N,
kiséré matrixat, és tekintsiik az N’ :=diag(Ny, No, . .., N;) matrixot. Mivel az Gsszes

N; — X1, ekvivalens egy

Q

M, (1) (k[X])-beli diagonalmatrixszal, az egész N'— X I,, matrix ekvivalens a kovetkezgvel:

1

Q:

Szamoljuk ki N" hasonlosagi invariansait, azaz () invarians faktorait. Elég meghatarozni
D,,_i-et, az n — 1-edrendii aldeterminansok legnagyobb kozos osztojat. Figyelembe

véve a () alapvets aldeterminansait, latjuk hogy D,,_i-nek osztania kell az Osszes

[Tz Qi1 < k < n alaki szorzatot.
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Mivel a @;-ek paronként relativ primek, D, _; = 1. Ez azt jelenti, hogy az N' hason-
l6sagi invariansai (1,...,1,-) alakaak, ahol az utols6 polinomnak meg kell egyeznie
az N' karakterisztikus polinomjaval. Ez a polinom az N;-ek karakterisztikus polinom-
jainak a szorzata. Ezek megegyeznek a Q;-kel, igy az N’ karakterisztikus polinomja
P. Végiil, N és N'-nek ugyanazok a hasonlosagai invariansaik, igy hasonloak.

Legyen M egy tetszéleges M, (k)-beli matrix. Alkalmazzuk az el6z6 redukciot A
Frobenius kanonikus alakbeli diagonalis blokkjaira. Mindegyik M; hasonl6 egy olyan
blokkdiagonéalis matrixhoz, melynek a diagonalis blokkjai az M elemi oszt6ihoz tar-

tozo kisérémétrixok. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezs tételt:

3.3.2. Tétel. Legyenek Q1,...,Qs az M € M, (k) mdtriz elemi osztdi. Ekkor M ha-
sonld eqy M' blokkdiagondlis mdtrizhoz, melynek diagondlis blokkjai a Q;-ek kisérd-
mdtrizas.

Ezt az M' mdtrizot M mdsodik kanonikus alakjinak nevezzik.

Amikor a karakterisztikus polinom felbomlik £ f6l6tt, ami mindig teljesiil, ha a k
test algebrailag zart, az elemi osztok (X — a)" alakaak, ahol a € k és r > 1. Ebben

az esetben nagy mértékben egyszerisithetiink a méasodik kanonikus alakon, ha az

(X — a)” monomhoz tartozé kisérématrixot a

a 1 0 ... 0

0 :
Jary:=1: . . .0
1

0 ... ... 0 a

Jordan-blokkjaval helyettesitjiik. Valoban, a J(a;r) matrix karakterisztikus poli-
nomja (X — a)", amig az XI, — J(a;r)-nek van egy r — l-edrendd invertalhato

aldeterminansa, nevezetesen:

0

X—a —1
amit az els6 oszlop és az utolso sor torlésével kapunk. Ez mutatja, hogy D,, (X1, —
J) =1,1igy a dy,...d,_; invarians faktorok 1-el egyenlsk. Igy d, = D, (X1, — J) —
det (X1, —J) = (X — a)". Az invarians faktorai igy 1,...,1,(X — a)". Igy igaz a

kovetkezé tétel.
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3.3.3. Tétel. Ha M egyik elemi osztdja (X —a)" alaki, akkor az M mdsodik kanon-

ikus alakjdban kicserélhetjik a kisérémdtrizdt a J(a;r) Jordan-blokkra.

3.3.4. Kovetkezmény. Ha az M mdtriz karakterisztikus polinomja linedris fak-
torokra bomlik k folott, akkor M hasonld eqy blokkdiagondlis mdtrizhoz, melynek a
j-edik diagondlis blokkja egy J(aj;r;) Jordan-blokk. Ez az alak a blokkok permutd-

cidja erejéig eqyértelmai.

3.3.5. Kovetkezmény. Ha k algebrailag zdrt, akkor minden M négyzetes mdtriz
hasonlo egy blokkdiagondlis mdtrizhoz melynek j-edik diagondlblokkja a J(aj;r;)

Jordan-blokk. Ez az alak a blokkok permutdcioja erejéig eqyértelmd.
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4. Alkalmazasok

4.1. Linearis diofantoszi matrixegyenletek és a Smith-normal-

forma

Az egész egyiitthatos linearis egyenletrendszereknek megoldédsa mind gyakorlati,
mind pedig elméleti szempontbol nagy jelentGséggel bir.

Az AX = B matrixegyenletetet szeretnénk megoldani, ahol A és B ismert, az X
pedig ismeretlen ismeretlen egész elemii matrix. Ebben a fejezetben egy sziikséges
és elégséges feltételt adunk az AX = B megoldasanak létezésére, valamint explicit

formulaval adjuk meg a megoldas(oka)t.

Tekintsiik az A € M, (Z) matrixot. Legyen ennek a Smith-normalforméja a
D = diag(dy,...,d,,0,...,0) matrix, melynek f6atlobeli elemeire d;|d; i < j es-
etén. Léteznek olyan invertdlhato P € GL,,(Z) és Q € GL,(Z) matrixok, hogy
PAQ = D.

Tegyiik fel, hogy r < m és r < n. Kés6bb megnézziik azokat az eseteket, amikor az
egyik vagy mindketts helyen egyenlség szerepel.

Definialjuk a

D = diag(dyy,dsg, . .., dyy)

és az U € M(y,_p)xp(Z) matrixot tgy, hogy

PB
PB = :
U

ahol PB a PB elsé r sorabél allo matrix. O-val jelslom a csak 0-t tartalmazo

méatrixokat. Ekkor igaz a kovetkez6 tétel:

4.1.1. Tétel. Az X egész elemil mdtrixz akkor és csak akkor elégiti ki az AX = B
eqyenletet, ha
a) U=0,

b) D 'PB egész elemt mdtric.

. D 'PB
Ekkor az dsszes megoldds elddll az X = @ p alakban, valamely Z €
M, _r\p(Z) mdtrizszal.

Bizonyitds:
Tegyiik fel, hogy az X egész elemi matrix kielégiti az AX = B egyenletet. Ekkor a
PAQ = D miatt P'DQ7'X = B, és DQ'X = PB. Legyen
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QX =Y = (Y)
A4

ahol Y, az n x p-es Y métrix els6 r sorabol all. A Q' és X egész elemii matrixok,
szintigy az Y és a Z € M,_p,(Z) matrixok. Ekkor a DY = PB-t a kovetkezs

alakban irhatjuk fel:
D o\ (Y\ (PB
oo)\z) \uv)

Ekkor teljesiil, hogy U = O és DY = PB, ezért Y = Bflﬁ, aminek igy egész

elem matrixnak kell lennie. Ezek alapjan:
D 'PB
X=QY =qQ p .

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy

D 'PB
X =
A

D 'PBes z egész elemt matrixokra. Tegyiik fel, hogy U = O. Igy

- (7)

X egész elemt matrix a 4.1.1 Tétel feltétele miatt.

__1_
AX =P7'DQ7LQ (D ZPB)

B Az el6z6nél tobb is igaz.

4.1.2. Allitas. Az X akkor és csak akkor elégiti ki az AX = B egyenletet, ha
a) U =0,

b) D 'PB egész elemt mdtric.

PB
Ekkor a megolddsok az X = Q) ( p ) valamely 7 egész elemd mdtrixra.
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Ha teljesiilnek az allitas a) és b) feltételei, akkor az AX = B Gsszes megoldésa elgall
ugy, hogy a Z matrix elemeit végigfuttatjuk az egészeken. Ebben az esetben a @)
els6 r oszlopabol egy n X r-es Q1 méatrixot és egy n x (n — r)-es Q2 matrixot a @
utolsé n — r oszlopabol. Ekkor lathato, hogy az X megoldas Q1 PB + Q7 alakban
irhat6 fel, ahol az els6 tag az eredeti AX = B egyenlet egy partikularis megoldasa.
Mivel PAQ, = O és P invertdlhato, Qo egész megoldasa a homogén egyenletnek.
Azaz AQy = O, ahol O m x (n — r)-es.

A kihagyott esetek (bizonyitas nélkiil):

r=—m=—n

4.1.3. Tétel. Az X egész elemi mdtrixz akkor és csak akkor elégiti ki az AX = B
eqyenletet, ha D 'PB egész elemid mdtrix.

Ekkor az dsszes megoldds elddll az X = QPB alakban.
r=m<n

4.1.4. Tétel. Az X egész elemil mdtrixz akkor és csak akkor elégiti ki az AX = B

eqyenletet, ha D 'PB egész elemid mdtrix.
) D 'PB
Ekkor az dsszes megoldds elddll az X = @ P alakban, valamely 7 €
M, _r)p(Z) mdtrizra.
r=n<m

4.1.5. Tétel. Az X egész elemii mdtriz akkor és csak akkor elégiti ki az AX = B
eqyenletet, ha

a) U = O nullmdtriz,

b) D 'PB egész elemd mdtriz.

Ekkor az dsszes megoldds elddll az X = Qﬁ_lﬁ alakban.

Hatékony algoritmust adni egészértékd matrix Smith-normélformajanak meghataroz-
asa nem trividlis feladat. Az elemi transzforméciok direkt alkalmazésa nem vezet
polinomialis algoritmushoz. Akit érdekel, hogyan lehet polinomialis algoritmust adni
egész elemi matrix Smith-normalformajanak meghatarozasara, a [8] oldalon tébb

cikket is talalhat ezzel kapcsolatban.
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4.2. A Frobenius-normalforma alkalmazasai

Az A € M, (k) matrix Frobenius-normalalakja

Cy, 0

Cy,

UAU = F = € M, (k).

0 Cy

Az bsszes Cy, blokk az f; € k[X] monom kisérématrixa, ahol f; 15, 1 <i <I1—1. Az
alakbol A szamos invariansat leolvashatjuk: f; a minimalpolinom, a karakterisztikus
polinom az fi fs--- f; szorzat, a determinans az f, f,--- f; szorzat konstans tagja, a
matrix rangja megegyezik n— azon blokkok szaméval melynek kisérépolinomja 0
konstans egyiitthatoju.

Mivel az el6bbi invaridnsokat meghatarozhatjuk a Frobenius-normalalakbol, nem
mindegy, hogy mennyire gyors algoritmusok allnak a rendelkezésiinkre ezen normal-
forma meghatéarozasara. Storjohann (1998)-ban egy olyan algoritmust adott meg,
amivel 2n® + O(n?) lépéssel meghatarozhatjuk a Frobenius-normélalakot. A tran-
szformaciomatrix kiszamitasa 6n3 + O(n*(logn)?) miiveletet igényel. Segitségével

megmutathato, hogy az A és B méatrixok hasonlok-e, az alaptest bévitése nélkiil.
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4.3. A Jordan-normalforma néhany alkalmazasa

1
Tekintsiik az A =
e 1

) matrixot. Ha € = 0, akkor a Jordan-normélforma egysz-

11 1+ 0
ertien . Amennyiben € # 0, akkor a Jordan-normélforma Ve .
0 1 0 1— /e

Lathatjuk, hogy a paraméter legcsekélyebb véltoztatasa is teljesen mas Jordan-
norméalformét eredményez. Altalaban is igaz, ha egy A matrixnak tobbszoros sajatértéke
van, akkor érzékeny. Ez a rosszul kondicionaltsdg az oka annak, hogy nehéz robusz-

tus numerikus algoritmust taldlni ennek a kanonikus alaknak a meghatéirozasara.
A Jordan-normaélforma inkdbb elméleti szempontbol jelentds.

Lassunk egy példat az alkalmazasara:

Legyen A € M, (C). Tekintsiik az A, A%, A3, ... sorozatot. Felmeriilhet az kérdeés,

hogy ez a sorozat mikor tart 0,-hoz.

4.3.1. Tétel. A™ — 0,,, akkor és csak akkor, ha a sajdtértékeinek az abszolitértéke
kisebb, mint 1.

Bizonyitds:
Elég a J(a;r) Jordan-blokkot tekinteni. J(a;r) = al, + N € M,(C)
Mivel N™ = 0 m > k esetén, igy teljesiil

Jm = (al, + N)p = S (T)a' N =300 (T ai N
e Mivel J™ idagonalelemei a™-ek, ha J™ — 0, akkor a™ — 0, azaz |a| < 1.

e Forditva, ha |a|] < 1, akkor

()™= |m(m_1)'}$;’]?_j+1)“m| < |”;],g]m | = 0, ha m — oo a I'Hospital-

szabaly miatt.
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5. Kitekintés

Vessiink egy pillantast az eddig elhangzottakra a moduluselmélet keretein beliil.
Legyen V végesdimenzios k folotti vektortér és 7 € L(V). V-re tekinthetiink poli-

nomgyiird f6l6tti modulusként is, ha a skalar szorzast a

-vel definialjuk. V,-t frunk, hogy jelezziik a 7-t6l valo fiiggést. V. és V, egyazon
k[X] gytirid f616tti modulusok, azonban a skalarszorzas kiilonbozik 7 # o esetén.

Belathato, hogy V, a k[X] polinomgytri f6l6tti torziomodulus.

5.0.2. Tétel. V, és V, modulusok akkor és csak akkor izomorfak, ha létezik a V

vektortér eqy ¢ automorfizmusa, hogy o = ¢ro L.

Linearis transzforméaciok hasonlosiga helyett vizsgalhatjuk az &altaluk indukalt”
modulusok izomorfiajat.

AV, modulusra alkalmazva a féidealgytirii feletti végesen generalt modulusok alap-
tételét, megkaphatjuk a transzformaciok méatrixainak Frobenius, illetve Jordan-normal-
formajat. Errdl [2]-ben részletesen olvashatunk. A matrixok kanonikus alak prob-
lemai legtobbszor matrixok egy halmazén (ez gyakran vektortér) torténd csoporthatas
altal meghatarozott orbitjaibol torténd elem kivalasztast takar. A matrixok kanon-
ikus alakjait vizsgalhatjuk speciélis gytirtk pl. kvaterniok folott. Tekinthetjiik matrix-

parok, lineéris leképezésparok kanonikus alakjait.
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6. Jelolések

0,: n x n-es nullmatrix.
1,:n X n-es egységmatrix.
O : nullmatrix.

Di(N): k. determinénsoszto.

L(V): a V vektortér linearis transzformacioinak a halmaza.

31
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