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1. Bevezetés

Természetes dolog, hogy az ember igyekszik a bonyolult struktúrák közül a lehet®

legegyszer¶bbet kiválasztani. A kanonikus alak keresésnek ez az alapelve. A kiinduló

szituáció általában az, hogy adott objektumok egy S halmaza és azon ekvivalen-

ciareláció. Az ekvivalenciaosztályokból választunk reprezentánsokat, melyekre azt

mondjuk, hogy kanonikus alakban vannak. S tetsz®leges eleme ekvivalens valamely

kanonikus alakkal. Ahhoz, hogy tetszteljük két elem ekvivalenciáját elegend® a

kanonikus alakjaik megegyezését belátni. A dolgozatomban ezek a bizonyos obje-

tumok mátrixok lesznek. A kanonikus alak, illetve normálforma kifejezéseket szi-

nonímaként fogom használni.

"Hogyan dönthetjük el, hogy egy lineáris diofantoszi egyenletrendszernek létezik

megoldása? Ha létezik megoldás, hogyan adhatjuk meg (az összeset)?" Ezt a prob-

lémát H. J. S. Smith oldotta meg teljes általánosságban 1861-ben.

Akkoriban sok fontos, az Abel-csoportokkal kapcsolatos eredmény született. Az

Abel-csoportok elmélete alkalmazása egyre elterjedtebb lett számelméleti tanulmányok-

ban és az elliptikus függvényeket, Abel-integrálokat érint® munkákban.

G. Frobenius és L. Stickelberger 1879-ben felfedezte a kapcsolatot a végesen

generált Abel-csoportok és Smith tétele között. Ugyanebben az évben Frobenius

megmutatta, hogy Smith elmélete (kiterjesztve polinomgy¶r¶k fölötti mátrixokra)

használható test fölötti négyzetes mátrixok klasszi�kációjára hasonlóság erejéig.

A szakdolgozat felépítése:

A 2. fejezetben, a szükséges gy¶r¶ és mátrixelméleti fogalmakat gy¶jtöttem össze.

A tételeket, ahol lehetett bizonyítással együtt közöltem.

A 3. fejezetben megismerkedünk a Smith-, Frobenius- és a Jordan-normálformával.

Létezésük és egyértelm¶ségük bizonyítása mellett több lényeges észrevételt teszünk.

A 4. fejezetben a kanonikus alakok néhány alkalmazását mutatom be.

Az 5. fejezetben röviden írok arról, hogy milyen egyéb megközelítési módok lehet-

ségesek, illetve hogyan általánosíthatók az elhangzottak.

A szakdolgozat megírása során nagyrészt a [3] könyvre támaszkodtam.
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2. El®készületek

2.1. Gy¶r¶k

Ebben a fejezetben R kommutatív integritási tartomány. R invertálható elemeinek a

halmazát R*-gal jelöljük. Ha létezik c 2 R, melyre ac = b, akkor azt mondjuk, hogy

a osztja b-t. A nullosztómentességb®l következik, hogy az a=b hányados egyértelm¶.

Ha a osztja b-t és b osztja a-t, akkor azt mondjuk, hogy a és b asszociáltak.

Az R-beli d elemet az a és b közös osztójának nevezzük, ha osztja a-t és b-t. Ha d az a

és b közös osztója, továbbá a és b összes közös osztója egyben d-nek is osztója, akkor

d-t az a és b számok legnagyobb közös osztójának nevezzük. A legnagyobb közös

osztó asszociáltság erejéig egyértelm¶en meg van határozva. Az a és b elemeket

relatív prímeknek nevezzük, ha az összes közös osztójuk invertálható. Ebben az

esetben lnko(a; b) = 1.

2.1.1. De�níció. Egy R gy¶r¶ valamely I részhalmazát ideálnak nevezzük, ha az

R-beli összeadásra nézve részcsoport, és minden a 2 I, r 2 R esetén r�a 2 I.

Az egy elemmel generálható ideálokat f®ideáloknak nevezzük.

2.1.2. De�níció. Az R kommutatív gy¶r¶t f®ideálgy¶r¶nek nevezzük, ha minden

ideálja f®ideál.

2.1.3. Állítás. F®ideálgy¶r¶ben bármely két számnak létezik legnagyobb közös os-

ztója. A legnagyobb közös osztóra teljesül az úgynevezett Bézout-azonosság: tetsz®leges

a és b 2 R esetén létezik olyan u, v 2 R, hogy

lnko(a; b) = ua+ vb,

ahol u és v relatív prímek.

Bizonyítás:

Legyen R f®ideálgy¶r¶. Ha a és b 2 R, akkor az I := (a; b) ideál ax + by alakú

elemek halmaza, ahol x, y 2 R. Az I f®ideál, így egy elemmel generálható: I = (d).

Belátjuk, hogy d = lnko(a; b). Mivel a, b 2 I, d osztja a-t és b-t, továbbá d = ua+vb,

mert d 2 I. Ha c osztja a-t és b-t, akkor c osztja az ua+ vb-t is, így osztja d-t, ami

így a és b legnagyobb közös osztója. Ha m osztja u-t és v-t, akkor mdjua + vb; így

d = smd. Ha d 6= 0, akkor sm = 1, ami azt jelenti, hogy m 2 R*. Így u és v relatív

prímek. Ha d = 0, akkor a = b = 0, és vehetjük az u = v = 1-et, melyek relatív
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prímek.

Ez az állítás általánosítható 2-nél több elemre is. Léteznek olyan u1; : : : ; un elemek,

hogy

lnko(a1; : : : ; as) = a1u1 + � � �+ asus.

2.1.4. De�níció. Az R gy¶r¶t Noether-gy¶r¶nek nevezzük, ha az ideáljainak nem

létezik végtelen hosszú szigorúan növekv® lánca, azaz, ha I0 � I1 � � � � � Im � � � � ,
akkor létezik olyan l, hogy Il = Il+1 = � � � .

2.1.5. Állítás. A f®ideálgy¶r¶k Noether-gy¶r¶k.

Bizonyítás:

Tegyük fel indirekt módon, hogy létezik R-beli ideáloknak egy végtelen hosszú

növekv®, tartalmazásra nézve (Ij)j�0 sorozata.

Legyen U =
S

In. U ideál, legyen b a generátora. b benne van valamelyik Ik ideál-

ban. Így Ij = Ik, ha j � k, azonban ez ellentmond a szigorú tartalmazásnak.

2.1.6. De�níció. Az R integritási tartományt euklideszi gy¶r¶nek nevezzük, ha R

nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegatív egészérték¶ � függvény (az úgyn-

evezett euklideszi norma) a következ® tulajdonsággal. Minden a, b 2 R, b 6= 0 esetén

létezik olyan q, r 2 R, hogy a = bq + r és r = 0 vagy �(r) < �(b) (euklideszi osztás,

maradékos osztás).

2.1.7. Tétel. Minden euklideszi gy¶r¶ f®ideálgy¶r¶.

Bizonyítás:

Legyen I az R euklideszi gy¶r¶ egy ideálja. Ha I = (0), akkor nincs mit mutatni.

Ellenkez® esetben válasszunk In0-ból egy minimális normájú a elemet. Ha b 2 I,

akkor r, a b elem a-val történ® euklideszi osztásakor keletkez® maradék I-nek egy

olyan eleme, melyre �(r) < �(a). �(a) minimalitása miatt r = 0, azaz ajb. Ezek
alapján I = (a).

2.1.8. Tétel. A k test fölötti k[X] polinomgy¶r¶ euklideszi gy¶r¶.

2.1.9. Következmény. A k test fölötti k[X] polinomgy¶r¶ f®ideálgy¶r¶.
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2.2. Mátrixok

Legyen R kommutatív egységelemes integritási tartomány, melynek 0 a nulleleme és

1 az egységeleme. Ebben a fejezetben ilyen gy¶r¶k fölötti mátrixokat fogok vizsgálni.

Az Mn(R) gy¶r¶ n � 2 esetén nem kommutatív. Ezt támasztja alá a következ®

példa:  
0 1

0 0

! 
0 0

1 0

!
=

 
1 0

0 0

!
6=
 
0 0

0 1

!
=

 
0 0

1 0

! 
0 1

0 0

!

Gyakran hasznosnak bizonyul, ha azt a determinánst vizsgáljuk, amelyet egy adott

M mátrix bizonyos p különböz® sorának és p különböz® oszlopának metszéspon-

tjaiban elhelyezked® elemei alkotnak. Az ilyen determinánsokat az M mátrix p-

edrend¶ aldeterminánsának (minorjának) nevezzük. Az M 2 Mn�m(R) és 1 � p �
n, m esetén a következ® jelölést használjuk:

A

 
i1 � � � ip

k1 � � � kp

!
=

��������
ai1k1 ai1k2 : : : ai1kp
...

... : : :
...

aipk1 aipk2 : : : aipkp

��������
,

ahol i1 < � � � < ip, k1 < : : : kp. Ha i1 = k1,...,ip = kp, akkor principális aldeterminán-

sról (minorról) beszélünk.

2.2.1. De�níció. Adott M 2 Mn(R)-hez tartozó kofaktorok mátrixán azt az M̂

mátrixot értjük, melynek elemei az m̂ij = (�1)i+j �M
 
1 � � � i� 1 i+ 1 � � � n

1 � � � j � 1 j + 1 � � � n

!

kifejezés által vannak megadva.

2.2.2. De�níció. adj M := M̂T , az M adjungáltja.

2.2.3. Állítás. Ha M 2Mn(R), akkor M(adj M) = (adj M)M = det M � In.

2.2.4. Állítás. (Cauchy - Binet formula) Legyen B 2Mn�m(R), C 2Mm�l(R) és

p � n; l adva.

Ekkor a

�
B C

�  i1 � � � ip

k1 � � � kp

!

aldetermináns megegyezik a

X
1�j1�j2�����m

B

 
i1 � � � ip

j1 � � � jp

!
C �

 
j1 � � � jp

k1 � � � kp

!
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összeggel.

2.2.5. Következmény. Legyen b és c 2 R. Ha b osztja B összes p-edrend¶ aldeter-

minánsát, valamint c osztja C minden p-edrend¶ aldeterminánsát, akkor bc osztja

BC összes p-edrend¶ aldeterminánsát.

l = m = n esetén a determinánsok szorzástételét kapjuk:

2.2.6. Tétel. Ha B;C 2Mn(R), akkor det (BC) = det B � det C.

Más szóval, a determináns Mn(R)-b®l R-be képez® multiplikatív homomor�zmus.

Következzen a Cauchy-Binet formula bizonyítása:

Bizonyítás:

Mivel a BC i-edik sorának (illetve a j-edik oszlopának) kiszámítása B-nek csak az

i-edik sorát (illetve C j-edik oszlopát) veszi igénybe feltehetjük, hogy p = n = l. A

det BC aldeterminánst kell kiértékelnünk. Ha m < n, akkor nincs mit bizonyítani.

Egyrészt BC rangja legfeljebb m, ezáltal det BC értéke 0, másrészt a formula bal

oldalán lev® összeg üres.

Marad az m � n eset. Írjuk fel a BC mátrix determinánsát oszlopainak füg-

gvényében (használjuk a determináns multilinearitását):

det BC = det (
nX

j1=1

cj11Bj1 ; (BC)2; : : : ; (BC)n)

=
nX

j1=1

cj11det (Bj1 ;
nX

j1=1

cj22Bj2 ; (BC)3; : : : ; (BC)n)

= � � � =
X

1�j1;:::;jn�n

cj11 � � � cjnndet (Bj1 ; : : : ; Bjn):

Az összegben szerepl® determináns értéke nulla, ha j 7! jf nem injektív, ekkor BC-

nek két oszlopa azonos. Ellenben, ha j injektív, akkor ez a determináns B valamely

aldeterminánsa el®jel erejéig. Ez az el®jel a j1; : : : ; jp-t növekv® sorrendbe rendez®

permutációhoz tartozik. Csoportosítva az összegzésben lev®, ugyanahhoz az aldeter-

minánshoz tartozó tagokat, találjuk azt, hogy

X
1�k1<���<kn�m

X
�2Sn

I(�)ck1�(1) � � � cjn�(n)B
 

1 � � � n

k1 � � � kn

!
,

ami a megfelel® formula.
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Mivel Mn(R) nem integritási tartomány, az invertálhatóság fogalmához szükség

lesz a következ® állításra.

2.2.7. Állítás. Adott M 2Mn(R) esetén a következ® állítások ekvivalensek:

1. Létezik N 2Mn(R), hogy MN = In.

2. Létezik N 0 2Mn(R), hogy N 0M = In.

3. det M invertálható.

Ha M teljesíti ezen feltételek valamelyikét, akkor az N , N 0 mátrixok egyértelm¶en

meg vannak határozva, és N = N 0.

2.2.8. De�níció. Ha teljesülnek a 2.2.6 Állítás feltételei, akkor M-et invertálható-

nak nevezzük. Mondhatjuk azt is, hogy M nem szinguláris vagy reguláris. Az N = N 0

mátrixotM inverzének nevezzük ésM�1-gyel jelöljük. HaM nem invertálható, akkor

szingulárisnak nevezzük.

Bizonyítás:

El®ször megmutatom, hogy (1) ekvivalens (3)-mal. Ha MN = In, akkor det M � det
N = 1; így det M 2 R*. Fordítva, ha det M invertálható, akkor a (det M)�1M̂T az

M mátrix inverze.

Hasonlóan látható be a (2) és (3) ekvivalenciája. A három állítás tehát ekvivalens.

Ha MN = N 0M = In, akkor N = (N 0M)N = N 0(MN) = N 0. Ezzel beláttuk az

egyértelm¶séget.

Mn(R) invertálható mátrixainak halmaza a 2.2.5. Tétel miatt csoportot alkot a

szorzásra nézve. Ezt a multiplikatív csoportot általános lineáris csoportnak nevez-

zük, és GLn(R)-rel jelöljük.

2.2.9. Állítás. Ha M és N 2 GLn(R), akkor:

1. (MN)�1 = N�1M�1,

2. (Mk)�1 = (M�1)k,

3. (MT )�1 = (M�1)T .

Az 1 determinánsú mátrixok halmaza GLn(R) normális részcsoportja, mivel az

M 7! det M homomor�zmus magja. Speciális lineáris csoportnak nevezzük, és

SLn(R)-rel jelöljük.
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2.2.10. De�níció. Az alábbi mátrixokat n-edrend¶ elemi mátrixoknak nevezzük:

1. Permutációmátrixok: ha � 2 Sn, akkor a P� elemei: pij = �j
�(i), ahol � a

Kronecker-szimbólum.

2. Az In + aJik alakú mátrixok, a 2 R és 1 � i 6= k � n , hogy

(Jik)lm = �li�
m
k .

3. Diagonálmátrixok, melyek f®átlóbeli elemei invertálhatók.

2.2.11. Állítás. Az el®bb felsorolt mátrixok mindegyike invertálható, és a szóban

forgó inverz szintén elemi.

Bizonyítás:

P� inverze P��1 .

Az In+aJik inverze In�aJik, hiszen (In+aJik)(In�aJik) = In�aJik+aJik+0n = In.

diag(a1; : : : ; ar) inverze diag(a
�1
1 ; : : : ; a�1r ).

Az 1. típusú mátrixszal történ® balszorzás a mátrix sorait, jobbszorzás az oszlopait

permutálja.

A 2. típusú mátrixszal történ® balszorzás hozzáadja a mátrix i. sorához a j. a-

szorosát, a jobbszorzás az oszlopokkal teszi ugyanezt.

A 3. típusú mátrixszal történ® jobb- és balszorzás a mátrix sorait invertálható ele-

mekkel szorozza.

2.2.12. Tétel. Ha M n-edrend¶ invertálható négyzetes mátrix, melynek elemei egy

R euklideszi gy¶r¶b®l valók , akkorM el®áll R-beli elemeket tartalmazó elemi mátrixok

szorzataként.

Bizonyítás:

Az n = 2 esetre bizonyítjuk a tételt. Az általános eset bizonyítását, a speciális

esetb®l és a 3.1.1. Tétel bizonyításából származtatjuk, mivel az abban a bizonytásban

szerepl® mátrixok blokkdiagonálisak 1� 1 és 2� 2-es diagonális blokkokkal. Legyen

M =

 
a a1

c d

!

SL2(R)-beli mátrix. Ebben az esetben ad � a1c 2 R*. Ha �(a) < �(a1), akkor

szorozzuk meg jobbról M-et a következ® mátrixszal:
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0 1

1 0

!
.

Ezt elvégezve teljesül a �(a) � �(a1) egyenl®tlenség. Legyen a = a1q+ a2, az a a1-el

történ® euklideszi osztása. Ekkor

M

 
1 0

�q 1

!
=: M 0 =

 
a2 a1

� d

!
.

Ezután

M 0

 
0 1

1 0

!
=: M1 =

 
a1 a2

� �

!
,

ahol �(a2) < �(a1). Konstruálunk egy következ® alakú mátrixokból állóMk sorozatot 
ak�1 ak

� �

!

úgy, hogy ak�1 6= 0, mindegyik egy el®z® mátrix elemi mátrixszal vett szorzata.

Továbbá �(a2) < �(a1) . A 2.1.5 Állítás miatt ez egy véges sorozat és létezik egy

olyan lépés, melyre ak = 0.Mk invertálható háromszögmátrix, ezért a diagonálelemei

invertálhatók. Ekkor MkD
�1 a következ® alakú: 

1 0

� 1

!
,

ami egy elemi mátrix.

Megjegyzés: Az állítás nem érvényes f®ideálgy¶r¶kre.

2.2.13. De�níció. Az A és B 2Mm�n(R) mátrixokat ekvivalensnek nevezünk, ha

létezik P 2 GLm(R) és Q 2 GLn(R), hogy B = PAQ.

2.2.14. Állítás. Az el®bbi de�nicíóban szerepl® ekvivalencia ekvivalenciareláció.

2.2.15. De�níció. Legyen k test. Az A és B 2 Mn(k) mátrixokat hasonlónak

nevezzük, ha létezik P 2 GLn(k), hogy A = P�1BP .

2.2.16. Állítás. A hasonlóság ekvivalenciareláció.
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3. Mátrixok normálformái

3.1. Smith-normálforma

A most következ® normálforma létezését Henry John Stephen Smith bizonyította Z

fölötti mátrixokra, amelyet lineáris diofantoszi egyenletrendszerek megoldása során

használt fel. Ebben a fejezetben megmutatom, hogy f®ideálgy¶r¶ fölötti mátrixok

esetén létezik a Smith-normálforma, és az lényegében egyértem¶. Legyen a további-

akban R f®ideálgy¶r¶.

3.1.1. Tétel. Tekintsük az M 2 Mnk(R) mátrixot. Ekkor létezik olyan M = PDQ

felbontás, ahol P 2 GLn(R) és Q 2 GLk(R) mátrixok, hogy a következ®k teljesülnek:

� D blokkdiagonális:

0
BBBBB@
d1 0 : : : : : : 0

0 d2 : : : : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : : : : dn

1
CCCCCA.

� di�1jdi, ahol i = 2; : : : ; n.

Egy másik hasonló tulajdonságokkal rendelkez® M = P 0D0Q0 felbontás esetén di, a

d0i asszociáltja lesz.

A tételben szerepl® D mátrix azM mátrix Smith-normálalakja. A tétel azt mutatja,

hogy f®ideálgy¶r¶ fölött minden mátrix ekvivalens egy diagonálmátrixszal. Látni

fogjuk, hogy az ekvivalens alak elemi mátrixokkal történ® bal-, illetve jobbszorzás

segítségével elérhet®. Miel®tt azonban elkezdeném a bizonyítást, következzen egy

de�níció:

3.1.2. De�níció. A d1, d2, : : : , dr elemeket (r = min(n,k)) az M mátrix invariáns

faktorainak nevezzük.

Bizonyítás:

Az egyértelm¶ség bizonyítása:

k � r esetén jelölje Dk(N) az N mátrix k-adrend¶ aldeterminánsainak a legnagyobb

közös osztóját. A 2.2.5. Következmény alapján Dk(M) = Dk(D) = Dk(D
0). Valóban

a Dk(PD) = Dk(P )Dk(D). A Dk(P )-k választható 1-nek, hiszen P invertálható,
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így Dk(P ) 2 R*, ezért Dk(P ) asszociáltja 1-nek. Ezután Dk(M) = Dk(PDQ) =

Dk(PD)Dk(Q) = Dk(D)Dk(Q) = Dk(DQ) = Dk(D) (Q invertálhatósága miatt).

Dk(D) = Dk(D
0) triviálisan teljesül. Nyilvánvaló, hogy Dk(D) = d1 � � � dk (hiszen a

k-adrend¶ aldeterminánsok 0-k vagy k különböz® tag szorzatai), így

d1 � � � dk = ukd
0
1 � � � d0k

valamely uk 2 R* esetén. Ebb®l következik, hogy d1 és d01 asszociáltak. Innent®l

teljes indukciót alkalmazunk.R integritási tartomány, ezért d0k = u�1k uk�1dk. Más

szóval dk és d0k aszociáltak.

A létezés bizonyítása:

Az el®z®ek alapján látható, hogy a dj-k a d1 � � � dj = Dj(M) egyenl®ség alapján

vannak meghatározva. d1 az M mátrix elemeinek legnagyobb közös osztója. Ezért

az els® lépés az, hogy találjunk egy olyan M 0 mátrixot, amelyik ekvivalens M -el,

amelynek m0
11 eleme megegyezik ezzel a legnagyobb közös osztóval.

Hogy ezt elérjük, mátrixok egy ekvivalens M (p) sorozatát fogjuk megkonstruálni,

ahol M (0) = M és m(p)
11 osztja m(p�1)

11 -t. Legyen N := M (p�1) , ekkor négy különböz®

eset lehetséges :

1. n11 osztja n11; : : : ; n1;j�1-t, azonban nem osztja n1j-et. Legyen ekkor d :=

lnko(n11, n1j), amit felírhatunk a d = un11 + vn1j alakban. De�niáljuk w :=

�n1j=d-t és z := n11=d-t. Legyen Q 2 GLm(R) mátrix a következ®:

� q11 = u, qi1 = v, q1i = w, qii = z,

� qkl = �lk, egyébként.

M (p�1) =

0
BBBBBBB@

n11 : : : n1j � � �
� : : : � � � �
� : : : � � � �
� : : : � � � �
� : : : � � � �

1
CCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

u �n1j=d 0 : : : 0
...

...
...

...
...

v �n1j=d 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 : : : 1

1
CCCCCCCCCCA

= Q

A Q mátrix determinánsa 1, ugyanis det Q = un11=d � v(�n1j)=d = un11 +

vn1j)=d = 1. m(p)
11 = un11 + vn1j = d lesz. Ebb®l következik, hogy a Q mátrix
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invertálható.

m
(p)
1j = n11(�n1j) + (�n1j)n11 = 0.

Ekkor az M (p) := M (p�1)Q megfelel®, hiszen m
(p)
11 = djn11 = m

(p�1)
11 .

2. n11 osztja az n1j-ket, illetve az n11; : : : ; ni�1;1-et, azonban nem osztja ni1-t. Ez

az eset szimmetrikus az el®z®re nézve. De�niáljuk w := �n1j=d-t és z := n11=d-

t. Legyen P 2 GLn(R) mátrix a következ®:

� p11 = u, pi1 = w, p1i = v, pii = z,

� pkl = �lk, egyébként.

P =

0
BBBBBBBBBB@

u � � � v : : : 0
...

...
...

...
...

�ni1=d � � � n11=d : : : 0

0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 : : : 1

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

n11 � � � �
...

...
...

...
...

ni1 � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

1
CCCCCCCCCCA

= M (p�1)

A P mátrix determinánsa 1, mivel det P = un11=d� v(�ni1)=d =

un11 +vni1)=d = 1. P így invertálható.

m
(p)
11 = un11 + vni1 = d lesz, m(p)

i1 = n11(�ni1)=d+ (�ni1)n11=d = 0.

Ekkor M (p) = PM (p�1). Ezzel teljesül m(p)
11 = lnko(n11; ni1)jm(p�1)

11 .

3. n11 osztja az n1j, illetve ni1-eket, azonban nem osztja valamelyik nij-t i; j � 2

esetén. Ekkor ni1 = an11. Legyen P 2 GLn(R) a következ® mátrix:

� p11 = a+ 1, pi1 = 1, p1i = �1, pii = 0

� pkl = �lk, egyébként.

P =

0
BBBBBBBBBB@

a+ 1 : : : �1 : : : 0
...

...
...

...
...

1 0 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 : : : 1

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

n11 � � � �
...

...
...

...
...

� � nij � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

1
CCCCCCCCCCA

= M (p�1)
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A P mátrix determinánsa 1, mivel det P = �(1 � (�1)) = 1. A P mátrix így

invertálható.

Ha tekintjük az N 0 = PN mátrixot, akkor n011 = n11 és n01j = (a+1)n1j � nij.

Visszatértünk az els® esethez, és létezik egy ekvivalens mátrix M (p), hogy

m
(p)
11 = gcd(n011; n

0
1j) = n01j = gcd(n11; nij)jn11 = m

(p�1)
11 .

4. n11 osztja az N mátrix összes elemét. Ebben az esetben, M (p) := M (p�1).

Alapvet® észrevétel, hogy az els® három esetben m
(p)
11 nem asszociáltja m

(p�1)
11 -nek,

noha osztja.

Ennek következtében az (m
(p)
11 )p�0 sorozat tagjai páronként asszociáltak, ha p elég

nagy. Ekkor a negyedik eset áll fenn: m(q)
11 osztja az M mátrix minden elemét. Ekkor

m
(q)
i1 = aim

(q)
11 és a(q)1j = bjm

(q)
11 . Legyenek a P 2 GLn(R) és Q 2 GLm(R) mátrixok

a következ®képpen megadva:

� pii = 1, pi1 = �ai, ha i � 2, pij = 0, különben.

� qjj = 1, p1j = �bj, ha j � 2, qij = 0, különben.

Az M 0 := PM (q)Q mátrix ekvivalens M (q)-val, így M -mel is. M 0 a következ®képpen

néz ki:

M 0 =

0
BBBBB@
m 0 : : : 0

0
... M00

0

1
CCCCCA,

ahol m osztja M 00 összes elemét. Nyilvánvalóan igaz, hogy m = D1(M
0) = D1(M).

Megmutattuk, hogy minden M mátrix a fentivel ekvivalens alakra hozható. Ezek

után alkalmazzunk teljes indukciót M méretére (azaz az r = min(n;m)-re). Legyen

r = 1, erre az el®bb mutattuk meg, hogy létezik a Smith-normálforma. Amennyiben

r � 2, és a feltevés igaz r�1-ed rendig, akkor alkalmazhatjuk az indukciós hipotézist

a fenti redukcióban lev® M00 2 M(n�1)�(m�1)(R)-re: léteznek a P 00 2 GLn�1(R) és

Q00 2 GLm�1(R) mátrixok, úgy, hogy P 00M 00Q00 kvázidiagonális, az átlójában lev®

d2; : : : ; dr elemekre, pedig teljesül a dljdl+1l � 2 feltétel. Az egyértelm¶ségi lépésb®l

következik, hogy d2 = D1(M
00). Mivel m osztjaM 00 elemeit, ezért mjd2. De�niáljuk a

P 0 =diag(1; P 00) és Q0 =diag(1; Q00) mátrixokat. Ezek invertálhatók. P 0M 0Q0 kvázidi-

agonális, a d1 = m, d2; : : : , átlóelemekkel , melyek az R-beli osztásra nézve nem
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csökken® sorozat alkotnak. Mivel M ekvivalens M 0-vel, bebizonyítottuk a létezést.

Megjegyzések

Ha egy mátrix invariáns faktorai között szerepel a 0, azaz valamelyik dj = 0, akkor

dj+1 = � � � = dr.

Ha m = n és M invariáns faktorai (1; :::; 1), akkor D = In és M = PQ invertál-

ható. Fordítva, ha M inverálható, akkor az M = MInIn felírás mutatja, hogy

d1 = � � � = dn = 1.

Ha R test, akkor csak két ideál van, (0) és (1). Az invariáns faktorok listája

(1; :::; 1; 0; :::; 0) alakú. El®fordulhat, hogy nem szerepel a 0 vagy az 1 az invariáns fak-

torok között. Ezek alapján pontosan min(n;m)+1 ekvivalenciaosztály van Mn(R)-

ben. Két mátrix akkor és csak akkor ekvivalens, ha megegyezik a rangjuk. A mátrix

rangja adja meg az invariáns faktorok között szerepl® egyesek számát. AzM = PDQ

felbontást ezesetben rang szerinti felbontásnak nevezzük.

Az elhangzott észrevételeket megfogalmazom egy tételben:

3.1.3. Tétel. Legyen k test és M 2 Mn�m(k) egy mátrix. Legyen q az M mátrix

rangja, azaz a mátrix oszlopai által kifeszített kn altér dimenziója. Ekkor léteznek

olyan P , illetve Q mátrixok, hogy M = PDQ, dii = 1, ha i � q és dij = 0 egyébként.

A Smith-normálforma a f®ideálgy¶r¶k fölötti mátrixok esetén, az ekvivalenciára

(2.2.13. De�nció) nézve kanonikus alakot szolgáltat.

Ha V és W ugyanazon k test fölötti végesdimenziós vektorterek, és M egy V -b®l

W -be men® lineáris leképezés, akkor új bázispárra való áttérés esetén azM mátrixát

a P�1MQ alakban kapjuk meg. Mivel k f®ideálgy¶r¶, M diagonális alakra hozható:

D = AMB. A = P�1 és B = Q esetén ez azt jelenti, hogy a V , illetve a W vek-

torterek bázisait alkalmasan megválasztva elérhet®, hogy az M lineáris leképezés

mátrixa ezekben a bázisokban diagonális legyen.
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3.2. Frobenius-normálforma

Az el®z® fejezetben elért eredményeket alkalmazva egy újabb normálformát fogunk

nyerni elemi mátrixokkal történ® bal-, illetve jobbszorzás segítségével. Ebben a fe-

jezetben a mátrixaink elemei egy k test fölötti k[X] polinomgy¶r¶ elemei lesznek.

Ez euklideszi gy¶r¶, ezáltal f®ideálgy¶r¶ is.

3.2.1. Állítás. Mn(k[X]) minden eleme felirható az X változó mátrixpolinomjaként

azaz, ha az A 2Mn(k[X]) legmagasabb fokú eleme l-edfokú, akkor

A = A0X
l + A1X

l�1 + � � �Al�1X + Al.

A maradékos osztás végrehajtható mátrixpolinomok esetén, azonban vigyázni kell,

a mátrixok szorzásának nem kommutatív volta és nullosztók jelenléte miatt.

3.2.2. Tétel. Legyen adva a k test fölött két n-edrend¶ Mn(k[X])-beli mátrix,

A = A0X
k + A1X

k�1 + � � �Ak�1X + Ak;

B = B0X
k +B1X

k�1 + � � �Bk�1X +Bk;

és tegyük fel, hogy a B0 mátrix nem szinguláris, azaz létezik a B�1
0 mátrix. Akkor

található a k test fölött két olyan, szintén n-edrend¶ Mn(k[X])-beli mátrix, Q1 és

R1, hogy

A = BQ1 +R1,

ahol R1 fokszáma kisebb, mint B-é, vagy pedig R = 0. Található másrészt a k test

fölött két olyan Mn(k[X])-beli mátrix, Q2 és R2, hogy

A = Q2B +R2,

ahol R fokszáma kisebb, mint B-é, vagy pedig R2 = 0. Az ezen feltételeknek eleget

tev® Q1 és R1, valamint Q2 és R2 mátrix egyértelm¶en meghatárzott.

Adott B 2Mn(k) mátrix esetén tekintsük az XIn � B 2Mn(k[X]) mátrixot, ahol

X az A-beli határozatlan.

3.2.3. De�níció. Ha B 2 Mn(k), akkor az M := XIn � B invariáns faktorait B

invariáns polinomjainak vagy B hasonlósági invariánsainak nevezzük.

Az elnevezés jogosságát a következ® állítás biztosítja:
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3.2.4. Tétel. Két Mn(k)-beli mátrix akkor és csak akkor hasonló, ha az invariáns

polinomjaik listája megegyezik (multiplicitással számolva).

Ez a tétel speciális esete a következ®nek:

3.2.5. Tétel. Legyenek A0; A1; B0; B1 2 Mn(k) mátrixok, hogy A0; A1 2 GLn(k).

Az XA0 + B0 és XA1 + B1 mátrixok akkor és csak akkor ekvivalensek, ha léteznek

olyan G, H 2 GLn(k) mátrixok, hogy

GA0 = A1H, GB0 = B1H.

Ha A0 = A1 = In, akkor az utóbbi tétel szerint XIn � B0 és XIn � B1 akkor és

csak akkor ekvivalensek, azaz ugyanazok az invariáns polinomok tartoznak mindkét

mátrixhoz, ha létezik olyan P 2 GLn(k), amire PB0 = B1P teljesül, ami az el®bbi

tétel kritériuma.

Bizonyítás:

A feltétel elégségessége triviális.

Megfordítva, ha XA0+B0 és XA1+B1 ekvivalensek, akkor léteznek olyan P és Q 2
GLn(A) mátrixok, melyekkel P (XA0+B0) = (XA1+B1)Q. Mivel A1 invertálható,

eloszthatjuk jobbról P -t (XA1 +B1)-el:

P = (XA1 +B1)P1 +G,

ahol G egy mátrix, melynek az elemei konstans polinomok. Mivel Mn(k) nem kom-

mutatív, az euklideszi osztást jobbról, illetve balról elvégezve különböz® hánya-

dosokat és maradékokat kaphatunk. Hasonlóan Q = Q1(XA0 + B0) + H, ahol

H 2 Mn(k). Helyettesítsük be a P (XA0 + B0) = (XA1 + B1)Q egyenletbe P-t

és Q-t, majd alakítsuk át.

((XA1 +B1)P1 +G)(XA0 +B0) = (XA1 +B1)(Q1(XA0 +B0) +H)

(XA1 +B1)P1(XA0 +B0) +G(XA0 +B0) = (XA1 +B1)Q1(XA0 +B0) + (XA1 +B1)H

(XA1 +B1)(P1 �Q1)(XA0 +B0) = (XA1 +B1)H �G(XA0 +B0)

Az egyenlet bal oldalának a foka (ez a fok a mátrix elemei fokának a szuprémuma)

2 + deg(P1 � Q1), míg a jobb oldalé legfeljebb 1. Mivel a két oldal megegyezik, el

kell, hogy t¶njön, így

GA0 = A1H; GB0 = B1H.
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Már csak azt kell megmutatnunk, hogy G és H invertálható. Ehhez de�niáljuk az

R 2Mn(k[X])mátrixot P inverzeként (ami a feltevés miatt létezik). Ekkor maradékosan

osztva

R = (XA0 +B0)R1 +K, ahol K 2Mn(k).

A fenti egyenletekb®l adódik:

In = PP�1

In = ((XA1 +B1)P1 +G)((XA0 +B0)R1 +K)

In = (XA1 +B1)P1(XA0 +B0)R1 + (XA1 +B1)P1K +G(XA0 +B0)R1 +GK

In �GK = ((XA1 +B1)P1 +G)(XA0 +B0)R1 + (XA1 +B1)P1K

In �GK = P (XA0 +B0)R1 + (XA1 +B1)P1K

In �GK = (XA1 +B1)QR1 + (XA1 +B1)P1K

In �GK = (XA1 +B1)(QR1 + P1K):

Mivel a bal oldal konstans és a jobb oldal foka 1 + deg(QR1 + P1K), teljesülnie kell

az In = GK egyenl®ségnek, így G invertálható. Hasonlóan H is az.

3.2.6. Következmény. Ha B 2Mn(k), akkor B és BT hasonlók.

Bizonyítás:

Valóban, hiszen XIn�B és XIn�BT egymás transzponáltjai, így aldeterminánsaik,

és ezáltal invariáns faktoraik megegyeznek.

3.2.7. Állítás. Adott

P (X) = Xn + a1X
n�1 + � � �+ an

polinom esetén létezik egy B 2 Mn(k) mátrix, hogy az XIn � B mátrix invariáns

faktorainak a listája (1; :::; 1; P ).

Bizonyítás:

3.2.8. De�níció. A

BP :=

0
BBBBBBBB@

0 : : : : : : 0 �an
1

. . .
...

...

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...

0 : : : 0 1 �a1

1
CCCCCCCCA
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mátrixot, a P polinom kísér®mátrixának nevezzük.

Természetesen bármely BP -hez hasonló mátrix megfelelne, mert ha B = Q�1BPQ,

akkor XIn � B hasonló, ennélfogva ekvivalens XIn � BP -vel. Hogy megmutassuk

BP invariáns faktorai valóban az (1; : : : ; 1; P ) polinomok, vegyük észre, hogy XIn�
BP -nek létezik olyan n � 1-edrend¶ részmátrixa, melynek nem nulla konstans a

determinánsa:

det

0
BBBBBBBB@

�1 X 0 : : : 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . X

0 : : : : : : 0 �1

1
CCCCCCCCA

= (�1)n�1

Így Dn�1(XIn�BP ) = 1, így a d1; : : : ; dn�1 invariáns faktorok mindegyike 1. Ebb®l

következik, hogy dn = Dn(XIn � BP ) = det (XIn � BP ), ami BP karakterisztikus

polinomja, nevezetesen P .

P egyben minimálpolinomja is BP -nek. Valóban, ha a Q lefeljebb n � 1-edfokú

polinom, pl.:

Q(X) = b0X
n�1 + � � �+ bn�1,

akkor

Q(A)e1 = b0en + � � �+ bn�1e1 (itt az ei-vel az i.standard bázisvektort jelöli).

Így Q(A) = 0 esetén Q(A)e1 = 0 és az ei-k függetlensége következtében Q = 0. A

minimálpolinom ennélfogva legalább n-edfokú. Így meg kell, hogy egyezzen a karak-

terisztikus polinommal.

LegyenM 2Mn(k) négyzetes mátrix, melynek hasonlósági invariánsai a P1; : : : ; Pn 2
k[X] polinomok.

3.2.9. Állítás.
nX
i=1

deg Pi = n.

Bizonyítás:

Tegyük fel indirekt módon, hogy
nX
i=1

deg Pi > n. Ekkor az XIn �M f®átlójában

szerepl® hasonlósági invariánsok szorzat polinomjának a foka nagyobb, mint n. Azon-

ban deg (det XIn�M) = n, hiszen a kifejtésben szerepl® legnagyobb fokszámú tag
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n-edfokú. A hasonlósági invariánsok szorzata det XIn�M egy nem nulla konstanssal

való szorzata. Ezzel ellentmondásra jutottok, tehát
nX
i=1

deg Pi � n, mivel deg (det

XIn �M) = n, ezért az állítás igaz.

Jelölje M (j) 2Mnj(k) a Pj polinom kísér®mátrixát. Tekintsük, azt az M 0 mátrixot,

amely blokkdiagonális, és melynek blokkjai az M (j)-k. Az els® néhány Pj polinom

általában konstans (látni fogjuk, ha P1 nem konstans, akkor M = �In), a megfelel®

blokkok üresek, a megfelel® sorok szintúgy. Hogy precízek legyünk m, a diagonális

blokkok száma megegyezik a nem konstans hasonlósági invariánsok számával. Mivel

az XInj �M (j) ekvivalens az N (j) = diag(1; :::; 1; Pj)-vel, ezért

XInj �M (j) = P (j)N (j)Q(j),

ahol P (j); Q(j) 2 GLnj(k[X]). Legyenek P , Q 2 GLn(k[X]) mátrixok a következ®k:

P = diag(P (1); : : : ; P (n)), Q = diag(Q(1); : : : ; Q(n)).

Így nyerjük:

XIn �M 0 = PNQ;N = diag(N (1); : : : ; N (n))

Itt N diagonálmátrix, amelynek f®átlójában elhelyezked® elemei M hasonlósági in-

variánsai, rend erejéig. Valóban, az összes nem konstans Pj felt¶nik a hozzátar-

tozó N (j) blokkban. A többi diagonálelem 1, amib®l n �m darab van; ezek a várt

P1; : : : ; Pn�m polinomok. Permutációmátrixszal való konjugálás után kapjuk, hogy

XIn �M 0 ekvivalens XIn �M -mel. A 3.2.2. Tétel miatt, M és M 0 hasonlók.

3.2.10. Tétel. Legyen k test, M 2 Mn(k) egy négyzetes mátrix P1; : : : ; Pn hason-

lósági invariánsokkal. Ekkor M hasonló egy M 0 blokkdiagonális mátrixhoz, amelynek

a j-edik diagonális blokkja Pj kísér®mátrixa.

Az M 0 mátrixot, az M els® kanonikus alakjának vagy M Frobenius kanonikus alakjá-

nak nevezzük.

3.2.11. Tétel. Legyen k egy test, M 2 Mn(k) egy négyzetes mátrix P1; : : : ; Pn

hasonlósági invariánsokkal. Ekkor Pn az M minimálpolinomja. A minimálpolinom

független az alaptestt®l.

Bizonyítás:

Tekintsük az M mátrix M 0 Frobenius kanonikus alakját. Mivel M 0 és M hasonlók,
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megegyezik a minimálpolinomjuk. Így feltehetjük, hogyM , azM =diag(M1; : : : ;Mn)

kanonikus alakban van, ahol Mj a Pj kísér®mátrixa. Mivel Pj(Mj) = 0 (Cayley-

Hamilton tétel) és PjjPn, ezért Pn(Mj) = 0, így Pn(M) = 0n Ebb®k következik,

hogy a QM minimálpolinom osztja Pn-t. Fordítva Q(M) = 0n-ból következik, hogy

Q(Mn) = 0. Mivel Pn az Mn minimálpolinomja, Pn osztja Q-t. Tehát Pn = QM .

Legvégül, mivel a hasonlósági invariánsok nem függenek a kérdéses test megválasztásá-

tól, Pn szintén független t®le.

A Frobenius-normálforma Mn(k)-beli mátrixok kanonikus alakja a hasonlóságra

nézve. Segítségével eldönthetjük, hogy hasonló-e két A, B Mn(k)-beli mátrix az

alaptest b®vítése nélkül.
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3.3. Jordan-normálforma

Bontsuk fel M hasonlósági invariánsait irreducibilis polinomok szorzatára. Ez a fel-

bontás függ a választott testt®l. p1; : : : ; pt-vel jelölve a Pn különböz® irreducibilis

faktorait,

Pj =
Qt

k=1 p
�(j;k)
k ; 1 � j � n,

ahol az �(j; k) egy j-re nézve nem csökken® sorozat, mivel Pj osztja Pj+1-et.

3.3.1. De�níció. Az M 2 Mn(k) mátrix elemi osztói azok a p
�(j;k)
k polinomok,

melyekre az �(j; k) kitev® nem nulla. Egy pmk elemi osztó multiplicitása az �(j; k) =

m egyenlet megoldásainak a száma. Az elemi osztók listája ezen polinomok sorozata,

multiplicitással tekintve.

Vegyük azt az esetet, amikor N egy P polinom kísér®mátrixa. N hasonlósági in-

variánsai (1; : : : ; P ). Legyenek az elemi osztói Q1; Q2; : : : ; Qt. Ekkor P = Q1 � � �Qt

ahol a Qi-k páronként relatív prímek. Minden Ql mátrixhoz rendeljük hozzá az Nl

kísér® mátrixát, és tekintsük az N 0 :=diag(N1; N2; : : : ; Nt) mátrixot. Mivel az összes

Nl �XIl ekvivalens egy 0
BBBBB@
1

. . .

1

Ql

1
CCCCCA

Mn(l)(k[X])-beli diagonálmátrixszal, az egészN 0�XIn mátrix ekvivalens a következ®vel:

Q :=

0
BBBBBBB@

1
. . . 0

1

0
. . .

Qt

1
CCCCCCCA
.

Számoljuk kiN 0 hasonlósági invariánsait, azazQ invariáns faktorait. Elég meghatározni

Dn�1-et, az n� 1-edrend¶ aldeterminánsok legnagyobb közös osztóját. Figyelembe

véve a Q alapvet® aldeterminánsait, látjuk hogy Dn�1-nek osztania kell az összes

Q
l 6=kQl; 1 � k � n alakú szorzatot.
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Mivel a Ql-ek páronként relatív prímek, Dn�1 = 1. Ez azt jelenti, hogy az N 0 hason-

lósági invariánsai (1; : : : ; 1; �) alakúak, ahol az utolsó polinomnak meg kell egyeznie

azN 0 karakterisztikus polinomjával. Ez a polinom azNl-ek karakterisztikus polinom-

jainak a szorzata. Ezek megegyeznek a Ql-kel, így az N 0 karakterisztikus polinomja

P . Végül, N és N 0-nek ugyanazok a hasonlóságai invariánsaik, így hasonlóak.

Legyen M egy tetsz®leges Mn(k)-beli mátrix. Alkalmazzuk az el®z® redukciót Mj

Frobenius kanonikus alakbeli diagonális blokkjaira. MindegyikMj hasonló egy olyan

blokkdiagonális mátrixhoz, melynek a diagonális blokkjai az M elemi osztóihoz tar-

tozó kísér®mátrixok. Ezzel bebizonyítottuk a következ® tételt:

3.3.2. Tétel. Legyenek Q1; : : : ; Qs azM 2Mn(k) mátrix elemi osztói. EkkorM ha-

sonló egy M 0 blokkdiagonális mátrixhoz, melynek diagonális blokkjai a Ql-ek kísér®-

mátrixai.

Ezt az M 0 mátrixot M második kanonikus alakjának nevezzük.

Amikor a karakterisztikus polinom felbomlik k fölött, ami mindig teljesül, ha a k

test algebrailag zárt, az elemi osztók (X � a)r alakúak, ahol a 2 k és r � 1. Ebben

az esetben nagy mértékben egyszer¶síthetünk a második kanonikus alakon, ha az

(X � a)r monomhoz tartozó kisér®mátrixot a

J(a; r) :=

0
BBBBBBBB@

a 1 0 : : : 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1

0 : : : : : : 0 a

1
CCCCCCCCA

Jordan-blokkjával helyettesítjük. Valóban, a J(a; r) mátrix karakterisztikus poli-

nomja (X � a)r, amíg az XIr � J(a; r)-nek van egy r � 1-edrend¶ invertálható

aldeterminánsa, nevezetesen:0
BBBBB@

�1 0 : : : 0

X � a
. . . . . .

...
. . . . . . 0

X � a �1

1
CCCCCA,

amit az els® oszlop és az utolsó sor törlésével kapunk. Ez mutatja, hogy Dn�1(XIr�
J) = 1, így a d1; : : : dr�1 invariáns faktorok 1-el egyenl®k. Így dr = Dr(XIr � J) =

det (XIr � J) = (X � a)r. Az invariáns faktorai így 1; : : : ; 1; (X � a)r. Így igaz a

következ® tétel.
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3.3.3. Tétel. Ha M egyik elemi osztója (X�a)r alakú, akkor az M második kanon-

ikus alakjában kicserélhetjük a kísér®mátrixát a J(a; r) Jordan-blokkra.

3.3.4. Következmény. Ha az M mátrix karakterisztikus polinomja lineáris fak-

torokra bomlik k fölött, akkor M hasonló egy blokkdiagonális mátrixhoz, melynek a

j-edik diagonális blokkja egy J(aj; rj) Jordan-blokk. Ez az alak a blokkok permutá-

ciója erejéig egyértelm¶.

3.3.5. Következmény. Ha k algebrailag zárt, akkor minden M négyzetes mátrix

hasonló egy blokkdiagonális mátrixhoz melynek j-edik diagonálblokkja a J(aj; rj)

Jordan-blokk. Ez az alak a blokkok permutációja erejéig egyértelm¶.
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4. Alkalmazások

4.1. Lineáris diofantoszi mátrixegyenletek és a Smith-normál-

forma

Az egész együtthatós lineáris egyenletrendszereknek megoldása mind gyakorlati,

mind pedig elméleti szempontból nagy jelent®séggel bír.

Az AX = B mátrixegyenletetet szeretnénk megoldani, ahol A és B ismert, az X

pedig ismeretlen ismeretlen egész elem¶ mátrix. Ebben a fejezetben egy szükséges

és elégséges feltételt adunk az AX = B megoldásának létezésére, valamint explicit

formulával adjuk meg a megoldás(oka)t.

Tekintsük az A 2 Mm�n(Z) mátrixot. Legyen ennek a Smith-normálformája a

D = diag(d1; : : : ; dr; 0; : : : ; 0) mátrix, melynek f®átlóbeli elemeire dijdj i < j es-

etén. Léteznek olyan invertálható P 2 GLm(Z) és Q 2 GLn(Z) mátrixok, hogy

PAQ = D.

Tegyük fel, hogy r < m és r < n. Kés®bb megnézzük azokat az eseteket, amikor az

egyik vagy mindkett® helyen egyenl®ség szerepel.

De�niáljuk a

D = diag(d11; d22; : : : ; drr)

és az U 2M(m�r)�p(Z) mátrixot úgy, hogy

PB =

 
PB

U

!
,

ahol PB a PB els® r sorából álló mátrix. O-val jelölöm a csak 0-t tartalmazó

mátrixokat. Ekkor igaz a következ® tétel:

4.1.1. Tétel. Az X egész elem¶ mátrix akkor és csak akkor elégíti ki az AX = B

egyenletet, ha

a) U = O,

b) D
�1
PB egész elem¶ mátrix.

Ekkor az összes megoldás el®áll az X = Q

 
D

�1
PB

Z

!
alakban, valamely Z 2

M(n�r)p(Z) mátrixszal.

Bizonyítás:

Tegyük fel, hogy az X egész elem¶ mátrix kielégíti az AX = B egyenletet. Ekkor a

PAQ = D miatt P�1DQ�1X = B, és DQ�1X = PB. Legyen
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Q�1X = Y =

 
Y

Z

!
,

ahol Y , az n� p-es Y mátrix els® r sorából áll. A Q�1 és X egész elem¶ mátrixok,

szintúgy az Y és a Z 2 M(n�r)p(Z) mátrixok. Ekkor a DY = PB-t a következ®

alakban írhatjuk fel:  
D O

O O

!  
Y

Z

!
=

 
PB

U

!
.

Ekkor teljesül, hogy U = O és DY = PB, ezért Y = D
�1
PB, aminek így egész

elem¶ mátrixnak kell lennie. Ezek alapján:

X = QY = Q

 
D

�1
PB

Z

!
.

A másik irányhoz tegyük fel, hogy

X =

 
D

�1
PB

Z

!

D
�1
PB és Z egész elem¶ mátrixokra. Tegyük fel, hogy U = O. Így

PB =

 
PB

O

!
.

X egész elem¶ mátrix a 4.1.1 Tétel feltétele miatt.

AX = P�1DQ�1Q

 
D

�1
PB

Z

!

= P�1

 
D O

O O

! 
D

�1
PB

Z

!

= P�1

 
PB

O

!

= P�1PB = B:

Az el®z®nél több is igaz.

4.1.2. Állítás. Az X akkor és csak akkor elégíti ki az AX = B egyenletet, ha

a) U = O,

b) D
�1
PB egész elem¶ mátrix.

Ekkor a megoldások az X = Q

 
PB

Z

!
valamely Z egész elem¶ mátrixra.
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Ha teljesülnek az állítás a) és b) feltételei, akkor az AX = B összes megoldása el®áll

úgy, hogy a Z mátrix elemeit végigfuttatjuk az egészeken. Ebben az esetben a Q

els® r oszlopából egy n � r-es Q1 mátrixot és egy n � (n � r)-es Q2 mátrixot a Q

utolsó n� r oszlopából. Ekkor látható, hogy az X megoldás Q1PB +Q2Z alakban

írható fel, ahol az els® tag az eredeti AX = B egyenlet egy partikuláris megoldása.

Mivel PAQ2 = O és P invertálható, Q2 egész megoldása a homogén egyenletnek.

Azaz AQ2 = O, ahol O m� (n� r)-es.

A kihagyott esetek (bizonyítás nélkül):

r = m = n

4.1.3. Tétel. Az X egész elem¶ mátrix akkor és csak akkor elégíti ki az AX = B

egyenletet, ha D
�1
PB egész elem¶ mátrix.

Ekkor az összes megoldás el®áll az X = QPB alakban.

r = m < n

4.1.4. Tétel. Az X egész elem¶ mátrix akkor és csak akkor elégíti ki az AX = B

egyenletet, ha D
�1
PB egész elem¶ mátrix.

Ekkor az összes megoldás el®áll az X = Q

 
D

�1
PB

Z

!
alakban, valamely Z 2

M(n�r)p(Z) mátrixra.

r = n < m

4.1.5. Tétel. Az X egész elem¶ mátrix akkor és csak akkor elégíti ki az AX = B

egyenletet, ha

a) U = O nullmátrix,

b) D
�1
PB egész elem¶ mátrix.

Ekkor az összes megoldás el®áll az X = QD
�1
PB alakban.

Hatékony algoritmust adni egészérték¶ mátrix Smith-normálformájának meghatároz-

ása nem triviális feladat. Az elemi transzformációk direkt alkalmazása nem vezet

polinomiális algoritmushoz. Akit érdekel, hogyan lehet polinomiális algoritmust adni

egész elem¶ mátrix Smith-normálformájának meghatározására, a [8] oldalon több

cikket is találhat ezzel kapcsolatban.
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4.2. A Frobenius-normálforma alkalmazásai

Az A 2Mn(k) mátrix Frobenius-normálalakja

U�1AU = F =

0
BBBBB@
Cf1 0

Cf1

. . .

0 Cfl

1
CCCCCA 2Mn(k).

Az összes Cfi blokk az fi 2 k[X] monom kísér®mátrixa, ahol fi+1jfi 1 � i � l�1. Az

alakból A számos invariánsát leolvashatjuk: f1 a minimálpolinom, a karakterisztikus

polinom az f1f2 � � � fl szorzat, a determináns az f1f2 � � � fl szorzat konstans tagja, a
mátrix rangja megegyezik n� azon blokkok számával melynek kísér®polinomja 0

konstans együtthatójú.

Mivel az el®bbi invariánsokat meghatározhatjuk a Frobenius-normálalakból, nem

mindegy, hogy mennyire gyors algoritmusok állnak a rendelkezésünkre ezen normál-

forma meghatározására. Storjohann (1998)-ban egy olyan algoritmust adott meg,

amivel 2n3 + O(n2) lépéssel meghatározhatjuk a Frobenius-normálalakot. A tran-

szformációmátrix kiszámítása 6n3 + O(n2(logn)2) m¶veletet igényel. Segítségével

megmutatható, hogy az A és B mátrixok hasonlók-e, az alaptest b®vítése nélkül.
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4.3. A Jordan-normálforma néhány alkalmazása

Tekintsük az A =

 
1 1

� 1

!
mátrixot. Ha � = 0, akkor a Jordan-normálforma egysz-

er¶en

 
1 1

0 1

!
. Amennyiben � 6= 0, akkor a Jordan-normálforma

 
1 +

p
� 0

0 1�p�

!
.

Láthatjuk, hogy a paraméter legcsekélyebb változtatása is teljesen más Jordan-

normálformát eredményez. Általában is igaz, ha egy A mátrixnak többszörös sajátértéke

van, akkor érzékeny. Ez a rosszul kondícionáltság az oka annak, hogy nehéz robusz-

tus numerikus algoritmust találni ennek a kanonikus alaknak a meghatározására.

A Jordan-normálforma inkább elméleti szempontból jelent®s.

Lássunk egy példát az alkalmazására:

Legyen A 2 Mn(C). Tekintsük az A, A2,A3, : : : sorozatot. Felmerülhet az kérdés,

hogy ez a sorozat mikor tart 0n-hoz.

4.3.1. Tétel. Am ! 0n, akkor és csak akkor, ha a sajátértékeinek az abszolútértéke

kisebb, mint 1.

Bizonyítás:

Elég a J(a;r) Jordan-blokkot tekinteni. J(a;r) = aIr + N 2 Mr(C)

Mivel Nm = 0 m � k esetén, így teljesül

Jm = (aIr + N)m =
Pm

i=0

�
m

i

�
aiNm�i =

Pm

i=m�k+1

�
m

i

�
aiNm�i

� Mivel Jm idagonálelemei am-ek, ha Jm ! 0, akkor am ! 0, azaz |a| < 1.

� Fordítva, ha |a| < 1, akkor

|
�

m

m�j

�
am�j|= |m(m�1)���(m�j+1)am

j!aj
| � |m

jam

j!aj
| ! 0, ha m ! 1 a l'Hospital-

szabály miatt.
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5. Kitekintés

Vessünk egy pillantást az eddig elhangzottakra a moduluselmélet keretein belül.

Legyen V végesdimenziós k fölötti vektortér és � 2 L(V ). V-re tekinthetünk poli-

nomgy¶r¶ fölötti modulusként is, ha a skalár szorzást a

p(x)v = p(�)(v)

-vel de�niáljuk. V� -t írunk, hogy jelezzük a � -tól való függést. V� és V� egyazon

k[X] gy¶r¶ fölötti modulusok, azonban a skalárszorzás különbözik � 6= � esetén.

Belátható, hogy V� a k[X] polinomgy¶r¶ fölötti torziómodulus.

5.0.2. Tétel. V� és V� modulusok akkor és csak akkor izomorfak, ha létezik a V

vektortér egy � automor�zmusa, hogy � = ����1.

Lineáris transzformációk hasonlósága helyett vizsgálhatjuk az általuk �indukált�

modulusok izomor�áját.

A V� modulusra alkalmazva a f®ideálgy¶r¶ feletti végesen generált modulusok alap-

tételét, megkaphatjuk a transzformációk mátrixainak Frobenius, illetve Jordan-normál-

formáját. Err®l [2]-ben részletesen olvashatunk. A mátrixok kanonikus alak prob-

lémái legtöbbször mátrixok egy halmazán (ez gyakran vektortér) történ® csoporthatás

által meghatározott orbitjaiból történ® elem kiválasztást takar. A mátrixok kanon-

ikus alakjait vizsgálhatjuk speciális gy¶r¶k pl. kvaterniók fölött. Tekinthetjük mátrix-

párok, lineáris leképezéspárok kanonikus alakjait.
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6. Jelölések

0n: n � n-es nullmátrix.

1n: n � n-es egységmátrix.

O : nullmátrix.

Dk(N): k. determinánsosztó.

L(V ): a V vektortér lineáris transzformációinak a halmaza.
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