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1. fejezet

Jatékelmélet

1.1. Kezdetek

A jatékelmélet a matematika egyik dga. A raciondlis viselkedés kérdésével foglalkozik
olyan helyzetekben, ahol minden résztvevé dontéseinek eredményét befolydsolja a tob-
biek lehetséges vélasztdsa. Tehat a jat€ékelmélet a stratégiai problémdk elmélete. A
jatékelmélet megteremtését Neumann Janos €s tarsa 1928-ban kitaldlt minimax elvéhez
kothetjiik, majd 1944 — ben kiadtdk a The Theory of Games and Economic Behavior, azaz

a Jatékelmélet és gazdasagi viselkedés ciml muvet.

1.2. Jatékok felosztasa

Ahhoz, hogy egy jatékot jatszani lehessen, a kovetkezd paraméterek ismerete nélkiilozhetetlen:

e A jatékban résztvevo jatékosok szama

A kezd6 allas, illetve a jaték menete sordn kialakulhat6 alldsok

A szabdlyos 1épések ismerete

A jaték vége, és ezzel egyidejlileg nyertese is

A jéatékosok a jaték sordn milyen informacidkkal rendelkeznek

Véletlen tényezdk kozrejatszasa a jaték menete sordn

Az el6z06 felsorolds alapjan a jatékokat a kovetkez&képpen kategorizdlhatjuk:
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1.2.1. Jatékosok szama szerint
e egyszemélyes
o kétszemélyes
e hirom vagy tobb személyes

e személytelen jatékok

1.2.2. Véletlen szerepe szerint

e determinisztikus — A jaték lefolydsa kdzben a véletlen nem jatszik szerepet

e Sztochasztikus/valészintiségi — A véletlen is szerepet jatszik a jaték lefolydsdban

1.2.3. Informacié mennyisége szerint

e A Teljes inform4cidju jatékok — Minden jatékos rendelkezik az 6sszes informacio-

val

e Részleges informdcidju jatékok — Amikor az egyes kimenetelek nem egyértelmtiek

1.2.4. Végesség szerint
e Véges jaték — A jaték minden dlldsdban véges sok 1épési lehetdség van

e Nem véges jatékok — Amikor el6fordulhatnak olyan szitudiok, hogy a jaték orokké

tart

1.2.5. Nyereség és veszteség szerint

e Zérus 0sszegl jatékok — A jatékosok nyereségének és veszteségének Osszege nulld-

val egyenld.

Mindezeket 6sszefoglalva kategorizalhatjuk egy adott jaték hovatartozasat. Példaként
teljes informaciéja determinisztikus jaték a sakk vagy a Button madness. Ahol az el&bbi

kétszemélyes, az utébbi pedig egyszemélyes jaték. Teljes informacidji, amde valdszintiségi
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jatékok kozé sorolhatjuk a tdrsasjatékok nagy részét mint a Ki nevet a végén. Részleges
informdci6ju determinisztikus jaték az aknakeresd. Illetve ugyanigy részleges informa-

cidju, de valdszinliségi jatékok a kartyajatékok nagy része, mint a poker vagy a bridzs.



2. fejezet

A Jatékok elemzése a jatékosok

szamanak fiiggvényében

2.1. Személytelen jatékok

Bér ez egy eléggé meglepd kategoria, de ezen tipusu jatékok is 1éteznek, vagy csak
egyszemélyes jatékoknak tituldljuk 6ket. A jaték lefolydsaban a jatékosnak nincs valédi
szerepe, maximum csak megfigyel6ként vesz részt a jatékban, koveti a jaték menetét.
A személytelenség azon alapszik, hogy mind a kezd6 1€pés, mind a tovédbbi 1épések
egyértelmiien adottak. A jatékszabdly pontosan megadja mit kell tenni a kovetkezd 1épés-
ben. Példdul a szeret — nem szeret jaték, aminek jatéktere nem mads, mint egy virdg 6sszes
szirma. Jatékszabdlya pedig abbdl 4ll, hogy a szirmokat tépkedve egymaés utdn a paratlan
sorszadmu letépett szirmok egy ,,szeret” illetve a paros sorszamu letépett szirmok egy ,,nem
szeret” jelz6t kapnak. A jaték akkor ér véget ha szirmaink elfogynak. A jatékos nyertes-
nek érezheti magét, ha az utolsé letépett szirom a ,,szeret” jelz6t kapta. De valdjaban,
mint ezt ldthatjuk, nem a jatékosunkon miulott a kimenetel, hanem a virdg szirmainak

szamossagan. Igy jatékosunk csak megfigyelte a folyamatot.

2.2. Harom vagy tobb személyes jatékok

Alltalaban, ha egy adott jatékot ketténél tobben jdtszak, akkot tobbszemélyes jatékrol

beszéliink. A jaték sordn minden jatékos arra torekszik, hogy a jaték végeztével minél
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sikeresebb eredménnyel zarjon. A cél érdekében ezért gyakori jelensség, hogy egy vagy
tobb jatékos koalicidra 1épve ezt biztosithatja maganak. Ezéltal a tobbszemélyes jatékok
egy részEét maris kétszemélyessé redukaltuk. Példaként hozhatjuk fel a vizilabdét, ahol 14
jatékos mérkdzik meg és ebbdl 7-7en koalicidra lépve, mdris két csapat meccsét lathatjuk.

Ezt pedig ha a csapatokat nézziik tekinthetjiik kétszemélyes jatéknak.

2.3. Egy - és kétszemélyes jatékok

A tovabbiakban legyen sz6 most csak a determinisztikus, teljes informacidju, véges
€s zérusosszegl jatékokrol. Azaz a jaték menetérdl csak a jatékosok dontsenek €s ne
egy véletlen generdtoron, példaul egy dobdkockdn miljanak az egyes kimenetelek. A
jatékosok az 0sszes kimenetelrdl legyenek informalva, illetve kétszemélyes jatéknal az
egyik fél gyb6zelme a mdsik veszteségét jelentse. Nevezziik azokat a jatékokat melyek
ezen paramétereknek megfelelnek kombinatorikai jatékoknak. Amennyiben egy kombi-
natorikai jatéknak nincs kijelolt kezdd allasa, akkor ezt a jatékot indefinitnek nevezziik.
Ellenben, ha egy indefinit kombinatorikai jatékot kezddpozicioval latunk el, ebben az
esetben mar definit kombinatorikai jatékrdl beszélhetiink. Ha adott egy kombinatorikus
jatékunk ami szimmetrikus és végesfoku akkor ezt a jatékot roviden egyszerl jatéknak
nevezhetjiikk. Ahol a végesfoku tuladonsdg annyit jelenet, hogy egy adott 4llasbol, csak
véges szamu kiilonboz6 1épést tehetiink. Illetve egy jaték szimmetridja alatt azt értjiik,

hogy a jatékosok ugyanazon lépéseket tehetik meg. Ebbdl kifolydlag példaul a sakk a-

szimmetrikus jaték, mivel egyik jatékos sem Iéphet a mésik babujaval.

2.3.1. Implementalas graffal

Amennyiben adva van egy az el6zGekben definidlt kombinatorikai jatékunk, akkor
minden esetben készithetiink egy hozza tartoz6 grafot . Ehhez meg kell keresni jatékunk
azon tulajdonsagait, amelyek fontosak a jaték lefolydsdban. Ilyen tulajdonsagok lehetnek,
példaul szin, méret, pozicié vagy barmi mas. Ha ezen tulajdonsdgokat elnevezziik valami-
lyen valtozdval, akkor ezen valtozokbdl alkotott vektor fogja jellemezni egy allapotunkat
a jatékunkban. Ha az egyik vektorvéltozonkat megvéltoztatjuk, akkor egy teljesen mds

allapotot kapunk. Ahhoz, hogy ezt elérjiik, operdtorokra van sziikségiink, melyek maguk-
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ban hordozzdk a jaték minden tulajdonsédgat, azaz a szabdlyos 1€pések Osszességét. Az
egyes allapotokban tehiat minden paraméternek egy-egy értéke van. Az allapottér nem
mas mint az 0sszes lehetséges vektorvaltozonk halmaza. A grafunk csucsai nem lesznek
masok, mint maguk az dllapotok. Ezek utdn az egyik csicsbdl akkor és csak akkor irdnyi-
tunk €It egy méasik csicsba ha a jatékunk szabdlyai azt megengedik, vagyis egy allapotbdl
csak megengedett 1€péssel juthatunk el egy masik allapotba. Ezen feliil még meg kell ad-
nunk egy kezdd csticsot, vagyis azt az édllapotot, ahonnét a jatékunk indul. Amennyiben
pedig egy olyan pontra 1épiink rd a grafban, amibdl nem vezet ki irdnyitott él, abban az
esetben egy végallapotba értiink. Mivel nullosszegii jatékokrol van sz, ezért ebben az al-
lapotban megsziiletik jatékunk nyertese €s vesztese is. Ha precizek akarnank lenne, akkor
egy jaték graffal valo reprezentdldsat az (A, O, k, C) négyes segitségével definidlhatunk,
ahol:

A —ajatékunk allapottere, ahol az egyes allapotok egy — egy csicsban kddoltak

e O - operdtoraink halmaza melyek megeggyeznek a gratban 1évo éleinkkel

k — a kezddéllapot vagy kezdbéllapotaink halmaza (k € A), vagyis az a cstics ahon-

nét jatékunk indul

C — célallapot vagy célallapotok halmaza (C € A), grafunk azon csucsai, melyek

nyeldk lesznek

A jatékok graffal valo reprezentéldsa természetesen anndl bonyolultabb, minél bonyo-
lultabb jatékot jatszunk. Példaként a sakk Osszes lehetséges dllapota és dllapotterének
Osszedllitasa elég komoly problémat okozna. Ha grafunk készen 4ll, akkor két jatékos
esetén a kezd6éllapotbdl indulva, egymads utan felvaltva lépkednek a grafunk csicsain. A
valdsagban persze esetleg mit sem sejtve errdl. Tovabba mindketten arra torekednek, hogy
eldbb érjék el a céldllapotok valamelyikét. Amennyiben pedig ,.egyszemélyes” jatékrol
1évén sz6 a végéllapot mihamarabbi elérése a cél. El6fordulhat, hogy ezen implementélas
sordn korok keletkeznek grafunkban. Ez azonban azt eredményezné, hogy jatékunk nem
lenne véges, vagyis jatékosunk vagy jatékosaink ezen kor csucsain lépkedve sosem fe-

jeznék be a jatékot. Ezt az esetet viszont kizartuk, mivel jatékunkat végesnek definidltuk.



3. fejezet
Kétszemélyes jatékok nyero stratégiaja

Legyen adott egy kétszemélyes jaték. Jatékosainkat jeloljiikk meg A, illetve B névvel.
Mindketten valasszanak egy tetszdleges stratégiat. Ha egy olyan jatékrdl beszéliink, ami
nem kombinatorikus jaték, egyértelmi, hogy ebben az esetben sem A-nak sem pedig
B jatékosnak nincsen nyerd stratégidja. Amennyiben az adott jatékunk kombinatorikai
és kritériumai megfelelnek az el6z6 fejezetben megfogalmazott jatékkal, ebben az es-
etben Neumann Jénos tétele alapjan a kétszemélyes definit kombinatorikai jatékokban
vagy az egyik jatékosnak van nyeré stratégidja, vagy mindkét jatékosnak van biztonsagos

stratégidja. Ezek koziil valamelyik biztosan teljesiilni fog.

3.1. Grundy - szamozas

Sprague és Grundy a harmincas években egymastol fiiggetleniil észrevették, hogy egy
egyszerd jaték magjat a kovetkezd mdédon lehet definidlni: Keresni kell egy v fiiggvényt
a jaték allasainak a halmazan, amely egy tetsz6leges olyan dlldshoz, amelybdl pontosan a
b1,bs...by. dlldsokba lehet eljutni, azt a legkisebb nem negativ egészet rendeli, amely kiilon-
bozik a y(by),7(b2)...7(by) fliggvényértékek mindegyikétdl. Ez a v fiiggvény kiterjeszthetd
halmazokra is, vagyis egy még Grundy — szdm nélkiili pozicié értékét megkapjuk ugy,
hogy nézziik a rdkovetkezd poziciok Grundy — szdmainak halmazat és ezen hajtjuk végre

az el6z06 hozzarendelést.

Példdul: 7(0) = 1;7(1) = 0;4(0,1,3) = 7(0,1) = 4(0,1,3,7,8,9) = 2

10



Jatékok és a Szamitogép

A jaték magja pedig ezen ~y fiiggvény zérus helyeinek halmaza lesz, azaz ahol y(a) = 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy amennyiben egy v(a) = 0 éllasban vagyunk, akkor innét egy
b dllasba lépve (b) # 0 éllasba juthatunk csak, illetve ha ,,a” végdllds akkor a jaték

szabdlyai szerint nem léphetiink sehova, hiszen a jaték véget ért.

3.1. Definicio . []y(p) = mex{y(q) | ¢ € P,(p,q) € L} dsszefiiggés adja meg egy
Jjdték Sprague-Grundy fiiggvényét, ahol P a jdtékunk dlldsainak halmaza, L = (L1U L2)
reldcio a P halmazaon, vagyis az elsé és mdsodik jdatékosunk lépéseinek halmaza. A

»mex” pedig a legkisebb kizdrt angol roviditése. (minimal excluded)

3.2. Tétel. [] Minden egyszerii jdtéknak létezik egyetlen Sprague-Grundy fiiggvénye.

7 2

Bizonyitds. Eloszor azt kell bizonyitanunk, hogy egy egyszeri jaték minden egyes p al-
lasdhoz van egy olyan szdm, nevezziik n-el (n € N, ahol N, a nyerd allas, vagy es-
etleg nyerddlldsok halmaza), hogy minden jatszmdnak amelyiknek az elébb emlitett p
a kezddéllasa n 1€pésbdl végigjitszhats. Indirekten feltessziik, hogy ez nem igy van,
vagyis létezik egy olyan egyszer( jaték, aminek van egy olyan p, kezdballdsa, amely-
bdl kiindulva akdrmilyen hosszu jatszma lejitszhat6. Ez azt jelenti, hogy végtelen sok
kiilonb6z6 olyan jatszma van, aminek ez a py lesz a kezdballasa. Mivel az egyszeri
jatékunk végesfoku, ezért e jatszmdk kozott végtelen sok kiilonb6zd olyan jatszma van,
ami ugyanazzal a (po, p1 ) 1épéssel kezdddik. Ezt a gondolatmenetet folytatva van végtelen
sok kiilonb6zd olyan jatszma, amely pop;po dlldsokkal kezdddik. Ezt hasonldan folytatva
minden n szdmhoz taldlunk olyan p,, allast, hogy végtelen sok jitszma a pop;ps...p, 4al-
lassorozattal kezdodik. Ekkor viszont a (p,_1,p,) eleme lesz A vagy B jatékos 1épés
halmazanak, ezért az egyszerl jatékunkban létezik pop;...p,... jatszma, ami lehetetlen
hiszen az egyszer( jaték véges fokud. (Ez tulajdonképpen nem mds mint a Konig Lemma,
vagyis azt lattuk be ha egy véges foku graf valamelyik pontjdbdl végtelen sok kiilon-
b6z6 ut indul ki, akkor abbdl a pontbdl végtelen hosszd tt is indul.) Az o(p) szdmot
nevezzilk a p dllas rendjének, ahol o(p) a leghosszabb jaték hossza p dllasbol szamolva.
Definidlunk P-n egy ~ fiiggvényt a kovetkezd médon: Ha o(p) = 0 akkor p egy végal-
las, azaz {q € P | (p,q) € L} iires, hiszen egy végélldsbl nem tudunk tovabb Iépni.
Legyen v(p) = 0. Ekkor v(p) — re teljesiil 3.1. Tegyiik fel, hogy v(¢) — t minden olyan

q eleme P-re , amelyeknek a rendje kisebb, mint n, mar ugy definidltuk, hogy teljesiil

11
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ra 3.1. Legyen o(p) = n, és legyenek q1, go,..., ¢ az Osszes olyan allapotok, melyekre
(p,q;) eleme L (i = 1,..., k). A rend értelmezésébdl kovetkezik, hogy minden ¢; rendje
kisebb mint n. y(q1),..., v(qx) fiiggvényértékeket mar definidltuk, és azokra is teljesiil
3.1. Legyen v(p) = mex{v(q;) | i = 1,...,k}. Ekkor v(p) — re is teljesiil 3.1. Teljes
indukcié mutatja ezekbdl, hogy minden n — re ami eleme az Ny-nak igaz lesz, hogy ~y
értéke az Osszes n rendd dlldsokra, ugy definidlhatd, hogy teljesiiljon 3.1. Mivel minden
allasnak van rendje, y(p) minden p € P éllasra definidlhaté dgy, hogy szintén teljesiiljon
3.1. Ezzel az egyszer( jaték Sprague — Grundy fiiggvényének 1étezését belattuk. Ha lenne
olyan jaték, aminek egyszerre két kiilonb6z6 Sprague — Grundy fiiggvénye is lenne, akkor
ezen jatéknak lenne legkisebb rendii olyan dllapota, amelyen a két fiiggvény kiilonboz6.
Ez azonban ellentmond annak, hogy 3.1 szerint a Sprague — Grundy fiiggvény értékét
minden p dllasban egyértelmiien meghatdrozzdk e fiiggvény a p rendjénél kisebb rendi

4llasokon felvett értékei. Igy az egyszert jatékoknak csak egyetlen Sprague — Grundy

fiiggvényiik van. 0

3.2. Kiraly jaték

Nézziik meg az el6z6eket egy konkrét példan. A vilasztott jaték legyen Kirdly cim{
jaték. A jaték egy sakktablan jatszodik €s egy béabu (kirdly) van elhelyezve a jobb alsé
sarokban. A jitékosok felvdltva 1éphetnek, mégpedig a sakkbéli kirdly 1épéseivel meg-
egyezden. Viszont visszafelé nem haladhatnak. Tehat csak az egyet balra, egyet felfelé
elv érvényesiil, vagy az atlésan 1épések koziil valaszthatnak a jatékosok. Ha precizen
akarndnk leirni az el6zGek alapjédn, akkor Kirdly = (A, O, k, C'), ahol az ,,A” jelen eset-
ben a sakktdbla egyes négyzeteinek halmaza. Az ,,0” nem mds, mint az az operdtor, ami
megvaltoztatja az épp aktudlis dllapot koordinatdit. Azaz, ha az A;; dllapotban vagyunk,
akkor ezt megvaltoztatva keriilhetiink az A, ;A ;11 illetve az A; 1, j 4, dllapotba. A ,,k”
kezdGallapot nem lesz mas, mint az A;; es index( allapot — azaz a sakktabla jobb als6
négyzete. A ,,C” végallapotok halmaza. Jelen esetben csak egy ilyen van, mégpedig bal
fels6 négyzet. A jaték egyes dlldsaihoz, vagy masképpen a graf egyes pontjaihoz hoz-

zarendeljiik a Grundy szamokat a kovetkez6 szabaly szerint:

12



Jatékok és a Szamitogép

Ahhoz a pozici6hoz, amelyiknek mar nincs rdkovetkezdje, azaz az egyik jatékos vesziteni
fog, 0 —tirunk — ez lesz a végallapot. Haegy A;; poziciénak mar minden rdkdvetkezdjéhez
frtunk szdmot, akkor A;; poziciéhoz ezek legkisebb kozos kizdrtjat rendeljiik.(azaz a ,,y”

fliggvényértékiink.)

- O |- O |—= O |w O

= O |= O |lw O W |O

= O W O w | O | w | o

= O |= O |= O |= |O
PR (N (W W IN (=
RN W (N WIN =N (=
PRI (=N = N —=
N (= o= (= (N =

3.1. abra. Kiraly jaték Grundy — tabldja

3.3. Tétel. [] Egy véges jdték minden poziciojdnak van Grundy szdma.

Bizonyitdas. Tegyiik fel ennek a tételnek az ellentettjét, azaz a hozzarendelési szabalyok
szerint mar egyetlen jatékbeli dllapothoz sem tudunk Grundy szdmot rendelni. Ez ugy
kovetkezzen be, hogy még van illetve vannak olyan poziciok melyekhez még nem ren-
deltiink szamot. Nevezziik a még kitoltetlen poziciét X; — nek. Ez csak akkor lehetséges
ha X; — nek van olyan X, rdkovetkez6je, amihez még ugyszintén nem rendeltiink sza-
mot. Ha nem lenne rdkovetkezdje, akkor a O Grundy szdmot kapnd, ha pedig minden
rakovetkezdje kitoltott lenne, ebben az esetben rakovetkezdi legkisebb kozos kizartjanak
értékét kapnd. Ezt a gondolatmenetet folytatva Xs —nek is kell lennie olyan rakovetkezdjének
mely még nem kapott Grundy szdmot, €s igy tovabb. Ezdltal kapunk egy X, Xo, X5...
végtelen hosszu pozicid sorozatot ahol X, ; rdkdvetkezdje az X; pozicionak. A jatékunkban
azonban csak véges sok pozicié van, ezért ebben a sorozatban valamelyik poziciénak is-
mét el6 kell fordulnia. Legyen példaul az X}, pozicié ami megegyezzik X;-el, ami azt
jelenti, hogy grafunkban egy kor keletkezett, azaz a jaték nem véges. Ami ellentmond

feltevésiinknek. [
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3.3. A Grundy - szamok értelmezése
Ahogy az a 3.1 — es dbrdbdl is kiolvashaté a Grundy — szamokrol:

e A vesztes pozicié Grundy szdma = 0,

e Haegy pozicié Grundy szdma n > 0, akkor egyetlen rakovetkezd pozicié sem lehet

n,

e a egy pozicié Grundy szdma n > 0, akkor a rdkovetkezd pozicidk kozott biztosan

szerepelni fogn — 1, n — 2,... 1,0 Grundy szamu poziciok is.
Ezen felsoroldsbol rogton adodik:

3.4. Tétel. [] Egy véges jatékban Kezdonek akkor, és csak akkor van nyerd stratégidja,

ha a kezdd pozicio Grundy — szdma 0-t0l kiilonbozik.

Bizonyitds. Ha ugyanis a kezd6 pozicié Grundy — szdma nullatdl kiilonbozd, akkor a
harmadik tulajdonsdg miatt van O Grundy — szdmu rakovetkezGje. Ebben az esetben a
kezd6 jatékos valaszthatja a 0-s poziciét. A mdasodik jatékosnak ekkor természetesen a
nulla poziciobdl kell ellépnie. Azaz a masodik jatékos vagy veszit, ezt tikkrozi az elsd
tulajdonsag, vagy kénytelen lesz olyan pozicidba 1épni aminek a Grundy — szama nul-

14t6l1 kiilonboz6 (ezt a masodik tulajdonsdg adja). Ennek kovetkezményeképpen a kezdd

jatékos ismételten nem nulla poziciobdl 1éphet!

Ha a kezd®6 jatékos ezt a stratégiat koveti, akkor mindig pozitiv, nem nulla poziciébél
l1éphet, aminek a harmadik pont szerint mindig van 0 rdkovetkez8je. Ebben az esetben a
kezdd jatékosunk nem veszitheti el a ,,meccset”, s mivel a jaték véges ebbdl adéddan a
jaték egyszer véget ér.

A folyamat megforditva is igaz lesz. Ha a kezd6 jatékosnak kell a O Grundy szamu pozi-
ciobdl 1épnie, azaz csak n > 0 értékre 1éphet. Ebben az esetben a Masodik jatékosnak van

lehet&sége 0 — s pozicidt vélasztania, azaz 6vé a nyerd stratégia.
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Ezen ismeretek tudatdban barmelyik id6pillanatban (azaz a jaték barmelyik allasban)
meg tudjuk mondani, hogy melyik jatékosnak van nyerd stratégidja. Azonban ha a nyerd
stratégidt hasznal6 jatékos egyszer is elvéti 1épését, ezzel atadja ellenfelének a nyerés
esélyét.

Az el6z6 tétel bizonyitdsa a Grundy — szamoknak szintén ezen alfejezet kezdetén fel-
sorolt harom tulajdonsdgdn milott, valamint azon a tényen, hogy a jaték elébb, vagy

utobb véget ér. A Grundy — szamozast €s ezzel egyiitt az 3.4 — es tételt néhany nem véges

jatékra is lehet altaldnositani a kovetkezd médon. (3.2 4bra)

3.4. Altalanositas nem véges jatékokra

Ezidaig véges jatékokrol volt szo, de a tétel altalanosithaté nem véges jatékokra is.
Azaz, ha példaul a jatékteriinkon szerepelnek korok. Ebben az esetben a szdmozést kicsit
modositanunk kell. Mégpedig dgy, hogy megkeressiik azt a poziciét amelyiknek nincs
rakovetkezgje. Ezen pozicié Grundy — szamat egyenlové nullanak definidljuk. A tovab-
biakban egy még Grundy — szam nélkiili X poziciéhoz abban az esetben rendeliink hozza

egy n > 0 szdmot,

e Han alegkisebb kizartja azoknak a szdmoknak, amelyek X megszdmozott rakovetkezGi-

hez tartoznak,

e Ha X minden szam nélkiili rakdvetkez8jének van olyan megszamozott rakdvetkezdje,

melynek Grundy — szdma éppen n. (3.2 dbra)

Ezek utan amennyiben felmeriilne az az eset, hogy maradnak Grundy — szdm nélkiili
pozicidk, ebben az esetben a szokdsos modositatlan eljards szerint kitolthetjiik azokat. Ezt
az eljarast illusztraljuk a Dugd jatékon. (3.2 abra)

Tehat el6szor meg kell keresniink azokat a poziciokat melyeknek nincs rakovetkezgjiik,
vagyis nem vezet ki bel6liik él. Csak egy ilyen csicsunk van a C. Ezutdn a D cstcs kaphat
még 0 Grudy szdmot, mivel radkévetkez6i még szdmozatlanok (B,E), és mindkett6jiiknek
van 0 rakovetkezdje. Ezek utdn G és K csucsunk egyértelmiien kitolthetdk, hiszen G —
nek csak D a rdkovetkezdje, igy G az 1 Grundy szdmot kapja, és mivel K — nak csak a

G a rakovetlezdje igy az a 0 szdmot kapja. Most csak az E csucsot szimozhatjuk meg,
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3.2. dbra. Dug6 jaték

ami a szabdlyok szerint az 1 Grundy — szdmot kapja. Ezutdn az E csucs rdkovetkezdje, a
kitoltetlen H csticsbdl, ahonnét eljuthatunk az 1 Grundy — szdmu G — be és a 0 Grundy
szamu D — be. igy a H cstics a 2 Grudy szamot kapja. Ezek utdn a B csics méar konnyen
kitolthetd, hiszen rakovetkez6i a 0 és az 1 szdmozasd csucsok. Azaz B értéke 2 lesz,
€s hasonl6 moédon az A csucsunk megkapja az 1 Grundy szdmot. Ezek utdn ha a nor-
mal kitoltési szabdly szerint haladunk végig az F,J,I,H,L,M,N,P pontokon, nem iitkdziink
akaddlyba, mivel mikor elérjiik a kovetkezd pontot a kitoltési sorredben, akkor mar min-
den rdkovetkezd Grundy — szdmuk adott lesz.

A nem véges jatékokra a is hasonléan miikddnek az el6zd alfejezetben leirt nyerési
€s vesztési poziciok. Azaz a kezdd jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha a
kezdd pozici6 valamelyik rakovetkezdje nulla Grundy szammal €keskedik, ill. a masodik
jatékosnak akkor, ha a kezd6 pozici6 kapja a 0 szdmot. Minden mds esetben ha mind-
két jatékos nyer$ stratégidra torekszik, akkor a jaték orokké tart. Ebbd] fakadéan sem

nyertesiink sem vesztesiink nem sziiletik.

3.5. Jatékok Osszege

Tekintsiik a Halom jatékot, melynek kezdetén legyen egy halom kavicsunk. Két
jatékosunk felvéltva elvesznek belSle tetszleges szamu kavicsot, de legaldbb egyet. Ez

a jaték igy onmagaban nem érdekes, hiszen a kezd6 jatékos az Gsszes kavics elvételével
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megfosztja ellenfelét a 1épésétdl, igy az elsG nyer. Am ha néhdny szaballyal médositjuk,

akkor mar érdekesebbé tehetjiik.

3.5.1. Bachet jatéka

Legyen kezdetben egy kupacunk, mely 100 kavicsbdl all. 2 jatékos felvaltva vesz el
1 — 10 kozotti értéknek megfeleld kavicsot. Grundy szdmaink segitségével itt is konnyen
meghatdrozhatjuk a nyer6 allasainkat. A O elem{ halomnak, mivel nincs rakovetkezdje,
Grundy szdma O lesz. Ezek utdn nézziik az 1, 2,... 10 elem kupacokat. Az 1 elemi
kupacnak egyetlen rdkovetkezgje van a 0 elemszamu kupac, igy Grundy szdma 1 lesz. Ez
igy megy egészen 10-ig. A 11 elemii kupacnak mar csak az 1, 2, ... 10 elemszamu kupa-
cok lehetnek a rdkovetkezdi, ezért a Grundy fiiggvény szabdlyai szerint a 11 elemi kupac
megkapja a 0 Grundy szdmot. Tehdt az n elemii kupacunk Grundy szdma n modulé6 11
lesz. Ebbdl konnyen latszik, hogy a nyerd pozicidk, melyek a 0 Grundy szamu kupacok

nem mdasok, mint a 11 és az egész szamu tobbszorosei 100 — ig.

Ezt a jatékot megfogalmazhatjuk alltaldnosan is. A kezdetben 100 helyett most legyen
,,n”. Jatékosaink az adott n elemi kupacbdl k darab kavicsot vehetnek el, ahol 1 < k& < n.
Az konkrét jaték meggondoldsa alapjan egy m kavicsbol all6 kupac (ahol m < n) Grundy
szdma m modulo (k + 1) lesz, és nyer poziciéi pedig a (k + 1) egész szdmu tobbszorose

n—ig.

3.5.2. Halmok osszege

Most nézziik azt a jatékot, amikor a Halom jaték nem egy, hanem kettd, vagy tobb
kupaccal kezdddik. Kezdd allasként megadjuk a kupacok elemszamdét. Ezek utdn a
jatékosok felvalltva 1épnek, mégpedig tigy, hogy tetszdlegesen valasztanak egy kupacot,
majd arra a kupacra felhaszndljdk a Halom jaték jatékszabdlyait, azaz tetszSleges 1 és a
kupac elemszdma kozotti kavicsot elvesznek belble. A nyertes pedig az lesz, aki az utolsé
jatszma nyertese lesz.

Ezt nevezziik két, vagy tobb halom jaték 6sszegének. Ezek alapjan a kovetkez6t definidl-
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hatjuk.:

3.5. Definicio . [] Kettd, vagy anndl tobb jdték osszegén azt értjiik, hogy minden jdtékban
megadunk egy — egy kezdddlldst, ezek utdn pedig mindkét jdatékos egymdst vdltogatva a
jdték szabdlyainak megfelelden az dltala vdlasztott jatékban lép egyet. A nyertes pedig az

lesz, aki a mdsodik, illetve az utolso jdtszma nyertese lesz.

Jelole J, és J, a jatékainkat. Osszegiik gréffal valé magvaldsitdsa nem lesz m4s mint
két jatékunk Descartes szorzata, azaz J; X Jo. Né zzilk meg példaul két 2 kavicsbol
allo halom jaté€k osszegét. J; jat€kunk allapotai legyenek (pg, p1, p2), illetve Jo jatékunké
pedig (qo, q1, ¢2). Ahol a 0. indexii pozicidk jelentsék azt, hogy a kupacunkban 0 kavics
van, az 1 és 2 —es index{iek pedig azt, hogy kupacunkban rendre 1 illetve 2 kavics van. Ha
kiilon kiilon szeretnénk Sket dbrazolni, akkor ezen allapotok lennének gréfjaink csucsai,

az éleket pedig a szabdlyok szerint az dbran lathaté mdédon hiizhatjuk be. (3.3 -bra)

® *o—©0

3.3. dbra. Halom jaték 2 kavicsra

Nézziik most e két graf Descartes szorzatdt, ami azt jelenti, hogy J/; minden pon-
tjdhoz hozzarendeljiik J, minden pontjit. Igy kapunk ehhez a konkrét jatékhoz 9 4l-
lapotot, melyeket szintén tekinthetiink 9 grafbeli csucsnak. Legyenek ezen allapotok /
csucsok indexei poqo, Poqi, ---, P2q2- Két pont kozott pedig irdnyitsunk €It akkor, ha az
egyik jatékbeli koordinatat rogzitjiik (példaként csak azt a sort nézziik ahol a pyq; indexek
szerepelnek) ettdl kezdve pedig a mdésik jatékunk szerinti szabdlyos 1épéseket kovetve

rajzoljuk be éleinket. (3.4 abra)

3.6. Bastya jaték

Tekintsiink most meg még egy jatékot, a Bastya jatékot. Adott egy 8 x 8 — as sakk-

tablank, rajta egy bastyaval. A jatékosok a babuval csak balra vagy felfelé 1éphetnek egy
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3.4. dbra. két halom Osszege

adott poziciébodl és az lesz a nyertes aki a bal folsé sarokba helyezi a bdbut. Tehat a
bal f6lsé saroknak megfeleld allds Grundy — szdma O lesz. Ezek utdn a tobbi mezét is

konnyen kitolthetjiik Grundy — fiiggvényiink segitségével. (3.5 dbra)

Q|12 |3|4(5 |6 |7
110 (3|25 |4 ,7|6
213|090 |1|86(7 | 4|5
312|107 |6 |5 |4
4 |56 |7 |0(1]2|3
54|76 |1|0]|3 |2
6 (7|4 |52 (3|01
7016|854 |3(2|1 |8

3.5. abra. Bastya jaték Grundy — tablaja

Ha jobban megfigyeljiik ezt a jatékot, akkor rdjohetiink, hogy ez tulajdonképpen nem
mads, mint két halom jaték 6sszege. Kezdetben van két darab, 7 kavicsbdl all6 kupacunk.
Jatékosunk vélasszon az elsd kupacbdl és begyen el beldle tetszdleges szamu kavicsot. Ez
pontosan annak felel meg, mintha a Bastya jatékban 1épnénk vizszintesen ugyanannyit,
ahdny kavicsot vettiink el a halombdl. Illetve hasonl6 médon most valasszunk a ma-
sodik kupacbdl. Ez a Béstya jatékra kivetitve pedig olyan, mintha ott 1épnénk, csak most
nem vizszintesen, hanem fiigglegesen. Igy nem meglepd, ha 2 halom jaték 6sszegének
szeretnénk megnézni a Grundy szdmait, pont a Béstya jaték Grundy tabl4jat kapnank,

hiszen a két jaték ekvivalens.

19



Jatékok és a Szamitogép

Jelolje ismét J; az elsé illetve J, a mdsodikat jatékunkat, akkor a definicié alapjén
ezen két jatékunk 0sszegén a J; 4 J; jat€kot értjiik. Ez a miivelet kommutativ, mivel J; 4
Jo = Jo+ Jj illetve asszociativ is, ami a definici6 alapjin dgyszintén adédik. Amennyiben
J1 és J, jatékunk ekvivalens, azaz J; = J, akkor Osszegiiket J 4+ J = 2.J alakban is

megadhatjuk.

3.7. Két jaték Sprague — Grundy fiiggvénye

Sprague és Grundy felfedezésiik utan azt is észrevették, hogy ha ismerik az egyszer
jatékok Sprague — Grundy fiiggvényét, akkor azon jatékok osszegének Sprague — Grundy

fliggvénye is egyszerlien kiszdmolhat6. Ehhez definidlnunk kell a kovetkezd 0sszeadéast:

3.7.1. Az @ miivelet és tulajdonsagai

3.6. Definicio . [] Legyenek i és j nem negativ egész szdamok, és jelolje 1 & j (olvasd:
oplusz) az (i+1) sor és (j+1) oszlop metszéspontjdt. Ezt a miiveletet nim — osszeaddsnak

nevezziik.
Példaul a Bastya jatékban (3.5 dbra)nézve 1 =3ésj=2-re: 4 B3 =7T.

Ha még nem ismerjiik az ¢ & 7 Grundy — szamat egy adott ¢, j — re, amennyiben adott

az Osszes rajuk kovetkezd pozicié értéke, a kovetkez6 médon konnyen kiszamolhatjuk:

3.7. Definicio . []i @ j=mex{i®0,id1,..id(j—1),004,1dj,..,(0i—1)dj}

Ebbdl kovetkezik, hogy barmely a, b illetve ¢ nemnegativ egész szdmra igaz, hogy ha
¢ < a @ b akkor vagy van olyan o’ < a melyre ¢ = a’ @ b, vagy létezik olyan b’ < b

melyre ¢ = a @ U teljesiil.

Az imént leirtak merdben hasonlitanak a folytonossag deffinicigjara, ezért hasznéljuk
a nim — 0sszeaddsra a nim — monoton kifejezést. A nim — monoton tulajdonsdg meg-

forditdsa viszont nem igaz, hiszen ez azt jelentené, hogy az x & y fiiggvény monoton,
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azaz x 4s y valtozdjaban szigordan monoton. A 3.5 — as dbra is j6l mutatja, hogy ez nem
igaz.

A 3.7 — es definici6 alapjan mondhatjuk azt is, hogy az & mivelet a, b, c nemnegative
egészekre kancellativ. Vagyis a &b = a & c —bdl kovetkezik, hogy b = césbda =cBHa
egyenldségbdl is kovetkezik b és ¢ egyenlsége.

A @ miivelet tulajdonsagai:

1. Kommutativ — Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz legyen egy olyan a és b legkisebb
Osszegll par melyre érvényes az a b < b@® a. Ekkor mindenképpen kell lennie egy
b <bmelyrea®b=10 ®a Mivel ' +a < a+ b, teljesiil hogy b’ a=adb,
ezérta b= a P b, amelyre b = b’ ami ellentmondas. Az ,,a” — ra hasonléképpen

bizonyithato.

2. Asszociativ — Tegyiik fel szintén hogy ez nem igaz. Ekkor legyen egy a, b, c legkisebb
osszegli szamhdrmas, melyre a & (b @ ¢) # (a @ b) & c¢. Mondjuk hogy a baloldal
kisebb a jobb oldalnal, ekkor 1étezik egy olyan d < (a @ b). De ekkor a & (b ® c)
=d @ c. Vagy pedig van olyan ¢’ < cmelyre a ® (b® ¢) = (a ® b) ® . Nézziik
ezt azestet. Mivel a +b+ ¢ <a+b+cezért (a®b) B =a@ (b ). Innena
o+ (b®dc)=a® (bd ). Erre kétszer alkalmazva a kancellativitast kapjuk ¢ = ¢/

egyenldséget, ami ellentmondas.
3. a® b < a-+ bminden a, b szdmra
4. & egységeleme a 0 szdm

5. Minden szadm inverze 6nmaga.

Legyen egy p pozitiv egész szdm nim — prim, ha nincsenek ndla kisebb olyan

szamok amelyeknek p a nim — dsszege.

6. Barmely pozitiv egész szdm vagy nim — prim vagy ndla kisebb nim 6sszegére bont-

hat6 a tagok sorrendjétdl eltekintve egyetlen médon

7. Egy szdm akkor és csak akkor nim prim, ha 2 hatvanya.
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8. Kiilonbodz6 nim — primek 6sszege egyenld kozonséges 0sszegiikkel

A (2), (4) és (5) tulajdonsdgokbdl megallapithatd, hogy a nem negativ egészek a nim
— Osszeadasra nézve csoportot alkotnak, ahol az (5) — s pont miatt minden elem dnmaga

inverze lesz.

A (6),(7),(8) meghatarozdsok a (4) és (5) fiiggvényében pedig meghatarozzik nekiink

két szdm nim Osszeaddsanak szabdlyait. Vagyis a kovetkez6t mondhatjuk:

3.8. Definicio . [] A nim — dsszeadandokat 2 kiilonbozd hatvdnyainak osszegére bontjuk,
s osszeadjuk azoknak a ketté hatvdanyoknak egy — egy példanydt, amelyek pdratlan szdmu

nim — osszeadandoban lépnek fel.

Ez a mdédszer kicsit mdsképpen megfogalmazva annyit jelent, hogy az dsszeadand6
szamainkat felirjuk kettes szimrendszerben. Az azonos helyi érték{i szdmjegyeket 6sszead-
juk, modulé kettével nézve az 6sszegeket, azaz atvitel nélkiil szimolunk. Ezzel a miivelet-
tel mar megfogalmazhatjuk azt a tételt amellyel két jaték dsszegének Sprague — Grundy

fliggvényét megéllapithatjuk.

3.9. Tétel. [] v;ix(p,q) = vs(p) ® vk (q), ahol p és q nem mds mint rendre J és K

jdtékok dlldsai illetve v fiiggvénybeli értékiik.

Nézziik meg példaként a két halom jaték Osszegének egy tetszdleges Grundy szamat,
hogy ellendrizni tudjuk az ezzel ekvivalens Béstya jatékon a tételiink helyességét. Legyen
az egyik kupacunkban 3 kavics, azaz mint kordbban megtudtuk ennek Grundy szdma 3,
illetve a mésik kupac kavicsszdma 5 anal6g mdédon ennek Grundy szama sem lesz kiilonb
5 —t6l. Sziikségiink van a 3 illetve az 5 kettes szdmrendszerbeli alakjara. Azaz 3 = 11,

illetve az 5 = 1015. Akkor az el6zbek alapjan:
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Azaz a keresett Grundy — szdm az 110,. Ezt visszaalakitva tizes szamrendszerbeli
szdmma 6 — ot kapunk, pont azt az értéket amit a szerettiink volna, illetve a tdblazat
alapjan ellendrizhetiink. Ez a tétel azonban nem csak két azonos jaték dsszegének, Grundy
szdmanak meghatdrozdsara alkalmas, hanem akar két nem ekvivalens jitékra is, a 1ényeg

csak annyi, hogy ismerjiik Grundy szdmaikat az 0sszes poziciora.
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4. fejezet
Egyszemélyes jatékok

Ahogy az el6z6 pontban is kielemeztem, az egyszemélyes jatékok is reprezentalhatok
graf formdjadban. Annyi a kiilonbség a kétszemélyes jatékokhoz képest, hogy itt csak egy
jatékos teszi a 1épéseket, €s nincs ellenfele aki megakadalyoznd, hogy egy kezdéallapot-
bl egy végillapotba érkezzen. Amde van egy kis hétuliitGje az ezen kategéridba tartozé
jatékok némelyikének. Bar az el6z6 pontokban leirtak alapjan csak a véges jatékokkal
foglakozom, 4m ezek nagy része nem mondhat6 végesnek, mivel a graffal val6 reprezen-
talasukban is j6l latszédhat, hogy kordket tartalmaznak. Igy a jatékunk mar nem is véges.
Azonban ha a koroket valahogy kiszirjiik a jatékmenetiinkb6l, akkor maris véges jatékot
kaptunk.

Az egyszemélyes jatékokndl az a célunk, hogy minél hamarabb, azaz minél kevesebb
1épéssel eljussunk az adott kezdd allapotunkbdl, a kivant végallapotba. Erre lehet&ségiil
szolgdlnak nekiink a graf keres6 algoritmusaink, mint példdul a mélységi bejaras a Dijk-

stra algoritmus vagy egy specidlis esete — egyenld élsilyozasra — a szélességi bejaras.

4.1. Szélességi bejaras

A szélességi bejardssal tulajdonképpen egy feszitofat keresiink egy irdnyitott, vagy
irdnyitatlan grafban, grafunk egy kezd6pontjabodl, egy éltalunk vélasztott végpontjdig. A
végpont egy konkrét jatékndl nem lesz mds, mint a mér kordbban taglalt grafbeli pontok,
melyekbdl nem futnak ki élek, azaz a nyel6k. A feszité fa megad egy legrovidebb utat az

altalunk kért két pont k6zott, amennyiben erre van lehetdség.
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4.1. Definicio . [] Legyen egy G = (V, E) irdnyitott vagy irdnyitds nélkiili grdf és s,u €
V' csiicsok, és s ~~ v it < vy, V1, ...,V >, ahol s = vy és u = v,

Az it hossza legyen, az tit mentén érintett élek szama, azaz

| s~ u|=|< vo,v1, .y > =1 =k
Az u csiics s —tol valo tavolsdga legyen az s ~~ v utak koziil a legrovidebb élszdma, azaz
d(s,u) = min{| s ~> v |} Ha nincs s ~ v iit a grdfban, akko legyen d(s,u) = 0o

Az algoritmus megvaldsitdsahoz sziikségiink van két halmazra és 2 tombre. Legyen
az egyik halmazunk H, amely tartalmazza azokat a cstiicsokat amelyeket mar elértiink a
bejaras soran. Illetve legyen egy () halmaz, amely tartalmazza azokat a csiicsokat melyek
ellendrzésre varnak, azaz még nem értiik el Sket. Ezenkiviil sziikségiink van még két
tombre, egy d[1..n] mely a kezdGestics és egy tettszbleges cstics tavolsdgot tarolja, illetve
egy II[1..n] mely az egyes csticsokhoz tartozé sziil6t kédolja majd. Egy u csucs sziilGje
alatt pedig azt az v’ cstcsot értjiilk, ahonnét eljutottunk az u—ba. Az n pedig grafunk
pontjainak a szamat jeloli.
Ezek utdn vezessiik be a kovetkezd jelolést a graf csicsainak szinezésére nézve, ahol u

jelentsen egy tetszbleges csicsot a grafunkban:

e Fehér—hau ¢ ) ésu ¢ H, azaz még nem értiik el csicsunkat

e Sziirke —hau € () és u € H, ami annyit jelent, hogy a csicsunkat elértiik , de a

gyerekeit, vagyis azokat a csticsokat amik u-bdl elérhetdoek, még nem taldltuk meg

e Fekete —hau ¢ @, illetve u € H, ami azt jelenti, hogy u — t mdr feldolgoztuk, és

megtaldltuk a gyerekeit.

A kezdetben H és () is egy iires halmaz, és d tomb minden egyes elemének végtelen
értéket adunk, hiszen még nem értiik el, egyetlen csicsot sem. I minden egyes elemének

pedig egy NIL értéket adunk. Ezek utdn H és () értéknek megadjuk a kezdScsicsunkat, d
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elsé elemét O-ra allitjuk, hiszen a kezd6cesucs eljutési ideje nulla, illetve II els6 eleme val-
tozatlan marad, hiszen egy kezdGcsicsnak nem létezik sziilgje. A kezdSesicsunk szinét
sziirkére 4llitjuk. Ezek utdn nézziik () els6 elemét, ami az imént berakott kezdd csics lesz,
és megkeressiik a gyerekeit. A gyerekek sorszamat belerakjuk sorban a () halmazunkba és
sziniiket sziirkére véltoztatjuk. A megtalalt gyerekek sorszdma d[gyerekek| = 1 hisz &k
az elso elértek a kezdGesucesbol. A kezdGesucsunk immar fekete szint olthet, hiszen mar
bejartuk. Ezek utdn () halmazunkbdl, mint egy verembdl elolrdl vessziik ki az elemeket,
(melyek tulajdonképpen a kezddcstics funkcidjat toltik be) és keressiik meg gyerekeiket.
A megtalalt gyerekeket analég modon sziirkére vdltoztatjuk, és bekeriilnek a () végére.
Ha azonban egy () — beli elemhez keressiik a gyerekeket és olyat taldlunk melynek a szine
fehértdl kiilonbozik ebben az esetben nem foglakozunk vele, és folytatjuk az algoritmust.
A TI[] értékében mindig az aktudlis gyerek sziil§jét rogzitjikk. A d[] értékét pedig rendre
egyesével noveljiik szintlépésenként. Az algoritmus akkor ér véget, ha a () halmaz kitiriil,
illetve ezzel egy id6ben d illetve I tombok utolso cellaértékei is megvaltoznak.

Az algoritmussal kikiiszoboltiik barmely jatékunk végtelenig tarté lefolyasat, hiszen olyan

pontokat nem érinthet a feszit6fank amelyeket mar egyszer megtalalt az algoritmusunk.
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S. fejezet

Button Madness

5.1. A jaték leirasa

7 2z

Még az elsd fejezetben emlitésre keriilt egy Button madness nevezetii jaték. Ez nem
mads, mint egy egyszemélyes kattintgatds jaték. A jaték szabdlyai viszonylag egyszertiek.
Az eredeti jaték egy 4 x 4 — tdblan jatszodik. Széval adott egy 4 x 4 — es tabla, melyben
minden egyes cella egy nyomégomb. Az egyes négyzetecskék mindegyike vagy zold,
vagy piros szint olt fel magara. Ezek utdan kezd6dhet a jaték. A jatékban egy 1épés abbol
all, hogy kattintanunk kell egy éltalunk kivalasztott mez&re. A kattintds utdn a kovetkezd

torténik:
e Az altalunk kattintott mez6 szine ellenkezgjére valt (piros-zold)
e Az altalunk vélasztott mezd jobb, illetve bal szomszédja szint véltoztat

e A vialasztott mezd feletti €s alatti mez is szint valtoztat

P

e Amennyiben egy sz€Is6 pontra kattintottunk, akkor ha az el6z6 két pontban leir-
tak kicsusznanak a tablankrdl, ebben az esetben a szinvaltas toruszosan, azaz az

atellenes oldalon érvényesiil.

A jaték célja az, hogy egy adott allapotbdl (szélsdséges esetben a csupa zold allapot-
bol) a csupa piros dllapotba jussunk. Vagyis minden egyes négyzetecskénk piros szini

legyen.
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5.1. dbra. Jatékszabdlyok — X kattintasi hellyel

Az ebben a fejezetben bemutatott eredmények Blokhuis [3] dolgozatét kovetik, részlete-

sebb magyardzatokkal.

Ha meg akarnank szamolni, hogy egy ilyen 4 x 4 — es jatéktabla hany jatéklehetdséget
nyujt nekiink, azt konnyen megtehetjilk. Minden nyomégombunk szine kétféle lehet:
piros és zold. Osszesen 16 nyomégombunk van, vagyis 2'6 kiilonbozé jatékunk, illetve a
mar kordbban taglalt dllapotunk van, ha a tablank szimmetridit nem szdmitjuk bele.

Minden egyes dllapotunkhoz tartozz€ék pontosan egy ,,nyoméshalmaz”, azaz azon gom-
bok halmaza, melyek megnyomadsa utdn elérjiik jatékunk céljat, vagyis az egyszind piros
tablat. A nyomdshalmazunk-béli elemek sorrendje nem szdmit, vagyis barmilyen per-
muticidjuk eljuttat minket a jatékunk céljadhoz. Tovabb4 nevezziik egy gomb lenyomasat
jelentéktelennek, ha egy jatékban ezt a gombot paros sokszor nyomjuk meg, hiszen ebben

az esetben olyan mintha meg sem nyomtuk volna. Ebbdl fakaddan, egy gomb 1-nél tobb-

sz0ri lenyomaésa szintén értelmetlen dolog.

5.2. Erdekes abrazolas

Erdekességképpen prébaljuk meg abrazolni a jatékunkat geometriailag. Grafunk min-
den egyes csucsa feleljen meg a 4 x 4 — es tablank egy — egy nyomégombjanak. Veg-
yiink ezutdn jatékunk elsd soranak megfeleld grafbeli csicsainkat, és kossiik 6ket Ossze
a megengedett szabalyok szerint. Igy kapunk egy 4 hosszii kort. Ugyanezt a folyama-
tot hajtsuk végre jatékunk elsd oszlopanak megfeleld csicsain, ahol hasonléképpen egy
4 hosszu kort kapunk majd a téruszossdg miatt. Ezen két, 4 hosszui koriink Descartes
szorzata adja meg a jatékunkbdl készithetd grafot, ami ugyanazt a végeredményt adja,

mintha minden egyes csticsunkat végigjartuk volna, és két csiics kozé pontosan akkor
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hiztunk volna élt, ha azt a jatékunk szabdlya engedi. A két darab négy hosszi koriink
Descartes szorzata pedig egy 4 dimenzids kockat rajzol ki nekiink a sikba, ami az 5.2 —es

abran szépen lathato.
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5.2. dbra. 4 — dimenzids kocka

Egy masik grafbeli dbrdzoldsa is érdekes lehet ezen jatéknak. Hasonl6 médon, mint az
elébb sziikségiink van a 16 csicsra, ami itt is rendre a nyomégombjainkat tiikrozi. Ezek
utan sziikségiink van még egy 16 csucsbol allo6 halmazra, amelyeket rendre megfeleltet-
hetiink az el6z3 16 csics mindegyikével. Gondolatban ezt az dj 16 pontbdl all6 halmazt
helyezziik az el6z6 folé. A tovabbiakban az els6 halmaz mindegyik pontjat kossiik 6ssze a
masodik halmazunk azon pontjaival ugy, hogy azok jatékunk szabdlyait kielégitsék, azaz
ha egy els6 halmazbeli pontot vdlasztunk (ami azt tiikkrozi, hogy a jatékban megnyomtuk
a neki megfelelé gombot), akkor azt pontosan akkor kotjiik 6ssze egy masodik halmazbeli
ponttal, ha a jatékban ezen nyomégombok szint valtanak. Figyelembe véve jatékunk els6
szabdlyat, — azaz az altalam valasztott mezd szine az ellenkezgjére valt — igy a grafkban

minden pont 0ssze lesz kdtve a masodik halmazban 1év6 megfeleljével. Minden cstic-

sunk foka igy 5 lesz és az elkésziilt alakzat pedig egy 5 dimenzids kockat fog abrazolni.

5.3. Button Madness nagyobb méretekben

Nevezziink a tovabbiakban egy m szdmot rossznak abban az esetben ha az m x m —
es Button Madness tdbla nem megoldhat6. Azaz létezik egy olyan kezdd éllapotu jaték,
melybdl nem tudunk eljutni a teljes egyszintiig. Az m X m — es jaték szabdlyai véltozat-

lanok a 4 x 4 tablajéhoz képest.
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Mivek ugyanannyi allapotunk van, mint ahdny nyomashalmazunk, ha az n x n — es tabldra
megoldhaté a Button Madness, akkor egyféleképpen oldhaté meg. Ha viszont van olyan
allapot, amelyre nem oldhaté meg, akkor olyan is van, amely két 1ényegesen kiilonboz6
moédon. Ha az m rossz, akkor az azt jelenti, hogy 1étezik olyan kiindulési dllapot az
allapotteriinkon, amely tobb mint egyféleképpen oldhaté meg. Azaz 2 vagy anndl tobb
nyomdshalmaz tartozik az dllapotunkhoz. Ezen nyomdshalmazokra teljesiilnie kell annak
is, hogy lényegesen kiilonbdzzenek, vagyis nem csak sorrendjiikben térnek el egymdstol.
Példaképp nézziink meg egy m x m széls6séges esetet az m rossz mivoltdnak eldon-
tésében. Legyenek az m x m — es jatékunk nyomdgombjai méar mind egyszinii pirosak.
Azaz jatékunk készen van, nulla 1€pésbdl eljutunk a végjatékig, hiszen abban vagyunk.
Amde tegyiik fel, hogy taldltunk egy olyan pér 1épésbél 4116 nyomdssorozatot amivel sz-
intén visszakapjuk a csupa piros allapotot, feltételezve, hogy ugyanoda nem kattintunk,
mert az egy elhanyagolhaté 1épés lenne. Mivel az dllapotok szama egyenlé a nyomads-
sorozatok szdmaéval, igy ha van megoldas, akkor az egyértelm{i. Ebbdl adéddan eljutot-

tunk elsé lemmankhoz, azaz:

5.1. Lemma. [] Ha m rossz és m osztoja n — nek, akkor n is rossz lesz.

5.3. abra.

Legyenek példaul 5.3 dbran lathaté x — ek melyekre kattintva tételezziik fel, hogy a
csupa piros allapotbdl a csupa pirosba jutunk vissza. Ha azon az m X m es tablan ahol az
x —eink vannak ez megtorténik, akkor ez az 9sszes tobbi m x m—es résztablan az x—eknek
megfeleld mezdkre kattintva is teljesiil. Azaz a 5.1 — es lemmankat igazolja.

A kovetkezd jatékra vonatkozé lemmank legyen:
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5.2. Lemma. [] Ha m az nem rossz, akkor a 2*m sem rossz

5.3. Definicio . [] [Kettds Kereszt] A ldthatdsdg kedvéért vegyiik a csupa zold dllapotot
egy 2m*2m es jatékndl. Ekkor ha egy tetszoleges gombra kattintunk, majd annak négy

szomszédjdra, a kettds kereszt konfigurdciot kapjuk. (5.4 dbra bal oldala)

5.4. abra. Kett3s kereszt effektus

A kettSs kereszt mindegyik gombra végigjatszva egyértelmiien megadja, hogy a 2m x
2m — es jatékunkat felbonthatjuk diszjunkt részjiatékok halmazara. Ezek szdma ahogy az
az 5.4.abra jobb oldala is mutatja négy lesz. A részjatékok mérete egy m x m Button
Madness jaténak felel meg. Ebbdl mér kovetkezik a lemmank, vagyis ha az m x m —es

jaték megoldhatd, akkor a 2m x 2m is.

Tovéabbd, ha az m j6, akkor ahogy azt mar kordbban emlitettem az m x m — es
tdbla minden allapotdhoz tartozik egy nyomdssorozat, ami egyértelmi és a csupa piros
allapotba vezet minket. Ezen nyomdssorozat tagjait kedviinkre permutédlhatjuk. Mivel
nem szamit, hogy egy nyomégomb illetve szomszédai szinét mikor vélltoztatjuk meg,

ugyanugy a csupa piros allapotot kapjuk.

5.4. Algebrai okoskodas

A tovabbiakban kozelitsiik meg a problémat algebrai mdodszerek segitségével. Legyen
adva egy n x n — es Button Madness tablank. Jelolje 7 a tablank sorainak a szdmat, mely

fusson 0 — t6l (n — 1) — ig. Az elsG sor indexe legyen 0, az n. — ik utolsé soré pedig
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n — 1, illetve analég médon jeldlje 5 az oszlopok indexét. Ezek utdn minden egyes kis
négyzetecskét cimkézziik fel XY’/ monommal. Ha ez megvan akkor tekintsiik azt a

polinomot, amely 0sszegzi a piros cimkéknek megfeleld tagokat.

5.5. 4bra.

Példaul az 5.5 — 6s dbrén lerajzolt 4llapothoz tartoz6 polinom a kdvetkezdképpen néz

ki:

FIX,Y) = XOV0 4 X1y3 4 X2y2,

Ezek a polinomok pedig egy kételemii test f6lott vannak definidlva, azaz elemei az
F5[X, Y] —nak. Az F5 test elemei a 0 illetve az 1 értékek, ezek lesznek a polinom egyiitt-
hatéi. Nyilvan a zold mez8k 0 egyiitthatdval fognak rendelkezni a pirosak pedig eggyel a

polinomunkban. A jaték téruszos tulajdonsdga miatt felirhat6 az
R=FE[XY]/(X"-1,Y"-1)

faktorgytirt ami tulajdonképpen annyit jelent, hogy a polinomokkal val6 szamoldsnél
az X" -t helyettesitjiik 1 — gyel. Az eredeti jatékunkban ez annyit jelent, hogy ha valame-
lyik széls6 pontra kattintunk, példaul az X Y3 cimkével ellatott mezdre, a tdle jobb oldali
mez0 is szint valt a szabalyok szerint, de ugye téle jobbra mar nincs mez6. Ezért ugrunk

az atellenes oldalra.

Tovabba tekintsiik az

(X,Y)=1+X+X1+Y+Y!
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polinomot, ami tulajdonképpen jatékunk szabdlyainak levetitése algebrai alakra. Hiszen,
ha az (i, j) — re kattintunk, akkor az X'Y7(1 + X + X! +Y + Y ') szorzat megadja,
hogy allapotunk hogyan véltozik. Ugyanis X'Y7 - 1 jeloli azt, hogy a Kattintott helyiink
szine megvéltozik, a X és X1 — el val6 szorzat épp a jobb és bal oldali szomszéd ko-
ordinat4jat adja, illetve az Y és Y ! vald szorzata az X'Y/ — nek a kattintott mezdnk
feletti és alatti mez6t adja. Szoval ezzel megkapjuk a véaltozé mezdk koordinatdit €s a
teendGnk mdr csak annyi, hogy ezeket hozzaadjuk f(X,Y') - hoz. Azaz egy kattintds utdn

a kovetkez6 torténik:
fX)Y) = f(X,)Y) +Xin(1 + X+ XT4+Y + Yfl).

El6fordulhat ebben az esetben, hogy valamelyik polinom valtozénk egyiitthatdja O és 1
— t6l kiillonbozd, azaz 2. De mivel az F5 testben vagyunk ezért modulo 2 nézve az a ko-
ordindta el is fog tlinni. Viszont ha megnézziik az eredeti jatékunkat akkor ez nem is baj,
hiszen az f(X,Y) polinom csak a piros mezdinket tartalmazza. Ha egy Kattintds sordn
egy X'Y7 tag i,j konkrét értékre tjra bekeriil a polinomba, azaz 2 - X'Y7 fog szerepelni
az Osszevonds utdn. Ez jelenti, hogy jatékunkban az i,j koordindtdnak megfelel6 gomb
szine pirosrdl zoldre véltozott, de ezek utdn igy semmi keresni valéja az f(X,Y") polino-
munkban.

Az i(X,Y) polinom tobbszoroseinek halmaza legyen I, ahol az (¢(X,Y")) f6idedl R —

ben.

Induljunk ki mondjuk a csupa piros zold dllapotbdl (azaz a 0 polinombdl), és szeret-
nénk eljutni abba az dllapotba, amikor a (0,0) koordinatdja Button Madness tablanknak
piros, az 0sszes tobbi pedig zold. Az n akkor és csak akkor j6 ha ezt 1ényegében egyértelmtien
meg tudjuk tenni. Legyen S(X,Y’) a megnyomott mez&knek megfeleld X 'Y’ monomok
Osszege, amivel a kivant dllapotunk elérhetd. Ekkoraz f(X,Y) csak a X°Y? = 1 értékkel

egyenld, vagyis
SX,Y) I+ X+ X' +Y+Y ) =XY0=1.

Ez azt jelenti, hogy az 1 eleme I — nek, azaz 1 — nek tobbszorose lesz i(X,Y) —

nak, ebbdl pedig kovetkezik, hogy minden lehetséges polinom tobbszorose lesz i( X, Y)

33



Jatékok és a Szamitogép

—nek, vagyis [ = R. Megforditva, ha I = R, akkor a csupa zold allapotbdl el tudunk
jutni tettszSleges dllapotokba, hiszen minden f(X,Y") felirhaté S(X,Y) - i(X,Y) alak-

ban. Azaz adott n akkor €s csak akkor lesz j6, ha I = R —rel.

Az eddigi polinomjainkndl X és Y helyébe csak 0 vagy 1 — et tudtunk behelyettesiteni,
mert ezek az F; test elemei. De mi tobbet szeretnénk! Vegyiik el az el6z6 helyettesitésiin-
ket, azaz X" = 1 -et. Ekkor X helyébe nyilvédn az n — edik egységgyokok johetnek széba.
Amde ezeket az értékeket F) testiink nem tartalmazza. Egy olyan testre lenne sziikségiink
melyek tartalmazzdk F), elemeit, illetve az 0sszes n. — edik egységgyokot egyarant. Ezt
ugy érhetjiik el legkonnyebben, ha F, egy bovitését nézziik. F; véges bovitései pedig 2"
elemd véges testek. Az n. — dik egységgyokok akkor lesznek For —ben,han | (27 —1) -

nek, példaul azért mert F5r multiplikativ csoportja ciklikus lesz.

Ami biztosan j6 lesz nekiink e bovitésre az a 2¢(™ elemszamii test, ahol ¢ az Euler-
féle fiiggvény. Illetve még azt is tudjuk az 5.1 — es lemma alapjan, hogy csak a péaratlan n

— eket érdemes vizsgalni.

5.4. Tétel. [] Az n szdm akkor és csak akkor rossz, haaz i(X,Y) =1+ X+ X' +Y +
Y ! = 0 egyenletnek létezik megolddsa az n — edik egységgyokik korében (a bévitett F
folott).

Bizonyitds. ,,<=": Legyenek a és b olyan egységgyokok, amelyekre az i(a,b) polinom
egyenld lesz 0 — val. Legyen a U olyan, hogy az F5,[ X, Y] — R. U(f(X,Y)) = f(a,b)
leképezés egy olyan nem trividlis gylri homomorfizmust definidl, melyre I C ker W,
akkor [ # R —rel.

Mas széval, haaz i(X,Y)S(X,Y) =1 az R-ben, akkor az i(a, b)S(a,b) = 1 az F — ben,
igy az i(a,b) # 0 —val.

,—" Tegyiik fel, hogy az I # R — rel. Akkor meg kell mutatnunk, hogy 1éteznek
olyan egységgyokok, legyenek ezek szintén a és b, melyekre i(a,b) = 0. Tegyiik fel
indirekten, hogy nem léteznek ilyen a és b. Ekkor ¢(X,Y') invertdlhat6 lesz R — ben. A

tagonkénti négyzetre emelés haszndlatdval, (ami lehetséges hiszen F, . felett a négyzet-
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re emelés a tagonként végezhet), és felhasznalva, hogy 29(™ = 1 modulo n, azt kapjuk,

hogy i(X,Y)2"™ =i(X,Y). Azazi(X,Y) pontosan akkor invertlhatd, ha:
FIX,Y) =i(X, Y)¥" 11 =0,

Tekintstink dgy az f(X,Y') —ra, mint egy k6z6nséges polinomra, melynek mind X — ben
mind Y — ban a foka kisebb, mint n. Az a és b egységgyokokre fenndll, hogy i(a,b) # 0,

igy f(a,b) = 0.
Mindezekbdl kovetkezik, hogy f(X,Y') azonosan 0, bizonyitvan az allitdst.

Ennek kovetkezményeképp 1ij bizonyitdst adtunk az 5.1 —es €s 5.2 —es lemmaénkra:

5.5. Tétel. [] Ha az n szdm rossz, akkor annak bdrmely tobbszorose, és n/2 is rossz,

amennyiben ez értelmes.

Az eddigieknél mélyebb eszkozoket ( Weil becslés véges test folotti gorbe pontjainak

szdmara) haszndl az alabbi két tétel bizonyitasa:
5.6. Tétel. [] 2% — 1 rossz minden k —ra, ha k # 1, 3.

5.7. Tétel. [] 2% + 1 rossz, minden k > 0 — ra.
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6. fejezet

Button Madness megoldasa

masodpercek alatt

Mint azt méar kordbban is emlitettem, €s ami tulajdonképpen természetes, hogy az
egy, vagy akar tobb személyes jatékok szdmitégépes implementaldsa 4ltal, konnyen és
sokkal gyorsabban taldlhatunk megoldést problémankra. Olyan dolgokrdl van itt szd,
amit emberi agyunk mar — mar kénytelen atlatni, hiszen szamitogépek segitségével tobb
ezer feltételt, lehet&séget, stratégiat végig tudunk nézni masodpercek lefolydsa alatt.
Mikor kivalasztottam egy konkrét jatékot, a 4 x 4 Button Madnesst, amelyet a szakdol-
gozatomba illesztek, még nem tudtam pontosan, hogy hogyan is fog kinézni az a prog-
ram, ami majd egy random Button Madness egy adott dllasbdl a végallasba juttat engem.
Voltak késza, és gyorsan elvetendd otleteim, mint példdul az, hogy el6szér megnézem,
hogy 1 1épéssel megoldhato e a feladat, ha nem akkor 2 1€pésre, és ezt folytatva addig,
amig nem kapok kézzel foghaté eredményt. Mindezt pedig visszalépéses kereséssel. De
ez elég bonyolultnak tiint, és dttekinthetetlennek. Ekkor jott az 6tlet, hogy valamiképp
egy grafot kéne konstrudlni a jatékbol, és ha ez megvan akkor valamilyen fabejirédssal
mar sinen vagyok. Ahol a graf csicsai jelentenék a jaték egy édllapotat, és akkor menne
két csics kozott €l, ha egy adott csicsban tarolt dllapotbdl el lehet jutni egy masikba.
Az biztos, hogy minden cstcs foka a grafban 16 lesz. Mert egy allasdban a jatékunkban
16 kiilonb6zd helyre kattinthatunk, ami egy dllapotbdl igy 16 édllapotba vezet minket.
Az allapotunk Osszessége is ismert, hiszen minden egyes nyomégomb szine vagy piros,

vagy z6ld szint olthet magdra, azaz 2'¢ dllapotunk lesz. Igy a probléma megolddsdnak
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kivitelezésének tutjdba mar csak az allt, hogy hogyan fogom az Osszes allapotot 1étre-
hozni. Végiil rdjottem arra, ami lehet egy rutinos programozonak mar egyértelmd. S
csak miutdn rdjon az ember — kézenfekv6 a megoldds. Mivel két szin(i lehet egy nyomo-
gombunk, ezért jeloljiikk bindrisan a nyomégombokat, azaz 0-assal ha zdld, és lessel ha
piros, vagy forditva. EbbsSl mar lathatd, hogy akkor minden egyes allapotunk a jaték-
ban 16 hosszd, 0 és 1 — ekbdl 4116 kettes szamrendszerbeli szamokbdl 4ll. Igy az osszes
dllapotunk létrehozdsa nem mds, mint 0 — t6l kezdve, egészen 2% — 1 — ig 10-es szdm-
rendszerbeli szamok kettesbe valé konvertdldsdnak az eredménye. Példdnak okaért, ha
egy 10-es szamrendszerbeli szimunk kettes szamrendszerbeli alakja csak 5 bitbdl all a
szadm elé annyi 0-4st irunk, hogy végeredményként 16 hosszu szamsorunk jojjon ki, igy
ugye nem viltoztatva a bindris szamunk értékén. Igy a 0 10-es szdmrendszerbeli szimhoz
a kettesbeli O tartozik, és kibdvitve egy 16 csupa nulldkbol all6 sorozat. A 0 szdm az
el6z6ekben leirt zold szint jelenti, ami a csupa zold allapot lesz. A csupa piros, pedig
nyilvan a 16 hosszi 1 — esekbdl all6 karaktersorozat, ez pedig pont a 26 — 1 10 — es
szamrendszerbeli értéke. A programom is ezen Otlet alapjan késziilt el, a valasztott nyelv

pedig a C++.

6.1. Az algoritmus felépitése
Eldszor is deklardltam egy struktdrdt, ami a grafbeli pontokat paraméterezi

struct node

bool color[16];
int edge[16];
I

6.1. abra.

Azaz all egy 16 hosszu boole véltozobdl, ami megadja az egyes allapotunk szineit,
illetve tartozik még hozza, egy ugyancsak hosszu valtozo, melyben minden egyes dllapot
16 szomszédjat tudom eltdrolni, majd lefoglaltam a memdridban 2'¢ darab ,,node”- t a
memoéridban. Ezek utdn egy ciklussal végigfutva 0 — t6l (2!6 — 1) —ig a szdmokat atalaki-

tom kettes szamrendszerbelivé, ezzel megkapva az allapotokat. Majd ezek utan az épp
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kiszdmolt dllapot elemein végigmenve:
sor=1/4;
oszlop=1%4;

[IA kattintas helye
segedcolor[4*saor+aszlopl={segedcolor[4”sar+oszlop]+1)%2;

1A kattintastdl jobbra és balra-
szam=(oszlop+1)%4;
segedcolor[4*sor+szam]=(segedcolor[4*sar+szam]+1)%2;

szam=(oszlop-1+4)%4;
segedcolor[4*sor+szam]=(segedcolor[4*sar+szam]+1)%2;

A kattintdstél fel és le
szam=(sor+1)%4;
segedcolorf4*szam+oszlop]=(segedcolor[4*szam+aszlop]+1)%2;

szam=(sor-1+4)%4;
segedcolar[4*szam+oszlop]=(segedcolor[4*szam+aszlop]+1)%2;

for (int m=0;m=16:m++)

{
graphli] edge[=(graph(i] edge[l])+(segedcolorm]*kettohatvany[m]);
}

6.2. abra.

Azaz mivel az dllapotok szinét egy egydimenzids tombben taroltam, ha az adott szin
z0ld, akkor egy 0 — dssal, amennyiben pedig piros 1 — essel. Ezért vissza kellett keresni
melyik elemrdl van sz6 a 4 x 4 — es tdbldmon. Majd meghatdroztam minden egyes lehet-
séges kattintdsbdl kovetkezd allapotot a fenti kép alapjan. Ekkor az igy kapott dllapotot
ismét visszaalakitottam 10-es szamrendszerbeli szammad, €s a grapf[:].edge[l] értékben
taroltam, vagyis a graf i-edik pontja (ami mar egy-egy sima 10-es szdmrendszerbeli in-
dexszel fut), és az | index szerinti értékét adja, azaz azt az allapotoknak a 10-es szdmrend-

szer beli alakjat ami akkor kovetkezik be, ha a sor = [ /4 és az oszlop = [ modulo 4 helyre

kattintok.

Ezzel a graf mar el is késziilt. Ebben minden cstics egy 10-es szamrendszerbeli in-
dexszel rendelkezik 0 — 61 (216 — 1) — ig, és amint azt az el6bb tdrgyaltam, ezek pont
jatékunk éllapotai lesznek, illetve az is meghatarozhatd pontosan, hogy melyik csticsbol

hova vezet él, azaz melyik dllapotbdl hov4 lehet eljutni.

Ezek utan mér nincs mdés feladat, minthogy valamilyen fabejar6 algoritmussal egy
adott kezd6, ami tiikrozi jatékunk egy adott dllapotdt, eljussunk abba a pontba ami a
csupa piros dllapotba vezet, azaz a 2'¢ — 1 index{i pontba. Amennyiben ezt megtalaltuk,

algoritmusunk ledllhat.
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A fabejar6 algoritmusok koziil a sz€lességi bejarast kddoltam le, ami azt is el8segiti,
hogy a program futdsa véges id6n beliil befejez6dik. Tudniillik a grafunkban korok is
taldlhatok. Hiszen mar az is egy kornek szamit, hogy egy adott dllapotbdl eljutunk egy
masikba, akkor nyilvan vissza is eljuthatunk, eredeti jaitékunk kétszer ugyan azon celldjira
kattintva, amit a kordbbiakban felesleges 1épésnek definidltam. De a szélességi bejaras,
mivel egy adott pontot csak egyszer vizsgal, ezért szerencsésen kizdrja azt az esetet, hogy
korokbe bonyolddjon ciklusunk, igy garantdlva a programunk, sot jatékunk végességét. A
szélességi bejards megad nekiink egy megfeleld utat a kivant csiicsunkbdl, igy nincs méar
mads feladat mint ezen ut kifratdsa, amit a szélességi keresés szintén tdarol nekiink, csak

visszafelé kell haladnunk a csupa piros dllapot csucsatol a kezdeti pontunkig.

6.2. Button Madness

Szakdolgozatomhoz csatoltam még a jatékot magat, is amit C# programmal készitet-
tem el. A program maga nem egy bonyolult dolog, 6.2.4brdhoz hasonl6 médon adtam
meg, hogy egy kattintdsndl minek hogyan kell valtoznia. A program futtatdsa sordn
a csupa zold allapotd jaték tarul elénk, illetve egy jaték generdldsa sordn a kovetkezbt

lathatjuk:

ol Button Madness |E| @

13473

Generdlas

Urakezdés

I

6.3. abra.

Es mar indulhat is a jaték. A bal folsé sarokban egy szdmot lathatunk beirva, ami a
jatékunk kodjét tarolja. Tulajdonképpen nem mas, mint a mér hasznalt jatékunk tabl4jabol
kigeneralt kettes szamrendszerbeli szam 10 — es szimrendszerbeli alakja. Amennyiben ezt

a szamot a felhaszndl6 beirja a C++ — os programok bemeneti paramétereként, akkor az
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kigenerdlja nekiink az adott Button madness tdbla azon 1épéseit, melyek altal eljutunk a

kivant csupa piros dllapotba. A 6.3 —as képpel illusztralt jaitékhoz példaul a kovetkezot:

L kattintidsok helyei:
4. sor 2. o=szlop
2. 80r 3. o3zlop
4. 80T o3zlop
3. 80T o3zlop
5]
1
4

) B2 L

- aar oszlop
.. 20T oszlop
. 20T oszlop
oszlop

[ e

« 30T

6.4. abra.

£ 9

Ha megfigyeljiik az dbrat latunk rajta még két gombot egy ,,Ujrakezdés” illetve egy
,Generdlds” gombot. Az Ujrakezdés gombbal visszadllithatjuk kigeneralt 4llapotunkat.
Generalds gomb segitségével egy dj kezddallapotdt hozhatjuk 1étre jatékunknak. A prog-
ram ezen érdekessége talan az, hogy az adott dllapotot az éppen milisecundumra aktudlis

1d6bdl generdlja.
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani t€émavezetdmnek, SzOonyi Tamasnak, aki segitett
felkutatni a szakirodalmat, és idejét nem sajndlva segitett az idegen nyelvii szovegekek
leforditdsaban és értelmezsében. Aki a nyelvtani és szerkezeti hibdk rendkiviil kitartd
keresésével és irdnymutatdsaival a szakdolgozatom elkésziiléséhez nélkiilezhetetlen segit-
séget nyujtott. [lletve szeretnék még koszonetet mondani csoporttarsaimnak, akik segitet-

tek eligazodni a ISTEX vildgédban.
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