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Bevezeto

Szakdolgozatomban sikgrafok polikromatikus szinezésével foglalkozunk. A lehetd legtobb
szinnel szeretnénk kiszinezni egy sikgraf cstcsait gy, hogy minden lap csicsai kozott fel-
tlinjon minden szin. A legnagyobb szdmot, mellyel egy G sikgrafnak létezik polikromatikus
szinezése, a G sikgraf polikromatikus szdmdnak nevezzik, és p(G)-vel jeloljik. Barmely
sikgraf polikromatikus szdméara nyilvanvalé fels6korlat a legkisebb lapjanak mérete, igy
p(G)-t ennek fiiggvényében érdemes vizsgdlnunk. Tekintsiik azokat a sikgrafokat, melyek
legkisebb lapja g méreti, és jelolje p(g) ezen sikgrafok polikromatikus szdma koziil a legkiseb-
bet. Utébbi pontos értéke mar g = 5 esetén sem ismert, de érdemes megemliteni, hogy a
p(5) = 4 egyenl8séghdl kovetkezne a Négyszin-tétel.

Miel6tt ratérnénk a polikromatikus szinezése vizsgdlatara, az 1. fejezetben ismertetjiik
Victor Klee teremdr problémdjdt és Chvétal klasszikus teremér tételét [12, 14]. A mdsodik
szakaszban sikgrafok levédési probléméjét vizsgaljuk [2]. A polikromatikus szinezéssel vald
kapcsolatrdl a 2. fejezetben tesziink majd emlitést.

A 2. fejezet dleli fel a dolgozat egyik {6 téméjdt. Alon és tarsai [1] eredményeit bemutatva
a sikgrafok polikromatikus szamara adunk alsé és fels6 becslést a legkisebb lap méretének
fliggvényében. Az alsé becsléshez kisebb kitéroket tesziink kiilonboz6 algebrai, grafelméleti
problémak felé, a fels6 becslést pedig konstruktivan bizonyitjuk.

A maésodik nagyobb témat a 3. fejezetben targyaljuk. A sikgrafok két specidlis osztalya-
nak, az dltaldnos felosztdasok és a téglalap-felosztdasok polikromatikus szinezéseivel foglalko-
zunk [3, 6], de emlitést tesziink a guillotine-felosztdsokrdl is [8, 10]. A felosztdsok szinezésekor
kibévitjiik a polikromatikus szinezés definiciéjat, és igazoljuk, hogy minden téglalap-felosz-
tasnak létezik erdsen polikromatikus 4-szinezése. Latni fogjuk, hogy van olyan altalanos
felosztas melynek nincs gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezése, de minden &altalanos
felosztasnak 1étezik gyenge dltaldnos polikromatikus 3- és 5-szinezése, illetve erds dltaldnos
2- és 6-szinezése.

Az utolsé fejezetben a polikromatikus szinezés bonyolultsdgat vizsgaljuk, melyben f6ként
[1] néhédny fontos eredményét mutatjuk be, de [6] idevonatkozd részeit is megemlitjiik. Meg-
mutatjuk, annak eldontése, hogy egy sikgraf polikromatikusan k-szinezheté-e, trividlis a

k = 1 esetben, P-ben van a k = 2 esetben, és a k = 3,4 esetekben a probléma N P-teljes.



Fogalmak, jelolések

Egy gréfot sikbarajzolhatonak neveziink, ha lerajzolhaté a sikba gy, hogy élei nem met-
szik egymast. Sikgrdf alatt egy sikbarajzoldsaval adott sikbarajzolhato grafot értiink. Egy
sikgrafot egyszerinek neveziink, ha nem tartalmaz parhuzamos éleket és hurkot. Jelolje
V(G), E(GQ), F(G) rendre a G sikgraf csicsainak, éleinek, lapjainak halmazat. Egy lap
keriiletén taldlhaté csicsot a lap cstcsdanak nevezzilk, egy f € F(G) lap cstcsainak hal-
mazat pedig Vy-el jeloljik. Egy lap méretén a csicsai szdmat értjiik.

A G graf csucsainak k-szinezésén egy x : V(G) — {1,...,k} fiiggvényt értiink, és a
szinezést jo k-szinezésnek nevezzilk, ha nincs monokromatikus €él, azaz minden uv € E(G)
élre x(u) # x(v). A Négyszin-tétel szerint minden sikgréfnak létezik jé 4-szinezése. Ha-
sonléan, a G graf éleinek k-szinezésén egy & : E(G) — {1,...,k} fiiggvényt értiink, és a
szinezést jo k-élszinezésnek nevezzik, ha minden u € V(G) cstcsra és minden uv, uw élre
y(ww) # x(ww).

Egy G graf v cstcsdnak fokszdmdn a v végpontud élek szamat értjik, és dg(v)-vel jeloljik.
A v € V(Q) cstics fokszamdt egyszeriien d(v)-vel is jelolhetjiik, ha vildgos, hogy a G-beli
fokdrdl van sz6. A G gréf cstcsai fokszamdnak minimumét §(G)-vel, maximumdt A(G)-vel
jeloljiik. Iranyitott D graf esetén a v € V(D) cstiesbdl ki-, illetve belépd élek szdmat d*(D)-
vel illetve d™ (G)-vel jeldljiik.

Tekintstik a G graf cstucsainak egy V'’ részhalmazat. G[V']-vel jeloljik G, V' éltal feszitett
részgrafjat.

Tekintsiik a G graf csicsainak egy X halmazat. Ekkor az (X, V(G)\X) halmazpart G
vdgdsdnak nevezzik, és egy uv élt vdgdélnek mondunk, ha v € X és v € V(G)\ X.

Egy gréfot pdrosnak neveziink, ha csicsai két osztalyba sorolhatdéak gy, hogy az egy
osztalyon beliili csticsok nincsenek éllel Osszekotve. Példaul egy tetszdleges graf valamely

vagasa és a vagodélek paros grafot adnak.
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1. fejezet

Sokszogek és sikgrafok levédése

Az aldbbi felvezetd fejezetben megismerkediink Victor Klee teremdr problémajaval és beldt-
juk Viclav Chvdtal klasszikus teremdr tételét. Ezek utan sikgrafok levédésével foglalkozunk,

mely a polikromatikus szinezéssel is kapcsolatban all. Errél majd a 2. Fejezetben lesz sz6.

A val6 életbdl szérmazd teremdr probléma a kovetkezé. Egy képtar termeibe szeretnénk
a leheto legkevesebb biztonsagi ért elhelyezni gy, hogy egyiitt az egész képtarat belassak.
A problémét kozelitsiik meg dgy, hogy a képtér alaprajza egy egyszer@i sokszog, a biz-
tonsagi 6rok pedig a sokszog pontjai. Azt mondjuk, hogy a P sokszog pontjainak egy S
halmaza levédi P-t, ha minden p € P ponthoz létezik olyan s € S pont, hogy a ps szakasz
teljes egészében P-ben helyezkedik el. A teremdér probléménak szdmos valtozata van, a
tovabbiakban Victor Klee teremér problémaéjaval foglalkozunk.

Klee kérdése a kovetkez6 volt: Adott eqy P eqyszerti sokszog. Legkevesebb hdny drrel tudjuk
levédeni P-t ugy, hogy az 6roket kizardlag P csucsaiba helyezhetjiik el?
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1.1. Chvatal teremor tétele

Viaclav Chvdtal 1975-ben megmutatta, hogy egy n csiicsu sokszog esetén {EJ Or mindig elég,
és néha sziikséges is, ahhoz hogy levédjiik a sokszoget. 1978-ban Steve Fisk [5] adott egy
rovid bizonyitast Chvatal tételére. A bizonyitasaik abban megegyeztek, hogy mindketten a
sokszog haromszogelésével kozelitették meg a problémat.

Egy egyszert sokszog hdromszdgelésén azt értjik, hogy a szokszoget egymast nem metszo

atlok behtzasaval haromszogekre osztjuk.
1.1. Allitas. Minden eqyszert sokszognek létezik hdromszogelése.

Bizonyitds: Teljes indukcidt alkalmazunk. Az allitds n = 3 csticsi sokszogre nyilvan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy n > 4, és n-nél kevesebb csticsu sokszogre mar belattuk az allitast. Tek-
intsiik az n csticsu P sokszog egy konvex csticsat (va), azaz egy olyan csticsot, melyhez konvex
bels6 szog tartozik. Legyenek v; és vs a vy szomszédai. Ha a vyvs atléo benne van P-ben,
akkor behuzasaval P-t felbontottuk P; és P, egyszerli sokszogekre, melyeknek sziikségképpen
n-nél kevesebb csiicsuk van, tehat 1étezik haromszogelésiik, és egyiitt P haromszogelését

adjdk. Egy példa ldthat6 az 1.1 (a) dbrén.

(a) (b)

1.1. abra. Sokszogek haromszogelése: az els6 atlé behuzasa

Ha a 77v3 atlé nincs benne P-ben, akkor a vyvsvs zart haromszog tartalmazza P legalabb
egy csucsat, mely kiillonbozik az el6z6ektol. Legyen ezek koziil x az a csics, mely legtavolabb
van vivs egyenestol, azaz legkozelebb van wve-hoz U103 egyenes normalisa szerint. Ekkor a
Uox atlé behizédsdval ismét két egyszerii sokszogre osztottuk P-t, melyek csicsszama n-nél
kisebb, tehat ismét megkaphatjuk P egy haromszogelését. Egy példa lathaté az 1.1 (b)

abran. [

Egy héromszogelés minden haromszogében vegytink fel egy pontot. Két pontot pontosan
akkor kossiink 6ssze, ha a nekik megfelel haromszogeknek van kozos oldaluk. Az igy kapott

grafot a haromszogelés dudlis grdfjanak nevezzilk.
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1.2. Allitas. Barmely egyszert sokszég hdromszogelésének dudlis grdfja egy fa.

Bizonyitds: A dudlis graf 6sszefiiggd a konstrukcidja miatt. Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik
benne kor. Ez azt jelentené, hogy vagy van egy izolalt pont P belsejében, vagy P ”lyukas”.
Ezek egyike sem lehetséges, ugyanis P egyszerti. [J

1.1. Tétel (Chvatal). {gJ or mindig elég, és néha szikséges is ahhoz, hogy eqy n cstcsi

egyszert; sokszoget levédjink.

Bizonyitds: Legyen adott egy P egyszerii sokszog. Héromszogeljitk P-t (n — 3 atlé behu-
zdsdval). Legyen ez a haromszogelés T. Szinezziik ki T tetsz6leges hdromszogének csicsait
kiilonboz6 ({1,2,3}) szinekkel. Ezutdn tekintsiik az ezzel szomszédos hdromszogeket. Ezek-
nek pontosan két csticsuk szinezett, rdadasul kiillonboz6 szintiek, ezért a szinezetlen csiicsot
szinezzik ki a harmadik szinnel. Mivel T dudlis gréafja fa, ezért minden lépésben olyan
haromszoget szineziink, melynek pontosan két csicsa szinezett, és kiillonb6z6 szintiek. Ezért
ezt az eljarast folytatva megkapjuk T egy szinezését, melynél barmely haromszog csicsai
kiilonboz6 szintiek. Valasszuk ki azt a szint, melyet a legkevesebbszer hasznaltunk. Egyrészt
ez a szam nyilvanvaléan legfeljebb {gJ, masrészt ha az ilyen szinii csticsokba helyezziik el
az Oroket, akkor lefogjak P-t, hiszen egy haromszog csticsaban 1évo 6r levédi a haromszoget,

és minden haromszog valamelyik csicsaba helyeztiink oOrt.

(b)

1.2. dbra. (a) Egy sokszog hdromszogelése és szinezése; (b) A ”ésii” sokszog

Az 1.2 (a) dbran lathato egy sokszog haromszogelése és szinezése. A 1.2 (b) dbran pedig egy
n = 3m cstcsu sokszog (m fogu fésii) lathaté melynek levédéséhez legalabb m Or sziitkséges.
O

n
1.1. Megjegyzés. Az LgJ érték félrevezethetd lehet, ha igy gondoljuk, hogy a sokszég min-
den harmadik csticsdaba eqy ort dllitva levédhetd a sokszog. Erre eqy ellenpélddt ldathatunk az

1.8 dbran.
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ox, ox, ox,

1.3. abra. Ha a sokszog minden harmadik csticsaba tesziink 6rt, akkor az x1,z2, 3 pontok

valamelyike nem lesz védve.

1.2. Megjegyzés. Egy sokszdget ortogondlisnak neveziink, ha szomszédos oldalai merdéle-
gesek eqgymdasra. Azért érdekes az ilyen sokszogeket vizsgdlni, mert a valésdgban az épiiletek
dltaldban ortogondlisak. Kahn, Klawe és Kleitman [9] bebizonyitotta, hogy egy n csicsi orto-
77 oo z z z n 77 3 i3 z 7z 7z 34 z . . s’y 7 ..
gondlis sokszog levédéséhez {—J dr mindig elég, és néha sziikséges is. A bizonyitds alapditlete,
hogy a sokszdoget atlok behuzdsdval konvex négyszogekre bontjuk fel, majd az dltaldnos esethez
hasonldan (de most) 4-szinezzik, és a legkevesebbszer haszndlt szinnel szinezett csicsokba

helyezve az oroket levédyik a sokszdget.
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1.2. Sikgrafok levédése

A sokszogek levédéséhez hasonléan vizsgalhatjuk 3-dimenzids feliiletek, sikgrafok levédését
is. Bose és tarsai [2] hdromszogelt felilletek levédésvel foglalkoztak, ezen eredmények koziil
ismertetiink most néhdnyat. Elészor is vezessiik be a haromszogelt feliiletet fogalmaét.
Haromszogelt felilletnek neveziink egy olyan soklapu feliiletet, melynek minden oldallapja
egy hdromszoglap. Legyenek T hdromszogelt felillet csticsai V' = {vy,...,v,} térbeli pon-
tok, ahol v;-t 3 koordindtdjaval (z;,yi,z;) jellemezziik. Feltehet, hogy z; minden i-re
nemnegativ, tehat ha az X — Y sikra mint tengerszintre gondolunk, a T feliilet egyetlen
pontja sincs a tengerszint alatt. Tegyiik fel, hogy a haromszogelt felilletiink olyan, hogy
minden fiiggbleges (z tengellyel parhuzamos) egyenessel a metszete (ha metszik egymadst)
egyetlen pont. Ekkor minden v; pontot merélegesen levetitve az X — Y sikra egy n cstcsi
héromszogelt sikgrafot kapunk. A tovabbiakban ezért sikgrafok levédésével foglalkozunk.
Egy sikgraf v csicsdba helyezett 6r azokat az lapokat védi le, melyeknek a v cstcsa. A kiilsé

lap levédésétél eltekinthetiink.

1.2. Tétel (Bose et al. [2]). LgJ 6r mindig elég, és néha sziikséges is ahhoz, hogy egy n

csucsu egyszerd sikgrafot levédjiink, ha az drdket kizardlag a csucsokba helyezhetjiik.

A tételt most nem bizonyitjuk, de kés6bb, més formaban mégis latni fogjuk. Az 1.4 dbran
lathaté 7 csticsi Sy sikgrafrél megmutathatd, hogy levédéséhez legalabb 3 6r szitkséges. So
sikgrafot készitsiik el ugy S1-bol, hogy S1 egy példanyat bedgyazzuk S; szinezett harom-
szogébe. Altaldban Sj_1 egy példanyat dgyazzuk be S7 szinezett haromszogébe. Ekkor
belathatd, hogy a 4k + 3 cstcsi Sy sikgraf levédéséhez legalabb 2k 4 1 6r sziikséges, és ha
ennyi Orrel levédjiik, akkor legfeljebb 1 6r lehet a kiils6 lapon.

1.4. dbra. Az Sy graf



2. fejezet

Sikgrafok polikromatikus szama

Tekintsiik a G stkgraf egy x : V(G) — {1,...,k} k-szinezését. Egy ilyen szinezés esetén azt
mondjuk, hogy egy f € F(G) lap polikromatikusan szinezett, ha mind a k szin megtaldlhat6
f csucsai kozott. A graf szinezését akkor mondjuk polikromatikusnak, ha minden lapja

(beleértve a kiilsét is) polikromatikusan szinezett:
VieFG)Vie{l,...,k} JveV;:x(v) =1

G polikromatikus szamdn azt a legnagyobb k szamot értjiikk, melyre 1étezik G-nek polikro-
matikus k-szinezése. G polikromatikus szaméat p(G)-vel jeloljik. p(G)-re egy nyilvdnval6
fels6korlat G legkisebb lapjdnak mérete, igy p(G)-t ez utébbi fiiggvényében érdemes vizs-
gélni. Jeldlje g(G) a G graf lapjai koziil a legkisebbnek a méretét. Vezessiik be a kovetkezd
jelolést: p(g) := min{p(G)|G sikgréf, g(G) = g}. A definiciékbdl azonnal kovetkezik, hogy
tetsz6leges G sikgrafra p(g(G)) < p(G) < g(G).

Tegyiik fel, hogy a G sikgraf tartalmaz hurkot valamely v cstcs koriil. Legyen GG; a hurkon
beliili, G2 a hurkon kiviili graf (ezalatt mindkét esetben a v-t tartalmazd, de a hurkot nem
tartalmazé grafot értjiikk). Ekkor p(G) = min{p(G1),p(G2)} és g(G) = min{g(G1), g(G2)}.
Tehdt p(G) barmely alsé becslése hurkot nem tartalmazé G-re igaz hurkot tartalmazdra is.
Tovabba barmely hurkot tartalmazé konstrukcié a felsé becslésre hurok nélkiilivé tehets. A
tovabbiakban tehat kizardélag hurok nélkili sikgrafokat vizsgalunk.

A fejezetben alsé és felsd becslést adunk p(g)-re, és megmutatjuk a polikromatikus szinezés

kapcsolatat a védelmi problémakkal és a Négyszin-tétellel.
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2.1. Alsé és fels6 becslés p(g)-re

A kovetkezSkben alsé és felsd becslést adunk p(g)-re. Az alsé becsléshez kiilonbozé algebrai,

grafelméleti tételeket fogunk felhaszndlni, a felsé becslést pedig konstruktivan igazoljuk.

2.1. Tétel. p(1) =p(2) =1, p(3) =p(4) =2, és g > 3 esetén

{394_ 5J <plg) < {3921]

3g—5 3g+1
Yo 2

4
maz, igy a becslés p(g) lehetséges értékeit 2 vagy 3 szdmra korldtozza. A pontos érték viszont

2.1. Megjegyzés. A H H intervallum 2 vagy 3 egész szamot tartal-

mdr g =5 esetén sem ismert.

2.1.1. A 2.1 Tétel bizonyitasa az 1 < g < 4 esetre
2.1. Lemma. p(G) > 2 minden olyan sikgrdfra, melyre g(G) > 3.

Bizonyitds: Tekintsiikk G egy hdromszogelését. Az igy kapott G’ sikgraf minden belsd lapja
3 méretil. Tekintsiik G’ csticsainak j6 4-szinezését ({1,2, 3,4} szinekkel) mely a Négyszin-
tétel alapjan 1étezik. Ekkor G’ barmely bels6 lapjdn pontosan 3 szin tiinik fel. A j6 szinezés
miatt a kiils6 lapon is legaldbb két szin feltiinik, feltehetjik hogy ezek az 1-es és 2-es szinek.
Ezutédn a 3-as szinnel szinezett csticsokat szinezziik at 1-es szintire, a 4-es szinnel szinezett
csucsokat pedig szinezziik at 2-es szintire. fgy G’ 2-szinezett, és barmely lapjan felt{inik
mindkét szin, tehat G'-nek egy polikromatikus 2-szinezését kaptuk. Ha a haromszogeléshez

felvett éleket eltoroljik, akkor megkapjuk G polikromatikus 2-szinezését is. [

Ezek utan térjink ra a 2.1 Tétel egyszeriibb eseteire. Nyilvanvalé, hogy minden sikgréaf
polikromatikusan 1-szinezhetd, {gy barmely g(G) = g esetén p(g) > 1.

Ha ¢g(G) = 1, akkor G-nek csupédn egyetlen csticsa van, igy p(1) < 1.

Ha ¢g(G) = 2, akkor G vagy tartalmaz 2 hosszu kort, vagy 2 pontbdl all. Az allitds iga-
zoldsédhoz elég mutatni egy olyan G’ gréafot, melyre g(G’) = 2 és p(G’) = 1, ugyanis ebbdl
p(2) < 1 kovetkezik. Egy ilyen G’ graf lathaté a 2.1 (a) dbran.

A 2.1 Lemma alapjan g(G) > 3 esetén p(G) > 2. Mésrészt tekintsiik a K4 egy sikbarajzoldsat
(2.1 (b) dbra), melyre egyszertien meggondolhatd, hogy p(K,) = 2. Ebbdl p(3) = 2.

(a) (b)

2.1. dbra. (a) G’ graf: ¢(G') =2, p(G') =1; (b) K4: g(K4) =3, p(K4) =2
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A g = 4 esethez tekintsiik a kovetkezd konstrukei6t. Induljunk ki a 2.2 (a) 4brdn lathaté G
bdzisgrdfbol, majd készitsiik el a 2.2 (b) dbrén lathaté G grafot, ahol a satirozott v;v; élek
a bazisgraf egy-egy példanyat jelolik ugy, hogy a v;, v; csicsok, az x, y csticsoknak felelnek
meg. Ha G-nek létezik polikromatikus 3-szinezése, akkor egy ilyen szinezés esetén a G-beli
bézisgrafok is polikromatikusan szinezettek, kivéve a kiils6 lapjukat, hiszen azok nem lapjai
G-nek. Nyilvdnvald, hogy G% barmely polikromatikus 3-szinezése esetén - melyben tehét a
kiils6 lap polikromatikus szinezését nem koveteljiik meg - az x és y pontok kiilénboz6 szinfiek,
ugyanis ellenkez6 esetben a graf szinezett lapja nem lenne polikromatikus. Ekkor az el6bb
leirtak miatt vy, ve,vs,vq4 csticsok szine paronként kiillonbozé. Masrészrol G részgrafként
tartalmaz vy, ve, v3,vg4 csicsi Ky-t, melyrol tudjuk, hogy nem jol 3-szinezhet. Ebbol az
ellentmondasbdl p(G) < 3, és igy p(4) = 2. O

X V;

(a) (b)

2.2. dbra. (a) G bazisgraf, (b) G graf

2.1.2. Lapok cstucsfedése

2.2. Lemma. Legyen G egy sikgrdf, ) # F' C F(G), 0 # V' C V(G), és i(V', F’) jelolje
F' és V' kozti fedések szamdt, azaz azon (v, f) pdrok szamdt, melyekre v e V', f € F', és v
csticsa f-nek. Ekkor i(V' F') < 2|F'| +2|V'| — 3.

Bizonyitds: Konstrualjunk egy H szomszédsdgi grafot a V’-beli csticsok és az F’'-beli lapok
kozott a kovetkezdk szerint. V(H) = F' UV, és fv pontosan akkor él H-ban, ha f € F’,
v € V' és G-ben v csicsa az f lapnak. Konnyen latszik, hogy H egyszerti, paros sikgraf.
Sét, i(V', F') = |E(H)|.

H-ra mint egyszer(i, haromszogmentes sikgréafra felirva az Euler-formuldt az alabbi egyen-
16tlenséget kapjuk: |E(H)| < 2V (H) — 4 feltéve, hogy H-nak legaldbb 3 csicsa van. Ebbé]
azt kapjuk, hogy «(V', F') < 2(|V'| + |F'|) — 4. Mésrészt, ha H-nak csupdn két cstcsa, és
egy éle van, akkor «(V', F') =1 =2(|V’'| + |F’|) — 3, igy ad4dik a bizonyitand6 becslés. O
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2.3. Lemma. Legyen A € {0,1}*™ egy mdtriz. A kovetkezd 2 dllitds ekvivalens:

(1) Létezik olyan C € {0,1}™*"™ mdtriz, hogy C < A (azazc;j < a;; Vi€ {1,...,m}, Vj €
{1,...,n}), és C minden sora legaldbb q darab I-est, és minden oszlopa legfeljebb r
darab 1-est tartalmaz.

(it) YM C{1,...,m}, VN C{1,...,n}-re: > a;j > q|M| —r|N|.

i€M,je{l,...,n}\N

Bizonyitds (vdzlat): Definidljunk egy folyamot az s,t,uq,...,Un,v1,...,v, csicsokon a
kovetkezok szerint. Kossiik Ossze az s forrast az u; pontokkal, és legyen az élek kapacitasa
q. Kossiik 0ssze az u; pontokat a v; pontokkal és az u;v; él kapacitésa legyen a; ;. Végiil
kossiik ossze a v; pontokat a ¢ nyelével, az élek kapacitdsa pedig legyen 7.

Ha (i) teljesiil, akkor feltehetjiik, hogy a C' métrix olyan, hogy minden sora pontosan g darab
l-est tartalmaz. gy pontosan akkor létezik mgq értékii (maximalis) folyam, ha (i) teljesiil.
Miésrészt megmutathatd, hogy a folyam minden vagasa legalabb mq méretii akkor és csak
akkor, ha (ii) teljesiil. Ezekb6l az MFMC tétel alapjan kovetkezik a lemma &llitasa. O

2.4. Lemma. Legyen G sikgraf, g(G) = g. Ekkor minden f € F(Q) lapnak ki tudjuk

vdlasztant g — 2 darab csucsdt igy, hogy egyik csicsot sem vdlasztottuk 2-nél tobb laphoz.

Bizonyitds: Legyen A = (as,)fervev € {0, 131XVl a G graf lapjai és cstcsai kozotti
szomszédsagi matrix, azaz ay, = 1 pontosan akkor, ha v csicsa f-nek. Azt akarjuk megmu-
tatni, hogy létezik olyan C' € {0, 1}F*IVl m4trix, hogy C' < A, tovabba C' minden oszlopa
legalabb g — 2 darab 1-est, és minden oszlopa legfeljebb 2 darab 1-est tartalmaz. Ugyanis
ekkor egy f € F(G) laphoz rendeljitk azokat a v cstcsokat, melyekre cr, = 1. A C-re
vonatkozd feltételek biztositjak, hogy igy a lemmanak megfelel6 valasztast adtunk.

A bizonyitashoz a 2.3 Lemmét hasznaljuk fel, tehat azt fogjuk megmutatni, hogy minden
F’ C F(G) és minden V' C V(@) halmazra Z ary > (g—2)|F'|—2|V'|. Legelszor

fEF wEV\V/
bontsuk két részre a szummat:

E : afv = § : afv — § : afv
FEF veV\V/ fEF eV fEF weV!

Az els§ szumménak g|F’| egy trividlis als6 becslése, a mésodik szumma felsé becslése pedig
a 2.2 Lemmébdl jon: Y0 ap, <i(V/,F') < 2|F'| 4+ 2|V’| — 3 < 2|F'| 4 2|[V']. Igy:
FEF vEV!
> ape 2 glF | = 2P| =2V = (g —2)|F'| - 2|V|.
fEF weV\V!



2.1. Als6 és fels6 becslés p(g)-re 10

2.1.3. Polikromatikus élszinezés

A polikromatikus cstcsszinezéshez hasonléan a polikromatikus élszinezést is definidlhatjuk.
G gréf éleinek ¢ : E(G) — {1,...,k} szinezését polikromatikusnak nevezziik, ha minden
v € V(G) cstcs polikromatikus, azaz minden v € V(G) cstcsra mind a k szin el6fordul a v

végpontu éleken:
VoeV(G)Vie{l,...,k} Juv € E(Q) : {&(uwv) =i.

A polikromatikus cstcsszinezésnél a legkisebb lap mérete volt egy trividlis fels6korldt. Az
élszinezésnél nyilvanvald, hogy egy G graf, melynek a legkisebb fokszama d, nem szinezhetd
d-nél tobb szinnel polikromatikusan. Az él-polikromatikus szamra nem fogunk a tovabbi-
akban becsléseket adni, csupan azt fogjuk belatni, hogy minden G multi-grafnak, melynek
legkisebb fokszama legalabb d, 1étezik polikromatikus él-szinezése LBdf‘j—lJ szinnel. Ehhez

3 lemmat hasznélunk fel, melyeket roviden be is bizonyitunk.

2.5. Lemma. Legyen p egy pozitiv egész szdm. Bdrmely G pdros multi-grdf élei kiszinezhe-
toek p szinnel ugy, hogy minden v csicsra a v-bdl kitndulo, azonos szind élek szdma minden

szinre lényegében ugyanannyi, azaz barmely két szinre ez a szdm legfeljebb eggyel tér el, tehdt
{d(v)J {d(v)w
vagy , Vagy .
D D

Bizonyitds: Els6 lépésben vagjuk szét G csicsait - ha szitkséges - gy, hogy minden csics
foka legfeljebb p legyen. Ezt a kovetkezo eljards segitségével tegyiik meg: vegytnk egy v

csucsot G-ben. Ha a v cstcs foka d nagyobb mint p, akkor v helyett k& darab 1j cstcsot

veszlink: v1,...vg, ahol k = |—|. Ezeket v leszdrmazottjainak nevezziik. A v csucs,
p
G-beli vuq,...,vuq éleivel a kovetkezot csindljuk az 4j grafban: minden ¢ = 1,..., k-ra,

(i—1)p < j < min{d, ip} esetén hizzuk be a v;u; élt. Az eljards befejeztével az 1j graf paros
marad, és minden csicsdnak legfeljebb p a foka. Koénig tétele szerint ennek a grafnak létezik
jO p-€élszinezése. Szinezziik ki igy a grafot, majd egyesitsiik djra a csicsok leszarmazottjait,

igy visszakaptuk az eredeti grafunkat, és annak kivant szinezését. [J

2.6. Lemma. Minden G multi-grdf tartalmaz olyan B pdros feszitd részgrifot, hogy minden

v € V(G) esicsra dp(v) > [dGT(”W

Bizonyitds:  Tekintsiik G-nek egy olyan vigasat, mely a lehetd legtobb vagoélt tartal-
mazza. Legyen B az a paros graf, mely G csicsaibdl és a vagdélekbdl all. Tegyiik fel,

d
hogy ekkor létezik olyan v cstcs, melyre dp(v) < {#} Ekkor azonban v-t attéve az

élvagas masik osztalydba G-nek tobb vagdélt tartalmazé élvagasat kapjuk, mely ellent mond

a feltevésiinknek. OJ
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2.7. Lemma. Bdrmely G multi-grdf éleinek létezik olyan irdnyitdsa, mely esetén d*(v) >
d(v)
5 |-

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy G Osszefiiggd, egyébként komponensenként lathatjuk be az
allitdst. Ha G minden foka péros, akkor egy Euler-kor mentén irdnyitsuk meg az éleket.

Tegyiik fel ezutan, hogy G-nek léteznek paratlan foku csucsai. Ekkor adjunk hozzad G-hez
egy Uj w csicsot. G Osszes paratlan fokd cstcsat - melyekbdl nyilvanvaléan paros sok van
- kossiik Ossze u-val. Az {gy kapott G’ graf minden foka péaros. Az el6bb latott médon
egy Euler-kor mentén irdnyitsuk meg G’ éleit, majd az eljards végén toroljik ki a felvett
u csucsot. fgy G éleinek egy kivant iranyitasat kapjuk, hiszen a paros foka v cstcsokra

d d 1 d(v) —1
dt(v) = %, a paratlan fokt v csicsokra d* (v) = % vagy dt(v) = % O

2.2. Tétel. Minden G multi-grdfnak, melynek legkisebb fokszdma d, létezik polikromatikus

T 3d+1 3
élszinezése 1 szinnel.

Bizonyitds: Megadjuk G éleinek egy szinezését ugy, hogy minden csics polikromatikus
d
legyen. A 2.6 Lemma alapjdn G-nek van olyan B feszit6 paros részgréfja, hogy 6(B) > [5—‘ .
Jelolje B két osztalyat By és By. Legyen a 2.5 Lemma szerint € a B graf éleinek szinezése
{Bd + 1J )
p= 1 szinnel.

Ha egy v csticsra dp(v) > p, akkor v polikromatikus, hiszen a bel6le kiindulé élek kozott

mind a p szin feltiinik legalabb {dB—(U) > 1 élen.
p

Tekintsiink egy olyan v cstcsot, melyre dp(v) < p. Ekkor 1étezik olyan szin, mely nem t{inik
fel a v-bdl kiindulo szinezett élek egyikén sem, igy a £ szinezés tulajdonsiga alapjan barmely
szin legfeljebb egyszer tiinik fel a v-bol indulé éleken, tehat a v végponti szinezett élek szine
paronként kiilonbozo. Szinezzik ki G eddig még nem szinezett életi a kovetkezok szerint.

Elészor a 2.7 Lemma alapjan franyitsuk meg G[Bi] és G[Ba] éleit, igy minden v € B; C V(G)
d— dB (U)
2
B;-beli. A v kezdéponti irdnyitott éleket szinezziik olyan szinekkel, melyek nem tiinnek fel

csucsra dg[Bi](U) > (1 =1,2). A v-b6l indulé nem szinezett élek mindegyike

a v-bol indulé B-beli éleken. fgy barmely v € V(G) csicsra a beléle kiindulé, kiilonb6zé

£] |1t [2] [ 4] - 2] -0

2.1.4. Az alsé becslés igazolasa

Y

szinfl élek szdma: min {dB (v) + {

IN

3g—5
Az el6z6 szakaszokban kapott eredmények segitségével fogjuk megmutatni, hogy { J J

p(g) minden g > 5 esetén.
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Bizonyitds: Legyen G olyan sikgraf, melyre ¢(G) = ¢g. A 2.4 Lemma alapjdn minden
f € F(G) lapnak ki tudjuk valasztani g — 2 csdcsdt gy, hogy G semelyik csicsét sem
valasztottuk ketténél toébb laphoz.

Egy H multi-grafot fogunk elkésziteni a kbvetkezék szerint. Vegyiink fel két 4 z és y csticsot
és legyen V(H) = F(G) U{z,y}. Minden v € V(G) csicsnak megfeleltetiink egy H-beli élt,

melyet v-élnek hivunk.
(i) Ha v-t két kiillonbozd, f1 és fo laphoz vélasztottuk, akkor a v-él legyen f1 fo.
(ii) Ha v-t csak az f laphoz vélasztottuk, akkor a v-él legyen fx.
(iii) Ha v-t egyetlen laphoz sem vélasztottuk, akkor a v-él legyen xy.

Kossiik Ossze az x és y csucsokat g — 2 darab éllel, igy H egy hurokmentes multigraf, és

bérmely csicsdnak foka legaldbb g — 2. A 2.2 Tétel miatt kiszinezhetjiik H éleit p =
3(g—2)+1|  |3g—5
4 N 4
legyen.

J szinnel 4gy, hogy minden f € V(H) cstcs polikromatikus

Ezutén szinezzitk G csicsait gy, hogy minden v € V(@) csicsra azt a szint vdlasztjuk,
amilyen szin{i a v-él. Nyilvdnvals, hogy minden f € F(G) lap polikromatikus. Ezzel G-nek

39 — szinnel. O

egy polikromatikus szinezését adtuk

2.1.5. A felso becslés igazolasa

A bizonyitds sordn tetszéleges 3 < g egészre konstrudlni fogunk egy G, grafot, melyre

0(Gy) =g 65p(Gy) < |2

J , ezzel igazolva a fels§ becslést.

Bizonyitds: Legyen 3 < g egész. Legyen paros g esetén k =1 = %, paratlan g esetén k =

1 -1
%,l = gT Készitsiik el a 2.3 dbran lathaté G grafot. A kis haromszog (uq,vi, w)

belsejében és a nagy haromszog (uk, vi, wy) kiilsejében is vegyiink fel g — 2 darab csicsot és
kossiik 0ssze ugy, hogy egy-egy g hosszu kort kapjunk. Ezt abran szaggatott vonallal jeloljiik.
Ezzel g(Gy) = g. Az uq, ..., Uk, v1,... 0, W1,... wy csucsok mindegyike pontosan két olyan
laphoz tartozik, mely nem tartalmaz szaggatott élt. Ezért G, barmely polikromatikus
szinezése esetén minden szinnel legaldbb 2-t szineztiink az wuq,...,ug,v1,...v,we,... Wk

csucsok koziil. fgy

39 h [
2p(Gy) <2k +1= { 2 g piros
2 ha g paratlan
3g+1
melybél p(Gy) < { ot J -
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2.2. Kapcsolat a védelmi problémakkal

Az 1. fejezetben tobbek kozott sikgrafok levédésével foglalkoztunk az éroket a cstiicsokba
allitva. Tekinsiik egy tetszoleges G sikgraf egy polikromatikus szinezését, és valasszuk ki az
egyik szint. Mivel a szinezés polikromatikus, ezért minden lapon van olyan csics, melyet
a kivélasztott szinnel szineztiink. Tehét ezekbe a csticsokba éllitva az O6rdket levédjitk G-t.

Ennek alapjan igaz a kovetkezd tétel.

4
2.3. Tétel. Bdrmely G sikgrdf levédhetd LBgﬂ;SJ < 37 i 3 drrel, ahol g = g(G) és n =
B _
V(G)I.

Az 1. fejezetben megmutattuk, hogy barmely n csicsu sikgraf, melynek nincs 1 és 2 méretli

lapja, levédhetd {gJ 6rrel (1.2 Tétel). Ez egyszert kovetkezménye a 2.1 lemmaénak.
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2.3. Kapcsolat a Négyszin-tétellel
2.4. Tétel (Négyszin-tétel). Minden sikgrdf jol 4-szinezhetd.

A négyszin-sejtést Francis Gutrhie fogalmazta meg. Eszerint barmely térkép kiszinezhet6
4 szinnel Ggy, hogy a szomszédos tartomanyok kiilonbozé szintiek. Ezt konnyen atfogal-
mazhatjuk sikgrafokra, ha a tartomanyokat tekintjiik a sikgraf csicsainak, és két cstcs
kozott pontosan akkor megy él, ha a nekik megfelel$ két tartoméany szomszédos. Az els6 bi-
zonyitast Kenneth Appel, Wolfgang Haken és John Koch adtik 1976-ban. Bizonyitdsukban
sikgrafokbol allo elkerilhetetlen halmazokat vizsgaltak. Egy elkeriilhetetlen halmaz olyan,
hogy egy tetszOleges sikgraf haromszogelése részgrafként tartalmaz legalabb egyet a halmaz-
beli sikgrafok koziil. A bizonyitas tovabbi részét szamitégéppel ellendrizték, mely koriilbeliil
1200 érat vett igénybe, és a publikacid végleges valtozata 741 oldalbdl all. 20 évvel késébb
Neil Robertson, Paul Seymour, Daniel Sanders és Robin Thomas tovabbfejlesztették a bi-
zonyitast. A lehetséges esetek szdmét 638-ra redukaltak, és egy O(n?)-es graf-szinezé algo-
ritmust haszalva 24 dra alatt futtatdk le azokat. A végleges publikacié 43 oldal terjedelmii
lett. 2005-ben Georges Gonthier a Coq tétel bizonyité rendszerben ellendrizte a Négyszin-

tételt. Szamitégépet mell6z6 bizonyitast azéta sem ismeriink.

Ebben a fejezetben lattuk, hogy 2 < p(5) < 4. Most megmutatjuk, hogy a p(5) = 4
egyenl6ségbol kovetkezne a Négyszin-tétel. A gondolatmenet hasonld lesz ahhoz, mint

amikor megmutattuk, hogy p(4) < 3. Tekintsiik a 2.4 dbrdn szereplé G bazisgrafot. A kiils6

X

y

2.4. dbra. G% bazisgraf

lap polikromatikus szinezésétdl eltekintve G% barmely polikromatikus 4-szinezése esetén az
x és y csucsok kiillénbozo szintliek lesznek, kiilonben a graf szinezett lapja nem lenne polikro-
matikus.

Tekintsiink egy tetsz6leges G sikgréfot, és minden uv € V(G) élt helyettesitsiink G% egy
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példényéval ugy, hogy az u illetve v csticsokba az x illetve y csicsok keriiljenek. Ezutan G
minden f lapjanak belsejében vegyiink még fel 3 pontot, melyeket f valamely szomszédos 2
csucsdval korbekotiink. Egy példa lathatd a 2.5 dbran. Az {gy kapott G’ graf bdrmely lapja
legaldbb 5 méretii.

Ha p(5) = 4, akkor G’-nek létezik polikromatikus 4-szinezése, és egy ilyen szinezés esetén
minden G’-beli bézisgraf (a kiilsé lapjuktdl eltekintve) polikromatikusan 4-szinezett lesz,

ezért a G’'-beli bazisgrafok x és y csicsai kiilonbozd szintiek. Azaz ha G minden csicsét

»

2.5. dbra. G’ konstrukcija. A megvastagitott élek G egy-egy példanydt jelolik.

olyan szintire szinezziik, mint a megfelel§ G’-beli cstics szine, akkor G egyik éle sem lesz

monokromatikus, tehdt G egy jé szinezését kapjuk (legfeljebb) 4 szinnel.
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2.4. Osszefoglalds, nyitott kérdések

Ebben a fejezetben megmutattuk, hogy p(1) = p(2) =1, p(3) = p(4) = 2, és g > 3 esetén

{394‘1 < plg) < f’gﬂ.

2.1. Nyitott kérdés. Hatdrozzuk meg p(g) pontos értékét minden pozitiv egész g-re.

A g =5 az els§ nyitott eset, ahol egyelére annyit tudunk, hogy 2 < p(5) < 4.
Legyen p'(g) := min{p(G)|G egyszerii sikgraf, g(G) = g}.

2.2. Nyitott kérdés. Milyen g értékekre dll fent a p(g) = p'(g) egyenldség?

Ismeretes, hogy egy konvex poliéder reprezentalhaté egy 3-Osszefliggd egyszerii sikgraffal.
Megmutathatd az is, hogy egy 3-0sszefiiggd egyszeri sikgraf realizalhaté egy konvex polié-
derként. Ezért a 3-Osszefiiggd egyszert sikgrafokat szokas poliéder grdfoknak nevezni.
Legyen p”’(g) := min{p(G)|G poliéder graf, g(G) = g}. Mivel egy konvex poliéder barmely
lapja legalabb 3 oldald, és barmely konvex poliédernek létezik olyan lapja, mely legfeljebb
5 oldald, ezért p”(g) kizérdlag a g = 3, 4,5 értekekre értelmes.

2.3. Nyitott kérdés. Hatdrozzuk meg p’(g) pontos értékét (g = 3,4,5).



3. fejezet

Felosztasok polikromatikus

szinezése

Ebben fejezetben a sikgrafok két specialis osztdlyanak szinezésével foglalkozunk. Téglalap-
felosztdsnak nevezziik egy téglalap felosztasat véges sok, egymast nem fed6 téglalapokra
ugy, hogy semelyik négy sem taldlkozik kozos csuicsban. Ha egy felosztasnal megengedjiik
azt, hogy négy téglalap egy csucsban taldlkozzon, akkor dltaldnos felosztdsrél beszéliink.
Egy felosztas rendjén a felosztasban szereplo téglalapok szamét értjiik, beleértve az eredeti
téglalapot mint kiils§ tartomédnyt. Legyen S(t) az F felosztds t téglalapjdnak 4 sarkét
tartalmaz6 halmaz. (Tehat egy felosztasbeli téglalapnak pontosan 4 sarka van, de lehetnek
még egyéb cstcsok a keriiletén.) A t1 és to téglalapok szomszédosak F-ben, ha S(t1)NS(t2) #
(), és ekkor egy u € S(t1)NS(t2) csticsot t1 és to ko20s sarkdnak neveziink. Tehdt a T felosztds
egy téglalap-felosztés, ha minden ¢y, t2,13,t4 € 7 esetén S(t1) N S(tz) N S(t3) N S(ty) = 0.
Megjegyezziik, hogy ez méar barmely 3 téglalap esetén is teljesiil. Az is nyilvanvald, hogy
egy téglalap-felosztas esetében minden cstcs pontosan két felosztdsbeli téglalap kozos sarka
(beleértve az eredeti t* téglalapot is).

Egy felosztasra tekinthetiink dgy is, mint egy sikgraf, melynek csicsai a téglalapok sarkai,
élei pedig ezen téglalapok oldalainak azon szegmensei, melyek a csicsokat kotik Gssze. A
felosztasok szinezését tgy értelmezzik, mintha a sikgraf csicsait szineznénk. Erdemes elére
kiemelni, hogy a felosztasok polikromatikus szinezésekor nem koéveteljiik meg, hogy a
kiils6 lap polikromatikus legyen. Ezért vezessiikk be a kovetkezd jelolést. Ha egy F
felosztas téglalapjair6l ugy beszéliink, hogy a kiilsé t* tartomdanyt is beleértjiik, akkor a
felosztast F*-al jeloljik.

17
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3.1. Téglalap-felosztasok polikromatikus szinezései

3.1.1. Erésen polikromatikus 4-szinezés

Egy T téglalap-felosztds erdsen polikromatikus 4-szinezésén a felosztds olyan x : V(7) —

{1, 2, 3,4} 4-szinezését értjiik, melynél minden téglalapnak mind a 4 szin el6fordul a sarkaiban:
Vte T Vie{1,2,3,4} Ju e S(t) : x(u) =1.

Ismét kihangsilyozzuk, hogy a kiils6 lap polikromatikussagat nem koveteljiik meg.

3.1. Tétel. Minden téglalap-felosztdsnak létezik polikromatikus 4-szinezése.

3.2. Tétel. Minden téglalap-felosztdsnak létezik erdsen polikromatikus 4-szinezése.

2 4 302 1 2
1 2 3 4

4 3 4 3

1 2 al L1 2 !
(a) (b)

3.1. dbra. Egy téglalap-felosztds polikromatikus (a), és er6sen polikromatikus szinezése (b)

A 3.2 Tételnek egyértelmii kovetkezménye a 3.1 Tétel, igy a tovdbbiakban az utébbi bi-
zonyitasaval foglalkozunk. Ehhez tegyiink egy kis kitérét az r-grafok felé.

Egy r-reguldris G multigréfot r-grdfnak neveziink, ha paros szamu csicsa van, és G minden
végdsa, mely V(G)-t két pdratlan szdmossdgi halmazra osztja, legaldbb r vagdélt tartalmaz.
A 3.2 Tétel bizonyitdsa soran felhasznaljuk Bertrand Guenin aldbbi eredményét, melyet most

bizonyitéas nélkiil kozliink.
3.3. Tétel (Guenin, [7]). Minden sikbarajzolhatd 4-grdfnak létezik jo 4-élszinezése.

Folytassuk tehat a 3.2 Tétel bizonyitdsaval:

Bizonyitds: Legyen T egy téglalap-felosztds. Feltehetjiik, hogy 7 rendje péros, kiillonben
kiegészithetjiik pros rend{ivé a 3.2 (a,b) dbrdn lathaté médon. Konstrudljunk egy G gréfot
a kovetkezOk szerint. Minden 7 *-beli téglalapnak feleltessiink meg egy csiicsot G-ben. G-
ben a t; és to téglalapoknak megfelel$ cstcsokat pontosan annyi éllel kossiik Gssze, ahany
kozos sarka van t1-nek és to-nek 7*-ban. Tehdt G minden cstcsa egy 7 *-beli téglalapnak,
és G minden éle egy T-beli csicsnak felel meg. A 3.2 (b,c) dbrdn ldthatunk egy példat,
melyen a téglalap-felosztast és a G grafot egyiitt abrézoljuk.

Nyilvanvald, hogy a kapott G multigraf egy 4-regularis sikgraf, paros szamu csiccsal. Azt
fogjuk beldtni, hogy G egy 4-graf. Ehhez mar csak azt kell megmutatni, hogy G minden

vagasa legaldbb 4 vagdélt tartalmaz.
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(@) (b)

3.2. dbra. (a,b) Egy téglalap-felosztds paros rendiivé egészitése; (¢) A megkonstrudlt G graf;
(d) G végésa

Legyen (X, V(G)\X) a G egy vagdsa. Legyen C a G[X] maximalis 6sszefliggé komponense.
C a T felosztasban téglalapok egyesitésének felel meg, amely egy ortogondlis P sokszdg. A
3.2 (d) dbran X a szinezett téglalapoknak megfeleltett csticshalmaz (mely most egyben a C'
is), a vagodéleket pedig megvastagitottuk.

Egy ortogondlis sokszog csticsat nevezziik konvernek, ha a hozzatartozo szog g Nyilvanvalo,
hogy P kertiletén legaldbb 4 konvex csiics van. Tekintsiik G egy olyan e élét, amely P egy
konvex csucsanak felel meg. Ekkor az e él nem mehet két P-beli téglalapot reprezentald
(azaz két C-beli) cstics kozott. Ugyanis két P-beli téglalapot reprezenétld csics kozott
pontosan akkor megy él G-ben, ha a téglalapoknak 1étezik kozos sarkuk, de a kozos sarok
nem lehet konvex cstics P-ben. Masrészt az e él nem mehet két X-beli csics kozott sem,
C maximalitds miatt. Tehat a P konvex csticsdnak megfeleltetett e él vagdél, igy a vagas
legalabb 4 vagdélt tartalmaz, tehat G 4-graf. Tekintsiik G egy j6 4-élszinezését, amely a 3.3
Tétel szerint 1étezik. Ezutén a 7T téglalap-felosztds minden csicsat szinezziik olyan szinre,
amilyen a neki megfeleltetett G-beli él szine. G konstrukciéja miatt ez 7-nek egy erdsen

polikromatikus 4-szinezése. [J

3.1. Megjegyzés. A bizonyitisban szerepld konstrukciondl kihaszndltuk azt, hogy egy tégla-
lap-felosztds csiucsa pontosan két téglalap kozos sarka, ezért az dltaldnos felosztdsokndl nem
tudunk ilyen grdfot késziteni. Mdsrészt a kovetkezd szakaszban megmutatjuk, hogy van olyan

altalanos felosztds, melynek nincs polikromatikus 4-szinezése.

3.2. Megjegyzés. A bizonyitds sordn a kiilsé tartomdny is erdésen polikromatikus 4-szinezett
lett. Ez azt jeleneti, hogy ha az eredeti téglalap-felosztdsunk pdros rendd volt, akkor 4 szinnel
megszinezhetd erdsen polikromatikusan gy, hogy a kilsé tartomdny sarkaiban is mind a 4
szin feltdnjon. A pdratlan rendd téglalap-felosztisokat a 3.2 (a,b) dbrdanak megfeleléen pdros
rendivé egészithetjik, de ha a szinezés utan eltoroljik a felvett téglalapot, akkor az eredeti

téglalap-felosztds kulsd lapja nem lesz erdsen polikromatikus.
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3.1.2. Guillotine-felosztasok

A guillotine-felosztas a téglalap-felosztdasok egy specidlis csaladja. Egy guillotine-felosztdst

rekurziv médon kaphatunk meg a kovetkezéképpen, véges sok 1épést végrehajtva.
(i) Kiindulas: Egy téglalap. (Minden téglalap guillotine-felosztés)

(ii) Egy lépés: A guillotine-felosztés egy téglalapjit valamely oldaldval parhuzamos egye-

nessel két téglalapra vagjuk.

3.4. Tétel (Horev, Katz, Krakovski, Loffler, [8]). Minden guillotine-felosztdsnak léte-
zik erdsen polikromatikus 4-szinezése, mely O(n) idd alatt megtaldlhatd, ahol n a felosztds

rendje.

3.5. Tétel (Keszegh, [10]). Minden n-dimenzids guillotine-felosztdsnak létezik erdsen po-

likromatikus 2™-szinezése.

A 3.4 Tétel elsé fele azonnal kovetkezik a 3.2 TételbSl. A tétel eredeti bizonyitdsaban [8]
a szerz6k kihasznélték a guillotine-felosztasok rekurziv felépitését. A felosztast egy bindris
faban térolva (az eldgazdsok a vigdsoknak felelnek meg) a bizonyitdsbdl egy O(n)-es algorit-
mus adhaté erésen polikromatikus 4-szinezés megtaldlasara. Az n-dimenzids esettel Keszegh

Baldzs foglalkozott, 6 bizonyitotta a 3.5 Tételt.



3.2. Altaldnos felosztésok polikromatikus szinezései 21

3.2. Altaldnos felosztdsok polikromatikus szinezései

Az altalanos felosztasok szinezésekor kibévitjiik a polikromatikus szinezés fogalmaét.
Egy A éltaldnos felosztds gyenge dltaldnos polikromatikus k-szinezésén, olyan 9 : V(A) —

{1,...,k} szinezést értiink, melyre
(i) k <4 esetén: minden t € A téglalap csticsai kozott mind a k szin felt{inik.
(ii) k > 4 esetén: minden ¢t € A téglalap csicsai kozott legaldbb 4 szin feltiinik.

Egy A éltaldnos felosztds erds dltaldnos polikromatikus k-szinezésén, olyan 6 : V(A) —

{1,...,k} szinezést értiink, melyre
(i) k <4 esetén: minden t € A téglalap sarkai kozott mind a k szin felt{inik.
(ii) k> 4 esetén: minden ¢t € A téglalap sarkai kozott 4 szin feltiinik.

3.3. Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy k < 4 esetén a definicick megegyeznek a régi polikro-

Ny

3.4. Megjegyzés. Vildgos, hogy k > 4 esetén eqy gyenge (ill. erds) dltaldnos polikro-
matikus k-szinezés egyben egy gyenge (ill. erds) dltaldnos polikromatikus (k 4 1)-szinezés is
(hiszen tovdbbi szineket is megengedhetink, melyeket nem haszndlunk). Hasonldan trividlis,
hogy k < 4 esetén minden gyenge (ill. erds) dltaldnos polikromatikus k-szinezés implikal
eqy gyenge (ill. erds) dltalanos polikromatikus (k — 1)-szinezést (példdul 1igy, hogy két szint
dsszeolvasztunk). Elegendd tehdt olyan gyenge és erds k-szinezéseket taldlnunk, hogy k a

lehetd legkozelebb legyen 4-hez.

3.2.1. Gyenge altalanos polikromatikus 4-szinezés

3.6. Tétel. Létezik olyan dltaldnos felosztds, melynek nem létezik gyenge dltaldnos polikro-

matikus 4-szinezése.

(a) (b)

3.3. dbra. (a) a G 3 x 3-s négyzetrécs felosztds; (b) a H felosztés

A 3.6 Tétel bizonyitasdhoz tekintsiik el6szor a 3.3 dbran lathaté G (3 x 3-as négyzetrics)
és 'H 4ltalanos felosztasokat, melyek egy négyzet felosztasaval keletkeztek. A G illetve ‘H
felosztésok (bal, felsd, jobb, alsd) szélén, azoknak a csicsoknak a halmazdt értjiik, melyek

az eredeti négyzet (bal, felsd, jobb, alsd) oldalén fekszenek. Az aldbbi 3 4llitds trividlis:
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3.1. Allitas. Ha G egy gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezésénél 3 szin feltiinik a bal

(felsd) szélen, akkor ugyanez a 8 szin feltdnik a jobb (alsd) szélen is.

3.2. Allitas. G semelyik gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezésénél nem fordulhat eld,
hogy ha valamely 3 szin feltinik a bal (jobb) szélen, akkor ugyanez a 3 szin feltinik az alsé

(felsd) szélen is.

3.3. Allitas. H bdrmely gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezésénél 8 szin feltiinik a bal

vagy a jobb szélén.

Konstrudljunk egy Q felosztdst a kovetkezOképpen: induljunk ki a 7 x 7-es négyzetracsbdl,
majd a kozépsO 4 négyzetet egyesitsiik. Ezutdn az imént egyesitett négyzet oldalaval
szomszédos négyzeteket is egyesitsiik a 3.4 (a) dbran ldthaté médon. Legyenek Gy, Ga, Gs, Gy
rendre a Q bal felsd, jobb felsd, bal alsd, jobb alsé sarkanal taldlhaté 3 x 3-s négyzetrécs

felosztasok.

3.1. Lemma. A Q felosztds barmely gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezésénél 8 szin

feltinik a Gy felsé szélén, vagy a Go felsG szélén.

Bizonyitds: Tegyiik fel indirekt, hogy sem Gq, sem Gs fels6 szélén nem tiinik fel 3 szin. A
3.1 Allités alapjdn ekkor sem Gi, sem Gy alsé szélén nem tiinik fel 3 szin. A 3.3 Allités
alapjan Gz és G, fels6 szélén is feltinik 3 szin, ugyanis G3 és G4 kozott a H egy elforgatottja
van. Végiil a 3.2 Allit4s miatt sem Gs jobb szélén, sem G, bal szélén nem tinik fel 3 szin,

ezzel azonban ellentmondasra jutottunk a 3.3 Allitassal. O

3.1.1. Kovetkezmény. Ha a Q-nak Ilétezik gyenge dltalanos polikromatikus 4-szinezése,
akkor a 3.1 Lemma és a 3.2 Allitds miatt két eset fordulhat eld. Oramutaté jardasdval meg-

egyezden haladva:

(i) Q minden szélének elsd 3 csicsa 3 szinnel szinezett, utolsé 3 csicsa 2 szinnel szinezett.

(i1) Q minden szélének elsé 3 csicsa 2 szinnel szinezett, utolsd 3 csicsa 3 szinnel szinezett.

Definidljunk most egy C felosztast: vegyiink egy 3 x 3-as négyzetracsot, majd a bal fels6 és
jobb alsé négyzetébe dgyazzuk be Q egy-egy példdnyét (Q; és Qs), a jobb felsd négyzetébe
pedig egy 7 x T-es négyzetrdcsot a 3.4 (b) dbranak megfeleléen.

Megmutatjuk, hogy a C felosztdsnak nem létezik gyenge altaldnos polikromatikus 4-szinezése,
ezzel belatva a 3.6 Tételt.

Bizonyitds: Tegylik fel indirekt, hogy C-nek létezik ilyen szinezése. A 3.1 Lemmét alkal-
mazva Qp-re és Qg-re: C-ben a 7 X 7-es négyzetracs bal és als6 szélén is taldlhato 3 egymast
kovetd cstcs, melyek paronként kiilonbozé szintire vannak festve mégpedig gy, hogy azok
a széleknek els6 3, vagy utolsé 3 csucsai. A 3.1 Allitds miatt a 7 x T-es négyzetracsban
taldlhato olyan 3 x 3-as négyzetracs, melynek jobb és als6 szélén is 3 szin feltiinik, ez azon-
ban ellentmond a 3.2 Allitdsnak. O
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3.4. dbra. (a) A Q felosztds; (b) A C felosztés

3.2.2. Gyenge altalanos polikromatikus 3- és 5-szinezés

A kovetkezé 2 szakasz bizonyitdsaiban mohé algoritmusokat fogunk megadni. A bizonyi-
tédsokhoz el6szor is helyezziik el a felosztdsokat a derékszogli koordinata-rendszerben ugy,
hogy a téglalapok oldalai parhuzamosak legyenek a tengelyekkel. fgy egy felosztas csucsait a
koordindtaikkal azonosithatjuk. A mohé algorimusokhoz definidljuk a felosztdsok csicsainak
szinezési sorrendjét: a koordindtakat olyan sorrendben tekintsiik, hogy azokat el6szor az y
koordinédta szerint a legnagyobbtol a legkisebbig, majd ezen beliil az x koordindta szerint
a legkisebbtdl a legnagyobbig rendezziik. Azaz balrél-jobbra, fentrél-le. Példdul az egység
négyzet cstcsainak szinezési sorrendje: (0,1), (1,1),(0,0), (1,0). Nyilvdnald, hogy ha ebben
a sorrendben szinezziik a csucsokat, akkor minden felosztasbeli téglalapnak a jobb alsé sarkat

fogjuk utoljara szinezni.
3.7. Tétel. Minden dltaldnos felosztdsnak létezik gyenge dltaldnos polikromatikus 3-szinezése.

Bizonyitds: Tekintslink egy A felosztdst. A-ban minden v csicsnak legfeljebb egy olyan
szomszédja van, melynek az x koordinatdja kisebb az 6vénél, és legfeljebb egy olyan szom-
szédja van, melynek y koordindtaja nagyobb az 6vénél. Tekintsiik A csiuicsainak szinezési
sorrendjét. A mohé algoritmus sordn a csicsokat ebben a sorrendben fogjuk szinezni 3
szinnel, gy hogy a kiszinezett v cstcs szine kiilonbozzon az emlitett, legfeljebb 2 szomszédos

csucs szinétdl. Legyen az éppen szinezendd cstics v. Az algoritmus egy altaldnos 1épése:

(i) Ha v-nek még nincs szinezett szomszédja (azaz v az A bal fels§ sarka), akkor v-t

tetszoleges szinnel szinezziik ki.

(ii) Ha v-nek idaig egyetlen szomszédjat (w) szineztiik ki, akkor v-t szinezziik ki tetsz6leges,

w szinétol kilonbozo szinre.

(iii) Ha v-nek idaig két szinezett szomszédja van (x és y), akkor ez a hdrom cstics egy t € A

téglalap hataran van, melynek v a jobb alsé sarka.
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(a) Ha z és y kiilonbozd szinfire vannak szinezve, akkor v-t szinezziik a harmadik

szinnel.

(b) Tegyiik fel, hogy = és y azonos szinlire vannak szinezve. Mivel v a ¢ utolsé
szinezendd csicsa, igy x-nek t-ben mar van egy szinezett w szomszédja, és a
kezdeti feltevésiink szerint x szine kiillonbozik w szinét6l. A 3.5 dbran két példa
lathaté =, y, v, w helyzetére. Ezért v-t az = és w szineitdl eltérd szinnel szinezve,

t hataran feltiinik mind a 3 szin.

A leirt algoritmus sordn minden ¢ € A téglalap polikromatikusan 3-szinezett lesz, igy megad-

tuk az A felosztas egy gyenge altalanos polikromatikus 3-szinezését. O

3.5. dbra. Két példa az éppen szinezend6 v csucs és az x, y, w csicsok helyzetére.

3.8. Tétel. Minden dltaldnos felosztdsnak létezik gyenge dltaldnos polikromatikus 5-szinezése.

Bizonyitds: Tekintsiink egy A felosztast. A kovetkezd algoritmussal megadjuk A-nak egy
5-szinezését, melynél a csiucsokat a szinezési sorrendben szinezziik. Legyen v az éppen
szinezend6 cstcs. Legyen (ha létezik) x a v azon szomszédja, melynek x koordinédtéja kisebb
az 6vénél, és legyen (ha létezik) y a v azon szomszédja, melynek y koordindtdja nagyobb az
ovénél. Tehdt x a v bal oldali szomszédja, y a v fels6 szomszédja. Tovabbd legyenek (ha
léteznek) B, illetve J, azon A-beli téglalapok, melyeknek v a bal alsé illetve a jobb alsé
sarka, és legyen w az y, v-t6l eltérd szomszédja B,-ben. A 3.6 dbran lithatd két példa ezek

elhelyezkedésére. Az éppen szinezendd v csiicsnak az alabbi feltételekkel valasszunk szint:
(i) v szine kiillonbozzon x szinétél
(ii) v szine kiilénbozzon y szinétdl
(iii) v szine kiilénbozzén w szinétdl
(iv) v szine kiilonbozzon a J, — {v}-n hasznalt (legaldbb) 3 szint6l

A (i) és (iii) feltétel biztositja azt, hogy B, (ha létezik) csicsain legaldbb 3 szin felt{injon.
Ha J, létezik, akkor van olyan v csucs, hogy J, = B,/, rdaddsul v' megel6zi v-t a szinezési
sorrendben, tehdt J, — {v} legaldbb 3-szinezett. Ezzel litjuk, hogy a (iv) feltételiink is
értelmes.

Mivel minden t € A téglalapra létezik olyan v csics, hogy t = J,, igy a fenti feltételekkel az
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algoritmus a csicsoknak olyan szinezését adja meg, hogy minden A-beli téglalap legaldbb
négy szinnel szinezett lesz. Tovabba az éppen szinezend6 cstcs szinére a feltételek legfeljebb

4 szint tiltanak meg, igy 5 szin mindenképpen elegend? a felosztds szinezéséhez. O

w
J,
Y B y w
B,
J,
X v
X v

3.6. abra. Két példa az éppen szinezend6 v csucs és az x, y, w csicsok helyzetére.

3.5. Megjegyzés. A 3.7 és 3.8 Tétel bizonyitdsiban adott polikromatikus szinezések jo
szinezések is. Ezxt a 3.7 tételben a (i), a 3.8 Tételben pedig az (i) és (ii) feltételek biz-
tositjdk.

3.2.3. Erdss altalanos polikromatikus 2- és 6-szinezés
3.9. Tétel. Minden dltaldnos felosztasnak létezik erds dltaldnos polikromatikus 2-szinezése.

Bizonyitds: Tekintsiink egy A felosztast és csiicsainak a szinezési sorrendjét. Ismét ebben
a sorrenben fogjuk megszinezni a cstucsokat, de most csak 2 szinnel. Legyen az éppen

szinezendo csucs v:

(i) Ha v semelyik A-beli téglalapnak sem a jobb alsé sarka, akkor v-t szinezziik tetsz6leges

szinre.
(ii) Ha v valamely ¢t € A téglalap jobb alsé sarka, akkor ¢ mdsik hdrom sarka mér szinezett.

(a) Ha t szinezett sarkain mind a 2 szin feltlinik, akkor v-t tetszéleges szinnel szinez-
hetjtk.
(b) Ha t szinezett sarkai azonos szintire vannak szinezve, akkor v-t szinezziik az ett6l

eltéro szinnel.

O

A 3.11 Tétel bizonyitdsdhoz tegyiink egy kis kitérét a grafok listds szinezése felé. Legyen
G egy gréaf, és minden v € V(G) csicsra legyen adott a szinek egy L(v) halmaza (lista),
melyekkel a v cstcsot szinezhetjiik. G cstcsainak listds szinezésén a csticsok olyan szinezését
értjiik, melynél minden v csics szine benne van az L(v) listdban. A graf k-lista szinezhetd,
ha a cstcsokra tetszleges k hosszu listat megadva létezik olyan listds szinezés mely a graf

jO szinezését adja.
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3.10. Tétel (Erdés, Rubin, Taylor, [4]). A pdros hosszi kordk 2-lista szinezhetdek.
3.11. Tétel. Minden dltaldnos felosztdsnak létezik erds dltaldnos polikromatikus 6-szinezése.

Bizonyitds: Tekintsiink egy A felosztdst. Legyen G egy graf A csicsain, melyben x és
y kozott pontosan akkor megy él, ha x és y ugyanannak az A-beli téglalapnak sarkai. A
kovetkezOkben belatjuk, hogy G-nek létezik j6 6-szinezése, ugyanis G egy ilyen szinezése
az A felosztds egy erGs dltaldnos polikromatikus 6-szinezését adja meg. ElGszér G azon
csucsait szinezzik ki, melyekben 4 téglalap taldlkozott. KEzeket a szinezési sorrendben
szinezziik ki ugy, hogy az éppen szinezendo v csucsra tetszoleges olyan szint hasznalhatunk,
mely nem tlinik fel v szinezett szomszédai kozott (megengedett szin). Mivel egy éppen
szinezendd cstucsnak legfeljebb 4 szinezett szomszédja van, igy 6 szin biztosan elegendd lesz
a jo szinezéshez.

Az ilyen csicsok szinezése utan legyen az algoritmus a kovetkez6. Jelolje W a még ki nem
szinezett csicsok halmazat. Egy W-beli cstcs olyan, hogy legfeljebb két A-beli téglalap
sarka, azaz a W-beli csticsok fokszama legfeljebb 6. Jeléle W6 azon W-beli csticsok halmazit,
melyek fokszdma G-ben pontosan 6, igy egy x € W6 cstics A-ban pontoson 2 téglalap sarka,
és ezeknek nincsen masik kozos sarkuk. Emiatt z-nek G-ben van két szomszédja, melyek egy
A-beli téglalap ugyanazon oldaldn helyekednek el. Legyen y, az z-hez kozelebbi ezek koziil.
Minden ilyen (z,y) cstcsparra irdnyitsuk meg az zy élt G-ben z-t6l y-ig. Erre egy példa
lathaté a 3.7 abran. Nyilvanvald, hogy az xy élek egyikét sem irdnyitjuk meg visszafelé,

tehat a W-beli csticsok kifoka pontosan 1.

3.7. abra. Az zy él iranyitasa

Ezek utén el6szor azokat a WO-beli csticsokat szinezziik, melyek befoka 0. Legyen z egy
ilyen cstcs. Az x kifoka 1, ezért van szinezetlen szomszédja, ami az jelenti, hogy van olyan
szin amivel z-t szinezve nem romlik el a szinezésiink. Szinezziik ki x-t egy ilyen megengedett
szinnel, majd vegyiik ki WO-bél. Ismételjiik ezt a lépést addig, amig W5-ban nem marad 0
kifokd cstics. Ezek utdn minden WO-beli cstics kifoka és befoka is egyarant 1. fgy egyrészt
minden W6-beli csticsnak van 2 szinezetlen szomszédja, tehdt minden csicsnak van egy le-
galabb 2 elemfi listdja a megengedett szinekkel, masrészt a WO-beli csticsok grafja irdnyitott
korokre bomlik fel.

Tekintsiink egy ilyen irdnyitott kort. Vildgos, hogy a korben a vizszintes és fiiggbleges élek
felvéltva kdvetik egymadst, igy az ilyen korok péros hossziak. A pédros hossza kordk 2-lista

szinezhetéek, igy meg tudjuk adni ezek egy jé szinezését. Szinezziik ennek megfeleléen W
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csuicsait. Ezek utdn mar csak a W — W90 cstcsok szinezetlenek. Ezek fokszdma azonban

legfeljebb 5, tehat minden ilyen csics szinezésére létezik megengedett szin. [

3.3. Osszefoglalds, nyitott kérdések

Az altaldnos felosztdsok esetében megmutattuk, hogy mind a gyenge dltaldnos, mind az erds
altalanos polikromatikus k-szinezés esetében elegendd a 4-hez minél kozelebbi k értékeket
vizsgdlni. Megjegyeztiik, hogy k < 4 esetben ezek a szinezések megegyeznek a téglalap-
felosztasoknal definialt polikromatikus és erésen polikromatikus k-szinezésekkel, és igazoltuk,
hogy minden téglalap-felosztasnak létezik erdsen polikromatikus 4-szinezése. Lattuk, hogy
létezik olyan altalanos felosztas, melynek nem létezik gyenge dltalanos polikromatikus 4-szi-
nezése, de barmely altalanos felosztasnak létezik gyenge altaldnos polikromatikus 3-, illetve
5-szinezése. Erds dltalanos polikromatikus szinezés esetén a 2 illetve 6 értékekre igazoltuk
ezeket.

A gyenge altaldnos polikromatikus 3-, és 5-szinezéskre adott mohé algoritmusok nem adnak

minden esetben erds polikromatikus szinezést, igy az alabbi két kérdés egyel6re még nyitott.

3.1. Nyitott kérdés. Minden dltalanos felosztdsnak Iétezik erds dltaldnos polikromatikus

3-szinezése?

3.2. Nyitott kérdés. Minden dltalanos felosztdsnak Iétezik erds dltaldnos polikromatikus

5-szinezése?



4. fejezet

A polikromatikus szinezés

bonyolultsaga

A mostani fejezetben a polikromatikus szinezés bonyolultsagat vizsgaljuk. Polinomaélis id6
alatt ellendrizhetd, hogy egy k-szinezés polikromatikus-e, igy annak eldontése, hogy egy
sikgraf polikromatikusan k-szinezheté-e, N'P-beli. A k = 1 eset trividlis, hiszen minden
sikgraf polikromatikusan 1-szinezhet6, azaz minden inputra igen véalaszt kapunk. A fejezet
tovabbi részében a k = 2,3, 4 esetekre tériink ki. Az N'P-nehézség bizonyitdsa soréan poli-

nomidlis visszavezetjiik a feladatainkat mar ismert N"P-nehéz problémadkra.

28
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4.1. A polikromatikus 2-szinezés bonyolultsaga

A 3-SAT azon kielégithet6 CNF-formuldk nyelve, melyeknél minden kléz legfeljebb 3 elemii.
Ha egy ¢ € 3-SAT CNF-formula kielégithet6 tgy, hogy egyik kl6zon beliil sem igaz min-
den literal, akkor azt mondjuk, hogy ¢ € NAE-3-SAT (Not All Equal 3-SAT). Egy CNF-
formulat sikbelinek neveziink, ha a literal-kléz incidenciagrafja sikbarajzolhaté lesz, ha benne
a negélatlan literalokat korbekotjiik, és valtozoknak megfelel6 negélt és nagalatlan literalokat
Osszekotjik. A NAE-3-SAT-beli sikbeli CNF-formulédk nyelvét PLANAR-NAE-3-SAT-tal
jeloljik. Az alabbi tételt Bernard Moret bizonyitotta.

4.1. Tétel (Moret, [11]). PLANAR-NAE-3-SAT € P.

Nevezziink egy CNF-formuléat sikbeli*-nak, ha a literdl-kl6z incidenciagrafja sikbarajzolhato.
A NAE-SAT-beli sikbeli CNF-formuldk nyelvét PLANAR*-NAE-SAT-tal jeloljik. A 4.1
Tétel bizonyitasdban szerepld visszavezetés sikbeli* CNF-formuldkra is miikodik, ezért igaz,
hogy PLANAR*-NAE-3-SAT € P.

4.2. Tétel. Létezik polinomidlis algoritmus annak eldontésére, hogy egy adott sikgrdf po-

likromatikusan 2-szinezhetd-e.

Bizonyitds (vdzlat): Azt fogjuk kihaszndlni, hogy egy sikgraf csicsainak 2-szinezése pon-
tosan akkor polikromatikus, ha egyik lap sem monokromatikus. Tekintsiink egy G sikgrafot.
Konstrudljunk G-hez egy ¢¢ sikbeli* CNF-formulat a koévetkezoképpen. Vegyiink fel G
minden csticsdhoz egy valtozot, és az egy lapon 1évo csticsok valtozoi alkossak a kldzokat.
A 4.1 (a,b) dbrdn lathatunk egy példdt, ahol a CNF-formula literdl-kl6z incidenciagrafjit

is abrazoljuk. Ha G polikromatikusan 2-szinezhetd, akkor tekintsiik egy ilyen szinezését.

(v, v x5v X v ) (X, VX,V X) A(SX VXV XV X)

(a) (b) (©)

4.1. dbra. G, pq, ¢l

Az egyik szinnel szinezett csicsok valtozéi legyen igazak, a masik szinnel szinezett cstcsok
valtozéi legyenek hamisak. Ezzel ¢ minden klézan beliil lesz igaz és hamis valtozé is, tehat
pa € PLANAR*-NAE-SAT. Mésrészt, ha o € PLANAR*-NAE-SAT, akkor szinezziik ki az
egyik szinnel azokat a csticsokat, melyeknek a valtozéjuk igaz, a tobbi cstcsot pedig szinezziik
a masik szinnel. Ezzel G polikromatikus 2-szinezését kapjuk. fgy annak eldontése, hogy
G sikgraf polikromatikusan 2-szinezhet6-e ekvivalens annak eldontésével, hogy g sikbeli*
CNF-formula PLANAR*-NEA-SAT-beli-e.

Ezt kovetben tekintsiik oo egy n > 3 méretii k klozjat. A k klézot bontsuk kétfelé. Egy
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Uj x literal felvételével k-t egy 3 és egy n — 1 méretll k1, ko klozra cseréljiik a 4.1 (b,c)
abrdnak megfeleléen. Az x literal ki-ben negédlatlanul, ko-ben negédlva szerepeljen. Ezt az
eljarast folytassuk addig, mig minden kléz legfeljebb 3 méretl lesz, igy egy ¢ sikbeli*
CNF-formuldt kapunk. Mésrészt ha oo € PLANAR*-NAE-SAT, akkor ¢, € PLANAR*-
NAE-3-SAT. Ugyanis amikor egy klozt kétfelé bontunk az egyik 1j klézban biztosan lesz
igaz valtozo, a masikban pedig ha nincs, akkor a felvett literdlt vélaszthatjuk ugy, hogy
az igaz legyen. S6t, ha ¢, € PLANAR*-NAE-3-SAT, akkor ¢ € PLANAR*-NAE-SAT.
Hiszen ha egyesitjiik a szétbontott kl6zokat nem fordulhat el6, hogy minden valtozé logikai
értéke egyforma legyen, mert a megfelelé6 = és —x valtozdk logikai értéke kiillonb6zo. fgy
annak eldéntése, hogy ¢ PLANAR*-NAE-beli-e ekvivalens annak eldéntésével, hogy ¢,
PLANAR*-NAE-3-SAT-beli-e.

Osszegezve: annak eldontése, hogy G polikromatikusan 2-szinezheté-e ekvivalens annak
eldontésével, hogy ¢, PLANAR*-NAE-3-SAT-beli-e, melyrél tudjuk, hogy P-ben van. O

4.2. A polikromatikus 3-szinezés bonyolultsaga

Egyszerti sikgraf jo 3-szinezhet6ségét fogjuk polinomalisan visszavezetni a polikromatikus

3-szinezhetdségére. Ehhez az aldbbi tételt fogjuk felhasznélni.

4.3. Tétel (Stockmeyer, [13]). Annak eldontése, hogy egy egyszeri sikgrdf jol 3-szinez-
heté-e, N'P-nehéz.

4.4. Tétel. Annak eldintése, hogy eqy egyszerd sikgrdf polikromatikusan S3-szinezhetd-e,
NP-teljes.

Bizonyitds: Mar csak azt kell beldtnunk, hogy a feladat AN'P-nehéz. Legyen adott egy G
egyszeril sikgraf. Polinomidlis id6 alatt konstrudlunk egy G’ egyszerii sikgrafot gy, hogy
G’ pontosan akkor jél 3-szinezhetd, ha G polikromatikusan 3-szinezhetd.

Minden uv € E(G) élhez vegyiink fel egy ., csicsot valamely olyan lap belsejében, melynek
uv hatdra, majd kossiik ossze u-val és v-vel. Ekkor minden F(G)-beli él egy hdromszognek
oldala. Ezutdn minden f € F(G) lapnak vélasszuk ki egy x csticsit, majd vegyiink fel egy
xy csucsot f belsejében és kossiik Ossze z-el. Egy példa lathaté a 4.2 abran. Az igy kapott
G’ gréf egyszerti sikgraf.

Tekintsiik (ha létezik) G egy j6 3-szinezését. Ekkor egyik uv € F(G) él sem monokromatikus,
igy G’'-ben az y,, csticsot az u és v szineitdl eltérd harmadik szinnel szinezve minden hérom
méretii lap polikromatikus lesz. Egy f € F(G) lapot pedig az z; csics szinezésével tehetiink
polikromatikussd. Ezzel megadtuk G’ egy polikromatikus 3-szinezését. Mdsrészt tekintsiik
(ha létezik) G’ egy polikromatikus 3-szinezését. Ekkor természetesen G’ minden hdrom
méreti lapja is polikromatikus, ebbél adédéan egyik uv € E(G) él sem monokromatikus,

tehét G j6 szinezését kaptuk (esetleg 2 szinnel). Tehat G pontosan akkor jol 3-szinezhetd,
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4.2. dbra. G’ konstrukcidja

ha G’ polikromatikusan 3-szinezhetd. [

4.3. A polikromatikus 4-szinezés bonyolultsaga

A k = 4 esethez két problémat fogalmazunk meg, mégpedig kétszeresen Ssszefliggii grafokra.
Ennek az egyik oka az, hogy egy sikgraf akkor és csak akkor polikromatikusan k-szinezhet6,
ha minden kétszeresen Osszefiiggd komponense is az. Rdaddsul mélységi kereséssel a maxi-
malis, kétszeresen Osszefiiggd komponens polinomialis id6 alatt megtalalhato. Masrészt egy
kétszeresen Osszefiiggo sikgraf minden lapja egy kor, és ez megkonnyiti vizsgalatainkat.

Legyen L néhany pozitiv egész szamot tartalmazoé halmaz. Tekintsiik a kévetkez6 2 problé-

mat:

L-PLANE-PROPER-k-COLORABILITY:

Adott: G kétszeresen Osszefiiggd sikgraf, ahol G barmely lapjanak mérete L-beli.
Kérdés: Létezik-e G csucsainak j6 k-szinezése?
L-PLANE-POLY-k-COLORABILITY:

Adott: G kétszeresen sszefiiggd sikgraf, ahol G barmely lapjanak mérete L-beli.

Kérdés: Létezik-e G csuicsainak polikromatikus k-szinezése?
4.5. Tétel (Alon et al. [1]). L-PLANE-PROPER-3-COLORABILITY...
(i) ... P-ben van, ha L = {2,3}.
(ii) ... trividlis, ha L kizdrdlag pdros szamokat tartalmaz.
(i1i) ... N'P-teljes, ha {3,s} C L, ahol s > 4.
(iv) ... N'P-teljes, ha {4,t} C L, aholt > 5 pdratlan.
4.6. Tétel (Alon et al. [1]). L-PLANE-POLY-3-COLORABILITY...
(i) ... P-ben van, ha L ={2,3,}.
(ii) ... trividlis, ha L kizdrdlag pdros szamokat tartalmaz.

(i1i) ... N'P-teljes, ha {3,s} C L, ahol s > 4.
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() ... N'P-teljes, ha {4,t} C L, ahol t > 5 pdratlan.
(v) ... trividlis, ha L C {6,...}.

4.7. Tétel. Annak eldontése, hogy eqy egyszerd sikgrdaf polikromatikusan 4-szinezhetd-e,
NP-teljes.

Bizonyitds: Most is csak azt kell beldtnunk, hogy a feladat NP-nehéz. Legyen G egyszerti
stkgraf. Minden uv € E(G) élhez vegytnk fel egy x,, cstcsot, és az uv élt helyettesitsiik
az U — Ty, — v Uttal. Ezutdn minden f € F(G) lap belsejében vegytnk fel egy vy cstcsot
és kossiik Ossze f csucsaival. Az {gy kapott G’ gréf egyszer(i sikgréf és minden lapjanak

mérete pontosan 4. Egy példa lithat6 a 4.3 dbran. Megmutatjuk, hogy G pontosan akkor

4.3. dbra. G’ konstrukcidja

jOl 3-szinezhetd, ha G’ polikromatikusan 4-szinezhetd.

Tekintsiik (ha létezik) G egy x jé 3-szinezését az {1,2,3} szinekkel. Ezt a x szinezést
egészitjik ki G’ szinezésévé a kovetkezOképpen. Minden vy (f € F(G)) csicsot szinezziik ki
a 4-es szinnel. Mivel y jé 3-szinezés, ezért egyik e € E(G) él sem monokromatikus, igy @,,-t
(uv € E(GQ)) a x(u), x(v),4 szinektdl eltérd negyedik szinnel szinezve, minden f € F(G’)
lap polikromatikusan 4-szinezett lesz.

A miésik irdnyhoz tekintsiik (ha létezik) G’ egy x’ polikromatikus 4-szinezését. Legyen
vy valamely f laphoz felvett csics. Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
X'(vy) = 4. Ekkor minden olyan uv € E(G) élre, mely f-et hatdrolja az u, zy,, v csicsok az
1, 2, 3 szinekkel vannak szinezve, igy minden v, csicsra, melyet valamely f-el szomszédos
g € F(G) laphoz vettiink fel x'(vy) = 4. Ezt a gondolatmenetet ”laprél-lapra lépve”
megismételhetjiik, és mivel G’ dudlis grafja Osszefliggd, igy minden f’ € F(G)-re x'(vy) = 4,
és minden mds w € G’ csticsra x'(w) # 4. Tehdt ha x'-t leszlikitjik G-re (), akkor G egy
3-szinezését kapjuk. Masrészt ¥’ polikromatikus 4-szinezés, ezért minden wv élre, mely
valamely f € F(G) lap hatdra, az u, v, T, f, csicsok kiillonbozd szintiek, azaz x(u) # x(v).

fgy X j6 3-szinezése G-nek. [J
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4.4. Egyéb eredmények, nyitott kérdések

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy nem minden &ltaldnos felosztdsnak létezik gyenge

altaldnos polikromatikus 4-szinezése. A kovetkezo tétel igazolhato.

4.8. Tétel (Gerbner et al. [6]). Annak eldontése, hogy egy dltaldnos felosztdsnak létezik-

e gyenge dltaldnos polikromatikus 4-szinezése, N'P-teljes.

A 4.3 szakaszban definidltuk az L-PLANE-POLY-3-COLORABILITY problémat. Az egyetlen
eset amit egyelére nem tudtunk lefedni a 4.6 Tételben, amikor L legkisebb eleme 5. Ha

fenndallna, hogy p(5) > 3, akkor az aldbbi probléma triviélis lenne.

4.1. Nyitott kérdés. Mi a bonyolultsiga az {5,...}-PLANE-POLY-3-COLORABILITY

problémdnak?

A 4.1, 4.2, 4.3 szakaszokban a polikromatikus k-szinezés bonyolultsdgat vizsgdltuk a k =
1,2, 3,4 esetekben.

4.2. Nyitott kérdés. A PLANE-POLY-k-COLORABILITY probléma NP-teljes minden
rogzitett k > 5-re?
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