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1. fejezet

Bevezetés

Eletiink szinte minden teriiletén jelen vannak kiilonbozé adathalmazok, még ha
sokszor észre sem vessziik ket és nem gondolunk bele, hogy milyen fontos is a minél
jobb adatkezelés. Pedig a szamologép, a hiitd, az autdbusz, a laptop vagy az tirrakéta
miikodéséhez egyarant elengedhetetlen, hogy a fontos - mért, kapott vagy szdmolt -
adatokat el tudjak tarolni, illetve sziikség esetén tudjanak a kapott adatszerkezetben
keresni, torolni vagy 1j elemet beszirni. A dinamikus adatkezelés tehat kiemelten
fontos feladat, igy nem meglepd, hogy megvalositasara tobbféle modszer is létezik.
Természetesnek tlinG elvaras egy adatkezel6tél, hogy barmely adathalmaz barmely
elemét gyorsan és hatékonyan szirja be, keresse meg, vagy tordlje az adatszerkezet-
bél. Ugyanakkor még a legjobb adatkezelk sem képesek ezt a latszolag alapvetd
feltételt teljesiteni. Szakdolgozatomban rdmutatok ennek a jelenségnek az okara, il-
letve arra, hogy mi az, amit redlisan elvarhatunk egy j6 adatkezel6tél.

A maésodik fejezet elején bemutatasra keriil az egyik legelterjedtebben hasznalt
adatkezel6 megoldés, a hasitdsos technika. Megismerkediink az alapokkal, majd a
két legjellemz6bb megvaldsitassal, a lancolassal illetve a nyilt cimzéssel. Utdbbi ese-
tében sorra vesziink harom lényegesen kiilénb6z6 eljarast, a lineédris kiprobalast, a
kvadratikus maradékprobat illetve a kettds hasitast, majd Gsszehasonlitjuk 6ket. A
lancolés esetében egy fontos lemma bizonyitasa révén belatjuk, hogy bizonyos felté-
telek mellett a hasitas segitségével mindharom szotarmivelet O(1), vagyis konstans
id6ben végrehajthatd. A masodik fejezet végén réviden kitériink a hasitasnak a ma-
sik igen elterjedt és jol hasznalhaté dinamikus adatkezelési megoldassal, a binaris
keres6faval valo Osszehasonlitasara. Latni fogjuk, hogy a két modszernek més-méas
elényei és hatranyai vannak, igy a feladat jellegétdl fiigg, hogy melyiket érdemes
hasznéalni.

A "kozonséges" hasitasi technikdk komoly hatranya, hogy bizonyos adathalma-

zokra kifejezetten rosszul viselkednek. Ugyanakkor mi olyan eljarast szeretnénk,



melynek nincsenek "gyenge pontjai", "rossz adathalmazai". Egy nagyon érdekes
Otleten alapszik a szakdolgozatom masodik felében részletezett modszer, az univer-
zalis hasitas, mely pont azt tudja, amit elvarunk téle: nagy valoszintséggel bar-
mely inputra hatékonyan miikddik. Nagy el6nye, hogy készakarva sem lehet rossz
adathalmazzal lassi futésra kényszeriteni. Az elméleti attekintés utan sajat progra-
mokkal illusztralok két fontos eredményt, melyeknek a bizonyitésa is szerepel jelen
dolgozatban. A konkrét példak egyfelsl szemléltetik majd az eredményeket, méasfe-
161 ala is tamasztjak majd azokat. Azt is latni fogjuk, hogy az univerzalis hasitas
hasitofiiggvény-halmazanak iigyes megtervezésével lényegében elhanyagolhatdan ke-

vés rossz futast fogunk kapni.



2. fejezet

Hasitas

2.1. A hasitasos technika

A hasitas a dinamikus adatkezelés egy igen elterjedt modszere. A taroland6 ada-
tok az adatrekordok, melyeknek egyedi azonositojeliik van. Ezt a jelet nevezziik az
adatrekord kulcsanak, erre hivatkozva kereshetGek, torolhetéek, stb. az adatok. A
kulcsok olyan azonositoi az adatrekordoknak, mint amilyen megkiilénboztets jele a
rendszam a motorizalt jarmiiveknek. Mivel az adatkezelés folyamataban indifferens
az adatok mérete és tartalma, vagyis csak a kulcsuk szamit, elég a kulcsokkal dol-
goznunk a kovetkezSkben. A tovabbiakban feltessziik, hogy minden rekord kulcsa
nemnegativ egész szam. Ez a megkdtés lényegében nem korlatozza a kezelhetd ese-
tek szaméat, ugyanis a legtébb el6fordulo kulesot konnyedén egész szammaé transzfor-
malhatjuk. Vegyiik példaul a {rab, ** @!} kulcshalmazt. A kulcsokat ASCII kodjuk
alapjan 128-as szamrendszerben abrazolva a {114 - 128% + 97 - 128 + 98,42 - 128 +
42,64 - 128 + 33} halmazt kapjuk, mivel az r, a, b, *, @, ! karakterek ASCII kodja
rendre 114, 97, 98, 42, 64 illetve 33. Vagyis a fenti harom kulcsnak az {1 830 290,
5418, 8225} kulcshalmazt feleltettiik meg. Modszeriink garantélja, hogy barmely
két kiilonboz6 karaktersorozatnak kiilénbo6zé kodja lesz, ha csupa ASCII karaktert
hasznalunk. Persze el6fordulhat, hogy igy igen nagy szamokat kapunk, melyeknek
a kezelése nehézkes, de Osszességében ez nem okoz jelentds romlast a hatékonysag-
ban, igy ennek a kérdésnek a vizsgalataval nem foglalkozunk. Mostantol tehat csupa
nemnegativ egész kulcsértékkel dolgozunk.

Mivel az adatrekordok keresése/torlése /besziirasa vagy modositasa helyett elegendd
a kulcsaik megfelel6 kezelése, a dinamikus adatkezelés az alabbi harom szétarmiivelet

elére meghatarozott sorrendii végrehajtasat jelenti:

Keresés(T,k): ak kulcs keresése a T adatstrukturdban



Beszaras(7', k): a k kulcs besztirasa a T' adatstrukturaba

Torlés(T, k): a k kules torlése a T' adatstruktirabol

Célunk egy olyan dinamikus adatstruktira megtaldlasa, melynek segitségével
a fenti harom mtvelet hatékonyan végrehajthato. Legyen T olyan adatstruktira
(memoria), melyben direkt elérésti minden memoriacella. Ez azt jelenti, hogy T
barmely eleme O(1) id6ben elérhetd (le)kérés esetén. A memoriacellakat slotoknak,
més néven réseknek, 7-t hasitétablanak (més néven direkt (vagy kozvelten) elérésd
tablazatnak) szokas nevezni. A T tabla méretét |T|-vel jeloljiik és értéke T slotjainak
szama, mely legyen mostantol m. Vagyis |T'| = m valamely m pozitiv egész szamra.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
T={0,1,...,m— 1},

ahol 0,1,...,m — 1 rendre az egyes slotok sorszamat adja. Legyen U a lehetsé-
ges kulcsok halmaza, melyet kulcsuniverzumnak, vagy réviden univerzumnak
neveziink. Altalaban |U| > |T|, vagyis lehetetlen a teljes U univerzumot T-ben
elhelyezni. S6t, U sokszor szinte kezelhetetleniil nagy. Mivel azonban a gyakorlati
problémakban jellemz&en nem fordul el§ egyszerre az 6sszes lehetséges kules, csak U
egy részhalmaza, elég, ha az aktuélisan el6forduld adatrekordok kulcsainak S halma-
zaval foglalkozunk. Amennyiben példaul egy nagy sportrendezvényre érkezé nézék
gépjarmiiveirsl szeretnénk egy nyilvantartast késziteni, akkor elég az autok rengeteg
jellemzGje (szin, méret, tipus, fogyasztas, gyartasi év, tulajdonos, stb.) helyett csak
az autod, mint adatrekord kulcsat, vagyis a rendszamot tarolni. (Ugyanis a rendszam
alapjan méar kiderithets kis utanajarassal a tobbi adat, illetve példaul adott autot
keresve az azonositas a rendszam alapjan elvégezhetd, még ha némiképp nehézkesebb
is egy nagy parkoloban a PXK - 473 rendszamu jarmii megtalalasa csak a rendszam
alapjan, mint akkor, ha azt is tudjuk, hogy egy piros 20 tonnas kamionrol van sz0.)
Ha a rendezvénynek helyt adé sportcsarnok vagy stadion befogadoképessége 20 000
{6, akkor minden bizonnyal elegendS 10 000 rendszam tarol4sat tervezniink, ennél
tobb auto (és motor) szinte biztosan nem fog érkezni. Tehat a konkrét esetiinkben
el6fordulo kulesok halmaza |S| = 10 000 elemt, ezeket kell eltarolnunk, szemben az-
zal, hogy az Osszes lehetséges kulcsok U halmaza 263 - 103 = 17 576 000 kulcsbol
all.

A tovabbiakban U-t a természetes szamok véges részhalmazanak tekintjiik, vagyis
altalaban

U=H{0,1,2,...,d}



valamely pozitiv egész d-re, illetve néha U = N. Ezt a fentebb ismertetett okok
miatt tehetjiik meg az 4ltalanossag megszoritasa nélkiil. A feladatunk tehat S ele-
meit eltarolni 7-ben. Altalaban nincs befolyasunk S kivalasztasara, s6t, legtobbszor
semmit sem tudunk az eltarolandé kulcshalmazrol. Az S halmaz ugyanis az adott
feladattol fiigg, mint ezt az elgbbi példaban is lattuk. Nekiink, mint az adatkezelést
megvalosito algoritmus (program) tervezdinek, az a célunk, hogy az n elemt S hal-
mazt "jol szétszorva" taroljuk el T-ben. (A "jol szétszort" helyett a tovabbiakban
az egyenletes kifejezést fogjuk hasznalni.) Ez azért lényeges, mert a fentebb emlitett
szotarmiiveletek varhatéan joval gyorsabbak, ha egyenletesen taroltuk el a kulcso-
kat T-ben, mint ha Osszevissza helyezkednek el. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy
az egyenletességen a két jellemzd megvalositas - a lancolt listas és a nyilt cimzéses
iitkozésfeloldas - esetében pontosan mit is értiink. Altalanosan is igaz mindenesetre,
hogy szeretnénk, ha minden S-beli kulcs egyenls valoszintiséggel képezGdne le bér-
mely slotra, fiiggetleniil att6l, hogy a korabbi ill. késébbi kulcsok hova képezddtek
le ill. hova fognak leképezGdni. Ezt a tulajdonsagot egyszeri egyenletességi feltétel-
nek nevezziik. A h U-bol T-be képezé fliggvényt hasitofiiggvénynek nevezziik. A
tovabbiakban elvarjuk, hogy az el6bb megfogalmazott feltételt egy "jo" hasitofiigg-
vény kielégitse.

A gyakorlatban két elterjedt modszert hasznalnak "jo" hasitofiiggvények elGal-
litdsara, az osztomodszert és a szorzomodszert. Az osztomodszer esetében a hasi-
tofiiggvény h(k) := k mod m, a legjobb miikodést pedig akkor érhetjiik el, ha a
hasitotabla m méretét primnek olyan vélasztjuk, mely nem osztja r* + a-t, ahol r
a karakterkészlet elemszama (példaul 128) és a, k "kis" egészek (D. E. Knuth javas-
lata). A szorzomodszer hasitofiiggvénye h(k) := |m - {Bk}], ahol § valos szam. A
modszer egyfajta alvéletlenséget hasznal, ugyanis a fenti fiiggvény a Sk tortrészének
kiszamitasaval a k kulcsértéket szinte véletlenszertien hasitja a [0, 1) intervallumba.
Mindkét modszer jo eredményeket ad szamtani sorozatot alkotd kulcshalmazok ese-
tén. A gyakorlatban siirtin adodnak ilyen inputok (példaul a {hallgat6l, hallgat62,
hallgat63, ...} halmaz hallgatéi adatbazisokban). A szorzémodszer hasznalataval a
h(k), h(k+d), h(k+2d), ... sorozat kozelitGleg szamtani sorozat lesz, vagyis h kozel
egyenletesen hasitja a kulcsok szamtani sorozatait. Ez az eredmény konnyen adodik

a kovetkez6 igen szép tételbdl, mely T. Sos Vera nevéhez fiizédik.

1. Tétel. Legyen [ irraciondlis szam, és nézzik a 0, {5}, {26}, ..., {nB} pontok
dltal meghatdrozott n + 1 részintervallumot [0, 1)-ben. Ezek hosszai legfeljebb 3 kii-
l6nboz6 értéket vehetnek fel, és {(n + 1)} a leghosszabbak egyikét fogja két részre

vagni.



Mivel U és T adott, S pedig kezdetben ismeretlen elttiink, mindossze egyfélekép-
pen tudjuk befolyasolni a hasitas (varhato) eredményét. Ez pedig a hasitofiiggvény
megvalasztasa. De akarmilyen h hasitofiiggvényt is valasztunk, sokszor nem tudjuk
elkeriilni azt, hogy T egyes slotjaira egynél tobb kulcsot képezziink. Ennek egyrészt
az az oka, hogy nem ismerjiik elére a hasitand6 S kulecshalmazt, csak az egész kulcs-
univerzumot, mely sokkal nagyobb altalaban, mint |7'|, igy nem adhaté meg olyan
h, mely tetszé6leges S € U esetén minden x € S kulcsot kiilénb6z6 slotra hasit.
Masfelsl pedig sokszor mar 6nmagaban az S elhelyezend6 halmaznak is tobb eleme
van, mint amekkora a T hasitotabla mérete. Igy tehat mindenképpen foglalkoznunk
kell az agynevezett iitkozésekkel. Ha az x,y € S kulcsokra h(z) = h(y) = j, vagyis
h a T hasitotabla ugyanazon j slotjara hasitja mindkett6t, akkor azt mondjuk, hogy
x és y litkbznek j-ben. A hasitasi modszereket két {6 csoportba szoktak sorolni at-
tol fiiggden, hogy az iitkozések kezelését hogyan oldjdk meg. A tovabbiakban ezt a

két modszert ismertetjiik.

2.2. Lancolt lista
A lancolt listas megvalositas soran is sziikséges megadnunk egy megfeleld
h:U—-T={0,1,...,m—1}

hozzarendelést, mely a kulcsok elosztasat megvaldsitja. A kulcsok eloszlaséat a lancolt
listas esetben akkor tartjuk jonak (egyenletesnek), ha S elemei egyenletesen vannak

elosztva T slotjai kozott, vagyis idealis esetben minden slotra koriilbeliil

] 3

T m
kules jut S-bél. Ha T egy b slotjara [ > 2 db S-beli kules keriil, akkor készitiink egy
lancolt listat, mely az [ db kulcsot (adatrekordot) tartalmazza, majd egy pointert
irAnyftunk a b slotbol a listara, hogy az elemek elérhetéek legyenek a miiveletek
soran. Ezen megoldas kovetkezményeként a keresés maximum [ lépést igényel, a
varhato lépések szama pedig [/2. Természetesen a maximalisan egy slothoz rendelt
kulcsok szama kritikus a Keresés(T', k), Besziras(T, k) és a Torlés(T, k) szotarmi-
veletek miiveletigénye szempontjabol. Ertelemszertien a célunk az lenne, hogy ezt a
maximumot minél lejjebb szoritsuk, &m az el6bb méar sejtettiik, hogy ez nem megy,
igy arra toreksziink, hogy varhaté értékben minél jobb eredményt érjiink el. A legna-
gyobb problémank ezzel kapcsolatban az, hogy (mint lattuk) h-t nem definialhatjuk
S-b6l T-be rendel§ fiiggvénynek, mivel S a konkrét feladat fiiggvénye és nekiink

h-t minden lehetséges S-re egységesen, el6re meg kell adnunk. Ugyanis nem elég,



hogy S ismeretlen el6ttiink, rdadasképpen még valtozhat is az adatkezelés soran a
beszirasok és torlések eredményeképp. Mit lehet ezek utan tenni, lehet-e megfeleld

h fiiggvényt talalni ennyi bizonytalansag mellett is?

Elvarasokat tamasztunk tehat a h hasitofiiggvénnyel szemben annak érdekében,
hogy a hasitast minél sikeresebbnek értékelhessiik. Ezek az (ésszeri) elvarasok a
kovetkezok:

(i) h legyen hatékonyan programozhatd
(ii) h a legtobb S C T adathalmazt gy hasitsa a T hasitotablara, hogy minden
i€{0,1,...,m — 1} esetén a

T(i) = {z € S | h(z) =i}

halmaz szamossaga O(|S|/|T'|)-ben van.
Sajnos a (ii)-ben megfogalmazott elvaras nem szigorithato olyan modon, hogy el-
varjuk h-t6l, hogy minden S € U kulcshalmazt egyenletesen hasitson T-be. Ugyanis

minden h hasitofiiggvényhez és T' minden ¢ slotjahoz 1étezik az alabbi
Uh,i = {ZL’ elU | h(x) = Z}

kulcshalmaz, melynek minden elemét éppen T i-edik slotjara képezi h. Igy tehat bar-
mely S € U, kulcshalmaz esetén, vagy olyan esetben, mikor az S halmaz nagyrészt
Up,i elemeibdl all, a h hasitofiiggvény nem hasitja jol S-et T-be (s6t, kifejezetten
rosszul hasitja), szinte a lehetd legrosszabb eredményt produkalja. Ilyenkor példaul
a keresés miiveletigénye O(n) lenne. Ez nyilvanval6an elrontand a torekvéseinket,
igy annak érdekében, hogy (ii)-t teljesitsiik, olyan hasitofiiggvényre van sziikségiink,
mely egyenletesen hasitja U sszes kulcsat T-be. Igy tehat meg kell kovetelniink azt,
hogy minden i € {0,1,...,m — 1}-re

P(h(z) =i) = — (2.1)

legyen minden véletlenszerden valasztott z € U elem esetén. Ilyen hasitofiiggvény
letezik, vegyiik példaul azt a h,, : U — T fiiggvényt, melyet a h,,(z) = z mod m
képlet definial. Most megmutatjuk, hogy a (2.1) teljesiilése esetén tetszéleges kules-

halmazt varhatoéan egyenletesen hasit a hasitofiiggvény T' slotjaira.

1. Lemma. Legyen U =N az univerzum és legyen T ={0,1,...,m — 1},
m € N—{0,1}. Legyen n pozitiv egész, h pedig U — T egy olyan hash figgvény,
mely azonos valosziniiséggel hasit eqy véletlenszerien vdlasztott kulcsot minden slot-

ra, vagyis teljesiti a (2.1)-et. Ekkor T minden egyes slotjdra teljesiil, hogy:

10



(i) az 1. slotra hasitott S € P,(U)-beli rekordok vdrhato szdma (vagyis azon S-beli x

rekordok szdma, melyekre h(x) = 1) kisebb, mint
AN
m

(i) és n = m esetén P(egynél tibb S-beli kulcs keril az l. slotra) < 1.

Bizonyitas. Tekintsiik a (P,(U), P) valosziniiségi mezét, ahol P az egyenletes va-
loszintiségeloszlas P,(U) = {S C U | |S| = n} felett. Valasszunk ki n kulcsot U-bol
véletlenszertien, igy egy n elemi S C U halmazt kapunk. Az S = {s1,59,...,8,}
jelolést fogjuk haszndlni, ahol s, a k-adik véletlenszertien kivalasztott elem. Te-
kintsiik az alabbi ij(S) valoszintségi valtozot minden 4,5 € {1,...,n},i < j,
1€{0,1,...,m — 1} esetén:

0 kiilonben

Mivel X/ indikétorvaltozo, a varhato értéke (E[X]]) annak a valoszintsége, hogy
h(s;) = h(s;) = | (vagyis annak, hogy h s;-t és s;-t egyarant az [-edik slotra képe-
zi le, igy s; és s; litkoznek [-ben. Mivel a hasitofiiggvénytél megkoveteltiik, hogy
egyenletesen hasitson, igy ez a valészintiség az egyes hasitasok fliggetlensége miatt
nem mas, mint

P(h(s)) =1 A h(s;) =1) = P(h(si) =1)-P(h(s;) = 1)

11 1
-~ === (2.2)

Most kiszamitjuk az {itkdzések szaméanak varhato értékét minden T-beli [ slotra.

X' = Z ij:Zn:Xn:ij

1<i<j<n i=1 j=i+1

Az indikatorvaltozo

az l-edik slotbeli iitkozések szamat adja meg. A (2.2), valamint a varhato érték

linearitasa alapjan

E[X'] = E[ > X;j]

1<i<j<n

- Z E [X]

1<i<j<n

G) _nla-1) w2 (2.3)



minden [ € 0,1,...,m — 1 esetén. Specidlisan, az n = m esetben azt kapjuk, hogy

vagyis annak a valosziniisége, hogy h egynél tobb kulcsot képez T [-edik slotjara

kisebb, mint % minden [-re. Ezzel a lemma mésodik allitasat belattuk.
Felhasznélva a (2.3) egyenldtlenséget, megkaphatjuk az [-edik slotra hasitott S-

beli kulcsok szamanak varhatd értékét barmely n > m-re. Ha S-nek pontosan k

eleme keriil az [-edik slotra, akkor ott pontosan

(-2

iitkozést kapunk. Ekkor valasszuk k-t tgy, hogy

k(k—1
E [Xl] — ( )’
2
igy felhasznélva ismét a (2.3)-t, azt kapjuk, hogy

2 2
nt p onn—=1) k(k-1) (k—1)
2m2>E[X}_ om?2 2 - 2

Ebbol k < —- + 1,
m

igy éppen a kivant egyenlGtlenséget kaptuk. &

Mivel az el6z§ lemma alapjan az egy slotra hasitott kulcsok szamanak varhato
érteke kisebb, mint = + 1, elértiik azon kitizott célunkat, hogy olyan szotarszer-
kezetet taladljunk, mely hasznalata esetén a harom lényeges szotarmiivelet - keresés,
beszurés, torlés - miveletigénye egyardnt O(7-).

Az 1. lemméban feltételeztiik, hogy a kulcsuniverzum a természetes szamok halmaza.
A valésagban azonban a legtobbszor ez nem all fenn, hiszen csak véges sok potencia-
lis elemet vizsgilunk /rendeziink. Igy lényeges megvizsgalnunk azt az esetet, amikor
a kulcsuniverzum szamossiga a hasitotablazat méretének (nem feltétleniil egész)
tObbszorose. A véges esetben ugyanis felvetédik egy kisebb probléma. Tegyiik fel,
hogy az els6nek kivalasztott kulcsunk z, melyre h(x) = i valamely i € T-re Ekkor
a (2.1) teljesiilése esetén

{aeU—A{z} | h(a) =i} <[{be U —{x} | h(b) = j}| = %
fennall minden j € {0,1,...,m — 1} — {i}-re. Vagyis méasodik kulcsként egy olyan
y € U — {z} kules valasztasanak valoszintisége, melyre h(y) = i kisebb, mint .
Ez komoly gondot jelenthet, hiszen ekkor nem teljesiil a (2.1) feltétel, ezaltal pedig
nem igaz az 1. lemma. Azonban amennyiben {|U| > |S| > |T'|}, ugy feltehetd, hogy
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< clfogadhatoan jo kozelitése a P(h(a) = s | a € U — A) valoszintiségnek minden

s € T slot és minden {A | |A| < |S|} halmaz esetén, igy problémank csak latszo-
lagos. Persze akarmilyen nagy is U, a masodik elem kivalasztasanak valosziniisége
sosem lesz ugyanakkora minden egyes slotra nézve, mint az elsg elemé (hiszen azon
slotra képzés valoszintisége értelemszertien kisebb, melyhez az els6 kulcsot rendelte
h). Ugyanakkor az 1. lemma nem azt mondja ki, hogy varhatoan egyenletes lesz a
slotokra képzett elemek eloszlasa, mindossze azt, hogy jol megkozeliti azt. Nem cé-
lunk véges univerzumra is megfogalmazni és bizonyitani az 1. lemmat, de az el6bbi

gondolatmenettel jol érzékeltethets, hogy az allitas ilyenkor is igaz lesz.

2.3. Nyilt cimzés

A nyilt cimzés modszerének hasznalatakor az adatrekordokat magaban a hasi-
totablaban taroljuk. A modszer elénye a lancolassal szemben az, hogy mell6zi a
pointerek hasznalatat, ezaltal kisebb a memoriaigénye, mint a lancolt listas hasi-
tasnak, vagyis altala ugyanakkora memoriateriileten nagyobb méreti hasitotablat
tarolhatunk. Igy, ha ugyanazt az S inputhalmazt szeretnénk eltarolni a két mod-
szerrel, a nyilt cimzés esetén varhatdéan kevesebb {itkozést, ezéltal pedig elméletileg
gyorsabb adatkezelést kaphatunk. Ugyanakkor kétségtelen hatranya a modszernek,
hogy a hasitotablaban legfeljebb |T'| db adatrekordot tudunk eltarolni, vagyis csak
akkor érdemes a nyilt cimzéses hasitast alkalmazni, ha elére (legalabb kozelitéleg)
meg tudjuk mondani, hogy mekkora lesz az S kulcshalmaz és ehhez valaszthatunk
megfelel6 méret T-t. Ennél a modszernél tehat |S| < |T'|-nek mindig teljesiilnie
kell. Szintén hatrany tovabba az, hogy - mint azt latni fogjuk - az egyes adatrekor-
dok elhelyezése nem (mindig) olyan gyors és egyértelmi, mint a lancolas esetében.
Nézziik meg, hogy az egyes miiveleteket hogyan lehet végrehajtani a nyilt cimzéses
hasitas esetében!

Ha egy adott rekordot keresiink, végignézziik T' slotjait, amig megtalaljuk a keresett
elemet, iires mezG6t talalunk, vagy pedig a tablazat végére nem ériink.

A beszuras soran adott sorrendben végigjarjuk a slotokat és az elsé iires helyre ha-
sitjuk a beszirando rekordot. Ha |T'| = m lépés soran sem talaltunk iires (vagy
csillagozott) helyet, akkor a besziras nem lehetséges, a tablazat tele van. Az adott
sorrend itt azt jelenti, hogy a kiprobalt poziciok sorrendje a beszirandéd rekordtol
fiigg. Igy sokkal hatékonyabbak lesznek a miiveleteink, mintha egy fix, elére rog-
zitett, minden kulcsra azonos sorrendet hasznalnank (mely ©(n)-es miiveletigényt

jelentene). Pontosabban fogalmazva arrdl van szo, hogy a k kulcsu adatrekord h(k)
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hasitott értékéhez rendre hozzaadjuk a {0,1,...,m-1} halmaz egy elemét és megkove-
teljiik, hogy ez az elem minden 1épésben egy korabban még nem szerepld legyen. Az
igy nyert m hosszu szamsorozatot a k kulcshoz tartozé kiprébalasi sorozatnak,
vagy roviden csak probasorozatnak nevezziik. A beszuras soran tehat a kiprobalési
sorozat elemeit vessziik sorra és megnézziik, hogy a T altaluk indukalt/mutatott
slotjai iiresek-e. Ezt addig folytatjuk, amig iires helyet nem taladlunk, vagy elériink
a kiprobalasi sorozat végére.

Az egyediili nehézséget a nyilt cimzéses hasitoétablabol valé torlés jelenti, melynek
soran koriiltekintének kell lenniink. Ugyanis ha példaul egyszertien csak torliink a
tabla i-edik slotjabol egy sikeresen megkeresett elemet és a helye ezaltal iires lesz,
akkor utana sikertelen lesz egy olyan tablabeli elem keresése, melynek beszirasa
soran a probasorozat érintette, am foglaltnak talalta az ¢-edik slotot.

Az eddigiek szemléltetésére nézziik meg az alabbi példat. Legyen m = 11 és al-
kalmazzuk a h(k) = k mod 11 hasitofiiggvényt. Utkozés esetén lépjiink egyet balra
mindaddig, mig iires helyet nem talalunk (vagy korbe nem ériink). Az eltarolando
kulessorozat legyen a kévetkezd: 17, 12, 6, 35, 50, 24, 23. A beszurasok utan a hasi-
totablank az alabbi:

0] 1123|456 |7[8[9]10
24112 ] 35 50 | 6 | 17 23

A felsG sorban az egyes slotok sorszdma, alattuk az adott slotra hasitott adatrekord
(ha van ilyen) kulcsa lathato. Most toroljitk a tablabol a 17-es és a 24-es kulcsokat.
El6bbit azonnal megtalaljuk a h(17) = 6 hasitott érték alapjan a 7[6] helyen, utobbi
esetében pedig h(24) = 2, igy T'[2], majd T'[1] utan a T[0] helyen 1év6 rekordot kell
kitorolniink. Probaljuk meg most megkeresni a £ = 50 kulccsal ellatott adatrekordot.
Mivel h(50) = 6, el6szor a T'[6] helyen vizsgalodunk, &m az tires. Ekkor leallunk és
kozoljiik, hogy a keresett elem nem talalhato meg a hasitotablaban, hiszen a hasitott
értékének megfelel slot iires, vagyis oda az input egyetlen eleme sem keriilhetett.
Kovetkeztetésiink persze téves. Lathato, hogy a fentiekkel 6sszecsengGen a hibat az
okozta, hogy a torlés sordn nem voltunk eléggé koriiltekintGek. A hasonlé problé-
méak elkeriilése végett az elemek torlése soran NIL érték helyett egy csillag karaktert
szoktak a torolt rekord helyére irni. Ezzel a kiegészits szabéllyal tehat a torlés utan

igy festene a hasitotabla:

Ol 1 ]2 |3[4[5/6|7][8[9]10
12 1 35 50 [ 6 | * 23

Ha a keresGalgoritmus csillagot talal, akkor azt olyan ilires mez6nek veszi, melyre {rni
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lehet, &m a keresés soran ott ledllni nem. Tehét csillag esetén folytatja a keresést az
algoritmus és csak akkor all le, ha a keresett kulcsot vagy valoban iires mezGt talal,
illetve ha elérte a probasorozat végét.

Elméletben olyan probamodszert keresiink, mely egyenls valoszintséggel probélja

ki a {0, 1, ..., m-1} halmaz Osszes permutéciojat (pontosabban minden esetben
ezek koziil véletlenszertien valaszt egyet). Ez felelne meg a korabbiakban targyalt
egyenletesség feltételének. A gyakorlatban azonban ilyen hasitofiiggvény alkalma-
zasa nehézkes és koriilményes, ezért egyszeriibb, kozelité modszerek hasznalatosak.
Mi a harom leggyakrabban hasznalt eljarast mutatjuk be a kiprobalasi sorozatok
létrehozasara, a linearis és a négyzetes probalést, illetve a kett&s hasitéast. jeloljiik
n-nel a hasitott elemek szdmét, a-val pedig az a = - telitettségi tényezét. Sike-
res keresésnek azt nevezziik, amikor a keresett rekordot megtaldltuk a tdblazatban,
mig sikertelen keresésen azt értjiik, hogy a keresett kulcs nem szerepel T-ben. Le-
gyen O, a sikeres, C' pedig a sikertelen keresések soran megvizsgalt slotok atlagos
szama. Utobbi esetében feltessziik, hogy h(k) ugyanakkora valoszintiséggel lehet a

0, 1, ..., m-1 szamok barmelyike.

2.3.1. Linearis probalas

A linearis probalas soran a kiprobalasi sorozat a lehets legtermészetesebb: els-
szOr a hasitott érték helyét nézziik meg, majd - amennyiben ez célunknak nem
felel meg - rendre eggyel balra lépve folytatjuk a probalast (igy, hogy a lista elejé-
hez érve a végére ugrunk és onnan lépegetiink balra ismét), egészen addig, amig
el nem érjiik a célunkat vagy vissza nem ériink a hasitott értékhez. Vagyis, ha
a k kulesra a h : U — T hasitofiiggvény a h(k) hasitott értéket adja, akkor
aT[h(k)], Tlh(k)—1],..., T[0], T[m —1], T[m —2], ..., T[h(k) + 1] kiprobalasi
sorozatot kapjuk. Itt (az "elvart" m! helyett) csupan m db probasorozat fordul el6.
Ha egy hasitott értéknek megfelelg hely mar foglalt, akkor a proba a mellette levé
helyet vizsgélja meg, majd a mellette 1év§ elem mellettit, stb. Az eljaras hatranya,
hogy &ltalaban nem szorja szét a rekordokat, igy tigynevezett els6dleges csomosodés
alakul ki. Ennek az az oka, hogy ha egy Rs rekord beszirasa kozben a probasorozat
eléri a mar beillesztett R; rekord keresési atjat, akkor jellemzen végig is jarja azt,
novelve ezaltal az egymas melletti elemek szamat. A fenti példaban is a lineéris pro-
balas modszerét hasznaltuk és ott is megfigyelhetGek a kialakult elsGdleges csomok:
{23, 24, 12, 35} és {50, 6, 17}.

A linearis probalassal végzett hasitas esetén a sikeres és a sikertelen keresés miive-

letigénye az alabbiak szerint alakul:
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és

2.3.2. Alvéletlen prébalas

Egy specidlis esetet mutatunk be, a kvadratikus maradékprobat. Legyen m egy
4t + 3 alaka primszam, ahol ¢t € Z. Tekintsiik a k kulcsra a h(k) + r; probaso-
rozatot, ahol 7, = £ 42 Vi €0,1,...,m — 1 esetén. Vagyis a hasitott érték utan a
jobb, majd a baloldali szomszéd, azutan a jobbra négy, majd a balra négy mezére
1évé slot kovetkezik, stb. Mindezt persze tugy kell végrehajtani, hogy ha elérjik T’
elsé vagy utolso slotjat, akkor a hasitotabla méasik végétdl folytatjuk a szamolast.
A probalas soran maximum m lépést végziink, majd, ha nem taldltuk meg a ke-
resett elemet (illetve ha nem taldltunk iires helyet), az algoritmus leall. Belathato,
hogy ilyen feltételek mellett a kiprobalasi sorozat a modulo m maradékosztalyok
kérbe nem ériink. Természetesen igy az r; sorozat is a maradékosztalyok egy per-
muticiojat adja, mely rdadasul a k kulcstol fiiggetlen. Ez altalanos az alvéletlen
probalas modszerénél. Az eljaras lényege éppen az, hogy egy gyorsan és hatékonyan
szamithato kiprobalasi sorozatot biztosit, mely ugyanakkor kozel véletlenszertinek
hat. Ezen modszernek is komoly hatranya, hogy mind&ssze m kiilénb6z6 kiprobalasi
sorozatot képes elGallitani. Ugyanakkor az alvéletlen probalas mentes az elsGdleges
csomosodas jelenségétsl. Ugyanakkor megjelenik az Ggynevezett masodlagos csomo-
sodés, melynek lényege az, hogy ha két kulcs hasitott értéke eleve megegyezik, akkor
a teljes probasorozatuk is, és igy nagy valoszintiséggel keriilnek majd egymas koze-
lébe a hasitotablaban. Megjegyezziik, hogy a masodlagos csomdsodas természetesen
a linearis probalas esetében is jelen van, de kevésbé jelentés, mint az elsédleges. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy az elsédleges csomdsodas problémaja magaban foglalja a
masodlagos csomosodast. A midveletigény a legjobb megvalésitasok esetében

C,~1-— 10g(1—o¢)—%

a sikeres keresés esetén, illetve

C =~

N log(l —a) —«

a sikertelen keresés soran bejart slotok atlagos szamara.
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2.3.3. Kettds hasitas

Az egyik legjobb nyilt cimzéses, hatékonyan szamithatdé modszer a kettGs hasitas.
Az eljaras lényege az, hogy az eredeti h hasitofiiggvény mellett egy k' hasitofiigg-
vényt is hasznalunk, melyekkel a probasorozat i-edik eleme h(k) + i - h'(k) lesz. A
jo miikddéshez sziikséges, hogy a h/(k) értékek relativ primek legyenek az m tab-
lamérettel. Ez megvalosithato példaul gy, hogy m-et primnek vélasztjuk, A’ pedig
mindig m-nél kisebb egészet allit el6. A kordbban ismertetett két modszerrel szem-
ben a kettds hasitds nem m, hanem m? kiilonboz6 probasorozatot ad, hiszen h(k)
és h' (k) értéke egymastol fiiggetleniil egyarant m-féle lehet. Ezaltal a kettés hasitas
varhaté eredménye lényegesen jobb is, mint a korabbi moédszereké. Az eljaras kifi-
nomultsaga révén mentes mind az els6dleges, mind a méasodlagos csomosodastol. A

legjobb ismert implementaciok miiveletigénye (empirikus adatok alapjan)

1 1

)

a sikeres keresés, illetve

a sikertelen keresés esetében.

2.3.4. A nyilt cimzéses moédszerek 6sszehasonlitasa

Hasonlitsuk 0ssze a bemutatott modszereket! Az alabbi tablazatban a sikeres

(Sik) illetve a sikertelen (NemSik) keresés varhato lépésszamait tiintettiik fel o = 1,
2
3
dékproba és a kettds hasitas modszereket rendre a LP, az AP és a KH indexek jelolik.

a =%, a=0,9, valamint o = 0,99 mellett. A linearis probalés, a kvadratikus mara-

o | Sikpp | Sikgay | Stkgg || NemSikpp | NemSikiy | NemSikygy
05 | 1,5 | 1,44 | 1,39 2.5 2.19 p
2/3 2 1,77 1,65 5 3,43 3

0,9 5,5 2,85 2,56 50,5 11,4 10
0,99 | 50,5 5,11 4,65 5000,5 103,62 100

Lathato, hogy a linearis probalas csak a kis « értékekre versenyképes, oo > 2/3
esetén mar lényegesen lassabb, mint a mésik két modszer, f6leg a sikertelen keresés
varhato miveletigényét tekintve. Némiképp meglepd modon a kvadratikus mara-
dékmodszer nagyon jo eredményeket ad, mindossze 5-10%-kal lassabb, mint a kettds
hasitds, mind a sikeres, mind a sikertelen keresés esetében, barmely a-ra. Utobbi
két modszer még 90%-os tablatelitettség esetén is igen gyors, a sikeres keresés var-

hatoan legfeljebb 3, a sikertelen 10-11 1épést vesz igénybe. Tovabbi pozitivum, hogy
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sikeres keresésre még a 99%-os telitettség esetén is nagyon jo értékeket produkéal
mind a kvadratikus maradékproba, mind a kett6s hasitas. Megjegyezziik, hogy a
most targyalt nyilt cimzéses hasitasi technikdk mindegyike, még a leggyorsabbnak
bizonyult kett6s hasitas is sokkal lassabb, mint a korabban ismertetett lancolésos
megoldés. Ott ugyanis a tablaméretet az input fiiggvényében megvalasztva (példa-
ul a fenti o értékek egyikét elgiranyozva) varhatéan konstans idében elvégezhetd
barmely szotarmiivelet. Ugyanakkor nem szabad elfelejteniink, hogy a lancolt listas
megvalositas soran sokkal nagyobb memoriaigény 1ép fel, mivel minden lancolt listat
el kell tarolnunk a memoridban illetve a pointereket is kezelniink kell. Osszegezve
tehat megallapithatjuk, hogy mindkét megvalositasnak vannak el6nyei és hatranyai

is és rendszerint a megoldando feladat természetétdl fiigg, hogy melyiket valasztjuk.

2.4. Hasitas vagy keres6fak?

Szémos jo tulajdonsidguk miatt adatkezelésre széles korben hasznalatosak az AVL
fak és a B-fak is. Joggal vet&dhet fel a kérdés, hogy vajon a hasitasos modszerek
mennyire versenyképesek a kereséfakkal torténd adatkezeléssel szemben? Melyiket
érdemesebb hasznalni? Az aldbbiakban erre fogunk vélaszt kapni.

A fent emlitett keres6fa adatstrukturak segitségével mindharom szotarmidvelet vég-
rehajthato
O( log n)

idében. Ez az eredmény a legjobb, legrosszabb és a varhato esetre egyarant fennall.
A hasitas bevezetésének egyik célja épp a varhato miiveletigény O(1)-re csokkentése
volt. Az 1. lemma segitségével megmutattuk, hogy barmely szotarmivelet miivelet-
igénye O(7%). Specidlisan, ha m-et n-nél nagyobbnak vélasztjuk, akkor O(1)-et, vagy-
is konstans miiveletigényt kapunk. Igy a hasitas az adatkezelés terén egy igen ver-
senyképes alternativa, mely atlagosan lényegesen gyorsabb, mint a keresGfak. Olyan
alkalmazésok esetén tehat, melyeknél az atlagos miiveleti id6 dontG fontossagt, a
hasitas alkalmazésa kifizet6d6bb megoldas. A valésagban a megoldandé feladatok
jelentés hényada ilyen, példaul azok, melyek soran sok hasonlé részfeladatot kell
megoldani egymés utén, és csak az szamit, hogy Osszességében minél gyorsabban
végezziink a részfeladatokkal.

Azonban a hasitas esetében a legrosszabb esetre nemhogy az O(1) eredmény nem
tarthato, de még a O( log n) sem, mivel sajnos esetenként akar O(n) is lehet a md-
veleti bonyolultsag. Gondoljunk csak arra az esetre, amikor a hasitando6 kuleshalmaz
mind az n eleme egyazon T'[j] slotra képezdédik le. Ilyenkor egy szintén a j-edik slot-

ra hasftando, &m a hasitotablaban nem szerepl§ k kules (sikertelen) keresése n + 1
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lepést igényel, a h(k) érték kiszamitasat is figyelembe véve. Ezen koriilmény miatt
példaul az tgynevezett valds ideji feladatok esetében inkabb a kereséfak hasznélata
javasolt. Ezen programok jellemzGje, hogy a programnak bizonyos kiilsé folyamatok
altal adott fix idébeli korlatoknak kell megfelelnie minden esetben. Tekintsiik példa-
ul az Onmagat vezetd autot, melybdl mar manapsag is léteznek kivalo eredményeket
produkal6 prototipusok. Egy ilyen autotol értelemszertien elvarjuk, hogy az esetle-
ges vészhelyzetekre azonnal, késlekedés nélkiil reagaljon, elkeriilve ezzel a balesetet.
Vészhelyzetb6l pedig igen sokféle adodhat, példaul ha az el6ttiink halado jarmi va-
ratlanul nagyot fékez, vagy ha egy keresztez&désben nem adjak meg nekiink a jogos
els6bbséget. Ha stlyos balesetet szenvediink, mert az automatika nem fékezett vagy
kanyarodott idében, akkor aligha nyugtat meg benniinket a tudat, hogy a program
jol mikodott, csak éppen kifogtuk azt az egy esetet a milliobol, amikor az algoritmus
egy nagyon hosszu listaban keresgélt. Vilagos, hogy ilyen jellegi problémak esetén
sokkal jobb, ha a program kicsit lassabb, de egyenletesen jo sebességgel miikodik,
mintha nagyon gyors, de nagyon ritkdn kivételesen lassi.

Szintén a keres6fak adjak a jobb eredményt akkor, ha az eltarolt adatok rendezett-
sége fontos szempont, példaul ha sokszor szeretnénk lekérdezni a minimélis vagy
maximalis kulcst elemet. A hasitasos technikdk ugyanis nem, vagy csak igen ko-
riillményes kiegészité modszerekkel tudjak figyelembe venni a rendezettséget, mig a
keres6fak kifejezetten jol rendezett tarolést biztositanak.

Végiil megemlitiink még egy szempontot, mely komoly szerepet jatszhat a megfe-
lel§ eljaras kivalasztasaban. A hasitas mindegyik megvaldsitas esetén igen érzékeny
az input novekedésére. A lancolasos megoldasnal az - hanyados novekedésével je-
lentGsen romlik a keresési id6, mig a nyilt cimzés esetében még az is elGfordulhat,
hogy az adatokat egész egyszertien nem tudjuk eltarolni, mert betelt a hasitotabla.
Ezzel szemben a keres6fak igen jol kezelik az allomany dinamikus névekedését, igy
olyankor, ha az input mérete varhatoan jelentésen néni fog vagy nem tudunk ra

realisztikus felsG korlatot adni, inkadbb a keres6fak hasznalata javasolt.
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3. fejezet

Univerzalis hasitas

3.1. Alapgondolat

Lattuk, hogy
(i) minden h hasitofiiggvényhez létezik "rossz" S inputhalmaz (példaul egy
S CUp; ={aeU]| h(a) =i} halmaz), ugyanakkor
(ii) minden olyan hasitofiiggvény, mely (2.1)-et kielégiti, az 1. lemma alapjan "jol",
vagyis varhatoan kozel egyenletesen hasitja a véletlenszerd S kulcshalmazt T-re.
Bar a (ii) allitas biztatéoan hangzik, tudoméasul kell venniink, hogy az adatrekordok
kulcsainak (vagyis az S halmaz elemeinek) valasztésa korantsem egyenletes eloszlas
alapjan torténd kivalasztas a kulcsuniverzumbol. Példaul, ha egy féként férfiakat
foglalkoztato cégneél (pl. futballklubok) az alkalmazottak adatrekordjanak egy bitje
a nemet irja le, masik 8 pedig a kort, akkor értelemszeriien nem tekinthetjiik egyen-
letesnek a lehetséges kulcsok halmazabol torténd kivalasztast, hiszen joval kisebb
valoszintiséggel foglalkoztat a futballklub 20 db 100 év feletti n6t, mint 20 db 30
alatti férfit... Hasonldéan, ha az ETR kodokbol egész szamokat képeziink oly mo-
don, hogy minden bet{it az angol abc szerint kétjegyi szdmnak feleltetiink meg, agy
14 jegyt kulcsokat kapunk (ABECAAT = 01020503010120), ahol értheté modon a
11-gyel kezd6d6 kodok kivalasztasanak valdsziniisége messze nagyobb lesz, mint a
25-tel kezd6dd kodoké, hiszen K-val kezd&dd névbdél sokkal tobb van, mint Y-nal
kezd6d6bdl és a tobbi szamjegy eloszlasa mar kozelitGen egyezd a két esetben. A
fenti példédk azt mutatjak, hogy sziikséges a hasitasi stratégiank fejlesztése, igy ezt
tlzzik ki célunknak.
Az (i) és (ii) alapjan tgy is tekinthetiink a szituaciora, mint egy ellenfeliinkkel valo
jatékra. Az ellenfél adja nekiink az S inputot, mi pedig a megfelel§ hasitofiiggvényt
kell biztositsuk, mely S-et egyenletesen hasitja. A probléma az, hogy azel6tt kell

megadnunk a "megfelel6" h-t, hogy ismernénk S-et. Ugyanis S-r6l csak annyit tu-
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dunk, hogy U-nak egy részhalmaza. Epp ezért a célunk nem lehet més, mint nyerd
stratégiat talalni, vagyis olyat, mellyel az ellenfél altal adott tetszGleges S € U T-
re valo hasitasa "jo" lesz, legalabbis nagy valészintiséggel. Ennek érdekében egy
olyan H halmazt kell keresniink, melynek elemei hasitofiiggvények és melybdl vé-
letlenszertien véilasztva egy h fiiggvényt, az varhatoéan jol hasit tetszGleges S € U

kulcshalmazt.

Legyen a valosziniiségi mez6nk (H,Py), ahol H-t ugy kell megvalasztanunk, hogy
(H,Pp) minden lehetséges S-re megfeleljen. Ennek érdekében a korabbiakban latott
(2.1) kritériummal analog feltevést tesziink H-ra, mely szerint két véletlenszerten
valasztott U-beli kulcsot (x-et és y-t) ugyanazon slotra legfeljebb % valoszintiséggel

képeziink le. Vagyis barmely x,y € U x # y kulcspar esetén H-ra teljesiil, hogy
Pu(h(z) = hy)) < —. (3.1)

1. Definicié. Legyen H hasitdfiigguények eqy véges halmaza U-bol T -be, ahol

T = {0,1,...,m — 1}. A H halmazt univerzdlisnak nevezzik, ha minden olyan
x,y € U elempdrra, melyre v # vy,

H

{he i [ () = ()| < 2

fenndll, vagyis legfeljebb minden m-edik H-beli hasitdfiigguény képezi x-et és y-t T

ugyanazon slotjdra.

Figyeljiik meg, hogy hasitofiiggvények minden univerzalis halmazara teljesiil
(3.1) a (H,Py) valoszintiségi mezén. Most megmutatjuk, hogy minden univerza-
lis hasitofiiggvény-halmaz eleget tesz a f6 célunknak, vagyis minden S € U esetén

egyenletesen hasitja S-et T-re.

3.2. Az univerzalis hasitas f6tétele

2. Tétel. Legyen S € U tetszdlegesen vdlasztott kulcsok halmaza, melyre |S| = n.
Legyen H U-bol T-re képezd hasitdfiigguények eqy univerzalis halmaza, ahol
T=1{0,1,...,m —1}. Ekkor minden x € S és minden véletlenszerien vdlasztott
h € H esetén az S,(h) ={a € S | a+# x,h(a)=h(x)} halmaz elemeinek vdrhato
szdma legfeljebb

Bizonyitas. Legyen S tetszélegesen valasztott n-elemi részhalmaza U-nak. Te-

kintsiik a (H, Pp) valoszintiségi mezdt. Legyen Z, , indikatorvaltozo, melyre minden
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x,y € S,x # y esetén

0 ha h(z) # h(y).

Mivel Z,, indikdtorvaltozo, a varhato értéke megegyezik azzal a valdsziniség-

2 () = { 1 ha h(z) = Z(y)

gel, mellyel az 1 értéket felveszi. Igy a (3.1) alapjan Z,, varhato értékét feliilrsl

becsiilhetjiik az alabbi moédon:

ElZ:y] = =Pu(h(z) =h(y)) < (3.2)

1
—.
A valoszintségi valtozo

Zy= Y Zuy

yeES,yF
megszamolja S, (h) elemeit minden z € S-re, vagyis azon S-beli z-t6l kiilénbozd
kulcsokat, melyeket ugyanazon slotra hasit h, mint z-et.

Felhasznalva a varhato érték linearitasat és a (3.2) becslést, az

Biz]= Y Bz, < Y =Pl n

m m
YESy# YyESy#x

egyenlGtlenséget kapjuk minden = € S kulcsra. o

Az el6bbi tétel alapjan megéllapithatjuk, hogy barmely univerzalis H hasitofiiggvény-
halmaz esetén a T egyes slotjaira hasitott kulcsok szaménak varhato értéke kisebb,
mint > + 1. Igy univerzalis hasitofiiggvény-halmazok jol hasznalhatoak dinami-
kus adatkezelés megvaldsitasara. Az eddigiek soran azonban nem tisztaztuk, hogy
léteznek-e egyaltalan ilyen halmazok? Vajon a H halmazzal szemben tamasztott el-
varasaink nem tul nagyok-e? A kovetkezé lemméaban megmutatjuk, hogy talalhatod

megfelel6 H halmaz.
2. Lemma. Legyen U véges halmaz és legyen
HU,T:{}L ’ hU—)T}

(Tehdt Hyp nem mds, mint az 0sszes U-bol T-be képezd figguény halmaza.)

Ekkor Hyr uniwerzdlis.

Bizonyitds. A Hyp-beli fiiggvények szama mlUl, mivel U minden elemét T bar-
mely (vagyis mind az m) slotjdhoz hozzarendelhetjiik. Minden Hy p-beli fiiggvény

kivalasztasanak valoszintisége legyen azonos. Vezessiik be a
H(z,y,i)={h | h:U —T és h(z) = h(y) =1}
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halmazt minden x,y € U,z # y-re és ¢ € T-re. Ha feltessziik, hogy x-et és y-t T
i-edik slotjara képezte h, a maradék |U| — 2 kulcs hasitasat még mlV1=2 feleképpen

tudjuk megtenni. Azt kapjuk tehat, hogy
[H(z,y,1)] = m!"2.
Célunk meghatarozni a
H(z,y) = {h:U—=T | h(z) = h(y)}

halmaz szdmossagat. Mivel

valamint

H(z,y,i) N H(z,y,j) = 0 minden i # j,i,j € T-re, igy

3

-1 m—1
H
H(z,y)l = [H(z,y,i) =Y mlV=2 = mlv-t = |Hur
=0

m

Il
o

minden z,y € U,z # y esetén. Tehat az 1. Definicié értelmében Hy p hasitofiiggvé-
nyek univerzalis halmaza. &

Most mar biztosan tudjuk tehat, hogy létezik univerzéilis halmaz, &m sajnos ez a
tény onmagaban még nem jelent garanciat a sikeres megvaldsitasra. S6t, a valos
gyakorlati problémak megoldasara sajnos nem is tudjuk (ill. nem célszer() hasz-
nalni Hyp-t. A 6 gond Hyp-vel az, hogy egyrészt sokkal tobb eleme van, mint
amennyibdl még effektiven tudunk véletlenszerdi h-t valasztani, masrészt az egyes
h € Hyr fiiggvények jellemzGen teljesen "véletlenszerten" rendelik U elemeit T
slotjaihoz, igy leirdsuk nehézkes és nehezen kiszamithatoak. Ha példaul U = 10000

és m = 10, akkor |Hy | = 101900

, vagyis elképzelhetetleniil és kezelhetetleniil nagy.
Tehat talaltunk egy univerzélis hasitofiiggvény halmazt, mely azonban a gyakorlat-
ban sajnos hasznalhatatlan. Most olyan H univerzélis hasitofiiggvényt szeretnénk
talalni, mely mar a gyakorlati felhasznalas szempontjainak is megfelel. Ennek érde-
kében két feltételt tdmasztunk H-val szemben:

(i) H nem tul nagy, azaz |H| feliilrs] korlatozhato |U| valamely polinomjaval, vala-
mint

(ii) minden egyes h € H hasitofiiggvény nagyon hatékonyan szamithato.
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3.3. Egy jol hasznialhat6é univerzalis hasitofiiggvény-

halmaz

Legyen U = {0,1,2,...,p — 1} valamely p primre. Minden x € U-re és minden
a,b € U természetes szamparra legyen a h,; : U — T linearis hasitofiiggvény az

aladbbi médon definidlva:
hap(z) = ((ax 4+ b) mod p) mod m.
Mivel modulo m szamolunk, h,; valoban U-bol T-re képez. Legyen
Hl ={hay|a€c{l,2,....p—1}ésbe {0,1,....,p—1}}
hasitofiiggvények egy halmaza. Konnyen lathato, hogy
|H, | =p-(p—1).

3. Tétel. Legyen U = {0,1,...,p—1} és T = {0,1,...,m — 1}. Bdarmely p-re a
HP

1 hasitofigguény-halmaz U-bol T-re képezd hasitofigguények univerzdlis halmaza.

Bizonyitas. Legyen z és y U két tetszéleges kiillonboz6 eleme. Azt kell megmu-

tatnunk, hogy

bifs (p—1
[{hap | € HE, & hap(z) = hap(y)}]| < =42 = p-(p ).

m m

Vezessiik be a

!

hop(7) = (az +b) mod p € Z,
linedris segédfiiggvényeket. A (Z,, Bmodp, @modp) algebra test, mivel p prim. Legyen

/ /

r=hg,(z) = (ax +b) mod p és s=h,,(y) = (ay +b) mod p (3.3)

a mod p maradék h;,b alkalmazéasa utan. Most megmutatjuk, hogy = # y = r # s.
Tegyiik indirekt fel ugyanis, hogy x # y, de r = s. Mivel

r—s=ar—ay = a(r—y) modp (3.4)

és feltettiik, hogy r = s, az
a(x —y) =0 mod p

egyemlGséget kapjuk. A szamelmélet alaptétele alapjan ekkor

alp vagy (z —y)|p.
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Felhasznélva, hogy a 1 és p — 1 kozé es6 egész, azt kapjuk, hogy a kettd koziil csak
(x —y)|p teljesiilhet. Mivel azonban mind x, mind y kisebb p-nél (és pozitiv), ez csak
xr = y esetén lehetséges.

Mivel feltettiik, hogy x és y kiilénb6z6, az el6bbi allitas értelmében r # s. Vagyis
belattuk, hogy barmely egymastol kiilonb6z6 fixen rogzitett x,y € U kulcsparhoz
egyértelmien létezik egy r,s € U x U par, ahol r # s. Legyen

fay(a,b) = ((ax +b) mod p, (ay +b) mod p) = (h,,(x), by y(y)) = (r.s)
a fliggvény, mely a fenti hozzarendelést irja le. Vilagos, hogy f., (U —{0}) x U-bdl

{(rys) | r,s € U,r # s}-be képez. Szeretnénk megmutatni, hogy ennél t6bb is igaz.

-1

-y njektiv fliggvények. Ennek beldtaséhoz

Valojaban f,, bijekcio, vagyis f;, és

elég megmutatnunk, hogy f, injektiv, mivel

(U —A{0}) xU[=(p=1)-p=H(rs) | rseUr#s}

fennall. Legyen r,s € U,r # s. Mivel a Z, test felett szamolunk, a (3.3) kongruen-

ciaegyenleteknek egyértelmi megoldasa van Z,-ben ismert x,y,r és s értékekre:

a=(r—s) (z—y)" modp,

valamint

b= (r —ax) mod p,
ahol (z — y)~! az (z — y) egyértelm(i inverze a ® o4, miiveletre Z,-ben. Igy tehdt
az

f;,;(ﬁ s) = (a,b) = ((r —s) - (x —y)~" mod p, (r — azx) mod p)
hozzarendelés injektiv fiiggvény.

Mivel h,; véletlen valasztasa (vagyis (a, b) véletlen valasztasa, hiszen minden parhoz

pontosan egy h fliggvény tartozik) egyértelmiien meghatéarozza az
(r,8) = (hay(2): hay(y)) = ((az +b) mod p, (ay +b) mod p)
part, a hasitofiiggvények szama a
Hp (2,y) = {hap € Hppy | hap(2) = hap(y)}
halmazban megegyezik az
M(z,y) ={(r,s) e UxU | r#sésr=s(modm)}
halmaz szdmossagaval, vagyis

| Hpjp (2, 9)| = [M(z,y)]. (3.5)
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Tudjuk, hogy U elemeinek szdma p és ezek maradékosztalyokat alkotnak modulo m.

Barmely ilyen maradékosztély legfeljebb

+1

{B“<p+m—1_p—1
ml m T m

elemet tartalmaz. Ez azt jelenti, hogy r minden értékére s € U legfeljebb

p—1

m

értéket vehet fel, ahol r = s( mod m) és r # s. Mivel r € U tetszéleges és |U| = p,
azt kapjuk, hogy

p-(p—1)

|M(z,y)| < (3.6)

minden (z,y) € U x U, x # y kulcsparra. Tehat (3.5) és (3.6) alapjan fennall, hogy

p-(p—1) _ [Hj
H;, =|M < — lin
| lzn(x7y)‘ | (l’,y)| = m m

minden (z,y) € U x U, x # y kulcspar esetén. &
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4. fejezet

Az elméleti eredmények tesztelése

A kovetkez6kben altalam irt programokkal igyekszem bemutatni azt, hogy a fen-
tebb részletezett eredmények nem csupan elméletben jok, hanem a gyakorlatban is
igen jol megalljak a helyiiket. Az els6 programot a lancolt listas hasitas egyenletessé-
gét leiro 1. Lemma, mig a masodikat a Hj, hasitofiiggvény-halmaz univerzalissagarol

sz6l6 3. Tétel szemléltetése céljabol irtam.

4.1. Egyenletes hasitas

Az 1. Lemma azt mondja ki, hogy ha egy U kulcsuniverzumhbol véletlenszertien
kivalasztunk n elemet, akkor egy, az egész kulcsuniverzumot egyenletesen hasito ha-
sitofiiggvény varhatoan egyenletesen fogja hasitani a véletlen S inputhalmazt is. A
programban az egyszertiseg kedvéeért az U = {0,1,...,r}, T ={0,1,...,m—1} hal-
mazokkal dolgoztam, az input, vagyis a hasitandé kulcshalmaz pedig n db kulcsbol
allt. A program minden egyes lépésben n db véletlenszerd és egymastol kiillonbo6zé
kulcsot valaszt az univerzumbol, majd ezeket T-re hasitja. A 1épések szama, az n, m
és az r (az univerzum legnagyobb eleme) a felhasznélo altal megadhat6 paraméterek.

Az algoritmus (egyszertsitett) struktogramjat mutatja a kovetkezd abra.
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Egyenletes hasitas

for k < Ismétlések szama

fori < Input mérete

aktualis := RND(0, Univerzum mérete)

maradeék := aktualis mod m

while (aktualis mar szerepelt)

aktualis := RND(0, Univerzum mérete)

maradek := aktualis mod m

T[maradék] := T[maradék] + 1

for j < hasitétabla merete

T[] := T[]/ Ismétlésszam

A szemléltetés végett egy konkrét példara elkészitettem az egyes slotra hasitott
kulcsok atlagos szamat kiilonb6z6 ismétlésszamok esetén. Az aldbbi eredmények az
|U| = 1000, |S| = 100,|T| = 10 valasztas mellett késziiltek. A programot ugy mo-
dositottam, hogy négy ismétlésszamot is megadhasson a felhasznéld és a program
minden gy kapott ismétlési ciklus utan kiirja az addigi Osszesitett eredményt, vagyis
a slotokra hasitott elemek &tlagos szamat. Jelen szimulacioban egymés utan 10, 90,
900, majd végiil 9000 ismétlést végeztem, ezaltal a kapott tényleges ismétlésszamok
rendre 10, 100, 1000 és 10 000 lettek. Az egyes ismétlésszamokhoz tartozd eredmény-
r6l hisztogramokat készitettem. Jol lathato, hogy n — oo mellett az abra egyre

jobban "kisimul".
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Atlagos

Egyenletes hasitds szimuldcié (10 ismétlés)

16.5

11.9
11.2 11.3
11
=
5 I Egyenletes
E hasitds
B 55
Slot Slot Slet Slot Slet Slet Slot Slot Slet Slot
1 2 3 4 5 6 T B 3 10
Slotok
Egyenletes hasitds szimuldcié (100 ismétlés)
165

1

I Egyenletes
hasitds

Atlagos
listnhosszak

bods
o
|

Slot Slot Slet Slot Slet Slot Slot Slot Slot Slot
1 2 3 4 5 ) 7 8 9 10

Slotok
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Egyenletes hasitds szimuldcié (1000 ismétlés)
165

N710.1 10 [10.1{ 99| 10 (10.1] 10 [9.9|9.9(9.9

I Egyenletes
hasitds

Atlagos
listahosszak

o
(8]
|

Slot Slot Slet Slot Slet Slet Slot Slot Slet Slot
1 2 3 4 5 6 7 8 g 10

Slotok

Egyenletes hasitds szimuldcié (10000 ismétlés)
165

U710 (101 10| 10| 10[10.1] 10 [9.9| 10| 10

I Egyenletes
hasitds

Atlagos
listnhosszak

bods
o
|

Slot Slot Slet Slot Slet Slot Slot Slot Slot Slot
1 2 3 4 5 6 7 8 g 10

Slotok

Az 1. Lemma alapjan minden slotra teljesiil, hogy az elemek varhaté szama nem

éri el az -+ 1 értéket, mely jelen esetben 11. Vildgos, hogy minden egyes ismétlésre
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nem fog minden slot megfelelni, &m a nagy szdmok torvénye alapjan azt varhat-
juk, hogy ha a lemma &llitdsa helyes, akkor az ismétlésszam novelésével elGbb-utobb
minden slot meg fog felelni. Mivel a lemmat bebizonyitottuk, ennek valoban igy kell
lennie. A szimulaci6 eredményeit vizsgalva megfigyelhets, hogy 10 ismétlést kivetGen
még tobb slot is a "nem felelt meg" kategoridba esett, de az ismétlésszam ndvelé-
sével mar mindegyik (b&ven) megfelelt. Az is lathato, hogy minél tobb ismétlést
végeztiink, annal inkabb az elméleti varhato értékhez (=~ 10) kozelitettek az értékek,

ahogy ezt a nagy szdmok erds torvénye alapjan el is vartuk.

4.2. Univerzalis hasitas két nézépontbol

A 3. Tétel azt allitja, hogy ha p prim és h,,(z) = ((ax+b) mod p) mod m, akkor
aHj ={hep|ae{l,2,...,p—1} ésbe{0,1,...,p— 1}} hasitofiiggvény-halmaz
univerzalis. A Tétel gyakorlati aldtamasztasara két kiilonb6zd, &m egyarant helyes
értelmezésen alapuld programot mutatok be, illetve ismét egy-egy konkrét példan

keresztiil szemléltetem az eredményeket.

4.2.1. Els6 értelmezés

Az elsG értelmezés soran azt vizsgaljuk meg, hogy igaz-e az, hogy egy tetszéle-
ges inputot véve és a hasitofiiggvényt véletlenszertien valasztva a HI, halmazbol, a
hasitas varhatoan egyenletes. Ennek érdekében a felhasznalé megadja az univerzum
p maximaélis elemét, melynek primnek kell lennie, valamint a kivalasztando rossz in-
put elemszamat, az ismétlések szamat, illetve a hasitotabla méretét, m-et. Ha nem
primnek valasztotta p-t, akkor a program ezt jelzi és megadja a beirt értékhez leg-
kozelebbi primet, majd ismét megkérdezi, hogy mi legyen p, mindezt addig, amig
primet nem kap paraméterként. A program a Tétel altal meghatarozott halmazokbol
kivalaszt egy véletlen A és egy véletlen B elemet, melyekkel megalkotja a rossz in-
putot. Ennek elemszama épp a felhasznélo altal megadott lesz, tulajdonsaga pedig
az, hogy a kivalasztott A és B altal meghatarozott H|, -beli hasitofiiggvény min-
den elemét ugyanarra a (szintén véletlenszertien kisorsolt) T-beli slotra hasitja. Azt
szeretnénk tapasztalni, hogy ha véletlenszertien vélasztjuk az a és b értékeket (és
ezaltal az ((az+0) mod p) mod m hasitofiiggvényt), akkor varhatéan minden slotra
a hozza rendelt lancolt lista elemeinek szdma kisebb, mint - + 1, hiszen ezt jelenti
az egyenletesség. Az algoritmus miikodését az alabbi (egyszertsitett) struktogram

vazolja:
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Univerzalis hasitas 1

while p nem prim

p értékének bekérése

rossz slot = RND(0, m-1)

A=RND(1,p-1)
B =RND(0, p - 1)

fori < Input

Valasztunk egy, a RosszInputban meég nem szerepld
X elemet az univerzumbol, melyre
((A* x + B) mod p) mod m = rossz slot

X -> Rosszlnput

for k < Ismétlések szama

a=RND(1,p-1)
b =RND(0, p - 1)

forj < Input

r :=(a* Rosszinput[j] + b) mod p) mod m

T[r] :=T[r] + 1

for(i=0,i<m,i++)

T[] := T[i] / Ismétlesszam

A konkrét példaban az r = 11113, m = 10, n = 1000 paraméterek mellett 10,
100, 1000 és 10 000 ismétlés utdn kapott eredményeket a kovetkezd négy hisztogram

szemlélteti.
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Univerzdlis hasitds szimuldcié 1 (10 ismétlés)
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Atlagos
listahosszak

Atlagos
listnhosszak

Univerzdlis hasitds szimuldcié 1 (1000 ismétlés)
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Itt is megfigyelhetd, hogy az ismétlésszam novekedésével "a tétel miikodik", mi-
vel a nagy szamok erds torvénye értelmében a varhato érték az atlaghoz tart, mely
koriilbeliil 100. Eleinte még itt sem felel meg minden slot, de 1000 ismétlésre méar
szép az eredmény, 10 000-re pedig mar majdnem teljesen "egyenletes".

Ezzel tehdt megmutattuk egy gyakorlati példan keresztiil, hogy az univerzalis
hasitas segitségével varhatdoan egyenletes hasitast érhetiink el olyan rossz inputok
esetében is, melyeket katasztrofalisan rosszul is hasithat a halmaz egy hasitofiiggvé-
nye. Ezaltal elértiik, hogy nem kaphatunk olyan inputot, melyet nem hasitunk nagy
valoszintiséggel jol, mig a rendes hasitis esetében ilyen input kénnyedén adhato volt

barmely hasitofiiggvényhez.

4.2.2. Masodik értelmezés

Ezen verzional a paraméterek és a jelolések megegyeznek az el6z6 verzié paramé-
tereivel és jeloléseivel. A felhasznalonak meg kell adnia tovabba, hogy hany elemre
végezze el a program a szimulaciot. Jelolje ezt az értéket Ism. Probaljuk meg a 3.
Tételt sz6 szerint értelmezni, majd szemléltetni. A f6tétel azt allitja, hogy az S in-
put barmely eleme mellé varhatoan legfeljebb ™ elemet hasitunk. A program ennek
megfelelGen gy mikodik, hogy kivalaszt egy elemet véletlenszertien a "rossz" in-
putbodl, majd elvégzi az S halmaz univerzalis hasitasat a megadott ismétlésszamra,
és megszamolja, hogy hany elem keriilt a kivalasztott elemmel azonos slotba. Ezt
megismétli annyi kiilénb6z6 elemre a "rossz" inputbol, amennyit kértiink téle. A
példaban az el6z6vel megegyez6 paraméterekkel szamolunk, a kiilonbség mindossze
annyi, hogy ezattal 100, 10 000, illetve 100 000 ismétlés mellett nézziik meg az ered-
ményt. Az 0j paraméter, mely a megvizsgalt © € S elemek szaméat adja meg, legyen
most 10. Ismét elkészitettem a program struktogramjat a jobb attekinthetGség ked-
véért. A Tétel alapjan tehat azt varjuk, hogy 100 alatt lesz mindegyik "rossz" elemre
a melléjiik hasitott elemek szama. Ez valoban teljesiil is, hiszen, mint azt a hisztogra-
mok is mutatni fogjak, 100 000 ismétlés mellett mar minden slot megfelel és a hasitas
nagyon egyenletes lesz. Jellemz&en 99.8 koriili atlagos melléhasitott elemszamot kap-
tunk. Ez megfelel a varakozasainknak, hiszen egy elemet kivalasztva a maradék 999
hasitasat végezziik el 10 slotra, mely atlagosan 99.9 elem/slot eredményt adna. A
kissé alacsonyabb értékek nem jelentenek problémat, épp ellenkezéleg, hiszen az egy
kivalasztott elem befolyasolja a maradék 999 "Osszetételét", igy azokra a hasitas
méar nem lesz teljesen egyenletes, a kivalasztott elem slotjara kicsit kevesebb hasi-
tott elem fog varhatoan esni. Az alabbi abréakon tehat az algoritmus (egyszertsitett)

struktogramja, illetve a kapott eredményeket bemutat6 hisztogramok lathatoak.
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Univerzalis hasitas 2

while p nem prim

p értékének bekérese

rossz slot = RND(0, m-1)

A=RND(1,p-1): B=RND(0,p-1)

fori < Input

Valasztunk egy, a Rosszlnputban még nem szerepld
X elemet az univerzumbol, melyre
((A* x + B) mod p) mod m =rossz slot

X -> Rosszlnput

fork < Ism

Valasztunk egy meg nem vizsgalt x-et a Rosszlnputbdl

d[k] := 0

for j < Ismétlések szama

a=RND(1,p-1), b=RND(0, p-1)
f(s):=((a*s+b)modp) modm

forj < Input

if f(s) x-et €s Rosszinput[j]-
ugyanoda hasitj
igaz

hamis

d[k] := d[k] + 1 | SKIP

d[k] := d[k] / Ismétlesek szama
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Univerzdlis hasitds szimuldcié 2 (100 ismétlés)
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Univerzdlis hasitds szimuldcid 2 (100000 ismétlés)
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Igy a Tételt két kiilonboz6 nézépontbol is megvizsgaltuk és szemléltettiik, hogy
az univerzalis hasitas elve nagyon jol mikodik a gyakorlatban. Megjegyzem, hogy
mindkét példara igaz, hogy a kis ismétlésszamra meg nem feleld slotok is alig tértek
el az idealistol, vagyis az univerzalis hasitas mér 10 ismétlésre is nagyon j6 eredményt
ad, s6t, egyetlen egy futasra is jo a kapott eloszlas a legtobb esetben. A gyakorlati

alkalmazhatosagot ez utobbi tény nagymeértékben javitja.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonom az érdekes témajavaslatot témavezetémnek, Fekete Istvannak, vala-
mint azt is, hogy rengeteg elfoglaltsdga mellett is tudott id6t szakitani ram és Gtlete-
ivel, javaslataival segitette a szakdolgozat elkésziiltét. Koszonettel tartozom tovabba

csaladomnak és szeretteimnek tadmogatasukért és erét adod biztatasukért.
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