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1. fejezet

Bevezetd

A hagyoményos jatékelmélet felépitését Neumann Janos kezdte meg 1928-ban.
Olyan jatékokkal foglalkozott, ahol minden jatékosnak stratégidja van, kifizetési
matrixszal megadhatok a lehetséges eredmények. A jatékosok célja maximalizalni
a kifizetéseket, ami a sajat és az ellenfél valasztasatol is fiigg. A Neumann tétel
szerint kétszemélyes kombinatorikai jatékban vagy valamelyik jatékosnak van nyerd
stratégidja, vagy mindkét jatékosnak van biztonsidgos stratégidja.

Ezen eredményeket szamos tudomanyag hasznositja. Nagyon hasznos a kozgaz-
dasag és politika szamara, de sajnos gyakorlati jatékoknal, mint a hex vagy sakk
nem hasznalhato. Ezekben a jatékokban a jatékos mindent tud, amit az ellenfele, és
mindkettének sajat optiméalis stratégidja van (nincs sziikség kevert stratégiara)

A jatékosok szama szerint egyszemélyes (pl. blivos kocka), kétszemélyes (sakk),
tobbszemélyes (pl. kartyajatékok) és személytelen jatékokat kiillonboztetiink meg. A
személytelen jatékban senki sem jatszik, a jaték maga jatszodik sajat szabalyai sze-
rint anélkiil, hogy barki is beleszolna. Ahhoz, hogy egy személytelen jaték lejatszod-
jék altalaban szamitogépet hasznalunk, melynek képernyGjén figyelhetjiik a jaték
folyasat. Erre példa az életjaték.

A és B jatékos sakkjatszméja: A gondolkozik; A lép; B gondolkozik; B lép; stb.,
amig matt 4llas vagy dontetlen 4llas nem jon létre. Amig a jatékos gondolkozik a
jaték all, a baAbuk mozdulatlanok, ezt a helyzetet dlldsnak nevezziik.

Egy lépés allasbol allasba valo atmenet, amit mindig az egyik jatékos hataroz

meg a jatékszabalyok szerint. Egy allaspar, azaz az eredeti és 0j allas segitségével



tokéletesen leirhaté egy lépés. Azokat a jatékokat, melyek allasbol allasba atvivs
lépések sorozatabol allnak, diszkrét jatékoknak nevezziik. Ezzel szemben példéul
a tenisz vagy labdartgés nem diszkrét, mert nincsenek alldsok és lépések. Ezen
jatékok folytonos jatékok, elemzésiik pedig komolyabb eszkoztarat igényelne, és
akkor sem adna feltétleniil hasznalhato tudast.

Azt a rogzitett allast, ahonnan a jaték indul kezdddlldsnak nevezziik. Végdllds,
amelybe eljutva a jaték tovabb nem folytatodik.

Ha a sakkjatékban lépésr6l beszéliink, ezen a hagyomany szerint lépéspart ér-
tiink, tehat A 1épését egyiitt B rakdvetkezs lépésével. A sakkjatszma akar két 1épés
utan is véget érhet mattal, és nem tarthat 6rokké, mivel a szabalyok szerint befe-
jezddik dontetlen eredménnyel, ha 50 lépés torténik iités vagy gyaloglépés nélkiil.
Tehat a sakk véges jaték abban az értelemben, hogy minden jatszma véges szamu
lépéshdl all. Ez nem azon milik, hogy csak véges szamu allas van. Példaul a bitivos
kocka allasainak szama véges, de tekergetése elvben vég nélkiil folytathato.

A véges jaték végén kidertl a jaték eredménye. Két jatékos esetén az egyik nyer
és a masik veszit vagy a jaték dontetlen. Egy jatékos esetén nyerésrdl vagy vesztés-
r6l beszélhetiink. Mivel az eredményt mindig egy jatékos éri el, igy a személytelen
jatékoknak nincs eredménye.

A kombinatorikai jatékok 6néllo elméletét Sprague és Grundy hozta létre a har-
mincas években. Az 6tvenes évektdl indult gyors fejlédésnek ez a teriilet. 1982-ben
jelent meg Berlekamp, Conway és Guy monografidja, a Winning Ways. Olyan ja-
tékokra alkalmazhato, ahol a poziciok tobb, egyméstol fiiggetlen egyszertd jatékra
bonthatok.

A tovabbiakban kétszemélyes kombinatorikai jatékokkal foglalkozom a dolgozat-

ban.



2. fejezet
Poziciés jatékok

Pozicios jatéknak nevezziik mindazon jatékokat, ahol a nyerés feltétele valamely
alakzat eléréséhez vagy elkeriiléséhez kapcsolodik. Most olyan tablajatékokat vizs-

galunk, amit az a jatékos nyer, aki el6szor kitolt egy nyeré mintat.

e Minimalom (Tic-Tac-Toe)

A tabla egy négyzet, ami 3 x 3 = 9 egyenl§ részre van osztva. A kezdd jatékos
a 9 kis négyzet egyikébe (piros) keresztet tesz, az ellenfél pedig egy masik
négyzetbe (kék) kort rajzol. Ezt addig csinaljak felvaltva, amig egyikiik nye-
ré pontharmast (3 egyforma jel egy sorban, oszlopban vagy atlon, ilyenbdl

pontosan 8 db van) foglal el, vagy elfogynak a szabad négyzetek (dontetlen).

e Hex

Itt a tablat szabdlyos hatszogek alkotjak, a pontos méret megegyezés kérdése,
de szokasosan 11 x 1l-es tablan jatszunk. A jatékosok felvaltva helyezik le
korongjaikat a hatszogekbe, a kezd6 jatékos korongjai pirosak, a mésodik ko-
rongjai kékek. A jaték célja: kezd6nek piros korongokbol allé lancot foglalni el
a tabla also szélétdl a felsGig, masodiknak kék korongokbol allo lancot foglalni
el a bal széltél jobb szélig. Amelyik jatékos ezt a célt eléri, nyer. Hatszogek
helyett a tablan ugyanilyen elrendezésben mélyedések is lehetnek, amelyekbe

a jatékosok felvaltva piros és kék golydkat helyeznek el.

e Négyzetes hex (Bridge-it, Gale-bridzs)
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A tabla egy (n+1) x n-es piros és egy n x (n+1)-es kék racs osszeftizésébdl all.
A kezd§ sszekapcesol két szomszédos mezGt a piros rdcson, masodik ugyanezt
teszi a kék racson. Két lépés nem keresztezheti egymaést. Kezdd akkor nyer,
ha piros lanccal Osszekapcsolja a tabla tetejét és aljat, masodik pedig ha kék
lanccal kapcsolja Ossze a tabla bal szélét a jobb szélével. Mivel a lancok nem

keresztezhetik egymast, mindig van gyGztes. Fzt a jatékot D. Gale talalta fel.

O X]|0O
X
O

2.1. abra. A jatékok tablai és egy dontetlen Tic-Tac-Toe jatékra, piros gy§zelme hex

és kék jatékos nyerd allasa a bridge-it jatékban

2.1. Stratégialopas
A stratégia sz6 gorog eredeti, jelentése hadvezetési mod.

Definici6 2.1.1 Az A jdtékos nyerd stratégidja olyan s stratégia amelyre teljestil
a kévetkezd: bdrmelyik lehetséges stratégidajat alkalmazza is B, ha A az s stratégidt

alkalmazza, akkor a jdtszmdban A nyer.

Allitas 2.1.1 Tic-Tac-Toe tipusi jdtékokndl az elsé jdtékos legaldbb dontetlent ér

el.



2.2. Altalanositott tic-tac-toe jatékok )

Bizonyitas: [1] Indirekt tegyiik fel, hogy masodik jatékosnak nyerd stratégiaja van,
ebbdl kovetkezik, hogy elsének is lenne nyers stratégidja. Ha az els6 lépést véletlen-
szertien valasztja, akkor ugy tekintheti magat, mint a mésodik jatékos. Ha a stratégia
szerint olyan mez6t kell valasztania, ami még szabad, akkor lép. Ha olyan mezé6t
kellene elfoglalnia, amit kordbban elfoglalt, akkor véletlenszertien valaszt egy mezét.
Egy extra 1épés csak el6nyt jelenthet, tehat miikodik a nyer6 stratégia. Ha viszont
els6nek és masodiknak is lenne nyerd stratégidja, és mindketten a nyerd stratégia sze-
rint jatszananak, a jatéknak ket gyéztese lenne. Igy a masodik jatékos nem nyerhet,

tehat az els6 jatékosnak legalabb dontetlen stratégiaja van.

Allitas 2.1.2 A hex és bridge-it jatékokban a kezdd jdtékos nyer-.

Bizonyitas: Konnyen belathato, hogy egyik jaték sem lehet dontetlen, igy a
kezd6 jatékos nyer. [

A harom korabban emlitett jatékban van par kiilonbség. A Tic-tac-toe jatékban
barhogy léphet mindkét jatékos és a nyer§ halmazok is megegyeznek. A hex jaték-
ban mindketten tetszdélegesen léphetnek, de kiilonb6z6 nyerd halmazuk van. Ezzel

szemben a Bridge-it jatékban kiilonboznek a lépések és a nyers halmazok is.

2.2. Altalanositott tic-tac-toe jatékok

Legyen X véges halmaz a jaték tablaja. A nyer6 halmazok X bizonyos részhal-
mazai, F = {A1,As,..., A}, Ai € X. A két jatékos felvaltva valaszt egy olyan
elemet X-b6l, ami még szabad. Az nyer, aki el6szor foglal el teljes nyeré halmazt.

Az ilyen jatékok egy specialis esete a minimalom.
e Tic-Toc-Tac-Toe
Ez a minimalom 3-dimenzi6s valtozata, a tabla 4 x 4 x 4-es kocka. A nyer6
halmazok a sorok, oszlopok, lap és testatlok (osszesen 76 db van).
e Amdéba (5-in-a-row)

Itt a tabla végtelen négyzetracs, de a gyakorlatban lehet 19 x 19-es go tabla
vagy fiizetlap. A nyer6 halmazok 5 szomszédos fiigg6leges, vizszintes vagy atlos

mez3bdl allnak.
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e k-améba (k-in-a-row)

A tabla ugyanaz, mint az amdéba esetén, de a nyeréshez k szomszédos jel kell.

Tétel 2.2.1 Legyen X véges és F eqy tetszdleges részhalmaza X -nek. Ekkor a kezdd

jatékos legaldbb déntetlent ér el az dltaldnositott tic-tac-toe-ban az (X, F)-en.

A legalabb dontetlen stratégiat megtaldlni nehéz feladat. A kezdd jatékos stra-
tégiaja valojaban egy f fliggvény, értelmezési tartomanya X részsorozatainak hal-
maza. A kovetkezd 1épés f(x1,y1,...,2;_1,y;—1) mindig X egy eleme, de kiillonbozik
a korabban kivilasztottaktol, azaz xq, vy, ..., T;_1,y;_1 elemektsl. E stratégia szerint
jatszva f meghatarozza a kezdd jatékos minden 1épését a kovetkezGképpen: tegyiik
fel, hogy a jatékosok felvaltva valasztottdk az xi,vyq,...,2;_1,y;—1 elemeket ilyen
sorrendben. Igy a kezds jatékos i-edik lépése z; = f(x1,y1,...,2i—1,vi—1). Legyen
|X| = N, akkor a lehetséges stratégidk szama

2N

22" s NNV

kozott van, igy egy jaték elemzéséhez sziikséges szamitas kétszeresen exponenci-
alis fliggvénye a tablaméretnek.

Még a kis tablajatékok is olyan bonyolultak, hogy elképzelhets, hogy a létezd
dontetlen vagy nyerd stratégiat nem fogjuk megtalalni. Oren Patashnik volt az elsg,
(tic-toc-tac-toe) jaték esetén. Az 1977-es program 1500 ora szamitasi id6t igényelt,
és a nyerd stratégia 2929 lépést tartalmazott.

Sajnos a stratégialopas nem konstruktiv, csak annyit tudunk, hogy létezik nyerd
stratégia, de semmit nem segit a megtaldlasban. Példaul nem ismeriink konkrét

nyer$ stratégiat a hex jatékra.

2.2.1. Néhany eredmény a k-améba jatékra

A stratégialopas segitségével belattuk, hogy a masodik jatékosnak nem lehet
nyerd stratégiaja (kihasznaltuk a jaték szimmetrikussagat). Igy az a kérdés, hogy
kezd6 nyer vagy masodik dontetlent tud elérni. A 4-améba jatékban konnyen belét-

hato, hogy a kezd§ jatékosnak nyerd stratégiaja van. Az 5-amébardl ezt nem tudjuk,
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igy felmeriil a kérdés, hogy van-e olyan n, hogy az n-amébéaban a masodik jatékosnak

dontetlen stratégiaja van?

Allitas 2.2.1 n > 12 esetén az n-amébdban a mdsodik jatékosnak dontetlen straté-
gidja van.
A bizonyitashoz sziikségiink van a kovetkezd allitasokra:

Allitas 2.2.2 Tekintsiik azt az 1-dimenzids jdtékot, ahol a két jatékos felvdltva foglal
le egész szamokat a szamegyenesen (ugyanazt a szamot kétszer nem vehetik ki). A
kezdd jdtékos akkor nyer, ha szdmai kozott valamikor eldfordul 8 db eqymdsutdni.
Ha ez soha nem sikeril, akkor a mdsodik nyer. Ebben a jdtékban mdsodiknak van

nyerd stratégidja.

Bizonyitas: [1] Megadjuk méasodik nyerd stratégiajat: ha kezddé utoljara [-et
vette ki, akkor:

1. ha (I — 1) még nincs elfoglalva, akkor masodik kiveszi (I — 1)-et;

2. ha (I — 1) mar el van foglalva, de (I + 1) még nincs, akkor masodik kiveszi

(I + 1)-et;
3. ha (I—1) és (I4+1) is el vannak foglalva, akkor masodik tetszGlegesen valaszthat.

Indirekt bizonyitjuk, hogy ez nyerd stratégia. Tegyiik fel, hogy Kezd6 valamikor
elfoglalta az [, (I + 1), (I + 2) szdmokat. Idérendben el8szor nem vehette ki sem
(I + 1)-et, sem pedig (I + 2)-t, hiszen mindketts bal oldali szomszédja benne van az
{l,1+ 1,1+ 2} halmazban, igy a fenti stratégia szerint masodik ezt rogton elfoglalta
volna. Igy Kezd6 idérendben el6szor I-t vette ki. Kezdének masodszor tehat (141)-et
vagy (I + 2)-t kellett kivennie. De mindkét eset lehetetlen, mert ha (I + 1)-et vette
volna ki mésodszor, igy a stratégia alapjan méasodik rogtén utana elfoglalta volna
(I + 2)-t, ha pedig (I 4+ 2)-t vette volna ki masodszor ugy masodik régton utina
(I + 1)-et foglalta volna el. Ellentmondasra jutottunk, tehat feltevésiink helytelen
volt. [

Allitas 2.2.3 A négyzetrdcs négyzeteibe elhelyezhetjiik gy a V (vizszintes), F (fiig-
gbleges), FA (fodtlo), MA (mellékdtld) betiket, hogy barmelyik vizszintes, fiiggdleges
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vagy dtlo irdnyid négy szomszédos négyzetbdl dllo szakaszon lesz olyan négyzet, melybe
a szakasz irdnydanak roviditését irtuk.

A kivdnt megbetiizést ugy végezhetjik el, hogy kijeloliink a néqyzetrdcson eqy 4 X 4-
es darabot s ezt megbetizzik az dbra szerinti modon, majd pedig ezt periodikusan
kiterjesztjiik az egész négyzetrdcsra. Ezt gy értyik, hogyha egy négyzet mdr meg
van betizve, akkor vizszintes és fiiggdleges irdnyba esd negyedik szomszédai kapjdk

ugyanazt a betit.
F |MA| F |V

V | FA | MA | FA
MA| F V | F

FA | MA| FA | V

Ezek utan az allitds bizonyitasa:

Bizonyitas: [1] A 2.2.2 allitas akkor is igaz, ha a jaték nem egy, hanem akar-
hany diszjunkt egyenesen folyik. Ugyanis, ha méasodik minden egyenesen szimultan
modon a méasodik allitds bizonyitasaban megadott nyerG stratégiat jatssza, akkor
kezd§ egyik egyenesen sem tud elfoglalni harom szomszédos racspontot. A 2.2.3 al-
litds arra szolgalt, hogy a négyzetricsot diszjunkt egyenesek Gsszegére bontsuk. Ez
igy torténik: induljunk ki egy a 2.2.3 allitas szerint 1étezé megbetiizésbdl. Definialjuk
a V egyenes fogalmat: vegyiink fel a négyzetracson egy vizszintes egyenest, s tekint-
siik csak azokat a mezd&it, melyekbe a fenti megbetiizéskor a V jelet irtuk. Ezek a
mezGk az egyenesen altaldban nem lesznek szomszédosak, de ennek ellenére ezekre
is természetes modon definidlhatjuk a szomszédossag fogalmat tgy, hogy ez mezd
szomszédai azok, amelyek az egyenesen valamelyik irdnyban hozzé a legkozelebb fek-
szenek. Osszegezve: V egyenesnek nevezziik egy vizszintes egyenes V-vel megjeldlt
mez§it a most megadott linearis elrendezéssel egyiitt. Teljesen analég moédon defi-
nidljuk az F, FA, MA egyenes fogalmat. A 2.2.3 allitas szerint igy a négyzetracsot
felbonthatjuk paronként diszjunkt V, F, FA, MA egyenesek 6sszegére.

Masodik minden X egyenesen (X=V vagy F vagy FA vagy MA) szimultan modon
a 2.2.2 allitasbeli nyerd stratégiat jatsza. Ezzel a stratégiaval el tudja érni, hogy min-

den X egyenesen barmely 3 szomszédos négyzet egyike az 6vé legyen (1. 2.2.2 allitas).
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Viszont egy X iranyu egyenes (X=V vagy F vagy FA vagy MA) négy szomszédos
négyzetébdl legalabb az egyik a megfelels X egyeneshez tartozik (1. 2.2.3 allitas).
gy 12 szomszédos mezébe legalabb 3 X egyenesen szomszédos mezd esik, igy ezek
egyikét a fenti stratégia értelmében masodik kivette. Tehat ez dontetlen stratégia.
O

Altalanositsuk tovabb az amébat. Nevezziik (k,l) — n-amébanak azt a valto-
zatot, ahol kezd§ egyszerre k db, masodik pedig egyszerre [ db mezGt foglal el a

négyzetracson (tehat az (1,1) — n-amdba ugyanaz, mint az n-amgéba)

Allitas 2.2.4 A 2.2.2-beli jdtékot dltaldnositsuk! Minden lépésben Kezdd tobb szd-
mot foglalhat el, de legfeljebb k-t, Mdsodiknak pedig mindig annyi szdmot kell vdlasz-
tania, amennyit Kezdd eldozoleg kivett. Kezdd pontosan akkor nyer, ha szdmai kézott
van n darab egymds utdni. Ha ez soha sem sikeril, akkor Mdsodik nyer. Ebben a

jatékban n = k + 2 esetén Mdsodiknak van nyerd stratégidja.

Bizonyitas: Megadjuk Méasodik nyer6 stratégiajat. Ha Kezdd utoljara az
Li,lo, ... 1, (p < k) szamokat vette ki, akkor Masodik a ti, s, ..., ¢, szdmokat veszi

ki, ahol a t;-kre a kovetkez6 szabalyok teljesiilnek:
1. ha [; — 1 még nincs elfoglalva, akkor ¢; legyen [; — 1;
2. ha l; — 1 mér el van foglalva, de [; + 1 még nincsen, ugy ¢; legyen [; + 1;
3. hal; — 1 és l; + 1 egyarant foglaltak, akkor ¢; tetszéleges lehet.

Indirekt bizonyithatjuk, hogy ez a stratégia jo.

Allitas 2.2.5 Han > 4k+8, akkor a (k, k) —n-amébdban mdsodiknak van dintetlen

stratégidja.

Bizonyitas: [1] Az 2.2.1 bizonyitasdban latott modon bontsuk fel a négyzetra-
csot diszjunkt V', F, F', M egyenesek 0Osszegére. Masodik dontetlen stratégiaja a
kovetkezs: Masodik jatsza mindegyik X (X =V vagy F vagy F vagy M) egyenesen
kiilon-kiilon, szimultdn modon a 2.2.4-beli nyerd stratégiat. Ezzel Méasodik el tudja

érni, hogy barmelyik X egyenesen fekvs barmely k + 2 szomszédos négyzet egyike
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az O0vé legyen. Viszont a 2.2.3 szerint egy X iranyu egyenes négy szomszédos négy-
zetébdl legalabb az egyik a megfelel X egyeneshez tartozik, igy 4(k + 2) = 4k + 8
szomszédos mezGbe legalabb k42 X egyenesen szomszédos mez6 esik, igy ezek egyi-
két a stratégia szerint Masodik kivette. Ebbé&l kévetkezik, hogy n > 4k + 8 esetén

ez a stratégia Mésodiknak dontetlent biztosit. [

Allitas 2.2.6 k > [ esetén a (k,1) — n-amdbdban kezdd minden n-re el tud foglalni

n szomszédos mezdt.

Bizonyitas: [1] Vegyiink fel egymastol fiiggetleniil £"~! darab n hossztsagi viz-
szintes szakaszt. Az els6 k"2 lépés soran Masodik legfeljebb [ - k"2 szakaszba tud
belenyilni, viszont Kezdé az elsé k"2 lépése soran bele tud nytlni minden, Maso-
dik 4ltal érintetleniil hagyott szakaszba (ezalatt k- k"2 = k™~ mez6t foglalhat el).
Ezért lesz legalabb (k — 1)k"~2 > k™~2 olyan szakasz, melyek mindegyikébdl Kezds
mar legalabb egyet elfoglalt, de Masodik még nem tudott belenytlni. Ebbél a k"2
szakaszbol a kovetkezd k"3 1épés utan marad legalabb &"~2 olyan, melyek mindegyi-
kébol Kezdd mar legalabb kettdt lefoglalt, de Masodik tovabbra sem nytlhatott bele.
Végiil marad k° = 1 darab olyan szakasz, melybsl Kezd6 mar legalabb (n — 1)-et
lefoglalt, de Masodik még egyet sem. Viszont most megint Kezd§ 1ép, s lefoglalhatja
ennek a szakasznak esetleges utols6 szabad négyzetét, amivel a bizonyitas kész. [

A 2.2.6 Allitas azért nem bizonyitja, hogy Kezdé nyer, mert kézben Masodik
elfoglalhat nyer6 n-est. Abban az esetben, ha k > 2I, Kezd6 [ 1épéssel védekezhet,
Masodik legfeljebb I db "kitiintetett" szakaszba tud belenyulni (ez ugyanazzal az
[ 1épéssel megtortén (het)ik), igy minden lépéssel (k — 1) 0j "kitiintetett" szakaszba
tud Kezd¢ belépni. Ezt gy értjiik, hogy ha Mésodik elrontott néhany kitiintetett
szakaszt, akkor azokat Kezdd potolhatja, vagyis az i. lépéspar utan legalabb (k—21)i
olyan "kitlintetett" szakasz lesz, amelybe csak Kezdd tett jelet. Azt kaptuk tehét,
hogy k > 2l esetén tetszGleges n-re Kezdének nyerd stratégidja van.

Legyen D a defenziv stratégiat folytato jatékos (Id. 2.2.2 Allitas), T a masik; ,,d”,
illetve ,,t” jeleket pakoljanak. Tehat miutan T tett, D sorra veszi az Gjonnan tett
t-ket, és a felosztasnak megfelel6 egy dimenzios részjatékban ,ala” tesz, ha tud; ha
az foglalt, f61¢; ha az is foglalt, akkor barhova. Ez utobbi szituiciora mondjuk azt,

hogy a lerakott jel ,korbe van zarva” az alatta, illetve f6lotte levs elemek altal.
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Megjegyzés 2.2.1 egy legaldbb 2 hosszi, eqybefiiggd (valamely 1 dimenzids részjd-

tékban értve) t-sorozat aljdn és tetején is van d.

Bizonyitas: A sorozat két szélsé elemének elhelyezése utan a D stratégia szerint

igy lesz.[]

Lemma 2.2.1 Tegyiik fel, hogy eqy egy dimenzids részjdtékban (tfh figgdleges) egy

nem t-telitett C' oszlopban van t nem legalul. Ekkor a jdték sordn keril d a C oszlopba.

Bizonyitas: Vegyiik azt a pillanatot, amikor T lépése utan a fenti szituaciod
elsallt. Feltehets, hogy jelenleg nincs d C-ben. Vegyiikk C-ben a legf6lss t-t (ami
nem C' legaljan van) és az az alatti egybefiiggs, t-kkel kitoltott O oszlopot. Ha O-
nak nem C' legalsé eleme az alja, akkor O legalso6 eleme ala keriil§ d C-ben lesz; ha
viszont igen, akkor O legalabb ketts hossz, tovabba O teteje nem lehet C teteje
(mert akkor C' tele lenne t-kkel, de nincs), igy az O legf6ls6 eleme 61¢ keriils d lesz

C-ben.Od

Kovetkezmény 2.2.1 Ha egy C oszlop tele van t-vel, akkor C hdaromféle dllapotban
lehetett a jaték sordn: (i) tres; (ii) egyetlen t van a legaljdn; (iii) telitve van t-kkel.

Bizonyitas: A fentiektdl kiilonb6z6 esetben C' nem lenne telitett, de lenne benne
t nem legalul, igy a 2.2.1 Lemma miatt keriilne bele d.[]

Ebbél azonnal kovetkezik, hogy D ténykedése soran nem keletkezhet semelyik
egy dimenzios részjatékban k + 2 hossza egybefiiggs vonala T-nek (ahol T egyszerre
k jelet tesz le). Ugyanis ha keletkezne, a vonal telit6dését megel6zGen abban legalabb
két t-nek lennie kellett, ami a 2.2.1 Kévetkezmény miatt nem lehetséges allapot.

Most vegyiik azt a jatékot, amikor az elsg jatékos (A) k, a masodik (B) [ jelet tesz
és k > I. Legyen A stratégidja az, hogy az el6re kivalasztott, rengeteg, egymastol
tavoli n (elfoglalandé mennyiség) hosszi oszlopokat foglalja el sorra; ha B beletesz
egy kivalasztott oszlopba, minden oszlopra az elsé beletett jelet szinezze pirosra és
ne torédjon vele; a nem piros jelek ellen folytasson defenziv stratégiat; illetve, ha
egy piros jel egy egydimenziés jatékban egy b korbezérasaban részt vesz, akkor A
a korbezart elemnél tetszélegesen felhasznalhato jelét hasznalja a piros jel elleni

védekezésre a defenziv stratégia szerint (mintha az most keriilt volna a palyara). A
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stratégiat kovetve A-nak minden lépésben legalabb k — [ jele lesz a kijelolt n-esek

telitésére.

Megjegyzés 2.2.2 egy legaldbb 3 hosszi, egybefiiggd (valamely 1 dimenzids részjd-

tékban értve) b-sorozat mindkét szélére keril a az ij stratégia szerint is.

Bizonyitas: Ha a sorozat valamely széle nem piros, vildgos a defenziv 1épésbdl,
hogy a keriil mellé. Ha mondjuk az als6 vége piros, akkor folotte legalabb két b
van, melyeket egyszerre kellett B-nek letennie (ha az egyik hianyozna, a helyére a
keriilne). Ekkor a kozvetleniil piros feletti elem kézbezart, tehat a piros ala a keriil.

O

Allitas 2.2.7 A-nak fenti stratégidja mellett B nem tud létrehozni semelyik eqydi-

menzids jatékban eqybefiiggd | + 4-es vonalat.

Bizonyitas: Mivel a nem piros jelek ellen végig a defenziv stratégiat folytattuk,
nem piros b-kbdl nem keletkezhet [ + 2-es oszlop (lasd fent). Tehat egy b-telitett
[ + 4-es C oszlopban kell legyen pontosan egy piros jel valahol beliil. (T6bb nem
lehet, mert a piros jelek egymastol messze vannak, miként a kijelolt n-esek is.) A
piros jel egy hy > 1 magas C) f6ls6 és egy hy > 1 magas Cy als6 részre vagja C-t
(h1+ hy =1+ 3). S6t egyik h; sem lehet egy, kiilonben a masik egy [+ 2-es b-telitett
oszlop lenne. A jaték soran C' és Cy is telitGdnek, tehat a 2.2.1 Kévetkezmény szerint
harom allapotuk lehetett a C telitése elGtti pillanatban: iires, tele, csak legalul. A
telités elGtti pillanatban legaladbb 4 darab b van mar C-ben, és benne kell legyen a
piros jel is (kiilonben pl Cy-ben legalabb két b lenne, igy b-telitett lenne, és emiatt
a piros b helyére a keriilne).

Mivel legalabb négy b van C-ben, ha C' iires, akkor C telitett és hy > 3. Ekkor
viszont (5 és a piros egy legalabb 4 hosszu b-telitett sorozat lenne, aminek a tetejére
keriilne a (2.2.2), ami C;-be esne. Hasonloképpen Cy sem lehet iires.

C1-ben nem lehet csak legalul egy b, mert annak elhelyezése utan f6lé keriilne egy
a az A jatékos defenziv 1épése szerint, tehat C telitett. Emiatt C5 nem lehet telitett,
tehat csak legalul van benne egy b, igy a piros alatti mez6 iires. Ekkor viszont C és

a piros egy legalabb 3 hosszu b-sorozat (hy > 2), tehat ala keriilne egy a. O
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Ezek szerint B nem tud létrehozni a rendes (nem egy dimenzios, ,széthtizott”)
jatékban 4(143)+3 = 4l+15-nél hosszabb sorozatot (kiilonben volna benne legalabb
[ 4+ 4 hosszi egy dimenzios, ,széthuzott” sorozat). Tehat k > [, n > 4(l + 4) esetén
az A jatékosnak van nyer6 stratégiaja.

Fogalmazzuk meg az amdéba jaték legaltalanosabb forméjat, minden geometriai
vonas nélkiil. Legyen adva X alaphalmaz ("jatéktér") és X n-elemii részhalmazainak
rendszere ("nyer6 konfiguraciok"), amit F,, jeloljon. Nevezziik F,-amGbanak azt a
kétszemélyes jatékot, ahol a két jatékos felvaltva foglal el egy-egy X-beli pontot, és
az nyer, akinek el&szor sikeriil teljesen lefednie egy F,-beli halmazt.

Jelolje H halmaz elemeinek szamat |H|, és d(F,) jelentse F,, maximalis foksza-
méat, azaz X minden pontja legfeljebb d(F,) darab F,-beli halmaz tartalmaz. A
tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy F, véges.

Allitas 2.2.8 Ha d(F,) < 5, akkor az F,-amdbdban Mdsodiknak van dintetlen

stratégidja.

Jegyezziik meg, hogy a 2.2.8. Allitasbol is kovetkeztethetiink az n-amdba ese-
tére. Ehhez legyen F,, azon nyerd konfiguraciok halmaza, amelyek minden iranyban
egyszeresen fedik a mezdket (2.2. Abra). Ekkor d(F,) = 4, mert minden mezst egy-
egy V, F, FA, MA iranyu konfiguracio fed, igy 2.2.8 miatt n = 8-ra Masodiknak
dontetlen stratégidja van. Ez az eredeti jatékra azt jelenti, hogy 15 mez6t mar nem

foglalhat el Kezd6 (ehhez egy F,-belit teljesen el kellene foglalni).

Ennek a gondolatmenetnek az az elénye, hogy tetszéleges dimenziora altalano-
sithato. k& dimenzidban minden mezS foka 2 lesz, igy n = 2572 — 1 esetén kapjuk,

hogy Masodiknak van dontetlen stratégiaja.

Allitas 2.2.9 (Erdés-Selfridge) Ha |F,| < 2", akkor az F,, amdbdban Mdsodik-
nak dontetlen stratégidja van. Mdsrészt minden n-re létezik olyan F: n-esekbdl dllo

2"~ elem halmazrendszer, melyre az F.:-amdébdban Kezddének van nyerd stratégidja.
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2.2. 4bra. Nyer6 konfiguraciok
2.3. Mikor nyer a kezdd jatékos?

Definicié 2.3.1 F kromatikus szdma: a legkisebb olyan r egész, amire X elemer

kiszinezhetdek r szinmel gy, hogy eqyik A € F sem eqyszind.

Nézziink egy elég altalanos elégséges feltételt a kezds jatékos nyerésére. Ha F kro-
matikus szama > 3, akkor a dontetlen lehetetlen, igy stratégialopas miatt a kezdd

jatékosnak nyerd stratégidja van.

Tétel 2.3.1 Legyen X véges és az F (nyerd halmazok csalddja) kromatikus szama
legaldbb 3. Ekkor a kezdd jatékosnak nyerd stratégidja van az dltaldnositott tic-tac-toe

jatékban (X, F)-en.

Megjegyezziik, hogy nehéz ellendrizni az (X, F) kromatikus szamara el6irt felté-
telt, hisz X mind a 21X 2-szinezését ellendrizniink kell. De a nyerd stratégia megta-

lalasa még nehezebb, tobb, mint 22" stratégiat kell elemezniink.

2.4. Ramsey tételkor

A Ramsey tételkor olyan F-ekkel foglalkozik, melyek kromatikus szama > 3.
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e Ramsey jaték

Ha S egy halmaz jelélje [S]* S pontosan k > 2 elemii részhalmazait. Azonosft-
suk az n természetes szamot az 6t megel6z6k halmazaval, igy n = {0,1,...,n—
1}. Tehat [n)? tekinthets n cstcsi teljes grafnak, azaz K,,-nek. Legyen 2 < n <
N. A jaték tablaja [N]? = Ky, a két jatékos felvaltva foglal el éleket ebbdl a

grafbol, az a jatékos nyer, aki elfoglalja az n csticsu teljes részgraf minden élét.

Jelolés: R(N,n) = Ry(N,n)

e Van der Waerden jaték

Ezt a jatékot az X = {0,1,..., N — 1} tablan jatszak és a nyer$ halmazok X

n tagi szamtani sorozatai.

Jelolés: W (N, n)

e Hales-Jewett jaték

A tic-tac-toe tobbdimenzids altalanositasa. Két jatékos felvaltva teszi a jeleit
egy d-dimenzioés n X n x ... x n = n? kocka mezdibe. Az nyer, akinek n jele

van egy sorban.

X ={a=(ar,as,...,aq) : 0<qa; <n,1<j<d}

HJ(d,n) nyer6 halmazai az X tébla kovetkezs n-elemii sorozatai

1 (2 (n)
G A a

Minden j-re a j-edik kordinatakbol képzett a sorozat vagy szi-

gortian né 0-t6l (n-1)-ig, vagy szigortian csokken (n—1)-t6l 0-ig vagy konstans.

A jol ismert Ramsey, Van der Waerden és Hales-Jewett tételek azt allitjak,
hogy minden egész n-re van egy véges kiiszobszam ry(n), w(n) és h(n) annak
megfelelGen, hogy a nyeré halmazok csaladjanak kromatikus szama legalabb
3 a Ramsey, Van der Waerden és Hales-Jewett jatékok esetén ha N = ri(n),
N = w(n) és d = h(n). Igy a Tétel 2.3.1 szerint a kezds jatékosnak nyerd

stratégidja van ezekben a jatékokban. Sajnos ez a tétel elég gyenge, mivel az
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eddig ismert kiiszobszamok hatalmasak. A Ramsey tétel esetén az also és fels

hatar kozelebb van egymashoz:

2% < py(n) < 4"

27/6 < py(n) < 22

tetszGleges k > 3 esetén:

expr—_2(cx - n) < ri(n) < expr_1(c), - n),

ahol ¢, és ¢}, csak k-0l fiigg.

2.5. Parositasi stratégiak

A legjobb modszer a gy6zelem vagy dontetlen garantalasara, ha a tablat fliggetlen
parokra tudjuk osztani. Igy ha az egyik jatékos egy par egyik tagjat elfoglalja, a
masik el tudja foglalni a méasikat. A hexszel ellentétben, ahol nem ismeriink explicit
nyerd stratégiat, a bridge-it esetén tobb ilyen is ismert. Az els6t Oliver Gross talalta,
ami meglepGen egyszert parositasi stratégia.

Konnyen lathato, hogy az egyszerd tic-tac-toe jatékban, azaz H.J(2,3)-ban a
méasodik jatékos dontetlent tud elérni. Ha a tabla 4 x 4-es és a cél 4 jelet tenni
egy sorba (azaz H.J(2,4)), akkor a masodik jatékos megint dontetlent tud elérni.
Ugyanez &all fenn a HJ(2,n),n = 5,6,7,8,... tipust Hales-Jewett jatékokra. Az
n =5 és 6 esetekre adunk egyszert bizonyitast a kivetkezd parositasi stratégiaval|2|:
amikor a kezd¢ jatékos elfoglal egy szamozott mezét, a masodik jatékos elfoglalja a

maésik azonos szamut.
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-2 10 5 5 1-
6 9 12 8 9
n=>,: 6 11 =« 11 4
710 12 7 4
_1 3 3 8 2_

Ha a kezdd jatékos a x-gal jelolt mez6t foglalja el, akkor a masodik tetszése
szerint valaszthat, ha pedig az a mezd, amit el kellene foglalnia méar foglalt, akkor

akarhogy léphet.

1 13 2 13 3 12
6 14 5 14 4 12
7 8 15 9 10 15

n=~06
16 3 11 1 16 2
17 4 11 6 17 5
7T 8 18 9

10 18

Ez a szamozas elegans bizonyitast ad arra, hogy a megszoritas nélkiili 9-amGba
jaték (a tabla egy végtelen négyzetracs, a cél 9 jelet tenni egy sorba merdlegesen vagy
atlosan) dontetlen. Fedjiik le a végtelen tablat az elébbi 6 x 6-0s méatrix masolataival.
A masodik jatékos dontetlent tud elérni, ha minden 1épésben a legkdzelebbi azonos
szamu mezdt valasztja, mint a korabbi jatékban. Kénnyen belathato, hogy a kezdd
jatékos 8-nél hosszabb vonalat igy nem tud elérni.

Mit mondhatunk a megszoritas nélkiili n-in-a-row azaz n-améba 3 < n < 8

jatékrol?

e n = 3,4 esetek majdnem trividlisak: a kezd§ jatékosnak egyszert nyerd stra-

tégiaja van.

e n = 5 esetén azt sejtjiik, hogy a kezdd§ jatékosnak nyerd stratégiaja van. A
stratégia lopas segitségével latjuk, hogy legalabb dontetlen stratégiaja van, de

expliciten nem ismerjiik.

e n = 6 esetén a sejtés szerint a masodik jatékosnak dontetlen stratégiaja van.
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e n = 7 esetén a sejtés szerint masodik jatékosnak dontetlen startégidja van, de

a sejtés egyszertibb, mint n = 6 esetén.

e n = 8 Tudjuk, hogy a masodik jatékosnak explicit dontetlen stratégiaja van.
De ez nem péarositasi stratégia. Az otlet bemutatasihoz elGszor adunk egy

méasodik bizonyitast a dontetlen stratégiara.

2.5.1. Felbontas fiiggetlen jatékokra

Pollak és Shannon bizonyitotta elGszér 1954-ben, hogy n = 9 esetén a méasodik
jatékos dontetlent érhet el a kovetkez6 stratégia segitségével. Fedjiik le a sikot H-
alakt heptominokkal (7 négyzet, 1.2.3 abra), a méasodik jatékos minden 7 négyzethdl
allo teriileten kozonséges tic-tac-toe-t jatszik, megakadalyozza a 3 hosszi vonala-
kat atlosan, vizszintesen és a fligg6leges egyeneseken. Kénnyen belathatd, hogy egy
ilyen heptominon a masodik jatékosnak dontetlen stratégiaja van. Ha a kezdd elsé
lépésében nem a kozépsé mezét foglalja el, akkor masodik oda 1ép, kiilonben pedig
a heptominé valamelyik fiiggéleges szaranak kozépsé mezdjére. A sik lefedhets ezen
heptomindkkal, lathatjuk, hogy ha 9 jel van vizszintesen, fligg6legesen vagy atlosan
egy sorban, akkor koziililkk 3 egy egyenesen van valamelyik heptomin6n. Tehat ha a
méasodik jatékos megakadalyozza kezdét minden H-n a nyer§ harmas Osszegyijtésé-

ben, akkor ez dontetlen stratégiat biztosit szamara n = 9 esetén.

P4

2.3. 4bra. A heptomino és Shannon-Pollak felbontasi 6tlete

Ugyanezt az Otletet hasznilva a T.G.L. Zetters alnevet hasznalo amszterdami
csoport 1980-ban megmutatta, hogy a masodik jatékos dontetlent tud elérni a 8-
amoba jatékban. A bizonyitasban 12 cellabél all6 paralelogramma alakzatokat hasz-

naltak, a nyeré halmazok a viszintes sorban 1év§ 4-4 pont, a négy atlos irdnyban
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elhelyezkedd 3-3 mez6 valamint az arnyékolt 2-2 mez6. Igy ebben a jatékban 9 nyerd
halmaz van. Ha 7 egyforma jel van vizszintesen egy sorban, akkor koziiliik 4 nyerd
halmaz valamelyik lépcsds alakzatban; ha 8 egyforma jel 4tlésan van egy sorban,
akkor koziiliik 3 nyer§ halmaz egy lépcsds alakzatban, végiil ha 7 egyforma jel van
fligg6legesen egy sorban, koziiliik 2 lesz nyers. Ezért masodik jatékosnak dontet-
len stratégiaja van n = 8 esetén, ha van dontetlen stratégiaja a lépcsés alakzaton

jatszhato jatékban.

2.4. dbra. T.G.L Zetters felbontasi otlete

Hasonléan bizonyithato a 7-améba dontetlensége is.

Nézziink egy elégséges feltételt a parositasi stratégia létezésére.

Tétel 2.5.1 Vegyiik az dltaldnositott tic-tac-toe jatékot a véges (X, F)-en. Tegyiik
fel, hogy minden G C F-re,

U 4| = 26|

Aeg

Ekkor a mdsodik jdtékos legaldbb dontetlent ér el a pdrositdsi stratégidval.

Bizonyitas: A Konig-Hall tétel segitségével talalunk 2 elemii diszjunkt reprezen-
tans rendszert h(A) C A(A € F), |h(A)| = 2,h(A) N h(B) = 0 ha A és B kiilonboz6
elemei F-nek. (A technikai csavar: minden A € F-et duplan vesziink, valojaban erre
alkalmazzuk a K6nig-Hall tételt.) Igy ha kezdd jatékos elfoglal egy elemet a 2-elemii
reprezentans rendszerbdl, a masodik elfoglalja a méasikat. [

Polinomidlis idejti algoritmust ismeriink a 2-elemt diszjunkt reprezenténs rend-

szer megtalalasara.
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2.6. Epit6-Rombolé (Maker-Breaker) verzio

Mar lattuk, hogy a mésodik jatékosnak nincs esélye nyerni az altalanositott tic-
tac-toe jatékban okosan jatszo kezds jatékos ellen. Igy akar csak arra is koncent-
ralhat, hogy megakadalyozza a masik nyerését. Igy 6t nevezhetjiik Rombolénak, a
mésikat pedig Epitének. Vehetiink olyan Epit6-Rombolo jatékot is, ahol Rombolé
lép el6szor.

(X, F)-en tudunk szimmetrikus tic-tac-toe-t és antiszimmetrikus Epit6-Rombolé
verziot is jatszani. Itt Epits célja A € F nyeré halmaz minden elemét elfoglalni,
Rombolé célja pedig ebben Epit6t megakadalyozni. Az nyer, aki eléri céljat, tehat
dontetlen nem lehetséges.

Ha Rombol6, mint masodik jatékos nyer az Epité-Rombold verzioban (X, F)-en,
akkor ugyanez a stratégia masodik jatékosként legalabb dontetlent biztosit szdmara

a tic-tac-toe verzioban (X, F)-en.

Kovetkezmény 2.6.1 Legyen X wvéges, F (nyerd halmazok csalddja) kromatikus
szdma legaldbb 3. Ekkor Epitd, mint kezdd jdtékosnak nyerd stratégidja van az Epité-

Rombold verzidban (X, F)-en.

Ennek megforditasa nem igaz. Lehetséges, hogy Epits, mint kezdé jatékos nyer
az Epit6-Rombolo verzioban mikozben Rombolé, mint masodik jatékos déntetlent
ér el a tic-tac-toe verzidban. Ez torténik a 3 X 3-as minimalomban: az eredeti jaték

dontetlen, de az Epité-Rombolo verzié gyézelmet hoz Epitének kezds jatékosként.



3. fejezet

Connect four

Az eddig leirt jatékok tabldja vizszintes volt, most legyen fiiggGleges. Két jatékos
felvaltva dobalja korongjait a 7 x 6-os (7 oszlop, 6 sor) racsba feliilr6l. Igy a jaték
alapjaiban valtozik meg, mert minden oszlopban csak a legals6 szabad mez6t tudjuk
elfoglalni. Ha a jatékos egy korongot tesz egy oszlopba az leesik a legalsd szabad
mez6be. Ha 6 korong van egy oszlopban azt mondhatjuk, hogy megtelt, nem tudunk

tobb korongot ide tenni.

3.1. abra. A Connect four jaték tablaja

Arra nincs szabdly, hogy melyik jatékos kezd, ez megallapodas kérdése. Mostantol
ugy vessziik, hogy a kezdd jatékos korongjai sargak. A jaték célja 4 azonos szind
korong Osszegytijtése vizszintesen, fliggblegesen vagy atlésan. Ha mind a 42 mez§

megtelt és egyik jatékos sem érte el céljat, akkor dontetlenrsl beszéliink.

21
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3.2. 4bra. Példa sarga két nyerd allasara és egy dontetlenre

Ahhoz, hogy allasokrél tudjunk beszélni célszerti minden mez6t elnevezni. Ve-
gyiik at a sakktabla jeloléseit: az oszlopok a-t6l g-ig, a sorok 1-t6l 6-ig szdmozottak.
Igy a lépésparok (Sarga és Piros lépése egy korben) egy listan nyomon kévethetdek,

példaul a 3.2 elsg abrajahoz tartozo lista:

1. d1,d2
2. cl,d3
3. el,bl
4. f1, Sarga gyoz

Ezzel az elnevezéssel a nyerd halmazok is konnyen megadhatok. A példan ilyen
cl,dl, el és f1. Mivel a mezGknek egy egyenesen kell lenniiik, igy elég a két végpontot

megadni, azaz cl — f1 meghatarozza a nyerd konfiguraciot.

3.1. A jaték bonyolultsaga

Szeretnénk megadni a lehetséges lépések szamat. Ehhez nevezziik legalisnak
azokat az allasokat, melyeket a jaték soran megkaphatunk, ha a szabalyok szerint
jatszunk, illegalisnak, amit igy nem kapunk meg.

Minden mezének harom allapota lehet: piros, sarga vagy iires. Igy konnyen lat-
hato, hogy legfeljebb 3*2(> 10%°) 4llas lehet. Ez egy durva becslés, ennél sokkal

jobbat adhatunk. Ehhez nézziink par egyszerii észrevételt!
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e Ha az elfoglalt mez6k szama péaratlan, akkor sdrga korongbol eggyel tobb van,

mint pirosbol. Ha ez péaros, akkor a sarga és piros korongok szama egyenld.
e Ha egy oszlopban van egy iires mez§, akkor minden f6lotte 1év6 mezd is iires.

e Nyerd allas esetén az utolsod 1épés befejezte a jatékot, igy a négy korong koziil

legalabb egy a sajat oszlopanak legfels6 nem iires mez&jében van.

e Ha az el6z6 Allitds nem teljesiil, vagy mindkét jatékos Osszegytijtott nyerd

halmazt: az allas illegélis.

e Ha egy jatékosnak egynél tobb nyer6 halmaza van, akkor ez csak tugy lehet

legdlis, ha az utols6 korongot mindkét halmaz tartalmazza.

Az el6bbi szamitasnal nem zartuk ki az illegalis allasokat. Victor Allis egy prog-
ram segitségével felsé becslést adott a legalis dllasok szamara, ez 7.1 - 10%3.

Ez a fels6 hatar hasznos a memoriaigény szamitasahoz, ha adatbézist szeretnénk
hasznalni a lehetséges 1épések tarolasidhoz. Szeretnénk alsd becsléssel megmutatni,
hogy egy ilyen konstrukci6 memoériaigénye til nagy. Ehhez tudnunk kell, hogy min-
den &llas, amit szdmolunk legalis. Ennek eldéntése szintén nem egyszert feladat. Ezt

egy példan szemléltetjiik.

3.3. abra. a) Példa illegalis allasra b) egy koztes lépés

Els6 ranézésre ez egy dontetlen allas, de ha jobban megvizsgaljuk normaélis jaték

esetén nem elérhetd.
e Sarga elsd 1épése a d1 volt

e Ha Piros els6 lépése b1, d2 vagy f1 akkor Sarganak nem marad lehetséges 1épés.

Igy Piros elsé 1épése al, cl, el vagy gl. Tfh al-et valasztotta.
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e Ekkor Sarga csak a2-t valaszthatta.

e Igy Piros tovabbra sem léphet b1, d2, f1-re és a3-ra sem. Tehat cl, el, g1 koziil

valaszt. Barmelyik esetén és Sarga valaszaval 3.3 b) abrat kapjuk.

e Most Piros 1ép, és a kovetkezo 1épésre Sarga nem tud valaszolni, tehat az allas

illegalis.

Mar latjuk, hogy mennyire nehéz egy allasnal megvizsgalni, hogy legdlis vagy
illegalis. Igy az adatbazis rengeteg illegalis poziciét tartalmazna. Az el6zdekben adott
fels6 becslés ezek alapjan méar j6 becslésnek tiinik. Mivel ez a szdm olyan nagy, 1988-
ban az adatbazisos megvaldsitas lehetetlennek tiint. 7 x 6-os tabla esetén az Gsszes
korong helyének 1épésenkénti tarolasahoz legalabb 4 Terabyte sziikséges. Ma mér ez

nem probléma, de van hatékonyabb modszer is.

3.2. Ismeret alapii modszer

Brute-force médszer helyett adjunk egy ismeret alapti modszert. Lehetnek stra-
tégiai szabalyok, amik az egyik jatékos gy&zelmét vagy dontetlent garantalnak. Ha
ezen szabalyok helyességét bizonyitani tudjuk, akkor nem sziikséges nagy szamu
poziciot vizsgalni.

Nézziink példakat mas méretd tabla esetén.

1. Legyen n oszlop, mindegyik pontosan 2 magas. Ilyen esetben csak vizszintesen

tudunk 4 korongot Gsszegyiijteni.

A kovetkez§ stratégia legalabb dontetlent biztosit Piros szamara:

e Ha n paros: rendezziik az oszlopokat parokba a kovetkezSképpen: 1&2,
3&4, ... (n—1)&n. Minden alkalommal Sarga valaszt egy oszlopot, utana

Piros kivalasztja az oszlop parjat.

e Ha n paratlan: hasonléan rendezziik Gket péarokba tgy, hogy az n-edik
oszlopnak nem jut péar. A stratégia ugyanaz, kivéve ha Sarga az n-edik

oszlopba teszi korongjat Piros is oda lép.
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Nézziik miért mikodik ez az egyszerd stratégia. Tegyiik fel, hogy Piros igy
jatszott, és Sarga megnyerte a jatékot. Ez azt jelenti, hogy Osszegytjtott 4
korongot vizszintesen. Feltehetjiik, hogy ez az els§ sorban tortént (a masik
eset hasonl6). Kénnyen belathato, hogy a nyers halmaz korongjaibol legalabb
kettének olyan oszlopban kell lennie, amik a korabbi parositas szerint egy
parban vannnak. Mivel a stratégia szerint, ha Sarga elfoglal egy mez6t, Piros
rogton elfoglalja a parjat, igy az elsd sorban nem nyerhet. Hasonl6an belathato,

hogy a méasodik sorban sem nyerhetett.

2. Hasonl6d eredményt kaphatunk sokkal izgalmasabb tabla esetén. Legfeljebb 6
oszlop és 2n sor esetén a kovetkezs stratégia legalabb dontetlent biztosit Pi-
rosnak. Egyszertiség kedvéért a szabalyokat pontosan 6 oszlop esetére irjuk le,

kevesebbre ugyantigy miikodik.

(a) Az 1, 2, 5 és 6-0s oszlopokhoz az alabbi szabalyt hasznaljuk:

Piros akkor és csak akkor vélaszol ebben az oszlopban, ha Sarga épp

ebben az oszlopban jatszott.

(b) A 3-as és 4-es oszlopokhoz a szabaly:

Ha Sarga elGszor jatszik ezekben az oszopokban: Piros a masik oszlopban
valaszol. Egyébként, ha Piros még tud abba az oszlopba tenni, ahol Sarga

jatszott, akkor ezt teszi, ha nem, akkor a masik oszlopban jatszik.

El6szor ellenérizniink kell, hogy Piros mindig jatszhat ezen szabalyok szerint.
Az (a) szabaly szerint Piros kapja a paros szami sorok mezdit, Sarga a parat-
lanokat. Mivel paros szamu sor van, igy Piros tud ugyanabban az oszlopban
valaszolni. A (b) szabaly szerint az els6 1épésben mindkét oszlop also paratlan
mez§jét elfoglaljak. Amikor Sarga lép paros mezére 1ép, Piros a folotte 16vi
paratlan mez6t foglalja el (ha létezik). Ha nincs folotte mez6, akkor a masik
oszlop szabad mez§jét valasztja, ami paros szamu és biztos 1étezik, mivel az

utolso foglalt mezd paratlan volt.

Mit ad ez a stratégia a Piros jatékosnak? Minden paros mezét megkap az (a)

oszlopokban. Tovabba (b) oszlopokban az alsé két mezd egyike az 6vé. Es ami
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a legfontosabb, legalabb 1 k6zépsé mez6t kap minden paratlan sorban. Ez a

(b) szabalybol kozvetleniil kovetkezik.

Igy fiiggslegesen biztos nem gytijt Ossze Sarga 4 korongot. Ha vizszintesen
szeretné a 4 korongot, akkor paratlan sorban nem fog sikeriilni, mert Piros
legalabb 1 kézépsd oszlopot elfoglalt (a nyeréshez mindkét kozépsé mezd kell,
de ez 6-nal tobb oszlopra nem igaz). Paros sorokban szintén nem lehet. Atlos
esetben felvaltva paros és paratlan mezdéket kell elfoglalni. Ebbdél latjuk, hogy
Sarganak nem lehet olyan atlos négyese, ami részben az 1-es és 2-es oszlopban
van, mivel ebben az esetben az atl6 mindkét mezGjének paratlannak kellene
lennie. Ugyanezért nem lehet részben az 5-6s és 6-0s oszlopban sem. Igy egyet-
len eset marad a 2, 3, 4 és 5-6s oszlopban. Sarga a 2-es és 5-0s oszlopban
csak paratlan mezéket kap, mikézben sziiksége lenne paros mezdre valamelyik
oszlopban a nyeréshez. Tehat Sarga nem tud nyerni, igy Pirosnak dontetlen

stratégiaja van. [J

Lattunk olyan példakat ahol a masodik jatékosnak tudtunk olyan stratégiai sza-
balyokat adni, melyek hasznalataval soha nem veszit. Ez is mutatja, hogy az ismeret
alapt modszer legalabb néhény esetben olyan eredményeket ad, amit a brute-force

modszer segitségével nem vettiink volna észre.

3.3. A stratégia szabalyok helyessége

Adjunk stratégiai szabalyokat a korabban mar vizsgalt tic-tac-toe jatékhoz. A

szabalyokat az alabbi sorrendben alkalmazzuk:
1. Ha van nyerd lépés (ami megtétele utan nyeriink), akkor lépjiikk meg.
2. Ha az ellenfeliink egy lépéssel nyerni tudna, lépjiik azt.
3. A kozéps6 mez6 elfoglalasa fontosabb, mint a tobbi mezé elfoglalasa.
4. SarokmezGk elfoglaldsa fontosabb, mint a tobbi.

Nézziik mi torténik, ha ezeket hasznéljuk egy olyan ellenféllel szemben, aki nem

ismeri a szabalyainkat. Az ellenfél kezdi a jatékot.
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o o %o

3.4. 4dbra. tic-tac-toe jaték a szabalyok szerint jatszva

Ebbél a példabdl jol 1atszik, hogy a négy stratégiai szabaly nem mindig a legjobb
elérhetd eredményt (dontetlent) adja.

Fontos ezek utan tisztazni, hogy mi a kiilonbség e 4 szabaly és az el6zGekben
latott szabalyok kozott.

A 3.2 fejezetben miutan megfogalmaztuk a szabalyokat megmutattuk, hogy az
ellenfél semmiképp nem tud nyerni, bizonyitottuk, hogy a szabalyokat hasznalo ja-
tékos dontetlent tud elérni. A tic-tac-toe-ra megfogalmazott szabalyok is hasznal-
hatonak tiintek, de itt nem adtunk semmilyen bizonyitast a jaték kimenetelére igy

nem meglepd, hogy nem feltétlen nyeriink a szabalyok hasznalataval.

3.4. Stratégiai szabalyok a Connect-four jatékhoz

1. Hasznalhatatlan fenyegetések:

Victor Allis [5] egy példajan keresztiil nézziik meg, hogy ez mit jelent.

3.5. abra. Az allas 12, ill. 15 1épés utéan

Ehhez az allashoz a kovetkezs lépéseken keresztiil jutottunk (lépésparokkal
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irjuk le):
1. d1,d2 5. cl,c2 9. e3,a3
2. d3,el 6. c3,al 10. a4, ad
3. d4,e2 7. c4,a2 11. e4,ab
4. db,d6 8. ¢b, cb 12. eb,eb

Melyik jatékos fog nyerni? Nézziik a jatékosok lehetségeit a nyerd négyes
Osszegytijtésére. Felsorolhatjuk azokat a halmazokat, amikbél egy mez& hiany-

zik a nyeréshez.
e Sarga lehetséges nyerd halmazai: a4 —d4, b2 —eb, b3 —e3, bd —e4d, b5 —eb,
b6 —e3, cb — 2, c3— f3, cd — f4, cb — f5, 3 — f6
e Piros lehetséges nyerd halmazai: a2 —d2, b2 —e2, c2 — f2, a6 — d6, b6 — €6
Els6 lépésként vegyiik észre, hogy a2 — d2 és b2 — e2 halmazok kozott nincs
lényeges kiilonbség, mivel mindkettéhoz a b2 mezé sziikséges.

Tovabbi egyszeriisitésként ne a nyeré halmazokrol beszéljiink, csak azokrol a

mezOkrél, amiket a nyeréshez még el kell foglalni.
Sarga esetén ezek: b2, b3, b4, b5, b6, f2, f3, f4, f5, f6 valamelyike.
Piros esetén: b2, b6, f2, f6 valamelyike.

Sarganak sokkal tobb lehetGsége van nyerd halmaz Osszegytijtésére, de latni
fogjuk, hogy ez nem sokat segit rajta, mivel nem fontos, hogy b3, b4, b5, b6,
f3, f4, f5, f6 mez6kon nyerni tudna.

Tegyiik fel, hogy a jaték a kdvetkezs 1épésekkel folytatodna:
13. g1,92
14. g3, g4
15. ¢5, g6

Olyan allashoz érkeztiink, ahol Sarganak kell 1épni, és csak a b vagy f oszlopot

valaszthatja. Amint lépett Piros elfoglalja a masodik mez6t és ezzel nyer. Igy
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a b3 —b6 és f3 — f6 mezSket nem hasznaljak. Tehat Sarganak hidba volt tobb
lehet&sége kezdetben, de minden befejezetlen halmaza hasznalhatatlannak bi-
zonyult, ahogy Piros halmazainak tobbsége is. Végiil irjuk fel Gjra a kezdeti
allas alapjan azokat a mez&ket, amikkel be lehet fejezni nyer6é halmazt. Mind-

két jatékos esetén csak a b2 és f2 mezdk lesznek a listankon.

Definicié 3.4.1 Fenyegetés az A jatékosra nézve az a mezd, amit ha B elfoglal
B nyerd halmazhoz jut. Haszndlhatatlan fenyegetésnek nevezziik az olyanokat,

amiket valamilyen okbol a jdték alatt nem lehet elfoglalni.

Mar csak egy kérdés maradt. Melyik jatékos fog arra kényszeriilni, hogy b1 és
f1 koziil kelljen valasztania? A 15. 1épés utan egyértelmt, hogy Sarga lesz ez a
jatékos. Gondolhatnank, hogy ez csak szerencse kérdése volt, de mér 12 lépés
utan is meg tudjuk szdmolni az iires mezdk szamat, amibdl latjuk, hogy Sarga

fog kovetkezni.

Ha latunk egy allast, de a 1épések sorrendjérdl semmit sem tudunk, akkor is
meg tudjuk allapitani, hogy melyik jatékos kovetkezik. Elég az eddigi 1épések
szamat ismerni, ha ez paros, akkor Sarga kévetkezik, ha paratlan, akkor pedig

Piros.

2. Egy masik hasznélhatatlan fenyegetés:

Nézziink egy olyan allast, ahol e kivételével minden oszlop fel van méar tdltve,
de még nem értek el nyer6 négyest. Piros akkor nyer, ha elfoglalja e3-at, Sarga
akkor nyer ha elfoglalja e4-et. Tudjuk, hogy el-re Sarganak kell lépni, Piros
e2-t, Sarga e3-at, Piros ed-et foglalja el, igy végiil dontetlen lesz a jaték.

Altalanosan azt mondhatjuk, ha egy jatékosnak egy mezével az ellenfél fenye-
getése folott van fenyegetése, az nem hasznélhato, mivel vagy az ellenfél nyer,

vagy mindkét fenyegetés hasznalhatatlanné valik.

3. Paros és paratlan fenyegetések

Az el6z6ekbdl latjuk, hogy egy fenyegetés akkor lehet hasznos, ha a jaték
soran valamilyen okbol az ellenfélnek el kell foglalni az alatta lévé mezGt. Ez

altalaban akkor torténik, ha mar minden més oszlop telitve van. Ebben az
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esetben megmutattuk, hogy Sarga a paratlan, Piros a paros mezGket foglalja
el. Ha az utolso iires oszlopban Sarganak csak paros, Pirosnak csak paratlan

fenyegetései vannak, akkor egyik sem hasznalhato, a jaték dontetlen lesz.
Tehat Sarganak a legjobbak a paratlan, Pirosnak a paros fenyegetések.

Ha mindkét jatékosnak van ilyen jé fenyegetése ugyanabban az oszlopban,
akkor csak az alacsonyabban lév§ hasznalhat6. Ha mindkettSjiiknek van, de
kiilénb06z6 oszlopban, akkor Sarga fenyegetése az erésebb. Ilyenkor Piros nem
tesz Sarga oszlopaba, mert akkor veszitene, ezért inkdbb a sajat oszlopaban
jatszik, amivel megfordul a paritas és a fenyegetése hasznalhatatlanna valik.

Miutan ezt az oszlopot feltéltotték par 1épés alatt Sarga nyerni tud.

Tegyiik fel, hogy mindkét jatékosnak egy-egy fenyegetése van (a jaték soran
nem alakul ki 1) és ezek kiilonb6z6 oszlopokban vannak. Nézziik a lehetdsé-

geket és azt, hogy melyikiiké erGsebb:

e Sirganak paratlan, Pirosnak péros fenyegetése van. Ahogy méar lattuk,

Sarga fog gydzni.

e Sarganak és Pirosnak is paros fenyegetés. Mivel nincs olyan oszlop amibe
csak paratlan szami jel tehets, a paritas igy nem fordul meg, Piros hari-

tani tudja Sarga fenyegetését és nyerni tud.

e Sarganak péros, Pirosnak paratlan. Mindkét jatékosnak olyan fenyegetése
van, amit lényegében nem tud hasznalni, a jaték dontetlen lesz. Ehhez
azonban Pirosnak fel kell adnia sajat fenyegetését, mert ha nem tenné,

Sarga nyerne.

e Sarganak és Pirosnak is paratlan. Ebben az esetben Sarganak kell feladni

sajat fenyegetését, hogy haritsa Pirosét, igy a jaték dontetlen lesz.

4. Még bonyolultabb szabalyokat fogalmazott meg Victor Allis [5], illetve arrol
is olvashatunk, hogy milyen modon lehet ezeket megtalalni. Az ezek haszna-
lataval miikoéds VICTOR program képes volt megmutatni, hogy Sarga nyer,

stratégiat is ad a jatékhoz.



4. fejezet

Zarankiewicz probléma

Nézziik Kazimierz Zarankiewicz (1902-1959) lengyel matematikus altal meg-
fogalmazott problémat a Véges projektiv sikok cimii konyv [3]| targyalasa szerint.

Tekintsiik az n x m-es négyzetracsot, azaz az
{(Zaj) tl= 17 amaj: 17”}

alaktu racspontokat. Valasszunk ki ezek koziil minél t6ébbet tgy, hogy a kivalasz-
tott pontok kozott ne legyen négy olyan pont, amelyek a koordinata-tengelyekkel
parhuzamos oldala téglalap cstucsai!

Hany pontot valaszthatunk ki ilyen modon?

Zarankiewicz probléma halmazokkal: Valasszuk ki az 1,--- ,n halmaz né-
hany részhalmazét, Ay, --- , A,,-et igy, hogy barmely két kiillénb6z6 részhalmaz met-

szete legfeljebb egyelemi, azaz

|AzmAJ’ S 17 hal%jv(%.]: 1a 7m)'

Mekkora lehet |A;| + |As| + - - - + |4}, maximuma?

Zarankiewicz probléma péaros grafokkal: Hany éle lehet egy n + n cstcst
paros grafnak, ha nem tartalmaz 4 hosszu kort?

Zarankiewicz probléma matrixszal: Egy m X n-es matrix minden eleme 0
vagy 1. Legfeljebb hény egyes lehet a matrixban, ha két sor és két oszlop négy

keresztezési mezejében soha nem allhat mindeniitt egyes.
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Tétel 4.0.1 (Reiman) n x m-es négyzetrdcs esetén a kivdlaszthatd racspontok szd-

mdra adott felsd becslés:

E < ~(m+/m2+4mn(n — 1))

N | —

Kovetkezmény 4.0.1 n X n-es esetben
g(l +v4n — 3)

a felsd becslés.

Ezek utan nézziink az el6z6ekben latott amébakhoz hasonld jatékokat. Két jaté-
kos felvaltva tesz jeleket egy n x m-es négyzetracson. Nevezziik tiltott négyesek-
nek a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldala téglalapokat.

Ezeket a jatékokat négyféle szaballyal jatszhatjuk:

1. A két jatékos jelei azonos szintiek, a tiltott négyest elérs nyer.

2. A két jatékos jelei kiilonbo6z6 szintek, a tiltott négyest eléré nyer.
3. A két jatékos jelei azonos szintiek, a tiltott négyest elérd veszit.

4. A két jatékos jelei kiilonboz6 szintiek, a tiltott négyest elérs veszit.

Az (1)-es esetet részletesen vizsgaltak kozépiskolasok az Orszagos Didkkutatoi
Program keretében [6]. Sikeriilt megadniuk a nyeré stratégiakat: ha m és n is parat-
lan, akkor Kezd6nek van nyerd stratégiaja. Ha n vagy m barmelyike paros, akkor a
Masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja.

A (2)-es esetre szeretnénk nyerd stratégidkat adni.

Nevezziink egy sort vagy oszlopot szabadnak, ha nincs még rajta jel, ellenkezd
esetben foglaltnak.

2 x 2-es esetben koénnyen lathato, hogy Kezd§ jatékos nyer, mivel csak 3 jelet
lehet letenni tiltott négyes nélkiil.

n x 2-es esetekben n 4 1 jelet lehet letenni, igy ha n paros, akkor Kezd&nek, ha

n paratlan akkor Masodiknak van nyerd stratégidja.
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A 3 x 3-as eset még konyen atlathato, itt 5 jelet lehet letenni a tiltott négyes
elérése el6tt, igy a kezdd jatékos nyer. A stratégia: J1 kezdjen szabad sorban (tehat
béarhol kezdhet). Tovabbiakban ha J2 szabad sorba tett valasszon J1 is szabad sort,
ha J2 foglalt sort valasztott tegyen J1 ugyanabba a sorba. Ezt mindig megteheti,
mert, a korabbi lépések utan minden oszlopban 0, 1 vagy 3 jel van.

Ezt altalanosabban is megfogalmazhatjuk. Az n x 3-as esetekben ha n paratlan,
akkor az el6bb latott stratégiat alkalmazva J1 nyer. Ha n paros, akkor J2 nyer. Ha
J1 iires sorba lépett akkor J2 is lépjen iires sorba (ezt megteheti, mert paros szamu
sor van, egy lépéspar 0-val vagy 2-vel csokkenti az iires sorok szamat). Ha J1 foglalt
sorba lépett, akkor 1épjen J2 ugyanabba a sorba(a 3 x 3-as esetben lattuk, hogy ezt

megteheti). J2 mindig tud véalaszolni J1 lépésére, igy 6 nyer.



5. fejezet

Osszefoglalas

Szakdolgozatomban a diszkrét matematikai jatékokhoz tartozo alapfogalmak is-
mertetése utdn bemutattam az amébahoz hasonlo jatékokat és altalanositasaikat.
Lattuk az n-amd&ba esetén, hogy az n = 3,4 és n > 6 esetben ismeriink nyerd
vagy dontetlen stratégiat, de a leggyakoribb (n = 5) verzidra csak szamitogépes
eredmények vannak, igy ez a jaték tovabbra is érdekes, jatszhaté maradt. Hasonld
eredményt kaptunk a Connect Four jatékra.

Ebben a témakorben igen fontosnak és érdekesnek talaltam a parositasi straté-
gidkat. Ezek segitségével a jatékot fel tudjuk bontani fiiggetlen kisebb jatékokra,
akkor elég ezekre stratégiat adnunk, ami jelent&sen egyszertibb feladat. Felbontasok
segitségével érdekes lenne a tovabbiakban tébbdimenzios altalanositdsokat vizsgélni.

Végiil a Zarankiewicz probléma bemutatésa utan probaltam nyerd (vagy dontet-
len) stratégiat talalni. Ez egészen kis esetekre sikeriilt, érdemes lenne ezt nagyobb

esetekre tovabb vizsgalni.
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6. fejezet
Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Szényi Tamasnak, aki
szamtalan teendGje mellett mindig szakitott ram id6t, és tanacsaival, meglatasaival
segitett a dolgozatirds soran. Koszonet illeti tovabba Héger Tamést, aki hasznos

otletekkel segitette munkamat.
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