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1. fejezet

A Dirichlet probléma

1.1. A Dirichlet probléma

Definicié 1.1.1 A Laplace egyenlet: Legyen ¢(x,y) egy nyilt tartomdnyon értel-
mezett valos fligguény. Fkkor a
Ap =0

Vagyis

0? 0?

_¢ + _¢ — O’

ox?  0y?
az ugynevezett Laplace egyenlet.

Definici6é 1.1.2 A Dirichlet probléma: Legyen D tartomdny az xy sikon, g a D
hatdrdn értelmezett valds fiigguény. A feladat olyan D-n értelmezett ¢(z,y) folytonos
valds fiigguényt taldlni, ami D belsejében kielégiti a Laplace egyenletet és D hatdrdn

g-vel egqyenld.

Definicié 1.1.3 Ha a ¢(z,y) nyit tartomdnyon értelmezett valds figguény folyto-
nos, léteznek az elsd és masodik parcialis derivdltjar a D tartomdnyon és itt kielégiti

a Laplace egyenletet, akkor azt mondjuk, hogy ¢(z,y) harmonikus D-n.

Megjegyzés 1.1.1 Ezt a fogalmat haszndlva tehdt a Dirichlet feladat olyan ¢(x,y)
D-n értelmezett valos fligguényt taldalni, ami harmonikus D-n és D hatdrdan megegye-

zik g-vel.

Definicié 1.1.4 Egy komplex f(z) figgvény reguldris zo-ban, ha f(z) differenci-
alhato zg-ban és létezik olyan kornyezete zg-nak, hogy ennek minden pontjaban is

differencidlhato.
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Megjegyzés 1.1.2 A komplex derivdltat eqy zo pontban hasonldan a valds analizis-

hez a kovetkezdképpen definidljuk:

f(ea) = Jim HEESD =S )

feltéve, hogy ez a hatdarérték létezik.

Tétel 1.1.1 A Cauhcy-Riemann egyenletek: Legyen f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
és z=x +1y. f(z) legyen differencidlhato a z pontban. Ekkor z-ben léteznek u és v

elsd parcialis derivaltjar és kielégitik a kovetkezd egyenleteket:

ou_on
or Oy
és
ou_ ov
oy Oz
Bizonyitds: f derivdltja a z pontban:
oy o flrHAZ) = f(2)
Vagyis
F(o) = lim YETAT Y+ AY) vl + Azy + Ay) —ule,y) —iv(e,y)
Az—0 Az + 1Ay

f differencidlhato z-ben, tehdt ez a hatdrérték létezik, barmilyen iranybdl tartok Az-
vel 0-hoz. Eldszor az x-tengellyel parhuzamosan tartsunk Az-vel 0-hoz, ekkor Ay = 0
és Az = Ax,

, u(x + Az, y) —u(z,y) +ifo(r + Az, y) — v(z, y)]

Fz) = Algilo Az -
A — A _
im 2@ ATy —u(@y) vt Azy) —u(z,y)
Ax—0 A,Z‘ Axz—0 A:U

Mivel f'(z) létezik, ezért ezek a hatdrértékek is léteznek és

u(r + Az, y) —u(z,y)  Ou

Ax "~ Ox’
v(@+ Az, y) —v(z,y)  Ov
Az - Ox
Ahonnan adodik hogy
’ au ,a/U
f(z)= 9 T
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Hasonléan, ha Az-vel az y-tengellyel parhuzamosan tartunk 0-hoz kapjuk hogy
/ 8” av
f (Z) = —’La—y + a—y

Tehdt
ou Ov Ou  Ov

— tlt—=—1=—+ .
or  Ox oy Jy
Ami akkor teljesiil ha a valds és a képzetes részeik is eqyenldek, amibdl mar addodnak

a Cauhcy-Riemann egyenletek.

Megjegyzés 1.1.3 Tehdt a Cauhcy-Riemann egyenletek sziikséges feltételt adnak a
komplex derivdlt létezésére. Ha teljesiilnek a Cauhcy-Riemann egyenletek, u(z,y),
v(z,y) folytonosak, léteznek és folytonosak az elsd parcidlis derivdltjaik, akkor ez

elégséges is.

Megjegyzés 1.1.4 Ha f(z) és g(z) komplex figgvények requldrisak D tartomd-
nyon, akkor f(z) + g(2), f(z) = g(2), f(2)g(z) és ha g(z) # O akkor f(z)/g(2)

15 requldris D-n.

Definicié 1.1.5 Most tegyiik fel, hogy az u(x,y) valds figgvény harmonikus a D
tartomdnyon. Ha taldlunk olyan harmdnikus v(x,y) valds figgvényt, hogy u és v
kielégiti a Cauchy-Riemann egyenleteket D-n, akkor a v(x,y) figguényt az u(z,y)

fiigguény harmonikus konjugdltjanak nevezzik.

1.1. 4bra. Harmoénikus konjugalt
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Megjegyzés 1.1.5 A harmonikus konjugdltak igynevezett meréleges gorbecsalddo-
kat definidlnak. Vagyis, ha u(x,y) és v(x,y) harmdnikus konjugdltak, akkor a szint-
vonalaik merdlegesek lesznek eqgymdsra. Az u(x,y) = ¢ gorbe u illetve v(x,y) = co
gorbe v szintvonala, ahol ¢y, co valos konstansok. Ekkor u barmely szintvonala me-
roleges v barmely szintvonaldra. Vagyis ha kivdlasztjuk u és v egqy-eqy szintvonaldt
€s nézziik a metszéspontjukba hizott érintdiket, akkor ezek merdlegesek lesznek egy-

masra.

Tétel 1.1.2 Legyen u(z,y) valds figguény D-n, v(x,y) az u harmdnikus konju-
gdltja. Ekkor az u(xz,y) és v(x,y) figgvényekkel definidlt f(z) = u(x,y) + iv(z,y)

komplex fligguény requldris D-n.
Bizonyitas: A tétel nyilvanval6 az 1.1.5 definiciébdl és az 1.1.3 megjegyzésbdl.

2

Tétel 1.1.3 Legyen D egyszeresen dsszefiiggd tartomany C-ben. A valds értékd u(x,y)

fiigguény akkor és csak akkor harmonikus D-n, ha D-n reguldris fiigguény valds része.

Bizonyitas: Legyen f(z) = u(x,y) +iv(z,y) regularis D-n. A Cauchy-Riemann

egyenletek szerint

Ou Ov Ou v

or 9y oy  ox
0*u N Pu  Pv  Pv
0?x 0%y  Oxdy  Oyox

a Young-tétel szerint, u(z,y) tehat harmonikus.

Viu = 0

Legyen most u(z,y) harménikus D-n. Ekkor 4% g—Z folytonosak, hiszen differen-

cidlhatoak is. Legyen v a D-ben fekvd zart rektifikilhato gorbe, ekkor a valos

vonalintegral zérus a Green tétel szerint, hiszen %(—%) = 8%(%) a V2¢ = 0 feltétel

miatt. Igy az ismert kritérium szerint (lasd [1] 504.oldal 22.42. Megjegyzés)

értelmes definicio, mert az integral értéke fliggetlen a zy-bol a z-be vezetd uttol. S6t,

azt is tudjuk, hogy v differencialhato és % = %, g—“ = —%. A valos értelemben
T Yy Yy i

differencialhaté u és v par tehat kielégiti a Cauchy-Riemann egyenleteket, és igy

f(z) = u(z,y) + iv(x,y) regularis D-n.

Megjegyzés 1.1.6 Hasonloan a kéovetkezd tétel is igaz:
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Legyen D egyszeresen dsszefiiggd tartomdny C-ben. A wvalds értéki u(x,y) figg-
vény akkor és csak akkor harmonikus D-n, ha D-n reguldris fliigguény képzetes része.
Tehdt ha f(z) = u(z,y) + iv(z,y) requldris D-n, akkor u(z,y) és v(x,y) is harmo-

nikus D-n.

Megjegyzés 1.1.7 Tehdt eqy D egyszeresen dsszefiiggd tartomdnyon harmdonikus

u(z,y) fliggvénynek mindig létezik a D-n harmdnikus konjugdltja.

Példa 1.1.1 A D tartomdny legyen a kévetkezd egyenldtienségekkel adva: —1 <
r <1l —o0o<y<oo. D hatdra azx = —1 és x =1 fiiggdleges eqyenes. Tekintsik a
kovetkezd Dirichlet feladatot:

Ap =0
¢<_17y) = kO
¢(17y) - kl-

D hatdrdn tehdt ¢ konstans, vagyis nem figg y-tol. Ez adja az détletet, hogy
probaljunk meg olyan ¢(x) megolddst keresni, ami figgetlen y-tol. Ekkor a Laplace

egyenlet azt mondja, hogy
#o_,
ox2

Tehdt ¢(x) = ax+0b alaki. Ha a peremértékfeltételeket behelyettesitjik, akkor kapjuk,

_ ki—ko 1 _ kitk :
hogy a = 572, b = F50. Vagyis

ki —k ki + K
Lo P e

oz, y) = 5 5

Keresstiik meg a harmonikus konjugdltjat is ¢(x,y)-nek! Jeloljik ezt (z,y)-vel. Tud-
Juk, hogy f(x,y) = ¢(x,y)+iv(x,y) requldris D-n, tehdt, ¢p(x,y) és(x,y) kielégitik

a Cauchy-Riemann egyenleteket,

o 06 ki ko

oy Ox 2
o _ 0o,
or Oy

A mdsodik egyenletbdl ldtszik, hogy 1 (x,y) csak y figguénye, ezért és az elsé egyen-

letbdl kapjuk, hogy
ky—k
1 Oy.

Y(z,y) 5
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1.2. 4bra.

Példa 1.1.2 A D tartomdny legyen most a felsd félsik. A hatdra tehdt az x-tengely.

A Dirichlet-problémas:
2¢ 0%
—+—=0,y>0
Ox? * Oy? Y

ko, —oo<x <0
¢(x,0) =

ki, 0<zx < o0.

Ennek megolddsdhoz sziikségiink lesz a komplex logaritmus fiigguényre, amit a kovet-
kezdképpen definidalunk:
logz = log|z| + iArgz.

A komplex logaritmus figguény reguldris a (hol?).
Tekintsiik a kovetkezd fligguényt:

1
d(x,y) =k + ;(ko — k1)Argz.

Ez kielégiti a peremérték feltételeket, kell még, hogy harmdonikus D-n. Az (1.1.3) tétel
szerint elég ha eqy D-n requldris [ fligguény valos vagy képzetes részeként elddll ¢.

A felsd fésikon ¢ a kévetkezd fiigguény képzetes része:

ko — k
f(z) =ik + 2—"Llogz.
m

Ez requldris, mivel a logaritmus fiigguény az. EbbSl pedig rogtin adodik a harmdnikus
konjugdlt is:
1
Y(x,y) = ;(k‘o — ki)log || .
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Példa 1.1.3 Ha az eldz0 példdaban a peremérték feltételeket eltoljuk a kovetkezd Di-
richlet feladatot kapjuk.

0%y  0%¢
— 4+ —=0,y>0
Ox? + oy? Y
és
kg, —oo<x < x
P(z,0) =
ki, x9<x < o00.
Ekkor:

o(z,y) = k1 + %(ko — k1) Arg(z — x0).

1
Y(x,y) = %(k‘o — ki)log |z — x| .



2. fejezet

Fizikai alkalmazasok

2.1. Miért a Dirichlet probléma?

Néhéany idében allando fizikai feladat matematikai modellje a Dirichlet problémé-
hoz vezet. Altalaban a sikon adott D tartomanyon keresiink olyan ¢(z, y) fiiggvényt,

ami D belsejében kielégiti a Laplace egyenletet, D hataran pedig adott.

1. Folyadékok aramlasa: A folyadékok mechanikidjaban egy aramlast kétdi-
menziosnak tekintiink, ha a folyadék (ami lehet viz, de akar lassan aramlo le-
vegd is) az xy-sikkal parhuzamos sikokon ugyantgy mozog, mint az zy-sikon.
Legyen F(x, y) a folyadék kétdimenzios sebességmezéje. A folyadék sszenyom-
hatatlan, vagyis div F = 0 vagy V - F = 0. Az aramlas orvénymentes ha curl
F = 0 vagy V x F = 0. Az olyan kétdimenziés folyadékokat, amik Ossze-
nyomhatatlanok, és a folyadék aramlésa orvénymentes, ideélis folyadékoknak
nevezzik. Egy idealis folyadék F(x,y) sebességmezsje elGéll egy ¢(z,y) fligg-
vény gradienseként. F =grad ¢(z,y) = g—ii + g_;f j. A ¢-t sebességpotencialnak
hivjuk. A ¢(z,y) = ¢; szintvonalai a potencidlszintek vagy ekvipotencialok.
Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ kielégiti a Laplace egyenletet, mert tudjuk, hogy
divF = 0 vagyis V- F = V- (V¢) = 0, ami V3¢ = A¢p = 0 és igy ¢ harmo-
nikus. A ¢ harmonikus konjugéltjat ¢ (z, y)-t aramfiiggvénynek hivjuk, és a
Y(z,y) = ¢y szintvonalakat aramvonalaknak. Egy részecske a folyadékban az
aramvonalak mentén mozog. Az Q (z) = ¢(x,y) +ib(z,y) fiiggvény a folyadék

komplex sebességpotencilja.
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y
aramvonalak ¥ =c,
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potencialszintek
= C1

2.1. abra.

2. Elektrosztatika: A testek kozotti elektromos erGhatésokat a toltéseket koriil-
vevs elektromos mezd kozvetiti. Az elektrosztatikus mez6 forrasai a toltések.
Az elektromos erévonalak olyan iranyitott vonalak, amiknek adott pontbeli
érintGje a térerGsség iranyat, a vonalak strtisége a térerdsség naygsigat szem-
lélteti. Az erévonalak pozitiv toltésbdl vagy a végtelenbdl indulnak, negativ
toltésben vagy a végtelenben végzddnek. Ha az elektrosztatikus mezében tet-
sz6legesen kijeloliink egy nulla szintet és ehhez képest megmeérjiik a mezd bar-
mely pontjanak fesziiltségét, a mezd adott pontjanak potencialjat kapjuk. Az
elektromos erévonalakra mer6leges gorbék, szintvonalak, a potencialszintek,

ezek mentén allandé a potencial.

A Dirichlet feladat megoldéasa ¢(x,y), ennek a ¢(x,y) = ¢1 szintvonalai a po-
tencidlszintek. Ennek harmonikus konjugaltja ¢ (x,y), a ¥(z,y) = co szintvo-
nalai az er6vonalak. Egy pozitiv toltés az elektrosztatikus mezében az er6vona-
lak mentén mozog a nagyobb potenciélszint fel6l az alacsonyabb potencialszint

felé.
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er6vonalak

- \
W=0c)\ | )

potenciélszintek d
= C1

2.2. abra.

3. Gravitacio: Képzeljiik el, hogy egy test a tomegétdl fliged mértékben meg-
hajlitja, elgbrbiti maga koril a teret. A tér eme torzuldsa két dimenzidban ugy
szemléltethets, hogy egy feszes gumilepeddre vagy gumihalora ratesznek egy
silyos golyot. A golyo felé haladva az egyre meredekebbé valo feliilet érzékelte-
ti a tér gorbiiletének, és az ezzel abrazolt gravitacionak az er6sodését. Ha erre
a feliiletre egy maésik, kisebb golyot helyeziink, az a lejtds feliilet miatt a nagy
goly6 felé indul el, mintha az vonzana magahoz. Ebben a modellben a szint-
vonalak igen latvanyosak, hiszen pont gy rajzolédnak ki, mint a domborzat
szintvonalai. Ezek mentén alland6 a gravitacié nagysaga. A Dirichlet feladat
megoldéasa ¢(z,y), ennek a ¢(x,y) = ¢; szintvonalai az egyenls nagy gravi-
a Y(z,y) = co szintvonalai a gravitacié hatasvonalai, amik egyben mutatjak,
hogy egy pontszerd test ebben a gravitacios térben milyen irdnyban mozdul
el. (Einstein)
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2.3. 4bra.

4. Hévezetés: Végiil, ha egy D tartomany hatdran a hémérséklet allando, akkor
egy id6 utan a tartomany belsejében héegyenstly all el§. Ha a ¢(x, y) fiiggvény
ezt az id6ben allandé hémérsékletet adja meg a tartomany minden pontjaban,
kielégiti a Laplace egyenletet vagyis harmonikus. A ¢(x,y) = ¢; szintvonalak
az egyforma hémeérséklet pontokat kotik Gssze, ezeket izotermeknek hivjuk.
A ¢ harmonikus konjugéltjat ¢(x,y)-t ¥ (x,y) = co szintvonalait dramvona-

laknak vagy fluxus vonalaknak hivjuk.

y

izotermekl
d=c,

magasabb '

hémérséklet

fluxus vonalak
W=_c,

alacsonyabb

hémeérséklet

2.4. abra.



3. fejezet
4 1épés

Allitas 3.0.1 Legyen w = f(2) = u(x,y) + iv(z,y) egy requldris komplex fiigguény
a z-komplex sikban fekvé D tartomdnybol a w-komplex sikban fekvé D' tartomdnyba.
Ha a ®(x,y) valds fiigguény harménikus D' -ben, akkor a ¢(x,y) = ®(u(z,y), v(z,y))

valds fligguény harmonikus D-ben.

Tehéat a fenti allitas szerint a kovetkezé modszert haszalhatjuk a Dirichlet feladat

megoldasdhoz a D tartomanyon:

1. Keresstink f(z) = u(z,y)+iv(z,y) regularis komplex fiiggvényt D tartomany-
16l egy egyszertibb D' tartomanyra. D’ lehet példaul az el6z6 fejezetben latott

x-tengellyel parhuzamos csik, a fels§ félsik vagy az egységkorlap.

2. Transzforméljuk a peremérték feltételeket D-rél D'-re. Ehhez kell, hogy f(2)
bijektiv legyen. (nem elég, ha injektiv?)

3. Oldjuk meg ezt az egyszeriibb Dirichlet problémét.

4. Képezziikk a ¢(x,y) = P(u(z,y),v(x,y)) fiiggvényt, ez az eredeti probléma

megoldésa lesz.

Nézziink meg néhany fogalmat a témakorbdl és azt, hogy a modszer milyen

feltételek mellett lesz alkalmazhato.

Definicié 3.0.1 Legyen f(z) a D tartomdnyon értelmezett komplex fligguény és zg
eleme D-nek. Azt mondjuk, hogy f(z) konform a zo-ban, ha barmely két eqgymdst a
zp-ban metszd z-sikbeli girbe zy-ban vett érintdinek szoge megegyezik a képek f(zo)-

ban vett érintdinek a szogével. Vagyis f(z) szogtarté zy-ban.

12
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Allitas 3.0.2 Ha f(2) reguldris komplex fiiggvény a D tartomdnyon, z, eleme D-
nek és f'(z) # 0, akkor f(z) konform zy-ban.

Megjegyzés 3.0.1 Ha f(z) reguldris komplex fiiggvény a D tartomdnyon, és f(z)
bijektiv, akkor f'(z) seholsem nulla, tehdt f(z) bijektiv konform leképezés D-n. A
Dirichlet feladat megoldasdhoz tehdt bijektiv konform leképezést kell keresniink D

tartomdnyrdl az eqyszerdbb D' tartomdnyba.

Tétel 3.0.1 Konform leképezéses alaptétele Legyen D egyszeresen osszefliggd
tartomdny a z-komplex sikban, de ne az egész sik. Ekkor létezik w = f(z) bijektiv

konform leképezés D-b6l a w-komplex sikban fekvd |w| < 1 nyilt egységkorlapra.

3.1. 4bra.

Megjegyzés 3.0.2 A D # C feltétel sziikséges, mert ha az egységkirre képez a fiigg-
vény, akkor korldtos, de a Liouwville tétel szerint az egész sikon értelmezett korldtos

és requldris fiigguény konstans.

Megjegyzés 3.0.3 A tétel igaz lesz az eqységkirlap helyett mds egyszeresen dssze-
fiiggd tartomdnyra is. Példdul o felsd félsikra, amit haszndlni fogunk a Schwarz-

Christoffel formulanadl.



14

Tétel 3.0.2 Caratheodory. Ha D tartomdny hatdra eqy egyszerd zdrt gorbe, akkor
a konform leképezések alaptételében szerepld w = f(z) figgvény folytonosan kiter-

jeszthetd D hatdrdra. Azaz létezik olyan folytonos
ff:D—={weC:|w <1},

hogy a z € D esetén az f*(z) = f(z). Ez a kiterjesztés egyértelmd.



4. fejezet

A Schwarz-Christofftel formula

4.1. A Schwarz-Christoffel integral

A Dirichlet feladatok megoldasaban a legfontosabb lépés az f(z) = u(z,y) +
iv(z,y) bijektiv konform leképezés megtaldlasa a D tartoméanybol az egyszertibb
D' tartomanyba. Ha talalunk ilyen leképezést, akkor a feladat gyakorlatilag kész,
hiszen a D’ tartomanyon mar tudjuk a Dirichlet feladat ®(z,y) megoldasat és ebbsl
o(z,y) = ®(u(z,y),v(r,y)) az eredeti feladat megoldasa.

A Schwarz-Christoffel formula explicit képletet ad a fels§ félsikot egy poligonba

vivé f(x,y) konform leképezés derivaltjara.

Definici6 4.1.1 A Schwarz-Christoffel formula: Legyen f requldris fligguény

az y > 0 tartomadnyon olyan, hogy

’

f(2) = A(z — 1)@/ (5 — gp)@2/m=1 (5 — g )(@n/m-1

ahol x1 < x9 < ... T, 0 < a; < 2w minden 1 <1 < n, A komplex konstans. Ekkor
a felsd félsik y > 0 képe a w = f(z) leképezésnél eqy nemkorldtos poligon melynek

belsd szdgei o, g, . .., Q.

Megjegyzés 4.1.1 A Schwarz-Christoffel formula az f deriwdltjdtt adja meg. Ebbdl
integrdldssal kaphatjuk meg f-et.

f(z) = A/(z — xl)(al/ﬂ)’l(z — :cz)(”/”)’l (2= xn)(a"/“)fldz + B,
ahol A és B komplex konstans.

Megjegyzés 4.1.2 A Schwarz-Christoffel formula definicigjdban nem esik szé ar-

rol, hogy zart poligonra hogyan képezziik le a felsd félsikot. Ennek ellenére a formula

15
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haszndlhato ezekre az esetekre is. Mint a kévetkezd példaban ldtni fogjuk ekkor az n

belsd szogbdl csak n — 1-et haszndlunk fel.

Példa 4.1.1 Legyen a D tartomdny eqy szabdlyos hdromszog, csiucsai: wi = 0, wy =
1 ésws =5+ %\/§z A hdromszog belsd szégei a1 = ay = az = §. Olyan f(2)
bijektiv konform leképezést keresiink, ami a felsd félsikot képezi a hdromszdgre. A
felsd félsik hatdra az x-tengely, ennek két pontjdat, x1, xo a hdromszog két csiucsdba
képezi f(z), a végtelent pedig a harmadik csicsba. Tehdt két csiucsra és a hozzdjuk
tartozo belsd szogekre lesz sziikségiink. Legyen x1 = 0 és xo = 1, a leképezés ezeket a
pontokat rendre a wy = 0, wy = 1 csucsokba, a végtelent pedig a hdromszog harmadik

Wy = %+%\/§z csucsdba viszi. Ekkor a Schwarz-Christoffel formula a kévetkezot adja:

/

f(z) = Az723(z —1)72/3,

N 1
ahol A és B komplex konstans.
f(0) =0 amibdl

0
1

Tehat B = 0.
f(1) =1 amibdl

Legyen

tehdt

ezzel a jeloléssel

1 [ 1
f(z) = f/o 213 (5 — 1)2/3d3'
Eqy elemi helyettesités mutatja, hogy az igy definidlt f(z) figgvény a valds egye-

nest a hdromszoguonalra képezi. Mivel f(z) bijektiv konform figgvény a felsd félsikrol
a hdromszégbe, f~1(z) bijektiv konform fiigguény a hdaromszégrél a felsé félsikra. Ha
tehdt ezen a hdromszogon akarjuk megoldani a Dirichlet feladatot, akkor azt vissza

tudjuk vezetni a felsd félsikon adott Dirichlet feladatra.
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4.2. A Poisson integralformula

A Schwarz-Christoffel formulaval tehat vissza tudjuk vezetni egy véges vagy vég-
telen poligonon adott Dirichlet feladatot a felss félsikon adott Dirichlet feladatra. Az
elsé fejezet (1.1.3) példajat altalanositja a Poisson integralformula, ha az z-tengely

tobb szakaszra van felosztva, mindegyik szakaszon més peremértékfeltétellel.

Definici6 4.2.1 Formula a felsé félsikra: Nézziik a kévetkezd Dirichlet feladatot:

¢ 0%¢
—+—=0,y>0
8x2+8y2 Y
és
)
ko, —oo <z <xy

kl, T < T < Ty

gb(ZL‘,O) =

[ Fny,  @p <2 <00,

ahol x1 < x9 < ... x, n kiilonbozd pont az x-tengelyen és ki, ks, ..., k, n+ 1 valds
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szamok. Tekintsik a kovetkezd fiigguényt:

n

o(z,y) = kn + % > (ki1 —ky) Arg(z — z;).

j=1
o(x,y) kielégiti a megadott peremfeltételeket és harmonikus az y > 0 tartomdnyon

mivel képzetes része az

n

f(z) = ikn + % D (kjo = k) log(z — ;).

J=1

requldris fligguénynek.



5. fejezet

MATLAB

A MATLAB Schwarz-Christoffel Toolbox segitségével megoldhatunk adott Di-
richlet feladatokat. Megkeresi az altalunk megadott D tartomanyrol a Schwarz-
Christoffel formulaval kiszamolhato konform leképezést az egyszertibb D’ tartomény-
ra. D' lehet a fels6 felsik, az egységkorlap, az x tengellyel parhuzamos végtelen csik
vagy téglalap. Kiszamolja a Dirichlet feladat megoldasét, adott peremérték feltételek
mellett.

Nézziik meg egy egyszert példa megoldasat a MATLAB segitségével! Legyen a
D tartomény egy téglalap.

ElGszor definialjuk a poligont és keressiik meg az f konform leképezést a felss

félsikrol a poligonra.

>>a = [0 2 2+1 i];
>> p = polygon(a)

p = polygon object:

Vertex Angle/pi

0 0.5000
2.0000 0.5000
2.0000 + 1.00001 0.5000

0 + 1.00001 0.5000

>> f = hplmap(p)

hplmap object:

19



vertex alpha prevertex
0.00000 + 0.000001 0.50000 —1.000000000000e+000
2.00000 + 0.000001 0.50000 9.411254970059e—-001
2.00000 + 1.000001 0.50000 1.000000000000e+000
0.00000 + 1.000001 0.50000 Inf
¢ = —0.44681432 + 5.4718973e—-0171

Apparent accuracy is 4.78e—010

>> af = evalinv (f, a);

20

A tablazatban latjuk a csicsok koordinétait, a hozzajuk tartozo belsé szogeket

m-vel leosztva és azt, hogy az f az x-tengely mely pontjait képezi a téglalap egyes

csicsaiba. Az f inverze tehat a téglalapot képezi le a felsd félsikra.

>> subplot (1,2,1); plot(p)
>> subplot (1,2,2); plot(f)

1.5

0.5

0.5

5.1. 4bra.
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Adjuk meg a peremértékfeltételeket a b vektorban és dbrazoljuk az igy definialt
Dirichlet feladat megoldasat a MATLABDbDal, ez lesz ¢(x, y).

>>b = [2 =2 =6 20];

>> phi = lapsolve(p, b);

>> [tri, x, y| = triangulate(p);
>> trisurf(tri, x, y, phi(x+ixy))

M Y
%?AVAVAVAVAY"
PN, i
pal ATAVATAATATATAY,
AR

5.2. abra.
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Ha egy halot rakunk a téglalapra, akkor ennek pontjaiban kiszamolhatjuk ¢(z, y)
értékeit!

>> [X, Y] = meshgrid(linspace (0,2,100),linspace (0,1,100));
>> M = X+ixY;

>> meshc (X, Y, phi(X+ixY))

25

0. .

e
i
T
_\\ S

5.3. abra.

A ¢ szintvonalai a potencialszintek, ezt a MATLAB egy regularis g fiiggvény
valos részeként szamitja ki. A ¢ harmonikus konjugaltja adja az aramvonalakat.
Ennek kiszamitasahoz a Poisson-integralformulat hasznéljuk fel. Ehhez definidlok

egy h MATLAB fiiggvényt ami a Poisson formulédban szerepls Osszeg egyes tagjait
szamitja ki.



Ezutan dbrézoljuk a szintvonalakat és az aramvonalakat.

>> N = phi(M);
>> L = h(20,2,af(1),evalinv(f, M))+h(2,-2,af(2),

evalinv (f, M))+h(—2,-6,af(3),evalinv (f ,M));

>> subplot (1,2,1); contour(X,Y,N,25);
>> subplot (1,2,2); contour(X,Y,L,25);
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5.4. abra.
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>>
>>

p = polygon object:

24

Nézziink meg egy kicsit bonyolultabb alakzatot. Legyen ez a kdvetkezd nyolcszog.

a = [0 3 3+1 2+1 242x1 1421 14+3%1 3x*i]

p

polygon (a)

>>
>>
>>
>>
>>
>>

Vertex Angle/pi

0 0.5000
3.0000 0.5000
3.0000 4+ 1.00001 0.5000
2.0000 4+ 1.00001 1.5000
2.0000 + 2.00001 0.5000
1.0000 + 2.00001 1.5000
1.0000 + 3.00001 0.5000

0 + 3.00001 0.5000

A b vektorban adom meg a peremértékfeltételeket.

f = hplmap(p);
b= [-100-806 0 —2 10];
lapsolve (p, b);

phi =

[tri, x, y|] = triangulate(p);
subplot (1,2 ,1);
subplot (1,2 ,2);

trisurf (tri, x,

trisurf(tri, x,

5.5. 4bra.
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