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1. Bevezetés

Linearis differencidlegyenletek a természet-, a tarsadalom- és a mitiszaki tudoményok
kiilonféle teriiletein fordulnak els — altalaban mindeniitt, ahol fejlddési folyamatok (foly-
tonos valtozasok) leirasara linearis matematikai modelleket alkalmaznak.

Ismeretes (vo. [6], [24] ill. [22]), hogy ha n € N, I C R nyilt intervallum, ill.
A: T — R ¢ésb: I — R" folytonos fiiggvények, akkor tetszdleges (7,€) € I x R”
esetén az

&= Az + b, x(r) =¢ (1.1)

els6rendd linedris kezdetiérték-feladat teljes megoldasa a

oll) = @(t){[cb(r)]m JORIT ds} (te (12)

fliggvény, ahol a (regularis) ® méatrix a homogén rendszer (b(t) = 0) egy alapmdtriza,
azaz & = AD.

Az (1.1) kezdetiérték-feladat megoldasara kvadraturaval az n > 2 esetben nincsen
altalanos modszer. Fontos specidlis eset az, ha az A egyiitthatomatrix funkciondlisan

feleserélhetd (vo. [23]), azaz ha a folytonossagon tul még az
A(t)A(s) = A(s)A(t) (t,s el) (1.3)

tulajdonsag is teljesiil. Ez utobbi esetben van reményilink a teljes megoldas

meghatarozaséara, hiszen ekkor a homogén rendszer Cauchy-mdtrizéra

At,7) :== ®)[®(7)] ! = exp (/ A(s) ds) (t,7el) (1.4)

teljestil, ahol tetsz6leges M € R™™ matrix esetén exp(M) jeloli az M méatrix

exponencidlisat:
o

exp(M) ==Y "(1/k)M*. (1.5)

k=0
Mivel exp(M) invertalhato, s6t [exp(M)]™! = exp(—M), igy példaul n = 1 esetén (1.2)

o(t) = [u/jb@ exp (- /TSA(J) da) ds} exp ([A(s) ds) tel)  (16)
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alakba irhato.
Konstans egytitthato-matrix, azaz A(t) = A € R™™ esetén a Cauchy-matrix nem
mas, mint

A(t,7) = exp((t — 7)A) (t,7 e, (1.7)
igy (1.2) a
o(t) =exp((t — 17)A)E + /t exp((t — s)A)b(s)ds (tel) (1.8)

alakba frhato.

Akérmilyen egyszertiek is ezek az egyenletek, a linearis rendszerek elméletének
alkalmazésa igen sokrétd. Alapvets szerepiik van bizonyos fizikai, miiszaki, biologiai
ill. kozgazdasigtani folyamatok leirasaban és vizsgalataban, de felhasznaléasi teriiletiik
kiterjed szinte az Osszes tudomanyagra. S6t, a matematika mas teriiletein is gyakran
adodik olyan feladat, amelynek megoldasa linearis differencidlegyenletek megoldasara
vezethet§ vissza.

A dolgozatban az alland6 egyiitthatos lineéris differencidlegyenletek megoldasakor
fellépd, matrix-exponencialis kiszamitasara vonatkozo kiilonféle modszerek bemutataséara
keriil sor, példdkon szemléltetve azok kiszamithatosagénak gyorsasagat.  Tobb,
méltatlanul a feledés homélyaba veszett modszer van, ami bizonyos esetekben gyakorlati
szempontbol tobb haszonnal bir, mint a hagyoméanyosan targyalt Jordan-blokkos ill.
interpolacios modszer.

A maésodik fejezetben bemutatunk néhany linearis differencidlegyenletre vezetd
(altalunk érdekesnek tartott) példat. A harmadik fejezetben bevezetjiik a hasznalt

jeloléseket, definiciokat, illetve &attekintiink néhany alapvetd eredményt, amelyekre

a kés6bbiekben témaszkodunk. A negyedik fejezetben a maétrix-exponencialis
kiszamitasdra vonatkozd modszereket targyaljuk. A hagyoméanyos” modszerek

ismertetésén tul hat modszert mutatunk be, publikdlasuk szerinti idérendi sorrendben.
Az utolso fejezetben explicit képletet adunk ef4-ra elszor a sajatértékek, majd 2 x 2-es
esetben a matrix elemeinek ismeretében. Megoldjuk a 2. fejezetben ismertetett példékat,

végiil pedig egy, a sztochasztika teriiletén felmeriil6 alkalmazast vizsgalunk.



2. Néhany linearis differencialegyenletre vezeté példa

2.1. Radiokarbonos kormeghatarozas

Egy nemrég kivagott fa megfelelGen el6készitett darabjanak a — szén-14 izotoptol
szarmazd — aktivitasa 15 beiités/ora volt. Egy ugyanolyan tomegi, azonos méodon els-
készitett régi fadarabot vizsgalva a beiitésszam oranként csupan 8.5 volt. A méréseket
1971-ben végezték. A masodik fadarab Szenofern farad koporsdjanak toredéke volt.
Igazolhato-e a torténészek azon feltevése, hogy a farad i. e. 2700 és 2550 kozott halhatott

meg?

2.2. Tartalyok

Két tartalyt kapcsolunk Gssze, gy, hogy a kozottiik 1évs csatornakon folyadék aramlik

at az egyikbdl a masikba, az 1. abran lathaté modon.

3 gal/min
i o I N P L, i R P NP
1 gal/min
+_
—
4 gal/min 3 gal/min
\- J -

1. dbra. A két tartaly Osszekapcsoléasa.

Tegyiik fel, hogy a bal oldali tartalyban kezdetben 10 gallon sés viz van, amiben 2 font
s6t mér korabban feloldottunk, a jobb oldali tartalyban pedig 10 gallon tiszta viz van.
A két tartaly kozott a kovetkez6 moédon aramlanak az oldatok: percenként 4 gallon a bal
oldalibol a jobb oldaliba és 1 gallon a jobb oldalibol a bal oldaliba. Kiviilrsl a bal oldali
tartalyba oldatot 6ntiink 3 gal /min sebességgel, amely 1 font sot tartalmaz gallononként.

A jobb oldali tartalybol ugyanilyen sebességgel aramlik ki az oldat. Jelolje yy(¢) ill. y; (%)



a sO mennyiségét a bal ill. a jobb oldali tartalyban a ¢t € [0,400) id6pontban. ¢, a
s6 mennyiségének valtozasat adja meg, ami természetesen a bearamlo és a kidramlo so6
mennyiségének elGjeles Gsszege. A bal oldali tartalyba kiviilrél 3 gal /min sebességgel 1
font /gal koncentréacioju oldat aramlik, azaz 3 font s6 érkezik percenként; a jobb oldali

T s

tartalybol 1 gal /min sebességgel érkezik a jobb oldali tartalynak megfelel§ koncentracioji

(T
oldat, ez a koncentraci6 pedig yjl_(()) font/gal. A bal oldali tartalybol kifelé csak a jobb
oldali tartalyba aramlik oldat, mégpedig a bal oldali tartalynak megfelel6 koncentracioval
y(t)

— ami

10 font/gal — és 4 gal /min sebességgel. Ez a mennyiség a jobb oldali tartalynéal
a bearamlo Gsszetevs lesz. A jobb oldali tartalynal tehat még a kiaramlo oldatot kell
vizsgalnunk, ami a tartaly koncentraciéjanak megfelels oldat lesz, és amely aramlési

sebessége 3 gal /min. Ezekbdl tehat a

10yb(t) = —4yb(t> + y](t)—l—?)

(t € [0, +00)), (2.9)
109;() = 4y(t) — 4dy(t),

rendszer ill. az y,(0) = 2 és y,;(0) = 0 a kezdeti feltétel adodik (vo. [2]).

2.3. A Leontyev-féle input-output-modell

Tegyiik fel, hogy valamely gazdasag n (€ N) szektorbol all, mindegyik szektor egyféle
arut allit elg (v6. [10]). Az i-edik termék a;;-ed része sziikséges egységnyi j-edik aru
eléallitasahoz, és az i-edik aru b;;-ed része sziikséges a j-edik szektorban egy egységnyi

termelékenység novekedéséhez. Nyilvanvalo, hogy
a; €01, byel01]  (ije{l,....n}). (2.10)

Jelolje az y(t) € R™ vektor a végss felhasznélasi célt, ;(t) pedig az i-edik dru mennyiségét
at € [0,400) idépontban. Gazdasiagi megfontolasokbol az i-edik arubol annyit kell

termelni, hogy

e kielégitse az Osszes aru el6Gallitasahoz az x;-bdl sziikséges kozbiilsé keresletet, ami

a kovetkezdképpen fejezhetd ki:

n
E CLUZL']';
i=1



o fedezze azt a sziikségletet, amellyel az i-edik szektor hozzajarul az Osszes szektor

termelékenységének noveléséhez, ami

n

dx;
> by
i=1
e biztositsa az y;(t) végss felhasznélési szintet.

Tehat minden ¢t € [0,400) id6pontban az x; fliggvényre teljesiilnie kell az alabbi

mérlegnek:
mi(t) = ) aga(t)+ ) bijd_t](t) +u(t)  (ie{l,....n})
i=1 i=1
Bevezetve az A := [a;]]",, B := [bj];"[, matrixokat, az (id6fiiggd) = := (x1,...,2,)"

ill. az y := (y1,...,yn)’ oszlopvektorokra ekkor

x:Am+B%+g (2.11)

adodik. det(B) # 0 esetén ez azzal egyenértékd, hogy

& =B E, - Ax - B . (2.12)

2.4. Farkas Mikl6s tanulasi modellje

Valamely, egyszerre tobb téargyat tanulé didk tanulasanak idébeli folyamatat leird
determinisztikus, dinamikai modell taladlhato [5]-ben, amely az elsajatitott anyag
mennyiségének, illetve a tanulds intenzitas-valtozasanak idétsl valo fiiggését irja le.
Jeloljiik t-vel azt az id6t, amelyet valamely id6ponttol, példaul ¢ = 0-t6l (a tanulmanyok
megkezdésének id6pontjatol) mériink. A vizsgalt idSintervallum lehet I := [0, +00),
ha a didk teljes élete folyaman folytatjuk a megfigyelést, vagy I := [0,T] (T > 0),
ha csak egy konkrét intervallumot, példaul egy szemesztert vizsgalunk. xzp-val jeloljik
a didk tudasmennyiségét a k-adik targybol (ezt mérhetjiik példaul oldalszamban),
ahol k£ € {1,2,...,n} (a didk n > 2 szamu targyat tanul). Ekkor az 0Osszes
targybol a didk tudasmennyiségét az x(t) = (21(t),...,2,(t))T (t € I) oszlopvektor,

a didk tuddsmennyiség-vektora jellemzi. Ennek derivaltja, az & vektor, amit a tanulas



intenzitdsdnak neveziink, a tuddsmennyiség idéegység alatti megvaltozasat jelenti. Ha
a diak a k-adik targgyal foglalkozik a t iddpillanatban és az i-edik targgyal pedig nem,
akkor 7; majdnem mindig pozitiv, mig &; negativ, hiszen a diék felejt. Az & vektort a
tudds gyorsuldsdnak nevezziik. Jelolje b; > 0 a diak terhelhet6ségét az i-edik targyban.
Tehat b; az a maximalis intenzitas, amit a didk akkor ér el, ha csak az i-edik targyat
tanulja, a tobbit nem. A b; terhelhetfség nagy, ha a didk szereti, konnytinek érzi az
adott targyat, vagyis b; értéke a targytol ill. a didk képességeitsl, koriilményeitsl fligg.
Feltételezziik, hogy ez az érték a vizsgalt id6szak folyaman allando. A b := (by,...,b,)7T
oszlopvektort a didk Gn. terhelhetdségi vektoranak nevezziik.

Bevezetjiik az A = [a;,] matrixot (i,k € {1,2,...,n}): a targyak relativ disszipdcio-
madtrizat. A matrix i-edik sordnak k-adik eleme azt adja meg, hogy a k-adik targy
egységnyi intenzitasa tanuldsa mennyire csokkenti a diak terhelhetGségét az i-edik targy-
ban. Ha a k-adik tdrgynak az i-edikre vonatkoztatott relativ nehézségi fokdat a b;/by
hanyadossal értelmezziik, akkor

bi :
Qg =: T““E (1 # k), (2.13)

ahol 0 < ry, < 1,715 = T, 68 az 15, tényezd az i-edik és a k-adik targy ,rokonsagat méri,
vagyis azt, hogy mennyire nem iidit§ az i-edik targgyal valo foglalkozasrol a k-adikra
attérni. A k-adik targy egységnyi intenzitéssal valo tanulasa ugyanebben a targyban a

terhelhetGséget eggyel csokkenti, igy
agr, = 1 (]{76{1,,%})

Tanulméanyozzuk a szabadon tanulo didk modelljét. A didkot akkor nevezziik szabadon
tanulonak, ha nem éri kiils¢ kényszer a tanulds iddszaka alatt, példaul feleltetés,

ropdolgozat, sth. A fenti jel6lésekkel ekkor:
T =0b-— Azx. (2.14)

Mivel itt a tudasmennyiség-vektornak csak a masodik és els6 derivaltja szerepel, ezért
(2.14) nem mas, mint

j=b— Ay. (2.15)



y i-edik komponensére
gi=bi— Y awye  (i€{1,...,n}). (2.16)
k=1

Ha a didk egyetlen targyat tanul, az azt jelenti, hogy a tanulas intenzitasa annak az

i-edik targynak a kivételével zérus, azaz y, = 0 (k # ). Ekkor
vi = bi — yi. (2-17)

Lathato tehat, hogy a tanuléas intenzitésa a b; értékig novelhets. Ha ui. tovabb novelnénk,
a derivaltja negativ lenne, azaz az intenzitas csokkenne. Amennyiben a tobbi targyat
is tanulja, akkor az intenzitas nem érheti el a maximaélis b; értéket, mivel az A matrix
pozitiv elemd, és igy a (2.17) egyenlet jobb oldalabol tovabbi pozitiv tagokat vonunk le:

a derivalt mar valamilyen b;-nél kisebb y; értékre zérus lesz.

2.5. Strogatz szerelmi iligyeket leir6 modellje

Egy konnyedebb példaként modellezhetjiik Romeo és Julia szerelmének valtozasat az id6
fiiggvényében, feltételezve persze, hogy — Shakespeare draméajaval ellentétben — tragikus
haldluk nem kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban talalkoztak elGszor.
Jelolje R(t) Romed Julia iranti érzelmeit a ¢t id6pontban, illetve J(t) Julia érzelmeit
Romeo irant (¢ € [0,4+00)). Természetesen ezek pozitiv értéke szerelmet, zérus értéke
semlegességet, negativ értéke ;nem szeretést” jelent. Az alabbi harom esetben (vo. [12])
arra keressiik a valaszt, hogy miként lehet leirni Rome6 és Jilia kapcsolatanak valtozasat.

Elssként tekintsiik a kovetkez6 (nem tul idedlis) esetet. Romed nehéz természeti:
amikor Julia szereti 6t, akkor Romed kezdi kevésbé szeretni Julidt, ha viszont Julia
kevésbé érdeklddik iranta, akkor Romed egyre jobban kezdi szeretni Juliat. Julia
viselkedése ennél érthetébb: ha Romed szereti Juliat, akkor Julia egyre szerelmesebb
lesz Romeoba, de kezd baratsagtalanabb lenni, ha Rémed nem szereti 6t. A szituaciot

leir6 differencialegyenlet-rendszer a kovetkezd:
R=—al, J = bR, (2.18)
ahol a,b > 0 az adott koriilmények alapjan meghatarozhato paraméterek (vo. [21]).

9



Az el6z6 esetbdl tanulva, Julia valtoztat a hozzaallasan, és csokkenti az érzelmi
reakci6it. A modellben ez azt jelenti, hogy a masodik egyenlet jobboldala még egy cJ-s
taggal is kibdviil, ahol ¢ < 0 az adott koriilmények alapjan meghatarozhaté paraméter.
Példéaul

R=—-02J, J=08R—0.1J. (2.19)

A harmadik esetben Réme6 jobban el tudja fogadni Julia szerelmét, azaz csak akkor
csOkken Julia iranti szerelme, ha Julidé nagyon erds (példaul J > 2), Jualia pedig
kontrollalja érzelmeit tgy, hogy csak akkor n§jon a Romeo6 irdnti szerelme, ha Rome6é

nagyon erds (példaul R > 2). Ekkor a kovetkezs rendszert kapjuk:

R=-02(J—-2), J=08(R - 2). (2.20)

10
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3. Alapvet6 ismeretek

Az (nxn)-es matrixokra ill. a K"-beli vektorokra a kévetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni:
T
AeR™™, A=(ay], il v = (21, m) €K w=[ 2 ... a,
(K jeloli a valos ill. a komplex szamok halmazat: K := R ill. K:= C).
O ill. E, jeloli a K"*"-beli nullmatrizot ill. az egységmadtrizot.
Az A matrix o(A) spektrumanak elemei (A sajdtértékeinek halmaza) a
Xa karakterisztikus polinom gyokei: X € o(A) <= xa(A) =0, ahol

r

Xa(z) = det(2E, — A) = (=1)" ][\ — 2)™ (2 €K), (3.21)

k=1

itt Ay, jeloli a kiilonboz6 sajatértékeket, és Z ng = n, Z neAx = sp(A), H Ak = det(A).
k=1 k=
ni a A\, sajatérték multiplicitdsa, pontosabban az algebmz multlphcltasa amelyet a

kovetkezékben ay, jelol. x4 a kovetkez6 forméaban is felirhato

2)=2"+) (-1 Z det (4, 2" (2 € K), (3.22)

ahol tetszoleges r € {1,...,n} ési = (iy,...,45,) E N, 1 < i3 <ip < ...<i <n
multiindex esetén legyen, |i| = r ill. A; = [a;,];,,—,- Az n = 2 és n = 3 speciélis

esetekben x4 a kovetkezd alaku

xa(z) =22 —sp(A)z + det(4) (2 €K) és
23 —sp(A)2? +sp(Af)z — det(A) (2 € K),

(3.23)

xa(?)

ahol A" az A asszocialtja.

A ) sajatértékhez tartozo Ker (A — A\E,)) == {z € K" : (A — AE,)z = 0} sajataltér
dimenzidja adja a A sajatérték gn geometriai multiplicitdsat, amely nem lehet nagyobb
az algebrai multiplicitasnal: 1 < g, < ay,. FEgyenlGség pontosan akkor all fenn, ha
A egyszeres gyoke A minimdlpolinomjanak, azaz annak a legkisebb foku polinomnak,

amelyet A annullal: pa(A) = O. A g, geometriai multiplicitas a

grt+pr=mn, (3.24)



formulabol kaphato meg, ahol p) jeloli a AE,, — A matrix rangjat. A pontosan akkor
diagonalizélhato (A = BDB™!, ahol D diagonalis), ha minden sajatértékének algebrai
és geometriai multiplicitasa megegyezik.

A h vektort az A métrix A sajatértékéhez tartozo (jobboldali) k-adrendi févektoranak

(k = 1 esetén sajatvektoranak) nevezziik, ha
(A=XE)*h=0 ¢ (A=XE,)*'h#0
teljesiil. Ezek a vektorok rekurzivan az alabbi médon szamithatok:
(A= AE)hy =0, (A—=AE,)hiyi=h; (Ge{l,....k—1}). (3.25)

Ha \ az A k-szoros sajatértéke (ay = k), akkor van k-darab linearisan fiiggetlen fgvektor:
dim ((A — AE,)*) = k. Kiilonboz6 sajétértékekhez tartozo f6vektorok bazist alkotnak
R™-ben ill. C"-ben (attol fiiggden, hogy a sajatérték valos-e ill. komplex-e, utobbi
esetben a févektorok valos ill. képzetes részébdl all a bazis).

A f6vektoroknak ez a tulajdonsiga fontos kovetkezménnyel bir A karakterisztikus

polinomjaval kapcsolatban: x4 ui. az
Xa(A) = A" 4+, A"+ A By, (3.26)

alakba frhato, ahol a ¢, (k € {0,...,n — 1}) egyttthatok a (3.22)-beli szamok, viszont

xa(A) a kovetkezd alaku:

r

xa(A) = [J(A = MEn)™ (3.27)

k=1
(v6. (3.21)). Igy minden h févektor esetén y4(A)h = 0. Mivel ezek bézist alkotnak,
ezért tetszoleges x € K" esetén x4(A)x = 0. Belattuk tehat, hogy teljesiil a

3.1. Tétel. (Cayley-Hamilton-tétel.) Minden négyzetes mdtriz  annulldlja
karakterisztikus polinomjdt: xa(A) = O.

Ezt a tételt tobb, a matrix-exponencialis fiiggvény kiszamitasara iranyulé modszer
hasznalja.
A maétrixexponencialis definiciojabol (v6. (1.5)) viszonylag egyszeriien vezethetdk le

az alabbi tulajdonsagok:

12



3.2. Tétel. Ha A, Ay,..., A., B, M olyan mdtrizok, amelyekre det(M) # 0, akkor

1)ef =
2)[A,B]=0 = eteB =eMB ahol [A B]:=AB— BA,
3) (eA)_l =e 4, (3.28)

4) e = MM TTAM N1 il @MTIAM — Nr-leA )
5) A =diag{A,...,4,} = eA:diag{e 1,...,eAT}.

Bizonyitds: Kiindulva az (1. 5) beli definiciobol kapjuk, hogy

o0 v I/

1) 60:2(3' = E, +Z =B+ 0 =Ey;

2) Mivel [A B] = 0O, ezért alkalmazhato a binomialis tétel, azaz

V—Vyiufi_y—'zyl
<A+B) —;0(@>AB —;Z'(V—Z)AB (VENO),
igy
. (A+ B)¥ s v 1 oo
PATB ;T:;{ZWAB }:
S v Al pv—i 00 Av 00 B
— pAB

3) Mivel [A, —A] = O, ezért 2) ill. 1) egyszeri kdvetkezménye, hogy
efe™ = E,, azaz (eA)_l =
4) Teljes indukcioval konnyen belathato, hogy
(MAM™YY = MA"M ™! (v € Np),

igy

13



5) Ha A =diag{A4,,...,A,}, akkor

A one (diag{Ar, .. 4D (. AY A B
e’ = ZO " —ZO diag Y] =

= diag{Z%,...,Z%}:diag{eAlf..,eAr}‘ |

v=0 v=0
A késébbiekben hasznalni fogjuk az alabbi tételben megfogalmazott allitést.
3.3. Tétel. A ®(t) := e (t € R) madtriz-exponencidlis fiigguény az
Y poe, VO 4 Y 4 Y =0,

Y(0) = B, Y(0) = 4, Y(0) = 4% ..., Y""D(0) = A"

kezdetiérték-feladat egyetlen megolddsa, ahol a ¢, (k € {0,...,n—1}) szamok az A mdtrix

Xa karakterisztikus polinomjdnak egyitthatoi (vo. (3.22)).

Bizonyitds: Vilagos, hogy ha ¥ és W, megoldéasa a fenti kezdetiérték-feladatnak, akkor

aV:=WV; — W, is az. Ezért ¥ megoldasa az

2™ + ¢z i+ o = 0,
2(0) =2/(0) = ... =2""D(0) =0

kezdetiérték-feladatnak, amirgl tudjuk, hogy az z(t) = 0 egyértelmi megoldasa, igy
Uy = W,.

A ®(t) := e (t € R) métrix-exponenciélis fiiggvényre
'(t) = Aett,  D"(t) = A%, ., (1) = Anletd (t € R),
ezért egyrészt
d0)=E,, ®0)=A4A &"(t)=A% ..., & V(t)=A""
maésrészt pedig a Cayley-Hamilton-tétel (vo. 3.1. tétel) kovetkeztében

q)(n) (t) + Cn_lq)(nfl)(t) + ...+ Clq)/(t) + Coq)(t) =
= (A" + A"+ L+ A+ B,) et = xa(A)et =0. 1

14



Ha f analitikus fliggvény, azaz alkalmas R > 0, a, € R (v € Ny) esetén
f(z) =) 2" (2 €UR(0)), ahol Ur(0):={z€K: |2| <R}, (3.29)
v=0
akkor az f(A) matrizfigguényt az

su(2) =) ez (2 € Ug(0), v € Ny) (3.30)

részletosszeg-sorozat hatarértékeként értelmezziik, amennyiben a sor konvergal.

15



4. et kiszamitasanak kiilonféle modszerei

4.1. e szamitasa specialis struktiraju martixok esetén

A kovetkez6 matrix esetében az (1.5) definicio szerint szamolhaté a métrix-exponenciélis,

ui. olyan egyszeri strukturaval rendelkezik, ahol a hatvanyok indukciéval megsejthetdk.

Legyen
-1 0 0
A=11 -10
0 1 0

Ha kiszamitjuk az els6 par hatvanyt, akkor lathato, hogy

(—1)¥ 0 0
A" = | (=1)"Tly (—=1)¥ 0 (v € Np).
(1P —1) (~1 0

c stz

A métrixexponencialis definicijanak megfeleléen e a kovetkezéképpen szamithato:

I -
1 0 0
* szjl v!
€tA=E3+Z;AV = _Zl((:i;! 1+Z1% 0] =
v=1 " v= v=
< (~1) < (~1)
-1) - 1
L ,;1 V! (v=1) ,;1 V! J
et 0 0
= te™! et 0 (t € R).

—tet—(et—=1) 1—et 1

4.1.1. 4 szamitasa, ha A nilpotens, diagonalis ill. projektor-matrix

Ha N (v-indexti) nilpotens matrix, akkor minden r-nél nem kisebb hatvanya a

zérusmatrix, igy



Ha D diagonalis méatrix, ahol D = diag{d, ..., d}, akkor D k-adik hatvanyara:
DF =d"E,  (keNy),

igy
> thdk
EH = —En B (t € R). (4.31)

Ha P projektor-métrix, azaz P2 = P, akkor minden k € N esetén P* = P, igy
—tk =tk :
:ER+ZHP = E, + ZE P=E,+(—1)P (teR).
k=1 k=1

4.1.2. 4 szamitasa, ha A% = kE, ill. A> =74
A kovetkezd strukturaju maétrixok esetében is konnyen kiszamithatdé a méatrix-
exponencialis (v0. [3]):

e ha A2 =kE, (0+# k€ C), akkor

4 = cosh (Vkt) E, + %A (t €R), (4.32)

e ha A*=7A (0+# 71 € C), akkor

JA_E 4 smh(\/Ft)A N cosh (y/7t) — 1A2
NG T

ugyanis pl. az els§ esetben A% = k" E, ill. A?**! = k"A (v € N), {gy azt kapjuk, hogy

(t € R), (4.33)

AN

Mg

> (tA
Z(V!) -

v=0

o tA?,u-i—l
+uz: (2u+ 1)!

=
I
o

(V)™ o~ (VR - A
(2p)! E"+Z (2u+1)! \/_\/E (e R)

[
NE

n=0

Ji
o

A (4.33)-beli allitas is hasonloan (egyszerten) bizonyithato be.

4.1. Példa. Ha A egy (3 x 3)-as valds antiszimmetrikus matriz, azaz

0 a b
A= —a 0 ¢ (434)
b —c 0



ahol a,b,c € R: a®> + b* + ¢ > 0, akkor pl. (4.33) jol haszndlhatd, ui. ha n pdratlan,

akkor minden antiszimmetrikus (n X n)-es mdtriz esetén det(A) = 0 és igy
xa(z) =22+ (®+0* + )z (2 €K)

(vé. (3.28)), ahonnan (3.26) alapjdn az A3 = TA egyenldség kivetkezik, ahol
7= —(a®>+b*+ ) #0. A (4.83) formuldbol igy, ha w := \/|7|, akkor tetszdleges t € R

esetén '
Mo gy smh(\/Ft)A+ cosh (y/7t) — 1A2 _

N T

- sinh <z |7‘|t> ay cosh <z | 7] > — 1A2 _

w17l —I]

1sin ( |T|t> cos ( |7'|t> -1
T A+ A% =

= FEy+
=7l

sin (wt)A N 1 — cos (wt)
2

= Fs3+ A%

w w
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4.2. ¢ szamitasa Jordan-blokkok segitségével

Ebben a fejezetben egy, a martixok felbontasan alapulé moédszert mutatunk be. Az
alapotlet az, hogy az A matrixhoz olyan vele hasonlo A matrixot konstrualunk,
amely segitségével a matrix-exponencialis kdnnyebben szamithat6. Olyan reguléaris B

transzforméaciot keresiink tehat, amelyre
A= BAB™. (4.35)
A maétrix-exponencialis fiiggvény igy a kovetkezd modon szamithato (vo6. (3.28)):
exp(tA) = Bexp(tA)B~' (t € R). (4.36)

(4.35) felirasahoz olyan B matrixot keresiink, amelyre J := B 'AB Jordan-
matrix. Ebben az esetben J hasonl6 A-hoz. FEz A sajatértékeinek és a hozza
tartozo sajatvektorainak (sziikség esetén févektorainak) meghatérozasaval érhets el.
Minden sajatérték esetében Ker ((A — AE,)") egy bazisat kell meghatérozni, ahol ezen
részbéazisok segitségével kapjuk K™ egy bazisat. A sajatvektorok (ill. févektorok)
méatrixba rendezésével kaphatjuk meg a kivant transzformaciot.

A (4.36)-beli formula felirasahoz Jordan-matrixok exponencialisanak felirasara lesz
szitkség. Ezt ugy érjiik el, hogy felhasznaljuk (4.31)-et és (3.28)-at, majd minden egyes
blokkot J = N + D alakba irunk, ahol N és D egymassal felcserélhetd nilpotens ill.
diagonalis méatrixok, amelyekre exp(ND) = exp(N) - exp(D) teljesiil.

Igy €4 (t € R) kiszamitasanak Jordan-felbontason alapulé moédszerének lépései a

kovetkezdk:

1. 1épés. Meghatarozzuk A karakterisztikus polinomjat, majd sajatértékeit.

2. 1épés ay > 1 esetén kiszamitjuk az A — \F),, karakterisztikus métrix p, rangjat és a

(3.24) formula felhasznélasaval meghatarozzuk a g, geometriai multiplicitast.

3. lépés Kiszamitjuk a A sajatértékhez tartozo sajatvektort (ha sziikséges ay— gy szamu

févektort).

4. lépés Az igy kapott vektorokat egy B matrix oszlopvektorainak tekintve (komplex
sajatértékek esetén a komplex sajat- ill. févektorok valos és képzetes része kiilon

oszlopnak tekintendd) kiszamitjuk B~!-t ill. J := B~'AB-t.



5. lépés A
B 'AB = diag {Jy,..., Ji}

felirasban azonositjuk a Ji, ..., J; Jordan-blokkokat, majd minden k € {1,...,n}
esetén felirjuk az e'/* matrixot.
6. lépés Kiszamitjuk e*4-t:

et = Bdiag {e"',..., "} B™' (t €R).

A fenti eljarast szemléltetik az alabbi példak.

4.2. Példa. Kétdimenzios esetben, azaz ha A € R?*%2 J az aldbbi hdrom mdtriz

valamelyike lehet:

A0 Al a f
1)J= 2)J= 3)J= ,
I 0 A e

u.
1) hao(A) ={\ u} és A-nak két linedrisan figgetlen sajitvektora van: s,t (lehet X\ =
is), akkor a B := [s,t] madtrizszal:
J=B1'AB = B l'Als,t] = B '[As, At] = B7'[\s, ut] =

1 o —11 As1 pty A0

sity —saty | —g, 5y NSy putg 0 u

2) ha o(A) = {A\} és rang(A — AEy) = 1, azaz A-nak egy sajdtvektora: s, és egy

mdasodrendd févektora van: t, azaz At = s+ A\t, akkor a B := [s,t] mdtrizszal:

J=DB"'AB = B'Als,t] = B'[As, At] = B-'[\s,s + \] =

1 t2 —tl )\81 S1 + )\tl Al
Slt2 - 52t1 —So S1 )\82 So —+ )\tQ 0 A
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3) hao(A) = {a+16,a—10} (o, € R: [ #0) és A megfeleld sajatvektorai: s =

u+w ést=u—w, ahol u,v € R?, akkor a B := [u,v] mdtrizszal:

J=B"'AB
B 1 vz TV
UiV — U2V | —qy g
a
1 _ﬁ
Ha B := [v,u], akkor J = B"'AB =
g«

au, — PBug

Qg — [Pug

Az ilyen J mdtriz esetén e’ a kévetkezd mdodon szdmithato ki:

e Ha J:=
0 w

(v € Ny), és igy

— (At)”
A0 z% vl 0

o
N
<

|

R
I

<

!
v=0 v 0 1% 0

v=0

Al
e Ha J:= = +
0 A 0 0 0 A

, akkor teljes indukcioval azt kapjuk, hogy J¥ =

o tl,
Z(M)

v!

B Alu,v] = B[ Au, Av] = B7 [au — fv, fu + av] =

Buq + avy

Bus + avg

0 w

(4.37)

=N+ D, ahol ND = DN, akkor

(3.28) kivetkeztében e’/ = eWNFD) = tNetD (¢ € R). Mivel N nilpotens és D

diagondlis, ezért

N 01 1
e = Ey+tN = +t =
0 1 00 0
Tehdat
A
T 1t e 0 _.
0 1 0 eM




0 0
e HaJ= @ P ~|“ + .
-0 « 0 « -6 0

(3.28) kivetkeztében et/ = e"A+B) = t4etB Vildgos, hogy et

-
2k
0
& " (v = 2k)
0 B
B = (—1)F
[ 0 2k—+1
b (v=2k+1)
_62k+1 0
\ L
Tehat
ST gt i (_1)kt2k ﬁ% 0 +§: kt2k+1
k=0 ( k)! 0 [ — (2k +1)!

_ cos(ft)  sin(Bt) (teR).

—sin(5t) cos(ft)

Végiil (3.28) felhaszndldsdval e'-t igy szamitjuk ki: et = Be!’ B~

4.3. Példa. Az

0 1 -1
A= -2 3 -1
-1 1 1
mdtriz determindnsdra
0 1 -1
det(A)=det | 0 1 =3 | =2,
-1 1 1

igy A karakterisztikus polinomja:

= e F, és

(k € Np).

0

gkt

' (t eR).

xa(z) =22 =422 452 -2=(2-1)*2-2) (z€K)

22

=: A+ B, ahol AB = BA, akkor

/62/{I+1

0

(4.39)

(4.40)



(vo. (3.23)) és ay =2, ay = 1. Mivel

1 -1 1 1 -1 1
rang(F3 — A)=rang | 2 —2 1 | =rang | 0 0 -1 | =2, (4.41)
1 -1 0 0 0 -1

és (3.24) alapjin g1 = 3—2 = 1, ezért az 1 sajdtértékhez eqy sajatvektort és eqy fovektort
és a 2 sajdtértékhez eqy sajdatvektort kell keresni. Az 1 sajdtértékhez tartozo sajdatvektor

meghatdrozdsihoz eqy A — E3 egyiitthato-mdtrizid homogén linedris egyenletrendszert kell

megoldani:
-1 1 -1 Uy 0
-2 2 -1 upy | =10
-1 1 0 us 0

Ennek az egyenletrendszernek egydimenzios megolddstere van, amelyet pl. az u =

(1,1,0) vektor feszit ki. Az (A — E)h = u, azaz a

11 -1 hy 1
2 2 -1 hy | = | 1
11 0 hs 0

inhomogén egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg a h = (0,0,—1) févektort. A
2 sajatértékhez tartozo sajdtvektor a kovetkezd linedris egyenletrendszer nemtrividlis

megoldasaként kaphato:

-2 -1 -1 (%1 0 0
-2 1 -1 v | =101, azazpl. v=|1
-1 1 -1 U3 0 1

Az igy kapott u, v sajdtvektorokbsl és a h févektorbol elkészitjik a

1 0 0
B:=[uhov]=11 0 1
0 -1 1
mdtrizot, melynek inverze
1 0 O
Bl'=]-11 -1
-1 1 0
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1
J: =B 'AB=| 0
0

10
10
0 2

madtriz olyan Jordan-mdtriz, amelyben a sajdtvektorok ill.

kévetkezd blokkok ismerhetdk fel:

11
01

J1 =

és

JQ = [2]

(8.28) ill. (4.38) kovetkeztében ezen blokkok exponencidlisa

a fovektor sorrendjében a

t 1 t 2t
exp (tJi) =e és exp (t.)s) = [e*] (t €R),
01
igy
el tet 0
exp (tJ) = diag {exp (t.J;),exp (tJ2)} =] 0 e 0 (t € R)
0 0 e*
Ezért
et — tet tet —tet
et =Be"B = | et — e —tet tet + €2 —tet (t eR). (4.42)
ot _ 2t et 4 o2
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4.3. ¢ szamitasa interpolacio segitségével

Ebben a fejezetben olyan modszerrdl lesz sz6, amely még J. J. Sylvester-t6l szarmazik
(vo. [20]), és amelynek részletes targyalasa [19]-ben, ill. késébb [8]-ban, [4]-ben ill. [18]-
ban is megtalalhato.
Miel6tt ezt megtennénk, ejtsiink egy pér szot polinomkrol és az interpolaciorol.
Tudjuk, hogy két polinom pontosan akkor egyenl§, ha minden egyiitthatojuk
megegyezik. Tehat a polinomokat egyértelmiien meghatarozzak ez egyiitthatoi. A
Taylor-tétel kovetkezménye, hogy valamely p(z) := % ayz* (z € K) polinom egyiitthatoi
lényegében a polinom derivaltjainak bizonyos helye];:(%elvett értékei, azaz minden a € R
esetén p(z) = i bi(z — a)* (z € K), ahol b, = p®)(a)/k! (k € {0,...,N}). Vilagos,
hogy a 0

n

90(01) = Z akzk (a — (a07 o 7an) c Rn—i—l)
k=0

fiiggvény minden z € K esetén folytonos, ui.
lag — bp| < max{|ay —bx| eR: k€ {0,...,n}} <|la—0] (ke€{0,...,n})

kivetkeztében tetszéleges a, b € R™! esetén

(@) = p®)] < 3 la —bel -2l < 3 fla—b] - |2 = (Z |z|k> a8,
k=0 k=0 k=0

Ha (¢,) (v € N) a fenti fiiggvények sorozata, akkor igaz a
lim(gp,) = ¢ = ! > ap (v—o0) (ke{0,...,n}) (4.43)

ekvivalencia. A Hermite-féle interpoldcio lényege a kovetkezd: adott (paronként

kiilénb6z6)

r, € K (ke{l,...,r}, r€N)
alappontokhoz ill. az
y,(cl) eK (1e€{0,...,mp—1}, my,...,m. €NN)

értékekhez olyan legfeljebb N-edfoka (N + 1 := > my) h polinomot kell meghatérozni,
k=1
amelyre

WO =y, (ke{l,....r}, 1€{0,...,my—1}). (4.44)



Ennek a polinomnak az egyiitthatoit az N + 1 ismeretlent tartalmazo N + 1 egyenletbdl

allo
1z, 22 ... V¥ ag e

0 1 2 ... NaV! a; | = | yV (4.45)

egyenletrendszer szolgéltatja. Az my =1 (k € {1,...,r}) specidlis esetben h a kiovetkezs

alak:

=3 " h(z)Li(z), ahol Ly(z) =[] ——— (z€K) (4.46)

1 Tk — T
[
(Lagrange-interpoldcic). Ha minden k € {1,...,r} esetén y; = 1, akkor (4.46)-bol
1= Li(2) (z€K) (4.47)

kovetkezik. Igy a kivetkezd tételt bizonyithatjuk be.

4.4. Tétel. Ha az A mdtriz minden sajatértéke kiilonbozd, azaz o(A) = {1, ..., A},
akkor .

A=) "eML(A) (teR), (4.48)
ahol

HA A’ (ke{1,...,n}).

l;ék

Bizonyitds: (v6. [1]) Megmutatjuk, hogy a

n

O(t) = eML(A)  (tER)

k=1
fiiggvény megoldésa az

X =AX, X(0)=E, (4.49)

kezdetiérték-feladatnak. (4.49) megolddsanak egyértelmtisége miatt ®(t) = e (¢t €
R). (4.47) miatt ®(0) = > Ly(A) = E,. Igy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy
k=1
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minden ¢t € R esetén ®(t) = AD(t). Ez viszont a Cayley-Hamilton-tétel (vo. 3.1. tétel)
kdévetkezménye, ui.

AD(H)—D(t) = zn: eAktALk(A)—zn: M N Li(A) = Y M A-ME,) L (A) =0 (Lt €R)

k=1 k=1 k=1

mivel (A — A\ E,)Lg(A) = O (v6. (3.27)). B

Ennek a tételnek fontos kévetkezménye van az alkalmazasok szempontjabol:

4.5. Tétel. Ha az A mdtriz minden sajatértéke kiilonbozd, azaz o(A) = {\, ..., A},

akkor

Ant

et = [6)‘”81 ...e

sn| (tER), (4.50)

ahol s, az A N\, sajdtértékhez tartozo (jobb oldali) sajatvektora: Asy = Msp (k €

{1,...,n}).

Bizonyitds: (v6. [7]) Az ismert ténybdl, miszerint egy homogén egyenlet alapmatrixat
tetszéleges ¢ € R™ vektorral szorozva a homogén egyenlet megoldasat kapjuk,

nyilvanvalo, hogy a
o1(t) == esy, ..., on(t) == s, (teR)
fiiggvények megoldasai az (1.1)-hez tartozé homogén rendszernek (b(t) = 0), tovabba a

U(t) == [es...es,] (t € R)

métrix regularis, ui. az e és az [s; ... s, reguldris matrixok szorzata. Igy ¥ alapmatrix.

Tovabba, mivel

~A—-\NE, As: — \s Ajsj — \is
L, = [ -T2 “—H Mo _

HoN=N R by e — N
l#k l#k
Aj— A 0 (k#7) 4
- H;—_; T Gkedt, ),
k l Sj (k:])
l;«ék
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ezért
n

s = Ze)‘kth(A)sj = eMls; (7e{l,...;n}). N
k=1

Tegyiik fel, hogy A spektruma valamely f analitikus fliggvény konvergenciahalmazanak

része: o(A) C Ug(0) (vo. (3.29)), és tekintsiik a
h(z) :=hyz" +...+hiz+hy (2 €K)
polinomot, ahol
MO =P, (ke{l,....r}, 1e{0,... my—1}), (4.51)

o(A) ={A1,...,\+} és Ay az A minimélpolinomjanak my-szoros gyoke (k € {1,...,7})
ill. N := > my — 1. Mint ahogy azt emlitettiik, az Hermite-féle interpoléciés polinom

k=1
pont egy ilyen polinom. Az ilyen A polinomra igaz a kovetkezs tétel.

4.6. Tétel. Ha az [ analitikus fiigguvény konvergenciahalmaza tartalmazza A dsszes
sajatértékét, akkor a (3.30)-beli részletisszegek sorozata konvergens, azaz f(A) € K",

és f-et A spektrumdn interpoldld fenti h polinomra f(A) = h(A).

Bizonyitds: Maradékos osztéssal f minden s, (v6. (3.30)) részletosszegéhez és a g

minimalpolinomhoz talédlhaté olyan ¢, és r, polinom, amelyekre
Sy = paq, +1, és Grad(r,) < Grad(ua) =N (v € Np). (4.52)
Mivel A\; a g4 minimalpolinom my-szoros gyoke, s, l-edik derivaltjara:
sON) =70\ (ke {l,...,r}; 1€{0,...,my—1}).
Igy (3.30)-bol ill. (4.51)-bol kivetkezik (vo. (4.43)), hogy

}Lrglo (Tg)()\k)) = fON) =hV(N\), azaz Vh—{{olo (r,(2)) =h(z) (z€K). (4.53)

Mivel pia(A) = O, ezért (4.52)-bdl s, (A) =r,(A) (v € Ny) kovetkezik és (4.53) miatt

lim (s,(A)) = lim (r,(4)) =h(4). N

V—00 V—00
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Az et (t € R) matrix-exponencidlis fiiggvény kiszamitasahoz az egész stkon analitikus

f(z) = e* (z € K) fliggvényt hasznaljuk fel. Ebben az esetben
e =hy(A) = hn(DAY + ...+ hi()A+ ho(t)E, (t €R),

ahol h; f-et interpolald polinom, amelynek egyiitthatoi (4.51) kovetkeztében a — tet-

sz6leges t € R esetén érvényes —

1l .
3 (jj_'l)!Afclhj(t) =M (k=1,....71=0,....mu—1) (4.54)

7=l
egyenletrendszer megoldasai (N +1=73",_, my).

Igy e (t € R) Hermite-interpolacion alapuld kiszamitasanak lépései a kovetkezok:
1. 1épés. Meghatarozzuk A karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit.

2. lépés. Meghatéarozzuk a (4.54)-beli h; polinomot.

3. lépés. Behelyettesitjiik az A matrixot h;-be: hy(A) = et4.

A kovetkezkben a (4.40) és a (4.34) matrixok esetében szemléltetjiik ezt a modszert,

hogy lathato legyen, mennyi szadmolassal jar.

4.4. Példa. Legyen A a (4.40)-beli mdtriz. A 4.3. példabdl tudjuk, hogy karakterisztikus
polinomja: xa(A) = (z — 1)*(z — 2) (2 € K). Mivel csak egyetlen kétszeres sajdtértéke
van A-nak, ezért (4.41) kévetkeztében A nem diagonalizdlhato és 1 algebrai és geometriai
multiplicitasa nem egyezik meg, igy a minimdlpolinom azonos a karakterisztikus
polinommal. Tehdt olyan legfeljebb N = (24 1) — 1 = 2-odfoku h, polinomot kell keresni,
amelyre

he(1) = f(1), azaz ha(t) + hy(t) + ho(t) = €,

hy(1) = f'(1), azaz 2hs(t) + hyi(t) = tet, (t € R).

he(2) = f(2), azaz 4ho(t) + 2hy(t) + ho(t) = e*
Az elsé és a harmadik egyenletbdl kivondssal e* — et = hy(t) + 3ha(t) (t € R) adodik.

Innen a mdsodik egyenlet figyelembevételével azt kapjuk, hogy e* —et —tet = hy(t) (t € R).
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Ezért hy(t) = 2e' + 3tet — 2e* és ho(t) = e* — 2te', ahonnan

-1 2 -2
etA = hg(t)Az + h1(t)A + ho(t)Eg = {62t — et — '[;Ct} -5 6 =2 +
-3 3 1
0 1 -1 1 00
+ {2 +3te? —2e¥} | —2 3 —1 | +{eH -2t} |0 1 0| =
-1 1 1 0 0 1

el — tet tet —tet
= | el —e? —tel tel +e?  —tel (t € R),
el —e?t el el
egyezden (4.42)-vel.
4.5. Példa. Legyen most A a (4.34)-beli antiszimmetrikus mdtriz. Ekkor A sajdtértékei:
AM=0; X=w, N\=—w.

Mivel minden sajdtértéke egyszeres, A  karakterisztikus polinomja  egybeesik
minimdlpolinomjdval. Olyan legfeljebb N = (1 4+ 14 1) — 1 = 2-odfoki h; polinomot kell
keresni, amelyre
ht(0) = £(0), azaz ho(t) =1,
hi(w) = f(w), azaz ho(t) +why(t) — w?hy(t) = e, (t € R).
hi(—w) = f(—w), azaz ho(t) — whi(t) — w?ho(t) = e ™!
A mdsodik és a harmadik egyenletet dsszeadva azt kapjuk, hogy

et +e @t — 2 2cosh(wt) —2 1 — cos(wt)
hat) = —2w? - —2w? a w? (t € R),

és a mdsodik egyenlet figyelembevételével pedig tetszdleges t € R esetén
e +w?hy(t) —1  cos(wt) +sin(wt) +1 — cos(wt) —1  sin(wt)
w N w o w

hl (t) -

Igy

1— ¢ in (wt

—oeomw @) g2 S 4 L B teR),
w w

GtA = hg(t)AZ + hl(t)A + ho(t)Eg =
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4.4. et szamitasa Putzer modszereivel

(3.26) ill. a 3.1. tétel kovetkeztében A minden m-nél nem nagyobb hatvinya az

E,, A, ..., A" ! matrixok linearis kombinaci6jaként irhato:
n—1
A=Y "duAY (v ed0,...,n}), (4.55)
1=0
ahol d,; € R alkalmas egyiitthatok. Ekkor a méatrixexponencialis fiiggvény a kdvetkezd
alak:
00 " o L, n—1 n—1 oo " n—1
tA v ! ! !
= —AY = — d, A = —d, A = t)A' (teR 4.56
- DA P

ahol «; analitikus egytitthatok (v6. [15]). A kovetkezGkben két egyszertd modszert

mutatunk az oy (I € N) egyiitthatok kiszamitasara.

4.4.1. Putzer elsd moédszere

A [16] dolgozataban E. J. Putzer az o (I € N) egyiitthatok meghatarozéaséara ad eljaréast a
karakterisztikus polinom ¢, (k € {0,...,n—1}) egyiitthatoinak és egy n-edrendi lineéris

differencialegyenlet megoldésanak fiiggvényében. Az

2 4y 4 i+ cor = 0;

(4.57)
2(0) =2(0) = ... =22(0) =0, 2mD(0)=1

kezdetiérték-feladat egy ¢ megoldasa esetén értelmezziik a C' és z matrixot a kivetkezs

modon: ) i ) i}
cp €y ... Cpo1 1
co ¢z ... 1 0
C = : : Z = : : (4.58)
€t 10 0 02
1 0 0 =1




Ekkor az oy (I € N) egyiitthatokra igaz a kévetkezo
4.7. Tétel. Ha o := (v, ..., 1)T, akkor o = Caz.
Bizonyitds: Legyen
O(t) =Y ay(t)A'  (tER). (4.59)
Megmutatjuk, hogy ® megoldésa az

X =AX, X(0)=E, (4.60)

kezdetiérték-feladatnak, ugyanis ekkor (4.60) megoldasanak egyértelmiisége miatt ®(t) =
et4 (t € R). Vilagos, hogy ® kielégiti az X (0) = E,, kezdeti feltételt, ugyanis ¢(0) =

¢(0) = ... = ¢ 2(0) = 0-bol ill. ™~V (0) = 1-b6l az kivetkezik, hogy
n—1
0(0) = w(0)A" = ag(0)E, = E,
=0

(v6. (4.58)). Tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy ® megoldésa az X = AX

matrix-differencidlegyenletnek. (4.55)-b6l v = n, azaz d,; = —¢; esetén kovetkezik, hogy
) n—1 n—1
O(t) — AD(t) = Y (A — A ay(t)A' = do(t)En + da(t) A+ ..+ g (A" -
=0 =0
n—1
—ap(t)A — o (D) A2 — ... — a1 (t) (— > CZAZ> —
1=0
n—1

Igy tehat ® = A® pontosan akkor teljesiil, ha az a; (I € N) egyiitthatokra

].) Oé()(t) = —C()O./n_l(t) (t S R),
2) @(t) = ar1(t) — qan_i(t) (tER) (Le{l,...,n—1}).

Az a = Cz egyenlség [-edik komponense

n—I{—1

o = Z crprptY 4 = (le{0,....,n—1}),
k=1
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n—{—1
tehat &y = > cre®™ 4+ oD, (4.58)-bol nyilvanvaloan a,_; = ¢ kovetkezik, ezért
k=1

n—Il—1

a + o1 = Z Ck—&-lsp(k) + sp(n—l) (l < {07 s, 1})7
k=0

ami (4.57) miatt az [ = 0 speciélis esetben

n—1

Qo + CoQtp—1 = Z ™ + o™ =0
k=0

alakt, ami igazolja 1)-et. 2) pedig azért igaz, mert

n—Il—1

Q1 = Z Cngo(k) + go("_l) = +caa,1 (l€{l,...,n—1})
k=0

teljesiil. W

Igy e (t € R) Putzer elsé moédszerén alapuld kiszamitasanak lépései a kovetkezok:
1. lépés. Meghatarozzuk A karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit.

2. 1épés. Megoldjuk a (4.57)-beli n-edrendd lineéris differencialegyenletet.

3. lépés. Képezziik a (4.58)-beli Cz szorzatot.

4. lépés. Képezziik a (4.56)-beli véges Osszeget.

4.6. Példa. A (4.40)-beli A mdtrixz esetében
xa(z) =2 —422+52—-2=(2—1)*(z - 2) (z € K).

Igy a C mdtriz a kovetkezd alakii:

Tetszdleges a, b, c € R esetén a

©(t) := ae’ + bte' +ce** (t € R)
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fiigguény megolddsa az

¥ — 4F + 5i — 2z = 0,

harmadrendd linedris differencidlegyenletnek. Az

kezdetu feltételek figyelembevételével adodik, hogy

0(0) =a+c=0,

©(0) = [(a+b)e' + bte' + 2ce®],_y =a+b+2c =0,

¢(0) = [(a + 2b)e’ + bte' + dee*|,_y =a+2b+4c =1,
tehdita =b= —1 és c = 1. Igy a z vektor a kévetkezd alaki:

—et — tel + e?
z(t) = | —2¢! — tet + 2e2 (t € R).
—3et — tet + 4e?t

A Cz szorzat igy az eqyiitthatokat — mint o komponenseit — szolgdltatja:

5 —4 1 —et — tel 4+ e —2tet 4 €2t
alt)=| =4 1 0 || —2" —tel 42 | = | 2 +3tel —2e* | (t €R).
1 0 0 —3el — te! 4 4e* —e! — tel + e?

A mdtrixz-exponencidlis fligguény ezek utdn a kévetkezd mdodon szdmithato ki:

100
etA = Oéo(t)Eg+Oé1(t)A+Of2(t)A2:{—2t€t+€2t} 010 +
00 1
0 1 —1 -1 2 =2
+ {2 +3te! =2} | —2 3 —1 | +{—e'—te'+e*} | -5 6 —2 | =
-1 1 1 -3 3 1

el — tet tet —tet
= | el —e? —tel tel + e —te! (t € R)
el —e?t  —el4 e el

(egyezben (4.42)-vel).
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4.4.2. Putzer masodik modszere

[16]-ben E. J. Putzer egy maéasodik algoritmust is kozolt, amely szintén a 3.1. tételen
alapul, de a karakterisztikus polinom A helyen vett helyettesitési értékének (3.27)-es

alakjat hasznalja.

4.8. Tétel. Ha A\y,..., N\, az A € R™" mdtriz (nem feltétlenil kilonbozd) sajdtértékei,
akkor

n—1
et =>"ra(t)P (tER), (4.61)
k=0
ahol
E, (k = 0)
P, = k (4.62)
[[T(A=NE,) (Ee{l,...,n—1})
1=1
€s _ . _ - -
’f"l )\1’/“1 1
T T1 4 Aot 0
=] =] és r(0)=| |. (4.63)
7;n T'n—1 + Anrn 0
Bizonyitds: Tetsz6leges t € R esetén legyen
n—1
ro(t) =0 & ()= rea(t)P
k=0
Megmutatjuk, hogy ® megoldésa az
X =AX, X(0)=E, (4.64)

kezdetiérték-feladatnak, ugyanis ekkor (4.64) megoldéaséanak egyértelmiisége miatt ¢ (t) =
et (t € R). Vilagos, hogy ® kielégiti az X (0) = E,, kezdeti feltételt, ugyanis

Tehat méar csak azt kell megmutatni, hogy ® megoldasa az X = AX méatrix-

differencialegyenletnek. (4.63) kévetkeztében

S
—

n—1
b(t) = Z Fre1(O) Pe = D [Nparia (8) + 1] P,
k=0 0

e
Il
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tehat

n—1 n—1
() — N, ®(t) = M 17rp1(t) + 73] Pe — Ay ZTkJrl(t)Pk =
k=0 =0
n—1 n—I1
= Nest = Anl roa (P + Y ri(t) P =
) k=0
n—2 n—2

= [)‘k’-i-l — )\n] Th41 (t)Pk + Th41 (t)Pk—I—l (t € R)
0

B
I
o
B
I

(4.62) miatt Py = (A — N1 En)Pe (K€ {0,...,n—1}), igy

b(t) = \D(t) = Zml (A= X1 B) P+ (A — M) Pl =

n—2

= Zml J(A=MEn) P = (A= MEn) Y rep(t)Pr (L €R).
k=0

Ez az 0sszeg a kovetkezé alakba irhato:
Zrkﬂ (t) P, = Zrkﬂ ()P — r0(t)Puy = O(t) — 1y () Py (t €R).
Igy a fenti kiilonbség nem maés, mint
D) =A@ (t) = (A=No B P () =1y (1) (A= Mo Ep) Poy = (A= E)®(t)—rn ()P, (t € R).
A Cayley-Hamilton-tételbdl (vo. (3.27)) kovetkezik, hogy
Py =TJ(A—NE) = va(4) = O,
=1

azaz ®(t) = AD(t) (t € R). B

Igy ' (t € R) Putzer masodik modszerén alapulé kiszamitasanak lépései a kovetkezok:
1. 1épés. Meghatarozzuk A karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit.

2. lépés. Megoldjuk a (4.63)-beli elsérendi linearis differencialegyenlet-rendszert.

36



3. lépés. Kiszamitjuk a (4.62)-beli szorzatot.

4. lépés. Képezzik a (4.61)-beli véges Osszeget.

4.7. Példa. Tekintsik ismét a (4.40)-beli A mdtrizot, melynek sajatértékei: 1 (két-

szeres) és 2. Ezért olyan v figguényt keresiink, amelynek koordidta-fiiggvényeire

o= T r1(0) 1
To = T1+72 ; r(0) | =1 0
7'“3 = Tr9+ 2’/"3 7“3(0) 0

teljestl. Pl. (1.6) felhaszndldsdval
ri(t) = e, rot) =te', r3(t) =e* — e —te! (t € R).

A (4.62)-beli matrizok pedig a kovetkezdk:

-1 1 —1 0 00
PP=A-1E=| -2 2 -1|, B=A-1E)A-1E)=| -1 1 0
11 0 -1 10

(4.61) alapjan igy azt kapjuk, hogy

€tA = 7"1P0+7’2P1+7’3P2:

1 0 0 -1 1 -1 0 0O
=01 0|+t 22 1| +{X—e—te}| -1 10]|=
0 01 -1 1 0 -1 1 0
et — tet tet —tet
= el — e —tel tel + e —tet (t e R).
el — et —el 2t e

4.8. Példa. Legyen

4 -1 0
A=13 1 -1
1 0 1



A determindnsa viszonylag gyorsan kiszamithato:

0 -1
det(A)=det | 0 1
1 0

igy A karakterisztikus polinomja:

—4

4 =8,

xa(z) =2 =622+ 122 — 8 = (2 — 2)°

Azt kapjuk tehdt, hogy

oA —

;

1 00
010
0 01

2t

\

2 3t + 12

t+ /2

€2t {E3 + t(A — 2E3)

t2

2 -1
+t| 3 —1
1 0

1+2t+t2/2 2t —t%)2

1—t—1t2
—12/2
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0
1| +=

t2/2
—t+ 2
1—t+1t%)2

(z € K).

-1 1
-2 2
-1 1

(t € R).
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4.5. et szamitasa Kirchner moédszerével

R. B. Kirchner a Cayley-Hamilton-tételen alapulé moédszert ad e* kiszadmitasara A
sajatértékeinek fiiggvényében (vo. [11]).

Tegyiik fel, hogy A spektruma: o(A) = {A1,..., \¢}, és vezessik be az s; = a,,
(i€ {1,...,k}) jelolést. Ekkor a (3.21)-beli karakterisztikus polinom

xa(z) = H(z —-\)% (z€K)

alaku. Teszoleges j € {1,...,k} esetén legyen

S

S

i
—.

(z—N)% (2 €K).

=1
i#j
Ekkor a
q(z) =pi(2) +...+m(2) (2 €K),
5(72 t,L,nfl

polinomok bevezetésével megfogalmazhatok az alabbi allitasok.

4.1. Lemma. Ha r(z) (z € K) olyan polinom, melyre r(\;) # 0 (i € {1,...,k}), akkor

r(A) reguldris mdtriz, és inverze A-nak polinomgja.

Bizonyitds: r(N;) # 0 (i € {1,...,k}) miatt r-nek és xas-nak nincsen kozds
gyoktényezdje, igy van olyan s ill. ¢ polinom, hogy

r(z)s(z) + xa(2)t(z) =1 (z € K).

Ezért a Cayley-Hamilton-tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy r(A)s(A) = E,. B

4.2. Lemma. Ha B négyzetes mdtriz, akkor tetszdleges j € N esetén van olyan g;(B)
matrix, hogy

e” = f;(B) + B'g;(B).



Bizonyitds: Konnyen belathato, hogy a

[e.e]

B):Z

n—j

valasztas megfelels. B

4.9. Tétel. Ha tetszdlegesi € {1,...,k} esetén
6i(A) = q(A)"'pi(A),

akkor
Z(h (A= B, \)t)eM  (teR).

Bizonyitds: Mivel
k
(A) :ij()\i> = pi(Ai) # 0 (1e{l,...,k}),
j=1

ezért az els6 lemma miatt q(A) regularis matrix. Ha tetszSleges i € {1,...,k} esetén
B; := A — E, \;, akkor — felhasznalva a Cayley-Hamilton-tételt (utolso egyenl@ségnél),
a masodik lemmat (utolso el6tti egyenldség), és feleserélhets M ill. N méatrixokra

vonatkozo eMN = eMeN Allitast (vo. (3.28)) —, azt kapjuk, hogy

k
= (A gA) = g(A) DD (AP =
=1
k
— q(A)fl sz(A)eB teAiBnt
i=1

k
= (A [pi(A) fo, (Bit) + pi(A)(Bit) o, (Bit)] e =

=1

— sz ) fs,(Bit)e? (teR). W

40



Igy e (t € R) kiszamitasanak Kirchner médszerén alapuld lépései a kovetkezok:
1. 1épés. Meghatarozzuk az A matrix Ay, ..., \; kiillonbo6z6 sajatértékeit.

2. 1épés. Megadjuk a p;(A\) polinomokat (i € {1,...,k}). Ezekbdl képezzik q(\)
polinomot, behelyettsitjiik A-t, és kiszamitjuk ¢(A) inverzét.

3. lépés. Végiil
k

e =q(A)) piA)fo (Bit)eM  (tER).

=1

4.9. Példa. Tekintsiik ismét a 4.12. példabeli A mdtrizot, melynek karakterisztikus
polinomja:

XA<Z)223+2Z2+Z (z € K)

(v6. (3.23)). xa gyokei: —1 (kétszeres) és0 (s =a_1 =2, s =ayg=1). Igy

) =E+17 miE) =2 ad2)=E+1)+2 (2€K)

a(4) = (A+E)+A=

2

0 00 -1 00 0 00 -1 00

= 1 00 + 1 -1 0=/[020 0]+ 1 -1 0| =
011 0 10 1 11 0 1 0
—1 0 0
= 1 -1 0|,
1 21
ezert
-1 0 0
g A" =1 -1 -1 0
3 2 1
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Tudjuk, hogy

a(A) =q(A)'pi(A)  és qa(A) = q(A) " p(A),

g9y ] ]
-1 00 000 000

@A)=1] -1 -1 0 000|=|000];
3 21 111 111

-1 00 1 00| [ 1 oo

A= -1 -1 0 |- 1 -1 0= 0 10

3 21 0 10 —1 -1 0

Még f; (i € {1,2}) kiszdmoldsdra van sziikség. f1((A — Esh)t) = Ej ill.

f2((A— E3ho)t) = B3 + (A — E3(—1))t = F3 + Est + At =

1+t 0 0 —t 00 10
= 0 1+t 0 |+| ¢t —to|l=|1t1
0 0 14t 0 t 0 0 t 1+t
Igy
000 1 00 et 0 0
et = 00 0|+ 0 1 0| | tet et 0
1 1 1 -1 =1 0 0 tet e t+tet
et 0 0
= te”! et 0 (t € R).
l—et—te? 1—et 1
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4.6. ¢4 szamitasa van Rootselaar modszerével

B. van Rootselaar az (1.1) alaka egyenlethez tartozé homogén egyenlet helyett egy vele
ekvivalens magasabbrendii egyenletet old meg (v6. [17]).

Vildgos, hogy ha ¢ : R — R™ az (1.1)-hez tartoz6 homogén egyenlet z(0) = £ € R”
feltételt kielégits teljes megoldasa, akkor tetszéleges k € {0,...,n — 1} esetén

™ = Ak, p™M(0) = A¢, (4.65)
hiszen
PO =p=Ep=A4%, ¢=Ap, ¢ =(Ap) =4y =AAp= A, ...

Tudjuk a 3.1. tételbdl, hogy xa(A) = 0. Ennek az egyenletnek mindkét oldalat ¢-vel
beszorozva

0=xa(A)p=A"p+ o1 A" o+ ...+ c1Ap + coEpp
adodik (vo. (3.22)), amibdl (4.65) figyelembevételével azt kapjuk, hogy
0=p™ +c, 0™V 4 4+ e¢ +cop,
azaz ¢ megoldasa az
2™ 4z 4 e’ 4+ =0 (4.66)

n-edrendii differencidlegyenlet-rendszernek. E rendszer minden egyes egyenlete
egy allando egytlitthatos n-edrendd homogén linearis differencidlegyenlet, melynek
karakterisztikus polinomja nem més, mint y 4.

Tegyiik fel, hogy A spektruma: o(A) = {A1,...,\,}, és vezessiik be az my, = ay,
(k€ {1,...,p}) jelolést. Ismeretes (v6. pl. [23]), hogy tetszGleges 0 # v € R esetén a

oiu(t) == at” exp(\;t) (teR; j,ked{0,...,m; —1})

fiiggvények a fenti rendszer minden egyes egyenletének linedrisan fiiggetlen megoldasai.

Konnyen belathato, hogy van olyan R € R™"™ matrix, hogy

()= RF(H)  (LER), (4.67)



ahol tetszéleges t € R esetén

T At At el Mt ant]
t) = | ——e™", ... te™ Y /e L te et 4.68
f() (ml_l)!e ) Y € 76 Y 7(mp_1)!e 7 ) € 76 ( )
Ha ¢ := (¢1,...,0n)T esetén
W(p) = [, ¢, "] (4.69)

jeloli ¢ Wronszki-méatrixat, akkor a

G(E) = W()(0) = [2(0).¢(0),... " (0)] = [€, 46, A%, A"'¢].
ill. F(0) :=W(f)(0) jelolések bevezetésével konnyen belathato a

4.10. Tétel. Tetszilegest € R esetén
e = [Gle) FH0)f(1),..., Glea) FH0)f(1)]
ahol p(0) = e; € R™ (i € {1,...,n}) kanonikus egységuektorok.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy az (1.1)-hez tartozdé homogén egyenlet z(0) = £ € R™

feltételt kielégits teljes megoldasa a

p(t) =GEOFH(0)f(t)  (teR)

fliggvény. Innen mar kovetkezik az allitas, ha &-nek az e; € R (i € {1,...,n}) kanonikus
egységvektorokat valasztjuk.
(4.67)-bol
o™ = RfH®) (ke {0,...,n—1})
adodik, ezért
e®0)=Rf®0)  (ke{0,...,n—1}). (4.70)
Vegyiik észre, hogy (4.70) igy is frhaté: G(£) = RF(0), azaz R = G(§)F(0)~' (F(0)

reguléris, hiszen oszlopai linearisan fliggetlenek). W
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gy et4 (t € R) kiszamitasanak van Rootselar modszerén alapuld lépései a kovetkezok:

1. 1épés. Meghatarozzuk A sajatértékeit és azok (algebrai) multiplicitasat.
2. lépés. Képezziik az f vektorfiiggvényt a (4.68)-ban leirt modon.
3. lépés. Meghatarozzuk, majd invertaljuk az F'(0) méatrixot.
4. lépés. Kiszamoljuk a
G(e;) = [ei, Ae;, A%, . .. ,A”’lei} (1€ {1,2,...,n})

maéatrixokat.

ot

. lépés Kiszamitjuk a
Gle)FH(0)f(t)  (ie{L,2,....n})
szorzatokat. Ezek adjak az et matrix megfelels indexti oszlopait.

4.10. Példa. Tekintsik ismét a (4.40)-beli A mdtrizot, melynek sajdtértékei: 1 (két-

szeres) és 2 (ay =2, ay = 1). Igy a (4.68)-beli vektorfiigguény a kivetkezd:

f(t) = [tet,et,egt}T (t € R).

Mivel
tet (1+t)et (241t)e!
W)= | ¢ et et (t € R),
e2t 2€2t 4€2t
ezert
01 2 -2 0 1
F(0) = [£(0), f(0), f"(O)] = | 1 1 1 . FO)™'=1] 3 2 -2
1 2 4 -1 -1 1
Tovabba, mivel
0 1 -1 1 2 -2
A=1| -2 3 —1 ill. A= 5 6 -2 |,
-1 1 1 -3 3 1
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ezert

1 0 -1 01 2
Gler) = [e1, Aey, Al = | 0 =2 —5 |, Gles) = [ea, Aes, A%3] = | 1 3 6
0 -1 -3 013
all.
0 -1 -2
G(es) = [6371463,14263} =10 -1 =2
1 1 1
Igy e oszlopai rendre
_1 0 —1_ -2 0 1 tet -1 1 O_
Gle) F(O)'ft)=1{0 -2 —5 3 2 =2 e |=]-11 -1
0 -1 -3 -1 -1 1 e?t 0o 1 -1
-012 -—2 0 1 tet 1 0 O -tet
G(e2) FO) ' f()=1{ 1 3 6 3 2 -2 ¢ =11 0 1 !
01 3 -1 -1 1 e?t 0 -1 1 et
il ) _ )
(0 -1 2] [-2 0 1 te! 10 0| | te
Glea) FO)' f(t)=| 0 —1 —2 3 2 =2 e | =]-100 ¢t
1 1 1 -1 -1 1 e?t 0 10 e?t
ahonnan
et — tet tet —tet
e = | ot —e2 —tet tel e —tet (t € R).
el —et  —et4 e e

4.1. Megjegyzés. Az
thy _
fik(t) = EeAyt (teR; je{l,2,...,p}, ke{0,1,...,m; —1})

jeloléssel a (4.68)-beli vektorfigguény a kovetkezd alaki:

T
[ = [fl,mlfh'"?fl,(]?"'7fp,mp*17"'7fp,0] :

Az F(0) matrizban egy mj-szeres \; gyokhoz a kivetkezd m; darab sor tartozik:
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Fimy1(0) fany—1(0) fmyma(0) oo f521(0)

£i.1(0) 71(0) 70) . (0

FioO)  f00) 0 £ (0).
A k =0 esetben kapjuk az utolso sor elemeit: 1, A;, )\?, cee )\?_1.

Mivel tetszdleges k € N esetén

th=t tho
fix(t) = = 1)!€A’t + Ajge’\ﬁ = fik—1(t) + X fix(t) (t € R),

ezért f;y i-edik derivdltjanak (i € N) 0-ban felvett értékére
£20) = 4700+ N0 (e,
ahol

fQ0)=0 (keN) ill, £90) = A (i e Ny).

J

Igy az F(0) mdtriz elébbi részére a kovetkezd adddik:

00 0 0 0 1
00 0 0 1 B
00 0 1 4) 103
0 0 1 3\ 6)2 10A
0 1 2% 3X2 4\ 5
1A A2 N AN

Ldthato, hogy az egyiitthatok, amik 0-tol kilonboznek, a Pascal-hdromsziog eleme.

4.11. Példa. A 4.10. Példa F(0) mdtriza egyszerien adodik a fentiekbdl. A Ay = 1
kétszeres sajdatérték, igy hozzd 2 sor tartozik, mig a Ay = 2-héz a harmadik sor tartozik

az aldbbiak szerint:

0 1 2\ 01 2
FO=]1 XN A |=|111
1 A A2 12 4
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4.7. et szamitasa Leonard modszerével

I. E. Leonard — Putzer els6 modszeréhez hasonloan — et kiszamitasat egy allandé egyiitt-

hatos, homogén linearis differencidlegyenlet megoldéaséara vezeti vissza (vo. [14]).

4.11. Tétel. Ha a ¢, (kK € {0,...,n — 1}) szdmok az A mdtriz xa karakterisztikus

polinomganak egyitthatoi (vo. (3.22)), akkor
et = (B, + () A+ s () A2+ -+, (DA™ (tER), (4.71)
ahol a Yy, (1 < k < n) figguények az
2™ e, 2™ f i ez =0 (4.72)

n-edrendi differencidlegyenlet

3\ 3\ 3

z1(0) =1 x2(0) =0 x,(0) =0
7100 =0 p(0) =1 n(0) =0 (4.73)
#7700 = 0] V0 = 0 w0) = 1
kezdeti feltételeket kielégitd megolddsas.
Bizonyitds: Vilagos, hogy a
O(t) = 1 (t) En + 2(t) A+ s () A" + -+ (A" (LER) (4.74)

fiiggvényre @™ + ¢, 1"V 4o 401D + @ =

= (Tﬂn) + Cn—ﬂ%n_l) + -+ 011/;1 + Co¢1> E,+
+ (¢én) + Cn_ﬂbénil) + -+ Cld}g + C(ﬂﬂg) A +

+ (%”) o0 i, + co¢n) Al =
= 0F,+0A+---+0A"1=0.
S6t, teljesiilnek a kovetkezdk is:
(0) = Yi(0)E, +12(0)A+ -+ ¢, (0)A" ! = E,,
$(0) = Di(0)E, + Ua(0)A+ -+, (0) A" = 4,

or(0) = TN0)E, + ¢V 0) A+ -+l (0)A ! = AT



Tehat a (4.74)-ben definialt ® megoldasa az alabbi kezdetiérték-feladatnak:
Y e, YOO 4V 4 Y =0,

Y(O) = E’m Y(O) = A, Y(O) = A27 cee Y(”_l)(()) — An—l'

Mivel ennek megoldésa e (t € R) (v6. 3.3. tétel), ezért a megoldas egyértelmtiségérdsl
52016 tételbdl kovetkezik (4.71). W

Igy et (t € R) kiszamitasanak Leonard modszerén alapulé lépései a kovetkezok:
1. 1épés Meghatarozzuk az A matrix karakterisztikus polinomjat.

2. lépés Meghatarozzuk a 4.11. tételbeli kezdetiérték-feladat ¢, (1 < k < n)

megoldésait.
3. lépés Képezziik a (4.71)-beli Osszeget.

4.12. Példa. Tekintsiik a 4. fejezetbeli

-1 00
A= 1 -1 0
0 10

mdtrizot, melynek karakterisztikus polinomja:
xa(z) =22 +22°+ 2 (z € K)
(vo. (3.23)). Tetszdleges a,b,c € R esetén a
V() :=ae " +bte " +c (t e R)

fiigguény megolddsa az
T +2i4+1=0

differencidlegyenletnek, hiszen

V() =ble™t —te ) —aet; Y(t) =b(—e "t +tet —et) +aet (t € R).

1:x1(0)=a1+cl; 0:.7:'1(0)261—@1; O:x1(0)2—2b1+a1
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kezdeti feltételekbol ay = by = 0,¢1 = 1, azaz 1 (t) =1 (t € R). A
0=122(0) =ag+co; 1=25(0)=—as+0by; 0=2%0)=as—by— by
kezdeti feltételekbdl ay = —2,by = —1,c0 = 2, azaz o(t) =2 —te™' —2e7 " (t €R). A
0=a230) = az + 5 0=23(0) = —az +by; 1 =a3(0) = as — by — by

kezdeti feltételekbdl az = by = —1,¢c3 = 1, azaz P3(t) =1 —te" —et (t € R). Mivel

19y a kovetkezdt kapjuk:

e = 1B, +(2—te ' —2e A+ (1 —te ! —e A% =

1 00 —2+tet+2et 0 0
= 010+ 2—tet—2t —24tet+2et 0|+
0 01 0 2 —tet—2t 0
1—tet—et 0 0
+ | 242t t+2t 1—tet—e?t 0| =
1—tet—et —1+4+tet+et 0
et 0 0
= tet et 0
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4.8. et szamitasa Liz modszerével

E. Liz egy a Leonard-modszeren alapuld eljarast ismertet a maéatrix-exponencialis

fliggvény kiszamitasara, célul kittizve annak egyszersitését (vo. [13]).

4.12. Tétel. Ha
P15+ Pn
a (4.72)-beli n-edrendd egyenlet egy alaprendszere, akkor
e =P (O E, + () A+ Ys(H) A% + -+, (A (t €R),
ahol
(0 Y1
L = WO) (4.75)

Un ©n
(W jeloli o Wronszki-mdtrizat, vé. (4.69)).

Bizonyitds: Vegyik észre, hogy a (4.72)-(4.73) kezdetiérték-feladat megoldésai is alap-

rendszert alkotnak, hiszen a v := (1,...9,)T fiiggvény Wronszki-matrixara:

det(W (1)(0)) = det ([1, ¢/, ..., " D] (0)) =1 # 0.

Igy a megoldas egyértelmiisége miatt

or = 0e(0)01 + Gptha(t) + -+ 0" V0V, (ke {l,...,n}),

azaz
¥1 (23

Mivel W(¢)(0) invertalhato, ezért innen (4.75) kovetkezik. W



Igy e (t € R) kiszamitasanak Liz modszerén alapulo lépései a kovetkezok:
1. 1épés Meghatarozzuk a (4.72) n-edrendii egyenlet egy alaprendszerét.
2. lépés Megoldjuk a (4.75) egyenletrendszert.
3. 1épés Képezzik az
e = () By + o)A+ () A* + - + (A" (tER)

Osszeget.

4.13. Példa. Tekintsiik a 4.12. példabeli matrizot, melynek karakterisztikus polinomja:
xa(z) = 22 +22% 4 2 (z € K)
(v6. (3.23)). xa gyokei: —1 (kétszeres) és 0. Igy a
p1(t) =1, ©o(t) == e, @s(t) = te " (t € R)

fugguények az
T 428 +x=0

egyenlet megolddshalmazdnak eqy bdzisdt alkotjdk. A

Wp)t)=1| et  —et et (teR)

Wronszki-mdtrizra

1 0 0 1 0 0
WE0)=]1 -1 1 il W0 '=]2 —2 -1
0 1 -2 1 -1 -1

i (1) 1 0 0 1 1
b | =12 =2 —1 || et | =] 220" te (t € R).
3(t) 1 -1 -1 te™? I1—et—tet



Sziikségiink van még az aldbbiakra:

—2+2e " 4 te”! 0 0
V1 (t)E3 = Es, () A= | 2—-2et—te™t 242t +tet 0 |;
0 2—2et—te’t 0
ill. mivel
1 00
A= -2 10/,
1 -1 0
ezért
1—et—tet 0 0
Ys(A? = | =242 T+ 2t 1—et—tet 0
l—et—te?  —1+et+te—t 0
Igy
et 0 0
et =y (1) B3 + o () A + t3(t) A = te™! et 0 (t € R).
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5. Alkalmazasok

5.1. €' szamitasa A sajatértékeinek ismeretében
5.1.1. 0(A) = {\} esetben

Tegyiik fel, hogy A-nak egyetlen sajatértéke van, miniméalpolinomja viszont m-edfoku:

Grad(ua) = m. Putzer masodik modszerét (vo. 4.4.2) hasznalva kapjuk:

—
~+

3

k

et =M H(A —\E)F (teR), (5.76)
k=0
k
ugyanis Py = E,, P = [[(A—=AE,) = (k€ {l,...,n}) és az
=1
) 3
7.“1:>\7”1 Tl(O):l
7"2:7"14‘)\7“2 . 7"2(0):0
. és
fjn =Tp1+ )\Tn Tn(O) =0 )
Ve

egyenléségekbdl az kivetkezik, hogy P, = (A — AE,)* (k € {0,...,m —1}), P, = O
(k€ {m,...,n}) (v6. (3.27)) ill. (1.6) felhasznalasaval konnyen lathato, hogy

¢
ri(t) = e, ro(t) =teM, il ri(t) = e’\t/ r_1(s)e™ds (k€{2,...,n}) (t€R),
0

mg—ﬁe*t (ke{l,....n}) (teR)

Igy az (5.76) formula bizonyitottnak tekinthets:

—_

3

3

k n—1 g

t t
et = 7’k;+1(t>Pk = Hekt(A - /\En>k + Z He)\t(A - )‘En)k -
k=0 k=0 k=m
m—1 tk
= MY —(A-AE)F (teR).

!

b
|
=

0

A jobb oldalon levé masodik tag pa(A) = O miatt nem mas, mint a zérusmatrix.



Megemlitjiik, hogy (5.76) sokkal egyszeriibben is belathato, ha figyelembe vessziik a
(3.28)-beli tulajdonsagokat (vo. [1])). Igaz ui., hogy

tA = ME, +tA—t\E, = XtE, + t(A — \E,) és [ME,,t(A— \E,)] = O,

igy (vO. (3.28)-beli 2) és 5))

3

_1 tk
—(A = \E,)",

tA _ ME, | HA-MEn) _ Mp _ Y
e =e e =eVE, E k!(A AE,) =e
k=0

i\

IA

ui. a Cayley-Hamilton-tételbél (vo. (3.27)) (A — AE,)* = O (m < k € N) kivetkezik.

5.2. Megjegyzés. A kiilonbozd sajdatértékek esetét, azaz amikor o(A) = {A1,..., \n}, a
4.4. €s a 4.5. tételben tdargyaltuk.

5.1.2. A € R**? esetén
Kétdimenzios esetben az (5.76) Osszefiiggésbdl A = p esetén
e =M By +t(A—NEy)] (teR); (5.77)

ill. A\ # p esetén a (4.48) Gsszefiiggésbol

R S L W G e

-~ E, (teR 5.78
- T Y- o D tER)(T8)

adodik.

5.1.3. A € R?**3 esetben

Haromdimenzios esetben, ha A minden sajatértéke valos, akkor e szamitasa a kovetkezd

tétel alapjan torténik.

5.13. Tétel. Ha az A € R3*3® mdrtiznak egyetlen, hdromszoros \ sajdtértéke van:
o(A) = {\}, ay =3, akkor

t2

e =eM | B3+ t(A — \E3) + 5(,4 — \E3)? (t € R). (5.79)
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Ha azonban A spektrumdra o(A) = {\, u, v} teljesiil, akkor

PR S (A — pEs)(A — vE;) 1 et (A—vE3)(A— \E3)
A=A —v) (n—=v)(p—2A)

(5.80)
ot (A= AE5)(A — pEs)
+e =N =0 (t € R).

Ha A-nak két kiilonbozd sajatértéke van, ahol az egyik kétszeres multiplicitasi: o(A) =
I\, 1}, ay =2, akor e a kévetkezd alakii:

oht _ oAt et
——(A—\E3)?
TESE i

Bizonyitds: Az els6 két formula (5.76) és (4.48) specidlis esete. A harmadik formulat

e = M [Fy + t(A — \E3)] + (A= \E5)* (teR). (5.81)

Putzer masodik modszerének felhasznalasaval kapjuk: Py = E,, P, = (A — \E3), P, =
(A — )\E'g)2 és

f‘lz)\Tl, 7“1(0):]_
7'"2 _7“1+)\7”2, 7’2(0) =0 ;
T3 = T2 + pur3, 73(0) =0

ahonnan
¢
ri(t) = e, ro(t) =teM, il ry(t) = e“t/ ro(s)e M ds  (t € R),
0

azaz
tet AN ot

S A—u (A —pp
kovetkezik. Igy (v6. (4.61)) azt kapjuk, hogy

T3 (t)

(t € R)

¢ = (0)Es + ra(t)(A — AB3) + ry(t)(A — AEy)? =

teMt et ot

= M+ teM(A— \E -
e By e R Periaty e

(A—AE;)? (t€R). W
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5.2. ¢! szamitasa A € R?*? esetén

Ebben a szakaszban tetszdleges A € R?*2 esetén kiszamitjuk az e (¢t € R) matrixot A

elemeinek fiiggvényében (vo. [3]).

a b
Ha A € R¥%: A= , akkor A karakterisztikus polinomja (vo. (3.23)) a
c d

xa(z) =2>—(a+d)z+ad—bc (2 €K)
polinom, aminek alapjan konnyen bizonyithaté a kévetkezd tétel.

5.14. Tétel. Ha A jeloli x o diszkrimindnsdt, azaz

A= (a+d)* — dad + 4bc = (a — d)* + 4dbe,

akkor
I (a —d)t
1) A=0— eltA = e(a+d)t/2 1+ bt
- (a—d)t |’
ct 1—
L 2
i (a — d) sh(dt) bsh(dt)
2) A0 oth = aranz | PODT o5 5
- csh(dt) (a —d)sh(dt) |’
5 ch(dt) — 5
ahol § == V/A/2;
(a — d) sin(dt) bsin(dt)
3) A<= ¢t = elotdt/2 cos{d8) + : 20 o .
csin(dt) (a — d) sin(dt)
5 cos(dt) — s
ahol § ==/ —A/2.
Bizonyitds: A sajatértékei a y4 polinom gyokei:
a+d+vVA a+d— VA
A= — p= g

Ezek pontosan akkor egyenldek, ha a diszkriminans elttinik. Ekkor behelyettesitve (5.77)-
be kapjuk a A = 0 eset eredményét:
(a—d)t

1
olA = latd)t/2 {EQ 4y (A _(a+4d) EQ)} _ (atd/2 T
2
ct 1—

bt
(a —d)t
2




A > 0 esetén (5.78)-ba behelyettesitve, némi szamolassal kapjuk e'-ra a fenti formulat:

a—d+vVA b
oA = eAtA — uEs n eutA — AE, Y 2V/A VA _
- A= mw—X c —a+d+VA
VA 2vA
a—d— A b
et 2vVA VA = pla+d)t/2 A B
L —a + d - \/Z c ’
VA 2vA
ahol
oA — eVA2(q — d+ VA) B e VAI2(q — d — /A) B
2V A 2v/A
~(a— d)e‘/&/Q . eVAt/2\ /A (a — d)eﬂ/&m N e~ VA2, /N B
2V A 2VA 2VA 2WA
(a — d) sh(dt)
p— h _—
ch(ot) + % ;
b b bsh(dt)
B = VA2 VA2 _ ;
A VA )

¢ — VA2 ¢ VA2 ¢ _ csh(ot)

VA VA 6

D — eVA2(_q 4 d+V/A) B e VA2 (g 4 d—A) B
B 2VA 2VA B

—(a — d)eVAt/2 N eVA2\ /N N (a — d)e VA2 N e VA2 /A -
2VA 2VA 2VA WA

(a — d) sh(dt)
20
A A <0 eset az el6bbibdl adodik, azzal a megfontolassal, hogy ch(dit) = cos(dt), illetve

= ch(dt) — .

sh(dit)/out = sin(dt) /ot (t€R). N
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5.3. A 2. fejezetben 1év6 példak megoldasa
5.3.1. Radiokarbonos kormeghatarozas

Legyen a megfelel radioaktiv anyag tomege a ¢ = 0 idépillanatban My, a t > 0
idgpillanatban pedig M (t) (ardnyos az aktivitassal). A megfigyelések szerint a radioaktiv
anyagoknak a [¢t,t + h] (h > 0) idGintervallumban elbomlott része egyenesen aranyos a

jelen 1évG tomegével és az intervallum hosszaval:
M(t) — M(t+ h) = ahM(t),

ahol az a > 0 aranyossagi tényezd kizarolag a bomlo atomfajtara jellemzd (an. bomlasi
allando). Feltéve, hogy M differencialhato fiiggvény, a h — 0 hataratmenettel azt kapjuk,
hogy M az

T = —ox

lineéris differencidlegyenlet megoldésa. (1.6)-ot felhasznalva lathato, hogy
M(t) = Myexp(—at) (t € [0,+00)), ahol M, := M(0).

Legyen T az az id§, amely alatt a szén-14 fele elbomlik (felezési idd), ekkor

M,
70 = My exp(—aT),
In(2)
azaz T = . A felezési id6 sok esetben a sugéarzas intenzitasanak iddébeli
«

csOkkenésébdl vagy a bizonyos id§ alatt elbomld atomok kozvetlen megszamlalasabol
hatérozhaté meg; a szén-14 esetében ez 5760 év. Ezért, ha My = 15 és M(t) = 8,5,
akkor (365 napos évvel szamolva) a farad i. e. 2749 koriil halhatott meg (v6. [9]).

5.3.2. Tartalyok

A (2.9) egyenlet (1.1) alaku, ahol

—4/10 1/10 3
A= ) b:= ) T:=0.
4/10  —4/10 0
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A homogén rendszer alapmaétrixa az
ch(2t/10) sh(2t/10)/2
e = exp(—4t/10) (2¢/10) (2t/10)/ (t € ]0,+00))
2sh(2t/10)  ch(2t/10)

matrix (vo. 5.14. tétel). A
2ch(z) =e" + €77, 2sh(z) =e® —e™® (x € R)

Osszefliggések felhasznalasaval

1 2 1 2 1
etA _ 6—t/5 + e—3t/5 (t c [0,—|—OO)).
4 4 9 —4 2

Igy a (2.9) rendszer y,(0) = 2 és y;(0) = 0 kezdeti feltételeknek eleget tévé megoldésa
(vo. (1.8)):

1 13e71/5 4 33/ — 20
o(t) = -5 (t €0, +00)).
26et/5 + 14e73t/5 — 4()

5.3.3. A Leontyev-féle input-output-modell

Ha a (2.10)-beli B matrix minden egyes eleme zérus, akkor (2.11) nem méas, mint az
r=Ar+y (5.82)

algebrai egyenletrendszer. A modell akkor tekinthets jonak, ha (5.82)-nek minden adott

nemnegativ komponenstii y-hoz van x megoldésa, azaz ha
det(E, — A) #0 (5.83)

teljesiil. Tovabbi természetes kovetelmény az, hogy pozitiv y;-hez pozitiv x; tartozzon,

azaz az I, — A matrix minden eleme pozitiv legyen:
E,—A>0. (5.84)

Az alabbiakban feltételezziik az (5.83) ill. az (5.84) feltételek teljestilését. Vilagos (vo.
(1.2), (1.7)), hogy tetszdleges & € R™ill. t € [0, +00) esetén a (2.12) egyenlet z(0) = ¢

kezdeti feltételt kielégité megoldasa nem mas, mint a
t

o(t) =exp (tB~H(E, — A)) £+ /0 exp ((t — s)B™H(E, — A)) y(s)ds (t € [0,+00))

fiiggvény.
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5.3.4. Farkas Miklés tanulasi modellje

Nézziik a (2.15) egyenlet megoldasait. Az elfajulo esetek elkeriilése végett feltehetjiik,
hogy A reguléris és sajatértékei mind egyszeresek: o(A) = {\,...,\,}. Az A
nemdiagonalis elemeinek (2.13) definiciojabol latszik, hogy hasonlo az [r;] szimmetrikus
méatrixhoz, igy sajatértékei mind valosak. Ha sq,...s, jeloli A megfelels sajatvektorait

és y(0) = & € R", akkor
y(t) = e e+ A= [e_)‘ltsl o e_’\"tsn] E+ A=

n 5.85
= Y Ge My + AT (tel) (5.85)
k=1

(v6. (1.8)ill. 4.5. tétel), hiszen a (2.15) inhomogén egyenlet egy megoldasa az y;, = A~'b.
Ahhoz, hogy (5.85) realis képet adjon a tanulds intenzitasarol a [0, +oo)
intervallumon, az kell, hogy y koordinéta fliggvényei korlatosak legyenek. Ez pedig azzal
ekvivalens, hogy a (—A) matrix sajatértékei nem-pozitivak, de mivel A regularis, ezért
azt kapjuk, hogy minden k € {1,...,n} esetén Ay > 0, igy
lim y(t) = A~ 'b.

t——+o0

Ebbdl lathatjuk, hogy a szabadon tanulé didk kezdettsl, vagy egy id6 eltelte utan allando
intenzitassal tanulja az Osszes targyat. Természetes feltétel, hogy a ¢t = 0 id6pontban a

didk tudasmennyisége minden targyban zérus: x(0) = 0. Igy

z(t) = /0 y(r)dr = A~ 'nt (t €10, +00)),

azaz a tudédsmennyiség idében linearisan novekszik.

5.3.5. Strogatz szerelmi ligyeket leir6 modellje

Az els6 esetben az (R, J) : [0, +00) — R? az

_ . (5.86)
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linearis differencialegyenlet-rendszer megoldasa (v6. (2.18)). Ekkor (v6. 5.14. tétel ill.
(1.8))

—asi bt
cos(v/abt) asin(Vabi)

R(t) Jab z(0)
| . (t € [0, +00)).
J(t) bsin(v/abt) cos(v/abt) y(0)

Vab

Az 2(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti feltételek teljesiilése esetén
Rt)=J(t)=0  (t€]0,+0)),

azaz Romeo és Jilia végig kozombosek egymés irant. Ha viszont a := 0.2, b := 0.4,
x(0) := 3.14, y(0) := —0.5, akkor Romeo és Julia érzelmeinek alakulasa a 2. abran

lathato (E € {R, J}).

E

3
2\
1
{ C
4.6 81\10
-1
: \

2. dbra. Romeo és érzelmei az b := 2a := 0.4, z(0) := 3.14, y(0) := —0.5 esetben.

Az a=b=11ll az 2(0) = 2, y(0) = 0 kezdeti feltételek (Romed elss latasra vonzodott

Julidhoz, Julia pedig semleges volt) teljesiilése esetén pedig

R(t) _ cos(t) —sin(t) . 2 _ 2 cos(t) (t € [0, +00))
J(t) sin(t)  cos(t) 0 2sin(t)

(v6. 3. abra). Ha pedig kezdetben mindkettjiik egyforman szimpatikus volt egymasnak,

azaz pl. z(0) = v/2/2 = y(0), akkor (a =: b := 1 esetén)
R(t) = ? (cos(t) — sin(t)) = cos <t + %) (t € [0, +00))

ill.
(sin(t) 4 cos(t)) = sin (t + %) (t €10, +00)).
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N
1\
123 4/5 6"
-1
-2
-3
3. abra. Romeo és érzelmei az a = b =1, 2(0) = 2, y(0) = 0 esetben.

A 4. abran az ismerettségiiket a [0, 27| intervallumra korlatoztuk. Jol latszik, hogy a
[0,7/4) és a (7w /4, 27| intervallumon Romeo és Julia szereti egymast, egyébként pedig

valamelyikiik nem szereti a masikat.

4. dbra. Romeo és érzelmei érzelmei az a = b = 1, £(0) = v/2/2 = y(0) esetben.

A maésodik esetben a (2.19) rendszer z(0) = 2, y(0) = 0 kezdeti feltételeket kielégitd
megoldasat az 5. &abran szemléltetjiik. Lathato, hogy ez az egész szerelmi életiikre
negativ hatassal lesz. E

3
2

t

'
[EnY

XL/(Y 2% 30 48~ 50 60

5. abra. Romeo és érzelmei érzelmei az a = b = 1, £(0) = v/2/2 = y(0) esetben.
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A harmadik esetben (2.20) idealis allapotot kaptunk, mint ahogy azt a 6. &abra is

mutatja.
E J
4 4
3 3
NN
1 1
10 20 30 40 50 60" 15 2 2.5 3 R
6. abra. Romeo és érzelmei az idealis esetben.

5.4. Infinitezimalis generatorok

5.1. Definicié. Legyen az [ dllapottér diszkrét halmaz, elemeit jellje i,j,k,....
Tekintsik az X; : Q — I (t > 0) valdszindségi vdltozokat, és ezek alkossdk az {X;}

folyamatot. A folyamatot folyamatos paraméterd Markov-ldncnak nevezzik, ha teljesil a
P(X; =y|X,, 0<r<s)=PX;=y|X,) (yel)
Markov-tulajdonsdg, €s a
pij(t) := P(Xopy = j| X5 = 1) (t>0)
stactondruis dtmenetvaldsziniség nem filigg s-tol.

A p;;(t) értékekbdl alkotott matrixot jeloljiik P(t)-vel. Belathato (vo. [25]), hogy minden
i,j € I és 0 > 0 esetén p;;(t) egyenletesen folytonos a [0, 00) intervallumon. Ennek

kévetkezménye (vo6. [25]), hogy létezik a Pr% pij(t) hatarérték.

5.2. Definicié. P(t) standard, ha Pr%pij(t) = 0;;. Ekkor p;;j(0) = 0,5, tehat P(0) az

eqységmatri.

A tovabbiakban a standard atmenetvaloszintiségti Markov-lancokat tekintjiik.



Belathato, hogy standard esetben létezik a —p/;(0) jobboldali derivalt, amely
nemnegativ (+oco elsfordulhat), mig 7 # j esetben pj; jobboldali derivalt nemnegativ

és véges (vO. [25]).

5.3. Definicié. Jeldlje q;; = pi;(0), ezekbdl alkossuk a Q mdtrizot dgy, hogy a
foatlobeli elemekre q;; = —pl;(0) teljesiiljon. Q-t nevezzik a Markov-ldnc infinitezimdlis
generdatoranak.

Szintén bizonyithat6 (vo. [25]), hogy ¢i; < oo esetén p;; folytonosan differencialhato a
[0, 00) intervallumon. Tegytik fel még azt is, hogy minden i-re > g;x = 0. Ekkor P(t)-re
k
a P'(t) = QP(t) egyenletet kapjuk, ugyanis:
pzy t + h szk pk]
kel

amit atrendeziink az aldbbiak szerint:

pi(t +h) — pi;(t) pu(h pzk
h

k#i
ami h — 0 esetén ) | q;xpr;(t)-hez tart (vo. [25]). Hasonl6 képpen adodik a P'(t) = P(t)Q
k
alak is. Ha tekintjiik a P(0) = E, kezdetiérték feltételt, a P(t) matrixra P(t) = !¢
adodik.

5.14. Példa. Tekintsiink egy olyan folyamatos paraméterd Markov-lincot (vé. [26]),

-1 1
melynek csak két dllapota van: I ={0,1}. Legyen Q :=
2 =2
Erre az explicit képletbdl (vo. 5.14. tétel), mivel A =9 > 0, a kévetkezd adodik:
h(3t/2 2sh(3t/2
( ) tQ 3t/2 Ch(3t/2) _|_ S (3 / ) 5 (5) / )
P(t) =e~=e"
4sh(3t/2 h(3t/2
LT R T
14e ™ L= I 2(1 —e™?) 24 1—e?
_ 2 6 6 — 3 3
N 4(1 —e™3) T4+e3  1—e3 | 7 | 2—2e3 1423
6 2 § 3 3
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