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Bevezetés
Az extremélis grafelmélet jelentGs fejezete a matematikdnak. A mai felfogas szerint
az extremalis grafelmélet alapkérdése, hogy hogyan hatarozzuk meg, hogy bizonyos
grafelméleti tulajdonsagok mit jelentenek grafunk paramétereire nézve.
Jelen esetben legyen adva egy F graf, és a kérdés az, hogy mi az n csicsi graf
maximalis élszama, ha feltessziik, hogy nem tartalmazza az F' grafot részgrafként.
A legtobb grafok témakorével foglalkozo szakember szamara ez a legaltalanosabb
extremalis probléma. Mostanra nyilvanvalova valt, hogy ez a témakor meglehetGsen
kiilénboz6 probléméakat olel fel. Mindazonéltal, a fenti kérdés alapvets extremalis
probléma, és ebben a dolgozatban ezzel a foglalkozunk.
Ebben a témakorben sziiletett legismertebb tétel Turan Pal graftétele. Ez az ered-
mény 1940-ben sziiletett meg, és arra az esetre ad nekiink valaszt, ha F} = K,.
Meglehet&sen sok olyan eredmény sziiletett, amelyek kiilonb6z6 kiterjesztései Turan
tételének. Paros grafok és r-osztalyu grafok esetében, f6leg n > 3 esetén az eredmé-
nyek meglehet&sen hidnyosak.
Dolgozatomban ezeket az eredményeket igyekszem Osszefoglalni, folyamatosan ha-
ladva az egyszerii esett6l az érdekesebb, nehezebb eset felé. Végiil foglalkozom egy

keveset a teljes részgrafokkal, illetve azok szamaval.



1. fejezet
Alapfogalmak, definiciok

El6szor is ismerkedjiink meg a témakorben felhasznalt definiciokkal.

1.0.1. Definici6 (Graf). A G = (V, E) jeldléssel definidlt rendezett pdrok halma-
zdt grafnak nevezzik, ahol V. nem dires halmaz, a grdf csucsainak vagy pontjainak
halmaza, E pedig ezen halmaz elemeibdl képzett kételemd halmazokbol dll, ezt nevez-

zik a graf éleinek. A pontok szamdt v(G)-vel, az élekét e(G)-vel jeldljik.
Megjegyzés:
e Az élt hurokélnek nevezziik, ha az él két végpontja megegyezik.

e T6bbszoros vagy parhuzamos élekrdl beszéliink abban az esetben, ha két kii-

16nb6z6 - nem hurok - élnek a végpontjai megegyeznek.

e Azt a grafot, amelyik nem tartalmaz sem parhuzamos éleket, sem hurokéleket,

egyszert grafnak nevezziik.

o Teljes grafnak nevezziik az olyan egyszeri grafot, amelyben minden él be van

huzva. Az n pontu teljes grafot K,-nel jeloljik.
e Ha két élnek egyik végpontja kozos, akkor Gket szomszédos éleknek nevezziik.
o Két, éllel 6sszekotott csticsot szomszédos csticsoknak neveziink.

o A séta szomszédos csicsok és élek valtakozo sorozata. Ha a sétdban nincs
ismétlgdés, akkor ttnak nevezziik. Ha az Ut els6 és utolso csticsa megegyezik,

akkoz korrsl beszéliink.

o Egy grafot 6sszefiiggének neveziink, ha barmely pontbél barmely mésik pontba

séta vezet.



e Az u csucsbol kiindulo élek szamat a w fokszamanak nevezziik, és d(u)-val

jeloljiik.
e Egy grafot k-regularisnak neveziink, ha minden cstcs foka pontosan k.

o Egy G'(V', E') grafot a G(V, E) graf részgrafjanak neveziink, ha V' C V és
E' CE.

e Egy graf egy komponensén egy maximalis 6sszefiiggs részgrafot értiink.

e X C V(G) fiiggetlen ponthalmaznak nevezziik, ha X-ben semelyik két csiics
koézott nem fut él. A legnagyobb méretii fiiggetlen ponthalmaz elemszamat
a(@G)-vel jeloljiik.

e X C V(@) egy lefog6 ponthalmaz, ha G minden élének legalabb egyik végpont-
jat tartalmazza. A legnagyobb méreti lefog6 ponthalmaz elemszaméat 7(G)-vel

jelsljiik.

1.0.2. Definicié. Kétosztalyi grafnak neveziink eqy olyan grdfot, amelynek élei két

osztdlyba sorolhatoak gy, hogy az osztdlyokon belil nem vezet él.
Megjegyzés: A kétosztalyu grafot szokas péaros grafnak is hivni.

1.0.3. Allitas. Egy n pontd eqyszerd grafnak legfeljebb (Z) éle lehet, ugyanis ha a
graf minden éle be van hizva, akkor egqy csucsboln—1 darab €l huzhato. Ez azt jelenti,
hogy n csicsbol n(n — 1) db €l hizhatd, de mivel minden €It kétszer szamoltunk, igy

0sszesen @ = (Z) él hizhato.

Megjegyzés: Ha egy graf nem tartalmaz kort, akkor legfeljebb n — 1 éle lehet.

Most vizsgéaljuk meg azt, mit tudunk mondani akkor, ha a graf nem 0Osszefiiggé.
Tegyiik fel, hogy a G(V, E) grafnak n pontja van és a graf két komponensbdl all.
Azaz:

V = Vi + V, ahol Vi-k a részgrafok csucsai (i = 1,2)

E = E; + E; ahol Ei-k pedig a részgrafok élei (1 = 1,2)

Tegyiik fel, hogy |Vi| = k, ekkor V5| = n — k, igy feltehetd, hogy k < .

Azt szeretnénk, hogy a lehet6 legtobb élt be tudjuk hiizni, ehhez tehat az kell, hogy
a két részgraf az eredeti graf teljes részgrafjai legyenek. Igy osszesen ennyi él hiizhaté
be:



k n—ky _ _ k! (n=k)! _ k(k=1) | (n=k)(n—k=1) _ k2—k4n?—nk—n—kn+k>+k _
(2) + ( 2 ) 21(k—2)! + An—k—2) — ~ 2 + 2 - 2 -

5 —k(n — k) = "5 —k(n — k) = (3) — k(n — k)
Ezt a kifejezést szeretnénk maximalizalni. Ezt pedig gy tehetjiik meg, hogy k-t a le-
hetd legkisebbre valasztjuk, mivel (g) is és k(n—Fk) is pozitiv. Két pozitiv tag kiilonb-
ségét pedig agy tudjuk maximalizalni, ha a kivondand6t minimalizaljuk. Ez pedig
k = lilletve k = n—1 esetén lesz minimalis (a két eset gyakorlatilag ugyanaz). Ekkor

o maximalis élszam (;) —k:(n—k) e (TL— 1) _ n(n;l) i 2(n;1) — (n71)2(n72) _ (ngl)

Tehat ebben az esetben akkor kapunk maximalis élszdmot, ha egy izolalt pontunk

van (azaz a fokszama 0), a masik komponens pedig teljes részgrafot alkot.

Megjegyzés:
e Egy griafban pontosan akkor nincs paratlan hosszi kor, ha paros.

e PAaros n esetén egy n csticsu paros graf esetén a maximélis élszam (3)2, ugyanis

mindkeét osztélyban 2 cstics van, egy csicsbol pedig 7 ¢l huzhato.

e Paratlan n esetén tegyiik fel, hogy az egyik osztalyban k cstics van, a masikban
pedig k + 1 (azaz n = 2k + 1). Ebben az esetben k(k + 1) él hiazhato be

T 2_
maximalisan, azaz e < %.

Hogyan valtozik a helyzet akkor, ha nem akdrmilyen hossza paratlan kort tiltunk

meg, hanem meghatarozott hosszusagut, példaul 3-at?



2. fejezet
Maximalis élszam

Az el6bbi kérdésre a valaszt a Mantel-tétel adja meg nekiink.

2.1. A Mantel-tétel

2.1.1. Tétel (Mantel). Legyen adva egy olyan G(V, E) egyszerd grdf, amely nem

tartalmaz hdarom hosszi kort. Ekkor a grdf éleire teljesil, hogy: e(G) < %2

Bizonyitas: (elsd vdltozat)
Ebben a bizonyitasban gyakorlatilag azt latjuk be, hogy e(G) < a(G)7(G).
Vegyiink egy v € V csticsot. Mivel nem tartalmaz haromszoget, ezért a v szomszédjai

fliggetlen ponthalmazt alkotnak:

Tegyiik fel, hogy G-ben a maximaélis fiiggetlen ponthalmaz meérete k, ekkor igaz,
hogy d(v) < k. Ugyanis ha lenne k + 1 foku csics, akkor a legnagyobb fiiggetlen
ponthalmaz mérete is k + 1 lenne.

Ezutan vegyiink egy olyan fiiggetlen ponthalmazt a G-ben, amelynek a mérete k.

Jeloljiik ezt S-sel. A t6bbi pont altal alkotott halmazt pedig T-vel.



Ekkor e(G) < Y d(v), ugyanis az S halmazon beliil nem fut él. Az egyenléség abban
veT
az esetben teljesiil, ha a 7" halmazon beliil sem fut él, azaz ha a graf paros. Min-

den T-beli pont foka legfeljebb k, mivel minden pont szomszédjai fiiggetlen halmazt
alkotnak. Igy e(G) < Y d(v) < k|T| < k(n — k) < (%)% = 2 ugyanis k(n — k)

) veT 47
feliilrél becsiilhets “--gyel. m

Bizonyitas: (mdsodik vdltozat)
Legyen z,y € V(G) két éllel 6sszekdtott csiucsa a grafnak, azaz {z,y} € E(G). Ekkor
x-nek és y-nak nem lehet koz0s szomszédja, ugyanis akkor keletkezne a gratban egy

haromszog, ami a feltevésiinknek ellentmondana.

N(x) N(y)

Vagyis, ha N(z) és N(y) jeloli z és y szomszédainak halmazat, akkor N(x) és N(y)
diszjunktak. Mivel N(z) elemszama éppen z foka, azaz |N(z)| = d(z), igy azt kap-
juk, hogy:

d(z) +d(y) < n, Volyan z,y € V(G)-re, ahol {z,y} € E(Q).

Ez valojaban egy |E(G)| = e darab egyenlGtlenséghdl 4llo egyenldtlenségrendszer.
Adjuk ezeket Gssze, igy a bal oldalon egy rogzitett x cstcs foka pontosan d(z)-szer
fordul el (annyiszor, ahény csucesal Gssze van kétve, ami pedig pont a fokszam).
Igy azt kapjuk, hogy:

> (d(x))® < ne

z€V(Q)



Mivel a fokszamok Osszege egyenlG 2e-vel, igy helyettesitsiik be a > d(z) = 2e
zeV(Q)
-t az egyenlGtlenségbe, majd alkalmazzuk a szamtani és négyzetes kozép kozotti

egyenlGtlenséget:
(> d@)*<n (d(z))?
zeV(Q) zeV(G)
4
4e? < n(ne)
4
e < -
[

Megjegyzés: A Mantel-tétel valojaban a Turan-tétel egy specidlis esete. Igy gya-
korlatilag egy harmadik féle bizonyitast nyeriink a Mantel-tétel igazolasara, ha a
Turan-tételt mar belattuk, és alkalmazzuk a tételt haromszdgre, mint 3 csiicsi teljes

részgrafra.

Ha a Mantel-tételben szerepld haromszoget tgy fogjuk fel, mint egy harom hosszi
kort, akkor altalanosithatunk! Nézziik meg, hogyan alakul a helyzet, ha 4 hossza kort

nem engediink meg a grafban.

2.1.2. Tétel. 4 hosszi kiort nem tartalmazo eqyszerid grdf élszamdra teljestl, hogy

e(G) < (1 +v4n —3).
Megjegyzés: A bizonyitas soran két dolgot hasznalunk fel.

e A Jensen-egyenlétlenséget, illetve annak egyik kovetkezményét:

Ha az f fiiggvény konvex az I intervallumon, akkor

Ti,...,Tp €1, tlz...:tn:%(neR) és teljestil, hogy

f(x1+~7-1~+xn) S (f(x1)+;;+f($n)

e Valamint azt, hogy

> d(x) = 2e, ahol e a graf éleinek szama.
veV

Bizonyitas: A bizonyitas Gtlete az, hogy a cseresznyéket (azaz a 2 élbgl all6 utakat)

megszamoljuk kétféleképpen. Mivel azoknak a cseresznyéknek a szama, amelyekben

d(z)
2

san (d(;)). Tovabba, mivel a grafban nincs 4 hossza kor, egy pontparra legfeljebb
veV

a cseresznye kozéps6 pontja x, éppen ( ), igy a grafban a cseresznyék szama ponto-



egy olyan cseresznye illeszkedhet, amelynek ezek a pontok a végpontjai, igy a cse-

resznyék szama legfeljebb (;), azaz

> () < ()

veV

Legyen f(z) = (3) = I(I;l) , majd alkalmazzuk f-re a Jensen-egyenlGtlenség kovet-

kezményét (amelyet megtehetiink, hiszen 22 egyiitthatoja pozitiv, tehat f konvex):

Y d=) X (YY)

veV veV
m =
2

Szorozzuk be az egyenlGtlenséget n-nel, majd helyettesitsiik be > d(z) = 2e-t az

veV
egyenlGtlenségbe:
> d(x)
v d(x
n GEH) = ()
veV
4
(;) = ( 2 )
Rendezve az egyenlGtlenséget kapjuk, hogy:
2¢ (2 _
n n (g 1) S n(n2—1)
4
RE-D<n-1
I
4e? —2en —n*(n—1) <0
Ezutédn oldjuk meg a 4e* — 2en — n?(n — 1) = 0 méasodfoki egyenletet e-re. A

megoldasban az egyik gyok sosem lesz pozitiv, igy azt nem kell figyelembe venniink.

Szamolas utan e-re adodik a fels§ becslés:

nty/An2 +16n%(n-1) n
o < Y/ ;16 ( 1)21(1+ I+4n—1)=2(1+/4n—3)) =

2.2. A Turan-tétel

Ebben a témakorben azt vizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani az élek szdmarol,
ha azzal a feltevéssel éliink, hogy a graf nem tartalmaz r cstcsu teljes részgrafot,

azaz K,-t.

Megjegyzés: Ha k = 3, akkor visszakapjuk egy altalunk korabban targyalt esetet,

azaz amikor a graf nem tartalmaz 3 hosszu kort. Ekkor annak a péaros grafnak a
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legnagyobb az élszama, amelyiknek mindkét osztalyaban ugyanannyi csics van (ha
a csucsok szama paratlan, akkor nyilvan az egyik osztélyban 1-gyel t6bb csics van),

és a két osztaly kozott minden él be van huzva. Ekkor e < L”TZJ

2.2.1. Definici6. A teljes v osztdlyi grif olyan egszerd grdf, amelynek pontjai r
osztdlyba sorolhatoak gy, hogy az osztdlyokon belil nem fut él, és az osztalyok kozott

manden él be van hizva.

Ez példaul egy teljes 3 osztalyu graf:

2.2.2. Definicié (Turan graf). A Turdn-grdf olyan teljes r osztalyi grdf, amely-
nek osztdlyaiban az elemek szdma legfeljebb 1-gyel tér el eqymdstol. Az n csicsi, r

osztalyd Turdn-grafot T'(n,r)-rel, éleinek szamdt t(n,r)-rel jeldljiik.

Példa egy 6 csticsi, 3 osztalyn Turan-grafra, azaz T(6, 3)-ra. Eleinek szama: t(n,r) =
12.

Megjegyzés: Egy teljes r — 1 osztalyt grafban nyilvanvaléan nincs teljes r csticst
részgraf. Azt fogjuk a kovetkezSkben belatni, hogy ezen grafok kozott az n cstcst,

r — 1 osztalya Turan-grafnak van a legtobb éle.



2.2.3. Allitas. Legyen G(V, E) n csicsi és r osztdlyi grdf. Ekkor G éleire teljesiil,
hogy: e(G) < t(n,r).

Bizonyitas: Az r osztalyd, nem teljes graf nem lehet maximalis élszamu, mert ha
azt teljessé tennénk, akkor az élszadm néne. Legyen tehat a tovibbiakban a graf teljes
r osztalyt. Indirekt tegyiik fel, hogy a graf maximalis élszdm, de a csicsok eloszlasa
nem egyenletes, azaz léteznek olyan V; és V; osztalyok, amelyekre |V;| > |V} 4 2.
Tegyiik at V; egyik csticsat Vj-be. Azonban ekkor a graf nem teljes, igy moédositanunk
kell, hogy tovabbra is teljes r osztalyu legyen. Fel kell venniink |V;| — 1 darab élt, és
le kell tordlni |V;| darab élt. Ekkor az élszam ennyivel valtozik: (|V;| —1) —|V;| > 0,

amibdl az kovetkezik, hogy az eredeti graf nem volt maximalis élszami. m

Ezutan be fogjuk latni, hogy T'(n,r — 1) a K-t nem tartalmazo6 grafok kozott
is maximalis élszamid. Ehhez azonban elGszor be kell vezetniink egy 1j fogalmat, a

szimmetrizalast, és meg kell ismerkedniink annak tulajdonsagaival.

2.2.4. Definicid. Vegyiink két olyan csicsot, u-t és vt a grafbol, amelyek nem szom-
szédai eqymdsnak. Szimmetrizdljuk a v csicsot az u csticshoz. Ekkor egy olyan G’

grdfot kapunk, amelyre a kévetkezdk teljestilnek:
o A szimmetrizdlds utdn ugyanazok G' csicsai, mint az eeredeti grdfnak.

o Az eljards utdn az ij grafban v ugyanazokkal a csicsokkal van 6sszekdtve, mint

az eredeti grdafban wu.

e minden olyan él, amely nem a v csucsbol indul ki, csak akkor része az 1j

griafnak, ha az eredetinek is része volt.

2.2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy G grdfban szimmetrizilva a vy, ..., v, csucsokat
az u csucshoz G' grdf keletkezik. Ekkor:

(1) a G' grif nem figg a szimmetrizalds sorrendjétdl.

(2) ha az eredeti graf nem tartalmazott teljes r csicsi részgrdfot, akkor a keletkezd
G’ grif sem fog tartalmazni teljes r csicsi részgrdfot.

(8) ha u az eredeti grifban egy mazimdlis foku csics, akkor a szimmetrizdlds sordn
az élszdm nem csokken.

(4) ha u az eredeti grifban egy maximdlis foku csics, tovdbbd a vq,..., v csicsok

kézott fut él, akkor a szimmetrizdlds sordn az élszdm nd.

10



Bizonyitas: (1) Trivialis.

(2) Indirekt: tegyiik fel, hogy az eredeti graf nem tartalmazott teljes r méreti részg-
rafot, és a szimmetrizdlas utan az uj grafban keletkezett K,.. Ebben az esetben
valamely v; is része K,-nek, hiszen csak a vq,..., vy csticsokra illeszkeds élek val-
toztak meg. Mivel G'-ben v; és u ugyanazokkal a cstcsokkal vannak Osszekdtve és
kozottiik nem fut él, igy ha v;-t lecserélnénk wu-ra, akkor ugyantugy K, keletkezne
az 1j gratban. Ez viszont az eredeti grafban is szerepelt volna, 4&m ez ellentmondés,
hiszen feltettiik, hogy G nem tartalmaz K, -t.

(3) Minden v;-re igaz, hogyha a vy, ..., v;_1 csticsokat szimmetrizéljuk, akkor v; foka
nem nd, hiszen u és v; kozott nem fut él. Tehat ha v;-t szimmetrizéljuk, akkor u foka
legalabb annyi, mint v; foka. Vagyis a szimmetrizalas alkalmaval nem csdkkent az
élszam.

(4) Tegyiik fel, hogy vy és vy kozott fut él. Az, hogy mely élek vannak Gsszekotve,
gyakorlatilag a mi szempontunkboél nem 1ényegesek, hisz az (1)-es pontban feltettiik,
hogy a szimmetrizalas alkalméaval a sorrend nem szamit. Elgszor szimmetrizaljuk v;-
et u-hoz, ekkor vy foka cstkken, tehat kisebb lesz u fokanal. Ha most szimmetrizaljuk

vo-t u-hoz, akkor az élszam né. m

2.2.6. Tétel (Turan). Adott n csicsu, e élszdmii, teljes r csicsi részgrdfot nem
tartalmazo G grifra teljesil, hogy e < t(n,r — 1). Egyenldség abban az esetben dll

fenn, ha G éppen az n csicsd, r — 1 osztdlyd Turdn-grdf.

Bizonyitas: A tételt r szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha r» = 2, akkor a
tétel nyilvanvalo. Tegyiik fel tehat, hogy a tétel igaz r — 1-re, és lassuk be, hogy
teljesiil r esetén is!

Tekintsiink egy olyan maximalis élszama G gréfot, amelyre nem tartalmaz teljes r
csucsu grafot részgratként. Tegyiik fel, hogy v maximélis foku cstics G-ben. Ekkor
szimmetrizaljuk u-hoz az 6sszes olyan vy, . . ., v, csicsokat G-ben, amelyek nincsenek
vele 6sszekotve. Jeloljiik Gr-gyel az u szomszédjai altal alkozott csticshalmazt.

A szimmetrizalas (2)-es és (3)-as tulajdonsiga miatt az 1j graf szintén nem tar-
talmaz teljes r csucsu grafot részgrafként. A (4)-es tulajdonsagot felhasznalva az
U, V1, Vg, . ..,V csicsok kézott nem megy él, mivel az élszdm nem ndétt a szimmet-
rizdlas alkalméaval. Ez azt jelenti, hogy minden v; 6ssze volt kotve a szimmetrizalas
el6tt is G7 minden csiicsaval, azaz u szomszédaival, kiilonben az élszam nétt volna.
Val6jaban tehat a szimmetrizalas a grafon nem véaltoztatott semmit sem.

A G graf nem tartalmaz K, i-et, ugyanis ha tartalmazva, akkor hozza véve egy élt,

K,-t kapnank. Tovabb4, mivel G; maximalis élszamu volt, emiatt G is maximalis
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élszamu, és nem tartalmaz K,.-t. Tehat az indukcios feltevés alapjan G, egy r — 2
osztalyu graf, ekkor a G viszont r — 1 osztalyt. Hasznaljuk fel korabbi allitdsunkat,
mely szerint az r osztalyta grafok kozott a Turan-graf a maximaélis élszamia. Ebb6l

mar kovetkezik, hogy G =T (n,r —1). m

2.3. A probléma Altalanositasa

Ha nem azt tessziik fel a G grafrol, hogy nem tartalmaz K, -t, hanem egy tet-
sz6leges H gréafot tiltunk meg, akkor egy sokkal altalanosabb, 6sszetetteb problémat
kapunk.

2.3.1. Definicid. Legyen ext(n, H) annak azn csicsi grifnak a mazimdlis élszama,

amely nem tartalmaz H grdfot részgrafként.
Megjegyzés: A Turan-tétel esetében azt kapjuk, hogy: ext(n, K,) = t(n,r — 1).

2.3.2. Definicidé. Egy G grdf kromatikus szima k, ha a grif csicsait ki tudjuk szi-
nezni k szinnel igy (k—1 szinnel még nem), hogy semelyik azonos szind csics nincs

éllel dsszekotve. A kromatikus szamot x(G)-vel jeldljiik.

A kovetkezd, itt nem bizonyitott tétel megadja ext(n, H) nagysagrendjét:

2.3.3. Tétel (Erdds-Stone-Simonovits). Tetszdleges H esetén

: ext(n,H) _  x(H)-2
lim =5 = 2x(H)-D)

n—oo

ahol x(H) a H kromatikus szdma.

Bizonyitas: Nem bizonyitjuk. m

Megjegyzés: A tétel nem paros H graf esetén megmondja, hogy az élek hanyad
része lehet behtuzva a grafban. Ha H paros, akkor az élszam nagysagrendje kisebb,
mint n?, igy a tételbsl sok mindenre nem kovetkeztethetiink, hiszen y(H) = 2, ebbdl
x(H)-2 _ 2-2 _
1 .

pedig azt kapnank, hogy 2(x(H)—1) — 2—-1

2.4. Paros-grafok maximalis élszama

Az Erdés-Stone-Simonovits-tétel sajnos nem mondd nekiink semmit az élszam
nagysagrendjérél abban az esetben, ha a megtiltott H graf paros. Vizsgaljuk meg,

hogy mit tudunk errél a problémarol mondani néhany nevezetes paros graf esetén.
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2.4.1. Definicio. Kj-lel jeloljik azt a teljes kétosztdlyd grdfot, amelynek osztdlyai

k illetve | elemiiek.

Azt az esetet mar kordbban targyaltuk a 2.1.2-es tételben, amikor a Ky »-t, azaz
a 4 hosszu koroket tiltjuk meg G-ben. Arra az eredményre jutottunk, hogy 3¢ > 0
ugy, hogy e < ent. Véges geometriak segitségével pedig be fogjuk bizonyitani, hogy
ez a nagysagrend el is érhetd.

Nézziik most meg, hogy mit mondhatunk altalanos esetben.
2.4.2. Allitas. Legyen k < 1. Ekkor létezik olyan Cy > 0 szdm, amelyre Vn esetén
ext(n, Ki;) < Cin? %,

Bizonyitas: Az allitast k-cseresznyék segitségével hasonloan belathatjuk, mint a

2.1.2-es tételt. m

Megjegyzés: A legjobb ismert Kj -t nem tartalmazé altalanos konstrukcionak
en?~% darab éle van. A sejtés az, hogy a felsG becslés pontos, ezt erésiti tovabb a

kovetkez tétel is.

2.4.3. Tétel (Kollar-Roényai-Szabo). Ha l > k!, akkor létezik olyan d > 0 szdm,

amelyre ¥Yn esetén

1

ext(n, Ky;) > dn®"%.

Bizonyitas: Nem bizonyitjuk. m

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a paros grafok egy specidlis esetének, a faknak
a tartalmazasat tiltjuk meg. Nézziik meg a teljesség igénye nélkiil, hogy milyen

eredmények sziilettek ebben a téméaban.

2.4.4. Allitas. Ha az n csicsi, e éld grdf éleire teljesil, hogy e > L(k_zl)nj, akkor

a grdaf tartalmaz k €ld csillagot.

Bizonyitas: Indirekt: ha a graf nem tartalmaz k éld csillagot, akkor minden cstcs

foka legfeljebb k — 1, ami pedig ellentmondana a feltételiinknek. m

Ha egy n cstucsa graf diszjunk K, részgrafokbol all, akkor az nem tartalmazhat k éli

utat. Az ilyen grafnak nagységrendileg w éle van. Erdds és Gallai bizonyitottak
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be, hogy a k éld utat nem tartalmazé grafok kozott ez a graf extremalis.

Megjegyzés: Extremalis grafoknak nevezziik az adott tulajdonsigi grafok koziil

a maximalis élszamuakat.

2.4.5. Tétel (Erdés-Gallai). Ha az n csicsi, e éli grdf éleire teljesil, hogy e >

L(k_;)nj, akkor a graf tartalmaz k €éld utat.

Bizonyitas: Nem bizonyitjuk. m

2.4.6. Sejtés (ErdGs-So6s). Ha az n csicsi és e €l graf éleire teljesiil, hogy e >

L(k;)nj, akkor a grdaf tartalmazza az 0sszes k €l fdt.
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3. fejezet

Teljes részgrafok szama

Turan tételének egyik valtozata szerint T'(n, t(n,7 — 1) + 1) nemcsak K,-et tar-

talmaz, de majdnem tartalmaz K, i-et is. Ezt elGszor Dirac mutatta meg.

3.0.7. Tétel. Han > r+ 1, akkor minden G = T'(n,t(n,r — 1) + 1) tartalmaz egy

olyan K, 1-et, amibdl eqy €l kimaradt.

Bizonyitas: A tételt n-re vald teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n = r + 1, akkor
G éppen a K, minusz egy él. Tegyiik fel, hogy a tétel igaz minden olyan grafra,
amelynek kevesebb, mint n csticsa van (ahol n > r 4 2). Vélasszunk egy olyan
r € G csucsot a gratbol, amelyre teljesiil, hogy d(z) = A(G) (ahol A(G) a G
maximalis fokszamat jelenti). Konnyen ellendrizhets, hogy A(G) < A(T'(n,r — 1)),
tehat e(G —z) > t(n — 1,7 — 1) + 1. Az indukcids feltevés miatt G — z tartalmaz

K, 11 minusz egy élt. m
3.0.8. Kovetkezmény. Ha egy n csicsi G grdf nem tartalmaz K,.-t, akkor
AG)<(1--L)n.

Andrasfai, Erdds és Sos bebizonyitottak, hogy ha x(G) > r és K, ¢ G, akkor a

A(G)-re vonatkozo felsé becslés tovabb élesithets a kovetkezdre:

A(G) < (1 - Ly)n = &=Ip

'3

3.0.9. Tétel. Legyenek G grdaf csicsai V = {xy,z9,...,2,}. Ha G nem tartalmaz

K,-t, akkor létezik eqy v — 1 osztdlyd G’ grdf, amelynek csicshalmaza V', és teljesiil,

hogy:

da(x;) < dg(x;), aholi=1,2,...,n
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Bizonyitas: Teljes indukciot végziink r-re. A tétel r = 2 esetén nyilvanvald. Te-
gyiik fel tehat, hogy r > 2, és a tétel igaz kisebb r esetén. Vegyiink egy maximalis
foku csucsot, és jeloljiilk W-vel ennek a cstcsnak a szomszédjait. Legyen H az a
részgraf G-ben, amelyet W feszit. Ekkor H nem tartalmaz K, i-et. Az indukcids
feltevés szerint létezik egy r—1 osztalya H' graf, amelyben a csticsok fokszdmat nem
csokkentettiik. Allitsuk el G'-t a H' segitségével oly modon, hogy minden csiicsot
a V — W halmazbol kossiink 6ssze minden W-ben 1évé csticesal. Azonnal adodik,
hogy a cstcsok foka G'-ben legalabb akkora, mint G-ben, és a konstrukcié miatt G

r — 1 osztalyl. m

3.1. Haromszogek szama

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogy mennyi a haromszogek, azaz a Kj-asok
minimalis szdma egy G grafban. Jeldlje k.(G) a grafban 1év6 K,-esek szamat. Ezek

alapjan tehat a ko(G) jelenti azt, hogy mennyi a G graf élszama; és k3(G) a ha-

romszogek szamat jelenti. Jeloljik (d;)7 az n csticst grafban a fokszamok soroza-

tat. Ekkor G komplementerenek azaz G-nek a fokszamsorozatit (d;)} jeloli. Erre

(d)? = (n—1—d;)7. Igy Z ( ') darab szomszédos élparunk van G-ben, G-ben pe-

dig Z (” 1= dl) Ezek az 0sszegek a kovetkezGképpen is szamolhatoak: minden egyes

2
ks3(G ) + k3(G) haromszoghél G és G’ harom ilyen élpart tartalmaz, mig a maradék,

(5) — k3(G) + ks3(G) cstcsharmasok pontosan egy élpart tartalmaznak. Ebbol
2 (5 + 2 (75 = 3h(6) + k(@) + (3) = h(6) — k()
Ezt atalakitva kapjuk a kovetkezét (€ a G-beli élek szama):
ks(G) + Es(G) = (2) — (n— 2)e + é (B) = (1) - (n—2e+ é (@)

3.1.1. Tétel. Egy n csiucsi grif és annak komplementere legaldbb 2—14n(n —1)(n—>5)

hdromszéget tartalmaz.

Bizonyitas: Felhasznalva a fenti eredményt, adodik a tétel allitasa.
n 2e/n n 2e(n?—n—2e
(5) — (n—2)e + n(* / ) =(3) —% > n(n—1)(n—>5). =
3.1.2. K6vetkezmény. Egy n csicsi és e €li G graf legaldbb (4e —n?) hdrom-
szoget tartalmaz.

Bizonyitas: Ismét a fenti eredményt hasznéljuk fel, miszerint
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3hs(G) < 32 (3):
€ helyére irjuk be, hogy & = (;‘) — e, igy a kovetkezot kapjuk:

k3(G) < (3) — (n —2) + n(*?) = £(4e — n?)

3.1.3. Definicid. 2 < p < r < n esetén definidljuk a kévetkezdt:
k(2 > 2) = min{k, (G) : ky(G) = 2,|V(G)] = n}

A feladatunk, hogy megbecsiiljiik k,(k; > z)-t. Megjegyzendd, hogy ez azt mondja
meg, hogy mennyi a minimalis K ,.-esek szdma egy olyan n csticst grafban, amelyben
a K-esek szdma legalabb .

Rogzitsiik az r,p,n € Z szdmokat, és vizsgéljuk k(z) = k.(k; > x) -t, mint z
fiiggvényét. Ha G = T'(n,r — 1), akkor:

k(x) = k.(ky > x) =0, hax < k,(T'(n,r —1)).

A tovabbiakban tegyiik fel tehat, hogy k,(T(n,r — 1)) <z < (7).

= \p
3.1.4. Definicid. Legyen ¢(x) = ¢P(x,n) az a mazimdlis konvex figgvény, amelyre

teljestil, hogy:

e ky(T(n,r—1)) <z < (Z) intervallumon van értelmezve, és

o Y(kp(T'(n,q))) < kp(T(n,q))
3.1.5. Tétel. k(z) = k.(k; > x) > ¢(z) = PP (x,n)

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy ¢ > 0. Jelolje G azon n cstcsu grafok halmazat,
amelyeknek a cstucsai V' = {z1,...,z,}. Ezek utan definidljunk egy f. fiiggvényt a

G-n a kovetkez&képpen:
fe(G) = ky(G) — ¢k, (G) ahol G € G.

Mivel ¢(x) konvex, igy a tétel bizonyitasahoz elég azt belatni, hogy f. felveszi a
maximumot a G € T-re (ahol T = {T'(n,q) : ¢ =1,2,...,n} C C), ahol C azokbdl a
G € G-beli grafokbol all, amelyek teljes ¢ osztalytak valamely ¢-ra. Ahhoz, hogy ezt
igazoljuk, bevezetjiik az }; fliggvényt, amellyel az f. fiiggvényt tudjuk kozeliteni, és
err6l az ]Z/—rél fogjuk beldtni, hogy felveszi a maximumot a G € T -re.

Legyenek y,aq,...,a, > 0 algebrailag fiiggetlen szamok. Ha K egy olyan teljes

részgraf, amelynek csiucsahalmaza V(K'), akkor legyen:
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z, €K
wy(G) = KZGw(Kq),
qC

fy=10,(G) = ywi(G).

Tovabba 1 <7 < n esetén legyen:
wy(G) = > w(kK,),
{z;}CK4,CG

fi=wi(G) — ywi(G).

Legyen Gy € G olyan graf, amelyre fy felveszi a maximumot. Feltehetjiik az alta-
lanossag megszoritasa nélkiil, hogy G minden éle legalabb egy K,-ben benne van.
Tegyiik fel, hogy z; és x; nem szomszédos cstcsok Go-ban. Ekkor:

~

fy (Go) =f} (Go)+ f] (Go) + A
ahol A csak a Gy — z; — x; graftdl fiigg. Tegyiik fel, hogy

fl GO f G()
1+al 7& f—«—aj
U

filGo) _ fa(Go)
1+C‘fi 1+aj

Toroljiik a gratbol az z;-bdl kiinduléd éleket, majd x;-t kossiik Gssze minden olyan
csuccsal, amivel x; is Ossze van kotve. Ezzel az eljarassal kapunk egy 1j grafot,

jeloljiik ezt GY-val. Ekkor teljesiil, hogy:

£y (Gh) > 1, (Go)

Mivel ez ellentmond a feltételiinknek Gy-rol, igy arra a kovetkeztetésre jutottunk,

hogy
(1+0;) i (Go) = (1+ as) fi (Go)

Ebbél, valamint y, a4, ..., o, fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy z; és z; pontosan
ugyanazokkal a csticsokkal vannak 6sszekotve. Tehat Gy € C.

Fontos megjegyezni, hogy ha }”; (G) — [.(G) (y — ¢) és ay, ..., a, — 0, akkor
fe(G) felveszi a maximumat valamely G € C-re.

Ahhoz, hogy a bizonyitast befejezziik, meg kell még mutatnunk, hogy G-t vélaszt-
hatjuk 7-bdl. Feltehetjiik az altalanossag megszoritasa nélkiil, hogy ¢ irracionélis.
Azt kell még bizonyitanunk, hogy minden olyan G € C-re, amelyre f. felveszi a ma-

ximumat, a G graf benne van 7-ben is. Legyen G € C egy ilyan graf, és tegyiik fel,
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hogy G, olyan teljes g-osztalyu graf, amelynek a,,...,a, pontja van az egyes osz-
talyokban (0 < a; < ay < ... < q,). Feltehet$ az altalanossag megszoritasa nélkiil,
hogy ¢ > r, kiilonben a maximum 0, amit G = T'(n,r — 1) esetén ér el. Tehat, ha

q > r, akkor
fe(G1) = a1ayB1 — caragBy + C = ayay(By — cBy) + C

ahol By, By és C' nem nulla raciondlis szamok, és csak ag, as, . .., q,—1-t6l és a; + a,-
tol fiiggnek. Ekkor By — ¢By # 0. Tegyiik fel tehat, hogy By — ¢By > 0, kiilénben
lecserélhetnénk aj-et és a,-t O-ra és a; + ag,-1a, és ez cs6kkentené f.(Gy)-et. Végiil
az, hogy By — c¢By > 0, azt jelenti, hogy a, < a; + 1, kiilonben felcserélnénk a;-et
aj + 1-re, a,t pedig a, — 1-re, de ezzel ismét csokkentenénk f.(G1)-et.

aq < a1 + 1 pedig pontosan azt jelenti, hogy G; = T'(n,q) € T, és pontosan ezt
kellett beldtnunk. m

3.1.6. Kovetkezmény. Legyen 2 < p < r < n. Ha G tébb K,-t tartalmaz, mint
T(n,r —1), akkor G tartalmaz K-t is.
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4. fejezet
Véges geometriak

Véges geometriak segitségével konstrudlunk olyan Kso-t (azaz 4 hosszi kort)
nem tartalmazé grafot, amelynek cn2 éle van, vagyis belatjuk, hogy a koradbban
szerepelt becslés pontos. Ehhez azonban sziikségiink van el6bb a véges geometridk

megismerésére.

4.1. A véges geometria fogalma és tulajdonsagai

4.1.1. Definicié. Legyen X eqy véges alaphalmaz. Ezen alaphalmaz Ey, Es, ..., E,,

részhalmazainak rendszerél véges geometridnak nevezzik, ha

(2) Vz,y € X-ra létezik olyan E;, hogy {z,y} C E;

Megjegyzés:

o Altalaban, amikor véges geometridkrol beszéliink, akkor halmaz helyett az
egyenes, elem helyett a pont, tartalmazas helyett pedig az illeszkedés kife-

jezéseket szoktuk hasznélni.

e Trividlis (elfajuld) véges geometria példaul:
Ei = {l',yi} (Z = 17'-'am)7 Em = {ylv'-'aym—l}
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Vi V 2 vm-l

4.1.2. Definicio. A véges geometria néhdny pontja dltaldnos helyzetd, ha semelyik

hdrom pont nem illeszkedik ugyanarra az egyenesre.

4.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy véges geometria nem elfajulo, ha létezik

néqy dltaldnos helyzetd pontja.

Megjegyzés: Nevezetes hételemt, nem elfajuldé véges geometria a Fano-féle véges

geometria.

4.1.4. Definicio. A véges geometria P pontjinak rendjét a rajta dthalado egyenesek

szdma hatdrozza meg.

4.1.5. Lemma. (i) Ha © ¢ E;, akkor x foka |E;|
(i1) Tegyiik fel, hogy 1, xo,x3, x4 dltaldnos helyzetid pontok. Ekkor van olyan q ter-
mészetes szam, hogy a négy pont mindegyikének foka q + 1, és minden dltaluk meg-

hatdrozott eqyenesre pontosan q + 1 pont illeszkedsk.

Bizonyitas: (i) Mivel az F; minden pontjan pontosan egy olyan egyenes megy at,
amely x-re illeszkedik (és ezek kiilonbézek), tovabba mivel minden z-re illeszkedd
egyenes metszi az F; halmazt, igy adodik az allitas, miszerint = foka éppen |E;|.
(ii) Tegyiik fel, hogy ¢+ 1 az x1 és xo pontokon atmend egyenesre illeszkedd pontok
szama. Az (i) alapjan x3 as x4 foka pontosan ¢ + 1. Ha ugyanezt megismételjiik
minden pontpéarra, akkor abbol adédik, hogy minden egyenesre pontosan g+ 1 pont
illeszkedik. m
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4.1.6. Tétel. Minden nem elfajulo véges geometridhoz 3 olyan q természetes szdm,
hogy

(a) minden elem q+ 1 foki

(b) Vi-re |E;| = q+1

(c) [Hl=¢+q+1

(d)m=q¢+q+1

Bizonyitas: (a) Tegyiik fel, hogy x1,x9, z3, 4 altalanos helyzetd pontok. Ekkor
létezik olyan ¢ szam, hogy ennek a négy pontnak a foka g + 1, és az altaluk megha-
tarozott egyenesekre pontosan ¢ + 1 pont illeszkedik.

Legyen y tetsz6leges H-beli pont. Ekkor teljesiil, hogy az x; és zo-n, valamint az
x1 6s x3-on atmend egyenesek koziil y legfeljebb csak az egyiken lehet rajta. Ebbgl
kovetkezik, hogy y foka is ¢ + 1.

(b) Mivel minden egyenes esetén van olyan pont az xy, z, 3, x4 pontok koziil, ame-
lyik nem illeszkedik az adott egyenesre, emiatt minden egyenesre pontosan ¢ + 1
pont illeszkedik.

(c) Az (a) és (b) pontok alapjan szamoljuk Gssze egy adott egyenesen a ra illeszkedd

pontok szamat! Ekkor azt kapjuk, hogy:

H =1+ (q+1)g=¢+q+1

(d) Még meg kell hataroznunk az egyenesek szamat is. Ezt gy kaphatjuk meg, hogy
tudjuk, hogy egy egyenesre pontosan ¢*+q+ 1 pont illeszkedik. ¢+ 1 egyenesre tehat
(¢ +1)(¢* + g + 1) pont illeszkedik. Ezt még le kell osztanunk a pontok szdméaval,
igy kapjuk, hogy:

(g+1)(g*+q+1)

g =t g+

nm=

Megjegyzés: A tételben szerepls ¢ szamot a véges geometria rendjének nevezziik.

4.1.7. Allitas. Ha p primszdm, akkor létezik p-edrendd nem elfajuld véges geomet-

riq.

Bizonyitas: Vegyiik a {0,1,...,p — 1} elemekbdl képzett harom hosszisagu soro-
zatokat gy, hogy hagyjuk ki beldle a (0,0,0) vektort. A maradékon legyen adva a

kovetkez§ ekvivalencia-relacio:
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(Jﬁ,y,Z) ~ (kl',/{y,kZ) (HlOd p)> ha k € {07 17 Y 1}

Ennek az ekvivalencia-relacionak az ekvivalencia-osztalyai p—1 elemiiek, igy szamuk

pP-1
p—1

ezeknek az ekvivalencia-osztélyoknak a halmaza, melyet jeloljiink H-val. Az (a, b, c)

= p? + p+ 1. Legyen az altalunk konstrualandé véges geometria alaphalmaza

ekvivalencia-osztalyt pedig jeldljiik (a, b, ¢)-vel.
Most még difinalnunk kell az egyeneseket ebben a véges geometriavan: Vh = (a, b, c) €

H-hoz legyen

Ep ={(z,y,2);ax + by +cz =0 (mod p)}

Megallapithato, hogy Ej, fiiggetlen h és (z,y, z) valasztasatol.
Igazolnunk kell még, hogy barmely két Ej-nak egy kozos mellékosztalybeli eleme
van, és barmely két mellékosztalyt pontosan egy Fj, tartalmaz. Ennek teljesiiléséhez

azt kell észrevenni, hogy (u1,v1,wy) % (ug, v, ws) esetén az

€ + vin+wi¢ =0 (mod p)
up€ + van + we¢ =0 (mod p)

egyenletnek pontosan egy szabadségi foka van a &, 7 és ( valtozokban. Alkalmazzuk
ezt elGszor az u; = a;,v; = by, w; = ¢; egylitthatokkal az x,y, z valtozokra, majd az
u; = T, v; = y;, w; = z; egylitthatokkal az a, b, ¢ valtozokra.

Végezetiil mutatnunk kell még négy altalanos helyzetd pontot a konstrudlt véges

geometriaban. Ez a négy altalanos helyzetii pont pedig:

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)

4.2. A Riemann- és a Brown-konstrukcio

Mostmaér elegendd ismeretiink van a véges geometriakrol ahhoz, hogy megkonst-
rualhassunk egy olyan grafot, amely nem tartalmaz 4 hosszu kort és en? éle van.

4.2.1. Allitas. 3 olyan ¢ > 0 szdm, amelyre Vn esetén

ext(n, Ko9) > cns.
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Bizonyitas: (Riemann-konstrukcio)

A tételt a Riemann-konstrukcio segitségével bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy § =
p? + p + 1, ahol p primszam. Az el6z6 allitas miatt ekkor létezik p-edrendid nem
elfajulo véges geometria. Legyenek a véges geometria egyenesei a paros graf egyik
pontosztilya, mig a véges geometria cstcsai a paros graf masik pontosztalya. Ebben
a grafban az x; pontot akkor és csak akkor kossiik 6ssze az E; egyenessel, ha x; rajta
van az F; egyenesen. Mivel barmelyik két pontra csak egy egyenes illeszkedhet, igy

a megkonstrualt paros graf nem tartalmaz Kjo-t. A graf csicsainak szama tehat:
n=2(p*+p+1)~p’
éleinek szama pedig:

e=(p?+p+1)(p+1)~p®~nz.

Megjegyzés: Mit mondhatunk az élek szamarol, ha a graf nem tartalmaz K 3-
at? A kérdésre a valaszt a Brown-konstrukcié adja meg nekiink, am még miel&tt

ratérnénk, béviteniink kell néhany definicioval ismereteinket.

4.2.2. Definicié. Véges affin siknak neveziink eqy olyan X nem tres halmazt, amelyre

a kovetkezdk teljestilnek:
e Minden pontpdrra pontosan eqy eqyenes illeszkedik.

e Ha adva van eqy e egyenes és eqy rajta kivil fekvd P pont, akkor egyértel-
mien létezik olyan [ egyenesen, amely dtmegy a P ponton és nem metszi az e

egyenest.

o Létexik négy olyan pont, amely kozil semelyik hdrom sem esik eqy egyenesre.

4.2.3. Definicio. Legyen K eqy test, és tegyiik fel, hogy n > 2. A K-feletti n di-
menzios vektortér vektorait pontoknak, az eqydimenzios linedrisok sokasdgait pedig
eqyeneseknek nevezziik. Azt mondjuk, hogy eqy pont illeszkedik eqy egyenesre, ha az
adott vektor eleme annak az adott linedris sokasdgnak. Az igy definidlt struktirdt

K-felette n dimenzios affin altérnek nevezzik.
Megjegyzés:
e Ha egy kétdimenzios vektortérbdl indulunk ki, akkor pont affin sikot kapunk.
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o AG(n,q)-val jeloljiik az olyan n dimenziés vektortérbdl képzett affin teret,

amelyet egy q elemt véges test felett konstrualtunk.

4.2.4. Allitas. Ha egy Affin siknak van olyan P pontja, amelyre pontosan q egyenes
wleszkedik, akkor:

o az Affin sik minden egyenesére pontosan q pont illeszkedik,
e a sik muinden pontjdn pontosan q + 1 egyenes halad dt,
o a siknak Osszesen ¢* pontja és q* + q egyenese van.

Ezt a q szamot az Affin sik rendjének nevezzik.
Bizonyitas: Nem bizonyitjuk. m

4.2.5. Definicié. Mdsodrendi feliiletnek nevezziik azokat a térbeli alakzatokat, ame-

lyeknek az egyenelte a koordindtdkban mdsodfoki. Altalinos alakja:
Ar> + By + C22 + Doy + Byz + Frz+Gr + Hy+ Iz + K =0

ahol A, B,C,D,E,F,G,H,I,J,K € R.

4.2.6. Tétel (Brown-konstrukcid). Legyen adva egy egyenlet, amely az AG(3,q)
eqy € elliptikus mdsodrendi feliletét adja meg: x* + liy* + 1y2* = 1. Definidljuk az
AG(3, q) pontjain eqy grifot a kévetkezd mdodon: kissik dssze az (x,y, z) pontokat az
(a,b,c) pontokkal abban az esetben, ha (z —a)? +1;(y —b)> +l2(z — ¢)* = 1 teljesiil a
pontokra. Az igy megkonstrudlt grifnak nagysdgrendileg ns éle van, és nem tartalmaz
K3 3-at.

Bizonyitas: Az £ masodrendii feliilet az idedlis sikot az 2 + l;y? + [,2? = 0 egyen-
lett ktpszeletben metszi. Emiatt a pontjainak szdma ¢* + 1 — (¢ + 1), azaz éppen
¢*> —q. Mivel a mi egyenletiink x2 41,92 +1,2? = 1 az idealis esethez képest £-nak egy
eltoltja, és az (a, b, c) pontok azon vannak rajta, igy teljesiil, hogy minden pont foka
¢*> — q. Ebbol kovetkezik, hogy az élek szama e = $¢°(¢*> — ¢). Mivel jelen esetben
n = ¢, igy adodik a becslés, hogy e ~ %n%

Legyen adva a kovetkezd harom pont: A(ay,ag,a3), B(by, by, b3) és C(cq1,c2,c3). Je-
16lje rendre E4, Ep és E¢ a harom pont szomszédainak egyenletét, azaz a harom eltolt

mésodrendi feliilet egyenletét. Ez a hdrom egyenlet tehat:
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(r—a1)? +lh(y—a)* +h(z—a3)? =1
(x — 61)2 + ll(y — b2)2 + lQ(Z — b3)2 =1
(ZE — 61)2 + l1<y — 02)2 + lQ(Z — Cg>2 =1

Ekkor csindljuk a kévetekzét: vonjuk ki az elsé egyenletet a mésodikbol és a harma-
dikbol is. Igy kapunk két linearis egyenletet. Egyértelmi, hogy a két linearis egyenlet
nem lehet azonos, tehat metszetiik vagy egy egyenes, vagy iires. Tudjuk, hogy €4
nem tartalmaz egyeneset, ezért ez az egyenes, ami megoldasa a linearis egyenletek-
nek, legfeljebb két pontban metszheti £4-t. Azaz A, B és C' szomszédainak szama
legfeljebb ketts. m

A Brown-konstrukcié intuitiv tartalma az, hogy a valds térben, ha O6sszekotjiik
az egy tavolsagra 1évé pontokat, akkor ez a graf nem tartalmaz Kjs-at. Hiszen,
ha vesziink harom pontot, akkor az ezek mindegyikétsl 1 tavolsdgra 1év6 pontok a
haromszog sikjara merdleges egyenesen vannak, igy csak két ilyen pont lehet, a sik

mindkét oldaldn egy-egy.

4.3. Neégyszogmentes grafok

A négyszogmentes grafok egyik lehetséges altalanositasa azon grafok vizsgéalata,
amelyek nem tartalmaznak 5,6, 7 ... hosszi kort. Ezekrél kevesebb ismert, az alabbi

megjegyzés azonban beleillik a mi targyalasunkba.

4.3.1. Definicié. Altaldnositott négyszignek neveziink egy (P,&,1) hdrmast, ahol
P és E diszjunkt halmazok (ezeknek az elemeit pontoknak illetve egyeneseknek ne-
vezziik), | CP x &, és valamely s,t pozitiv egészekre

(1) P minden eleme E-nek pontosan t+ 1 elemével dll reldcidban, azaz minden pon-
ton dtt+ 1 egyenes meqy.

(2) € minden eleme P-nek pontosan s+ 1 elemével dll reldcidban, azaz minden egye-
nesen s + 1 pont van.

(8) Ha (P,E) nem illeszkedd pont-eqyenes pdr, akkor egyértelmien létezik olyan
(P', E") pont-egyenes pdr, melyre PIE'IP'IE teljesil, azaz egyértelmien létezik az

adott ponton dtmend, a pontra nem illeszkedd egyenest metszd egyenes.

Megjegyzés: Tegyiik fel, hogy adva van egy pont és egy egyenes, amik nem il-
leszkednek. Ekkor egyértelmtien létezik egy egyenes ezen a ponton at, ami a mésik

egyenest metszi.
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4.3.2. Tétel. Tegyik fel, hoyg adva van egy (q,q) rendd dltaldnositott négyszog. Ez
eqy olyan n = 2(¢® + ¢*> + q + 1) csicsi grafot hatdroz meg, amely nem tartalmaz
3,4,5,6,7 hosszi kért.

Bizonyitas: Konstrudljunk egy paros grafot a kévetkezdképpen: legyen az egyik
osztalyadnak elemei a véges geometria pontjai, a masik osztalyanak elemeni pedig a
véges geometria egyenesei. Ekkor a konstrualt grafnak valoban n = 2(¢®>+¢*+q+1)
csucsa van. Ebben a grafban nem létezik 3,5 és 7 hosszi kor, mert a graf paros. A 4

és 6 hosszi kor nem létezése az altaldnositott négyszog definiciojabol kovetkezik. m

A Moore-grafok elmélete - egy specidlis esetben - egy mésik olyan téma, ami
pont beleillik a targyalasunkba. Ez a témakor arrél szol, hogy keresiink egy olyan r

regularis grafot, amelyben nincsen g-nél révidebb kor.

4.3.3. Definicié. A grdafban eléforduld legrovidebb kir hosszdt (= g) a graf béségéek

vagy keriletének nevezziik.

Erdés és Sachs bebizonyitottak, hogy barmely g és barmely r esetén létezik ilyen
graf. Igy a tovabbiakban értelmes kérdés, hogy vajon mennyi az ilyen graf csicsainak
minimalis szdma? AlapvetGen a g = 6 esettel foglalkozunk, a tobbi esetet csak emlités
szintén targyaljuk.

bélda:

Ha r = 3 és g = 5, akkor n > 10. Ha az egyenlGség teljesiil, akkor kapjuk az

tgynevezett Petersen grafot |9, |.

Vegyiink egy csticsot a gratbol, majd szamoljuk meg a szomszédjait, majd a szom-
szédjainak szomszédjait. Feltehetd, hogy ezek a csticsok mind kiilénbozéek, ellenkezé
esetben ugyanis keletkezne a grafban 5-nél révidebb kor. Az ilyen graf csticsainak
szdma tehat legalabb 14+r-+7(r—1) = 1+72. De vajon meg lehet-e adni 1472 csticson

5 béségl grafot? Hoffmann és Singleton bizonyitottdk be, hogy csak az r = 2,3, 7

27



és b7 esetekben lehet megadni ilyen grafot, més esetben nem. Ha r = 2, akkor a
keresett graf az 5 hosszu kor, ha pedig r = 3, akkor ez a graf éppen a Petersen
graf. Az r = 7 esetre-re Hoffmann és Singleton konstruélt 5 bdségit grafot, azonban
r = 57-re egyelGre nem ismert, hogy létezik-e ilyen graf.

Ha ezt a gondolatmenetet kiterjesztjiik paratlan g-re, akkor nagyon hasonlot ka-
punk. Ebben az esetben tehat egy r regularis és g bdségl graf csicsainak szama
legalabb

g—3

n<l+r+rir—1)+...+r(r—1)=.
Most térjiink at az r = 6 esetre.

4.3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy adva van eqy r-requldris, 6 bdségi grdf. Ekkor a csi-
csaira teljesiil, hogy n > 2(1+(r—1)+(r—1)?). Egyenldség abban az esetben teljesiil,
ha a grif eqy projektiv sikhoz tartozo pdros grdf, amelynek eqyik pontosztilya a vé-
ges geometria pontjai, mdsik pontosztilya a véges geometria egyenesei, és abban az

esetben van dsszekdtve a v; pont az e; egyenessel, ha v; rajta van az e; egyenesen.

Bizonyitas: Vegyiink egy tetszileges élet a grafbol. Tekintsiik ennek az élnek a két
végpontjanak szomszédait, majd azok szomszédait. Ezeknek a pontoknak paronként
kiilonbozének kell lenniiik ahhoz, hogy a grafban ne keletkezzen egy 6 hosszt kor.
Ebbdl a csticsok szaméra vonatkozo becslés mar adodik.

Végezziik el a kovetkezd eljarast a csucsokon: szinezziik a kiindulasi él egyik vég-
pontjat kékre, a masikat pirosra. Ezutan tekintsiik a piros cstics szomszédait, és
szinezziik azokat kékre, és forditva: a kék csiics szomszédait pirosra. Folytassuk az
eljarast agy, hogy az eddig megrajzolt élek mindig két kiillonb6z6 szinti pontokat
kossenek Gssze. Ha nincs tovabbi él a grafban, akkor a keletkez6 graf paros, hiszen
két szinnel tudtuk szinezni a csicsokat. Raadasul ennek a paros grafnak a két pont-
osztalydban a csiicsok szama egyenld.

Be kell még latnunk, hogy azonos szinti pontoknak csak egy koézos szomszédja lehet.
Vegyiink egy tetszéleges pontbol (v-bél) kiindulo élt a grafbol, és valasszuk ezt ki-

indulési élnek. Ekkor a masik él:

e vagy v-vel azonos oldalon van, az él szomszédainak szomszédjai kozott. Ebben
az esetben ugyanis a kozos szomszéd az elsé szomszédok kozott van, a masik

oldalon.
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e vagy az v-bdl kiinduld él masik végpontjanak els§ szomszédai kozott van. Ak-

kor a kozos szomszéd az v-bdél kiindul6 él mésik végpontja.

Ezt felhasznalva nem lenne mar nehéz megmutatni, hogy a graf projektiv sikhoz

tartozo paros graf kell, hogy legyen. m

Megjegyzés: A bizonyitast befejezhetnénk a Zarankiewicz probléméra hivatkozva
is, amely azzal a kérdéskorrel foglalkozik, hogyha adva van egy nxm-es négyzetrécs,
akkor maximalisan hany olyan pontot vilaszthatunk ki a négyzetracs pontjai koziil,
amelyekre az teljesiil, hogy barmely négy pont nem alkot a koordinatatengelyekkel
parhuzamos téglalapot.

Megjegyzés: Ha az elGbbi tételben szerepld bizonyitast lemasoljuk paros g-re,

akkor a kovetkez6t kapjuk eredményiil:
W20 (= 1) (= 1P+ DE)

Ennek a Moore-grafnak a csticsainak szamat meg tudjuk becsiilni tgy, a grafban
ha vesziink két tetszéleges pontot, akkor a pontok tévolsidga legfeljebb g — 1. Ebbdl

adodik a becslés, mely szerint:

n<l4+r4+rr—1)+...+r(r—1)972%<-(r—1).
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