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Bevezetés

A kozgazdasagtan olyan tarsadalomtudomény, amely a gazdasigi rendszerek
vizsgalataval foglalkozik. Az eleinte politikai gazdasdgtannak nevezett tudoméany
tertilettel a pénz, az anyagi értékek, a gazdasag szervezett iranyitdsanak megjelenése
miatt mar az okorban a gorog, és romai tudosok is foglalkoztak. Ennek ellenére a
18. szazadig nem szilettek alaposan kidolgozott gazdasagi rendszerek. Ekkor kezdték
mélyebben vizsgdlni a gazdasagi jelenségeket, ennek koszonhetden jott létre a modern
politikai gazdasagtan, melynek atyja Adam Smith volt. A 19. szazad végén az egész
tudomany 1j irdanyzatot vett, ekkortol kezdték kozgazdasdgtannak nevezni. Az 1j
irdnyzat legfobb célja az volt, hogy a kozgazdasagtan sokkal tudomanyosabb legyen,
fiiggetlen a filozofiai és politikai szemléletektol, ekkor keriilt elotérbe a matematikai
eszkozok alkalmazdsa. Ezt az 0j irdnyt neoklasszikus kozgazdasdgtannak nevezik [6] [7].

Szagdolgozatomban ezen irdnyzat néhany eredményét vizsgaljuk.
Az elso fejezetben egy piacgazdasagi modellel a Walras-féle piacmodellel foglalkozunk.

A maésodik fejezetben a makrodkonémia felé vessziik az iranyt és Phillips stabilizacios

modelljével foglalkozunk.

A harmadik fejezetben Solow és Swan neoklasszikus noévekedési modellje keriil

bemutatésra.

Végiil a negyedik fejezetben néhany, a dolgozatban felhasznalt, de bizonyitasra nem

keriilo tétel van Osszegytijtve.



1. fejezet

A Walras-féle piacmodell

Ebben a fejezetben egy mikrotkonémiai modellt, a Walras-féle piacmodell vizsgaljuk,
ehhez a Dinamikus modellek a kozgazdasidgban [1] és a Mathematical Methods and

Models in Economic Dynamics [2] cimi konyvek lesznek segitségiinkre.

1.1. Bevezeto

Tegyiik fel, hogy m darab aru van a piacon, jelolje p;(t) a j-edik dru arat a ¢ € [0, +00)
idépontban, tegyiik fel, hogy p; nemnegativ, differencidlhaté fiiggvény, és vezessiik be
a kovetkez6 jelolést p; := p;(t), valamint jelolje Ej(p1,...,pm) a j-edik arura vonatkozd

tulkeresletet, ahol E; : [0,400)™ — R differencialhaté fuggvény (j € {1,...,m}).

1.1 Tétel. (A piac alaptorvénye) A  tilkereslet emeli az drat, azaz  ha
E;(p1,-.-.pm) > 0, akkor a p; figguény lokdlisan névekedd a (p1,...,pm) pontban. A
tulkindlat csokkenti az drat, azaz ha Ej(p1,...,pm) < 0, akkor a p; figgvény lokdlisan

csokkend a (p1,...,pPm) pontban.

1.2 Megjegyzés. Ez csak az tugynevezett sznob druk esetén - a vevok gy gondoljik,
hogy minél dragabb, anndl jobb, ezért eqyre tobbet vesznek - nem teljesil, de a modellben

ezeket nem vizsgdljuk.

1.3 Definicié. Egy (ps, ..., p5) € R pontot egyensilyi drrendszernek nevezink, ha

E;pf,.--.p5) =0 (je{l,....,m}), azaz ha nincs se tilkereslet, se tulkindlat.
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
Apj == p; — p},
AFjj(pl? RN pm) = Ej(pla sy pm) - Ej(pia RN pﬁq)

J. R. Hicks vizsgalatai soran megéllapitotta, hogy a tulkeresleti fliggvények a kovetkezo
alaktak lehetnek:
1. Ha Ej lineéris fliggvény, akkor
Ej(p1;- .., Pm) = ajip1+ -+ + @jmPm

alakd, ahol aji, ..., aj, € R allandok.

Ekkor
AEj(plv R pm) = Ej(plv R pm) - Ej(piﬂ oty pi’n) =
= aji(p1 — PS) + -+ @jm(Pm — Ph) = @j1AP1 + -+ + A Apm = > a;Ap;.
=1

2. Ha E; nemlinedris, akkor linearizaljuk, léteznek aji,...,a;, € R allanddék és

Wjt, ..., Wiy, © [0,4+00)™ — R differencidlhato figgvények, hogy

E;(p1;.--,Pm) = ap1+- -+ @jmPm+w;1(P1, -, Pm)P1+ -+ Wjm(P1,s- - -, Pm)Pm,

lim Wik(p1,---.Pm) =0 (ke {l,...,m}),
(P1,~~-7Pm)‘>(pi:--~7pﬁq)
lim Ow;k(p1,--.,pm) =0 (k,le{l,...,m}).

(p17"'7pm)_>(p?_7"'7pem)

Ekkor

Ei(p1,--,Pm) — Ej(PT, - Pm) = @j1(p1 — PI) + - + @jm(Pm — Ph) +

linearis tagok
+ w1 (p1s- - Pm)(P1 — PT) + -+ Wjm(P1:- - - s Pm) (Pm — Pin)s
hibatag
. E'pea"'ape—apape a"'ap?n _E’pew"vp?n

ajk:hme J(l k—15 Pky Pk+1 ’ ) 3(1 ):akEj(Piy---,an)

Pk—>Py Pk — Pk
Ezeket felhasznalva
(1.1) AE;(p1,- - Pm) = Y OiE;(pS, . .., PR)Api 4+ Y wi(p1, - - - Pm) Ap;.

i=1 i=1



1.2. Stabilitas fogalmak

A piac az esetek tobbségében nem egy egyenstlyi allapotban van, ezért a vizsgalatokat
olyan iranyban kell folytatni, ami biztositana, hogy a piac valamilyen szempontbdl
kozel legyen egy egyensulyi helyzethez, azaz stabilitas vizsgalatot szeretnénk végezni.
A kozgazdasagi modellek vizsgalatdhoz olyan stabilitasi feltételeket szeretnénk, amelyek
kozgazdasagilag értelmezhetoek, sot elvarhatoak.

Hicks a kovetkezo stabilitasfogalmakat vezette be:

Imperfekt

/!
Statikus

/! N\
Stabilitasfogalmak Perfekt

pN

Dinamikus

Vizsgaljuk meg egyenként a stabilitasfogalmakat.

1.4 Definicié. A (p§,...,pS,) egyensilyi drrendszer imperfekt médon stabilis, ha
minden j € {1,...,m} indexre, ha a p; figgvény novekszik a p; pont egy kornyezetében

€s a P1,...,Dj—1,Pj+1s- - -, Pm fligguények gy vdltoznak, hogy

akkor az E; figguény monoton csokken a (p§,...,pS,) pont egy kérnyezetében, azaz ha a
j-edik ari dra no és a tébbi drura vonatkozo tulkereslet nem vdltozik, akkor a j-edik darura

vonatkozo tulkereslet csokken.

Jelolje A := (a;;)7%—, az egyiitthatok métrixat, D az A matrix determindnsdt, és Dj; az

A métrix a;; eleméhez tartozé eldjeles aldetermindnst.

1.5 Tétel. Imperfekt stabilitdas van, pontosan akkor, ha barmely j € {1,...,m} indexre

sgnD = —sgnDj;.



Bizonyitds: Alkalmazzuk az implicit-figgvény tételt, ezt D;; # 0 és az (1.2)-es egyenléség
miatt megtehetjilk. A tétel szerint a (p$,...,pS,) egy kornyezetében egyértelmiien

léteznek olyan
91,---59i-1,95415 - - 9m * [0, +OO) — [0, +OO)
differencialhaté fiiggvények, amelyekre
P = gk(p3) és pi = gr(pf) (K # ).

Ezeket a fiiggvényeket hasznalva, az imperfekt stabilitas feltétele

95(Ei(91(pi), -5 g-1(Pi), Pis Gj+1(Pi), -+ Im(Py))) <0.

Pj=p§

Hasznaljuk a g;(p;) := p; jelolést, és legyen

z = 05(Ei(g1(p5)s - -+ gm(P5)))-

Az (1.1 )-es, és (1.2)-es egyenléségek, valamint az el6z6 jelolés felhaszndldsaval kapjuk,

hogy
ajigy(p) + -+ aji1g5-1(P]) + ajj + g gl (P)) + -0+ aimgn, (P) = 7,
aklgi(pje) +oeeet akmg;n(Pf) =0 (k#])
Ez egy linedris egyenletrendszer g (pf), .. ., g,,(pf)-re. A Cramer-szabély alapjin
o x(=1)¥Dy; D
129}(PJ)ZTN = =5
4j
Vagyis
= 0;(Ej(g1(p]),-- -, 9m(p§))) <0 <= D és Dj; eldjele ellentétes.
O
1.6 Definicié. A (p§,...,pS,) egyensilyi drrendszer perfekt mddon stabilis, ha
minden j € {1,...,m} indexre, ha a p; figguény novekszik p; pont egy kornyezetében és

minden 0 < [ < m — 1 db dr fiiggvény, amely nem tartalmazza a j-ediket, ugy vdltozik,
hogy a nekik megfelelé AE, = 0, hogyha a tébbi ar figguény a megfeleld pg-vel eqyenld,

akkor az E; fiigguény monoton csékken a (pS,...,ps,) pont egy kornyezetében.
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1.7 Tétel. Perfekt stabilitas van pontosan akkor, ha minden j,7j1,Jj2,... kiilénbozo

indexre

Qjj Qi Ajjo
a .. a/ ..
) 771
ajj < 0, >0, Ajij  Qjgy Qjgs | < 0,....

jij Qg
Ajoj Ajoji Ajago
Bizonyitas: Teljes indukcioval bizonyitjuk a tételt.
1=0-ra:

E;(pLs- - Pj_1:Pjs Pfy1s - - - » Py) monoton csékken <= 0;E;(py,...,pn) = a;; <O0.

l=1-re:

Ek(pj7 pjl) = Ek’(pia CIICI) pje—1> pjv pje+17 sy pje1—1> pju pjel-f—lv ) pﬁn) (k = ja]l)

Ekkor AEj (pj,p,) = 0 és aj,;, # 0 miatt alkalmazhatjuk az implicit-fiiggvény tételt,
amelybol kovetkezik, hogy létezik pontosan egy

g :[0,400) = [0, +00)
differencialhaté fiiggvény, amelyre
P = 9(py) és pj, = g(p})-

Ezt felhasznalva AE; (p;, g(p;)) = 0.
Legyen
z == 0;(E;(p5, 9(p))).
Ekkor
T = ajj + a;;,9'(p;)
0= aj,; + aj,;9'(P})

_aj1j>_ L | aj;  aj;

— x—ajj—l—ajjl( —
J1J1

Qirirl ae o s s
NI g5 Qg gy
Az el6z6 esetnél lattuk, hogy a;,;, < 0, ezért

T<0 <= S B

Aji5 gy



Most tegyiik fel, hogy l=n-re tudjuk a tételt és lassuk be n+1-re:

Ek(pja pj17 R pjn+1) =

_ e e e e e e e e
- Ek(pla <+ Pj—15Pis Py -+ -5 Pj—15 Pivs P41y - -+ pjn+1—1’ Ping1> pjn+1+17 SRR pm)
(k =J1J1 .- 7]n+1)'

Ekkor AEL(pj, Py - -+ Pjnss) =0 (K =71, ., jnt1) és az indukeiés feltétel miatt

Ay g1 s Ayt
£0.

Ajpyri -+ Djngagngr

Az implicit-fliggvény tételbdl kovetkezik, hogy egyértelmiien 1éteznek
Gjrs- s Gy [0, +00) = [0, 400)
differencialhato fiiggvények, melyekre
Pk = gk(py) és Pk = gx(P}) (k=71 Jnt1).
Ezeket felhasznalva AEy(pj, g5, (P)s - -+, 9, (P) =0 (k= J1,. .., jns1). Legyen
= Oy (E5(05, 951 (P)s - -+ s (P)))-

Ekkor
T = ajj + ajjlg;i(pf) +oeee ajjn-&-lg;nﬂ(pf)’
0= a; + arj 95, (P§) + -+ + @hjon 0, (B)) (B =G, )

Alkalmazva a Cramer-szabalyt, az 1.5-6s tétel bizonyitasahoz hasonléan azt kapjuk, hogy

ajj Ay oor Qg
(%)
o Ajpg1j Ungajr -+ ngrjngr
Qjy 5 s 51 jntr

()

Ajr1ji - Cjpyijnga



Ekkor

r<0 <= (%) és (xx) eldjele killonbozo.

U

1.8 Definicié. A (p§,...,ps,) egyensilyi drrendszer dinamikusan stabilis, ha a

(pS,-..,PS) egyensilyi pont a
(13) pJ:F](E](plaapm)) (]Zl7vm)
differencidlegyenlet-rendszer aszimptotikusan stabilis megolddsa.

A differencidlegyenlet-rendszerben szereplé F; fliggvények mondjak meg, hogy a piac
alaptorvénye értelmében a tulkeresleti fiiggvények milyen mértékben hatnak az arakra.
Az F; fuggvényeknek minden j € {1,...,m} indexre a kovetkez6 tulajdonsiagokat kell

teljesitenitik:
(1) F; : R — R differencidlhato,

(2) F;(0) =0, azaz, ha nincs se tilkereslet, se tulkindlat, akkor az arak egyensilyban

vannak,

(3) rF;(r) >0 (r # 0), azaz tilkereslet esetén az drak nének, tulkindlat esetén az

arak csokkennek, valamint

(4) Fj(0) > 0 azaz, az egyensilyi helyzettdl valo eltérés esetén a tilkeresleti fiiggvény

azonnal érezteti hatasat.

1.9 Tétel. Legyen

bji = P},(E](pi, P p;)@EJ(p‘f, ey p;) = Fj'(())azEj(pi, N p?’n) = P}/(O)CL]Z

Ha a
by — A bis . bin
b boo — A ... bop,
21 22 2 0
b1 bno o by — A
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karakterisztikus egyenlet minden qyokének wvalds része megativ, akkor az egyensulyi
arrendszer dinamikusan stabilis.

Ha van gydke, amelynek a valds része pozitiv, akkor nem dinamikusan stabilis.

Bizonyitas: Legyen

F
B = (bij)?szl és F =
Fn
Ekkor F derivdlt méatrixa a (p§,...,pS,) pontban éppen B, ezért a derivalt matrix

sajatértékei a fenti karakterisztikus egyenlet gyokei, igy a 4.7-es tétel miatt készen
vagyunk a bizonyitassal.

O
A 4.3-as, 4.4-es, és 4.5-6s tételek alapjan kozgazdaszok a kovetkezo tételeket mondték
ki.

1.10 Tétel. (Samuelson tétele) Ha B szimmetrikus, és (4.1) teljesil, akkor az

egyensulyi arrendszer dinamikusan stabilis.

1.11 Megjegyzés. A gyakorlatban B szimmetridja azt jelenti, hogy az i-edik dru
drvdltozdsdnak hatdsa a j-edik dru drdara ugyanakkora, mint a j-edik dru drvdltozdsanak
hatasa az i-edik dru drdra, ez pedig mind helyettesito, mind kiegészito druk esetén elég

természetes.

1.12 Tétel. (Metzler tétele) Ha b;; > 0 minden j # i esetén, és (4.1) teljesil, akkor

az eqyensulyi drrendszer dinamikusan stabilis.

1.13 Megjegyzés. F(0) > 0 miatt bj; > 0 pontosan akkor, ha aj > 0, ez azt jelenti,
hogy az i-edik dru drdinak novekedése a j-edik darura vonatkozo keresletet néveli, ami

helyettesito druk esetén szintén természetes.

1.14 Tétel. (Walras tétele) Ha b;; < 0 minden j esetén, és a foatloban lévé elemek

sor vagy oszlop domindnsak, akkor az eqyensilyi drrendszer dinamikusan stabilis.
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1.15 Megjegyzés. Az oszlopdominancia azt jelenti, hogy a j-edik dru dranak vdltozdsa
dsszességében kisebb hatdssal van a tobbi dru drdnak vdltozdsdra, mint a sajdtjira. A
sordominancia pedig azt jelenti, hogy a j-edik drut kivéve az dsszes tébbi dru drinak
valtozdsa kisebb hatdssal van a j-edik dru drdara, mint a sajat valtozdsa. Mindkét eset azt
jelenti, hogy a j-edik dru drdnak vdltozdsdt, leginkabb a sajdt drdnak valtozdsa hatdrozza

meq. Ez is természetes.
Végiil hasonlitsuk Ossze a stabilitasfogalmakat.

1. imperfekt #=  perfekt
imperfekt #=  dinamikus

B :=
4 1

A f64t16 elemek pozitivak, a determinans negativ. = imperfekt.
A f6atlé elemek pozitivak #=  perfekt.
A karakterisztikus egyenlet (1 —\)2 —4 = A2 =2\ —3 = (A + 1)(\ — 3), ennek van

pozitiv valés részli gyoke #=  dinamikus.

2. perfekt =— imperfekt
Definici6 szerint kovetkezik 1=m-1 esetén.

perfekt = dinamikus

—0.001 —1 0 0
0 —0.001 -1 0
B =
0 0 —0.001 -1
1 -1 1 —0.001

A megfelel6 determinansok kiszamolasaval igazolhatjuk, hogy a perfekt stabilitas
feltételei teljesiilnek = perfekt.

Azonban a matrix karakterisztikus egyenletének gyokei:

x1 = 0.5464237946 + 1.120873490 - 1,

x9 = —0.5484237946 4 0.5856519797 - 1,

x3 = —0.5484237946 — 0.5856519797 - i,

12



x4 = 0.5464237946 — 1.120873490 - 3.

Van gyok, melynek valos része pozitiv. 7= dinamikus.

1.16 Megjegyzés. Bdr dltalanos esetben nem teljesil, de m=2 specidlis esetben
igaz az implikdcio, hiszen ha a perfekt stabilitdas feltételei teljesilnek, akkor a
matrix karakterisztikus egyenletének egyiitthator pozitivak, ekkor pedig az egyenlet

gyokeinek valos része negativ.

. dinamikus #=  imperfekt

dinamikus #=  perfekt
-3 4
-1 1

B =

A karakterisztikus egyenlet (—3 — A)(1 —A\) +4 =X 2 4+2 A+ 1= (A +1)?, ennek
minden gyoke negativ valos részli — dinamikus.
Az egyik f6atlo elem porzitiv, a determinans pozitiv. #=  imperfekt.

Az egyik foatlo elem pozitiv #=  perfekt.

13



2. fejezet
Phillips stabilizaciés modellje

Ebben a fejezetben Phillips stabilizaciés modelljével foglalkozunk, azt vizsgaljuk meg,
hogy a kormanyzat milyen beavatkozasok segitségével akadédlyozhatja meg a gazdasag
alul teljesitését. Ezen vizsgdlatokhoz is az [1]-es és a [2]-es konyveket hasznaljuk

forrasként.

2.1. Az alulteljesit6 gazdasag

A modellben a kovetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni. Y'(t) a teljes kibocsatasnak a
megfelel$ egyenstlyi értékektdl vald eltérése a t € [0, 400) id6pontban, feltessziik, hogy Y
valés, kétszer differencialhaté fiiggvény, és D(t) az Osszkeresletnek a megfelel$ egyensulyi
értékektdl vald eltérése a t € [0,+00) id6pontban, a D fiiggvényrél is feltessziik, hogy
valos és differencidlhaté, ekkor D — Y a tilkeresleti fliggvény.

Phillips a kovetkezo feltételezéseket tette:

A kibocsatas valtozasa a tulkereslettel aranyos, azaz

(2.1) Y=a(D-Y),
ahol @ > 0 konstans. Az Osszkereslet

(2.2) D=(1-0)Y —u,

14



ahol 1 — [ a kotési hajlanddség, 0 < [ < 1 konstans és u tigynevezett zavards (szallitasi
nehézségek, selejt, stb), u > 0 konstans. Az egyenlet igy
(2.3) Y=a(1-1)Y —u—-Y)=—alY — au.
2.1 Allités. A (2.3)-as differencidlegyenlet megolddsa

Y (t) = ce™ ™ — %,
ahol c € R konstans.

Bizonyitds: A homogén megoldasa

Cef—al — Ce—alt‘

Az inhomogén egy megoldasa el6all
d(t)el —t = q(t)e

alakban.

Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe
(d(t)e=) = —ald(t)e " — au

d(t)e ™ —d(t)ale™" = —ald(t)e™ " — au

d(t) = —aue™
ealt

d(t) = —au—-
(t) = —au—

Ezt behelyettesitve, az inhomogén egy megoldasa

_%ealtefalt — _%
Vagyis a (2.3)-as differencidlegyenlet megoldasa
Y (t) = ce " — %
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2.2 Allitas. Hal # 0, akkor a gazdasdg hosszutavon alulteljesit.

Ha l =0, akkor a gazdasdg hosszutdvon osszeomlik.
Bizonyitds: Ha [ # 0, akkor

Y(t) = ceol — % — —% (t = +00).

Ha [ = 0, akkor

Y(t) = —aut — —oo  (t = +00).

O
A kormény, hogy ezt megakadédlyozza beavatkozik a keresletbe (utépitéssel,

kedvezményekkel, stb). Ekkor a kereslet a kovetkez6 alaki
(2.4) D=(1-0)Y —-u+aG,

ahol G : [0, +00) — [0, +00) differencidlhaté figgvény.
A kormany azonban nem tudja kozvetlentl befolyasolni a keresletet, csak 06sztonzo,
irdnyité intézkedéseket tehet a teljes kibocsatas ismeretében, ezért a (G beavatkozas

figgvény csak kozeliti az idedlis G* beavatkozas fiiggvényt
(2.5) G =BG -G),

ahol # > 0 allando6 azt fejezi ki, hogy a kormany milyen gyorsan reagal az idedlis G* és

a G fiuggvények kozotti eltérésre.

2.2. Beavatkozasi politikak
2.3 Definicié. Ardnyos stabilizdldsi politikarol beszélink , ha
G*'=—f,-Y, f,>0 konstans.

Azaz a kormdny a kivant optimdlis helyzettol valo eltérésre reagdl, a keresletet a

kibocsdtasi fesziltséggel ellentétes iranyban, azzal ardnyosan vdltoztatja.
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2.4 Definicié. Derivativ stabilizdaldsi politikdrol beszéliink , ha
G =—f,-Y, f4>0 konstans.

Azaz a kormdny a rossz iranyiu vdltozdst probalja megeldozni, a keresletet a kibocsdtdsi

fesziiltség valtozdsi sebességével ellentétes iranyban, azzal ardnyosan vdltoztatja.

2.5 Definicié. Integrdlis stabilizdldsi politikarol beszélink , ha
G*(t)=—fi- /Ot Y(s)ds, fi >0 konstans.

Azaz a kormdny a kordabbi iddszak kibocsdtdsi dtlaga szerint probdl beavatkozni.

Részletesen az els6 két beavatkozasi politikaval fogunk foglalkozni, ehhez elobb alakitsuk
at a (2.3)-as differencidlegyenletet. A (2.1)-es egyenl6séget atrendezve és (2.4)-et

derivalva a kovetkezoket kapjuk

Y +aY : L
p=1F  p_pn_pvic
Q@
Ezeket hasznalva egyrészt
: Y +aY +8Y Y
D+ D = +aoY +8Y +aff .
Q@

MAésrészt
D+BD=(1-DY +(1-1BY — pu+ BG".

Ezekbdl pedig a kovetkezo differencidlegyenletet kapjuk

(2.6) Y + (B4 al)Y + aflY — afG* = —afu.

Vizsgaljuk meg tehat egyenként az aranyos és a derivativ beavatkozasi politikakat.

Arényos beavatkozds esetén a (2.6)-os differencidlegyenlet a kovetkezd alaki lesz
(2.7) Y 4+ (B+al)Y +ab(l+ f,)Y = —abu.
2.6 Allitas. A (2.7)-es differencidlegyenlet megolddsdra teljesil, hogy

Y(t) — —

u
7, (t = +00).
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Bizonyitds: A (2.7)-es differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
N+ (B+al))+aB(l+ f,) = 0.

Megoldésa

A= —

(ﬁmgi\/(maw_WHM

2 4
(B+al)>0 és af(l+ f,) > 0 miatt,

ha Mo € C = R(\12) <0,

hada€R = Mtdo=-(B+al) & Muw=abl+l) = As<0
= R(\12) <0.

Ezért a homogén megolddsa — 0 (t — +00).

Az inhomogén egyenlet egy megoldasa O

Vagyis  Y(t) — i (t = +00).

O

2.7 Kovetkezmény. Ha f, elég nagy, akkor a gazdasdig kizel van az egyensilyi

helyzethez.

2.8 Allitas. Ha fp elég nagy, akkor (2.7) megolddsa oszcilldl.

Bizonyitds: (2.7) karakterisztikus egyenletének diszkrimindnsa
D = (B+al)®* —4aB(l + f,).

Ha f, elég nagy, akkor ez negativ, ezért a megoldds oszcillal.

O

Ez azt jelenti, hogy ha a beavatkozas erejét szabalyzé f, konstanst elég nagyra valasztjuk,
akkor a gazdasag nem teljesit nagyon alul, ekkor azonban az oszcillacié miatta kibocsatas

és a kereslet tul gyorsan valtozik.

Derivativ beavatkozds esetén a (2.6)-os differencidlegyenlet a kovetkez6 alaku lesz

(2.8) Y 4+ (B +al + aBfy)Y + aply = —afu.
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2.9 Allitas. A (2.8)-as differencidlegyenlet megolddsdra teljesiil, hogy
u
Y(t) — —7 (t = 400).

Bizonyitds: A (2.8)-as differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
N+ (B+al+aBf))+apl =0.

Megoldasa

/\1’2 _ _(6+Oél+0(ﬂfd) n \/(ﬂ+al+a5fd)2

5 1 — apl.

(B+al+affs) >0 é  afl >0 miatt eztittal is  R(A12) < 0.
Ezért a homogén megolddsa — 0 (¢t — +00).

u

Az inhomogén egyenlet egy megoldasa —3

Vagyis Y (t) — —% (t = +00).

2.10 Kovetkezmény. f; vdlasztasatol fiiggetleniil a gazdasag alul teljesit.

2.11 Allitas. Ha fy elég nagy, akkor (2.8) megolddsa nem oszcilldl.

Bizonyitds: (2.8) karakterisztikus egyenletének diszkriminansa
D = (B+al +aBfy)* — 4apl.

Ha f; elég nagy, akkor ez pozitiv, ezért a megoldas nem oszcillal.

l

Vagyis a derivativ beavatkozds a gazdasag alulteljesitését nem csokkenti, azonban, ha

az fq beavatkozasi konstanst elég nagyra valasztjuk, akkor megsziintetheté az esetleges

oszcillacio.

Ezek szerint 6nmagaban egyik beavatkozasi politika sem elég ahhoz, hogy a gazdasagot

megfeleloen stabilizaljuk. Azonban az eredményekbdl tgy tinik, mivel az el6nyeik

és hatranyaik az egyes beavatkozasi politikaknak pont ellentétesek, a két beavatkozas

egyuttes alkalmazisa megfelelobb eredményre vezethet. Vizsgaljuk meg, tényleg igy

van-e, kombinéljuk a kétféle beavatkozasi politikat.
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Arényos és derivativ beavatkozés esetén a (2.6)-os differencidlegyenlet a kovetkezé alaki

lesz
(2.9) Y 4 (B +al + aBfy)Y + aB(l+ £,)Y = —afu.
2.12 Allitas. A (2.9)-es differencidlegyenlet megolddsdra teljesil, hogy

Y(t) — —

© o (to +00)
00).
L+ fp
Bizonyitas: A (2.9)-es differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete

N+ (B+al+aBf)\+aB(l+ f,) = 0.

Megoldasa

)\172:_(ﬁ+al2+a6fd) i\/w“‘lzo‘ﬁfd)Q —aB(+ 1.

(B+al+affs) >0 és  aB(l+ f,) >0 miatt, eztittal is  R(A;2) < 0.
Ezért a homogén megoldasa — 0 (¢t — +o00).

Az inhomogén egyenlet egy megoldasa 7

Vagyis  Y(t) — e (t = +00).

U

2.13 Kovetkezmény. Ha f, elég nagy, akkor a gazdasdg kézel van az egyensilyi

helyzethez.
2.14 Allitas. Ha fy kelléen nagy, akkor (2.9) megolddsa nem oszcilldl.

Bizonyitas: (2.9) karakterisztikus egyenletének diszkrimindnsa

D= (B +al+affs)’ —daB(l+ fp).

Ha f; kell6en nagy, akkor ez pozitiv, ezért a megoldas nem oszcillal.

O
Ezzel sikertilt igazolni azon sejtést, hogy a beavatkozasok egyitittes alkalmazasa jobb
eredményre vezet, tehat az f, és f; beavatkozasi konstansokat megfeleléen nagyokra

valasztasaval, a gazdasag nem teljesit nagyon alul és nem lesz oszcillacié sem.

2.15 Megjegyzés. Az integrilis beavatkozds alkalmazdsdval lehet biztositani a gazdasdg

aszimptotikus stabilitdsdt.
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3. fejezet

A Solow-Swan-féle novekedési

modell

Ezen fejezetben egy névekedési modell, nevezetesen a Solow-Swan-féle novekedési modell
kertil bemutatasra, ehhez a Dinamikus modellek a koézgazdasidgban [1] és az Economic

Growth [3] cimii kényvek szolgalnak forrasul.

3.1. Solow feltételei

Ebben a fejezetben a kovetkezo jeloléseket fogjuk alkalmazni. K(t) a téke mennyisége,
L(t) a munkaer$ nagysiga, Y (t) a termelés mennyisége, C(t) a fogyasztas mennyisége,
és I(t) a beruhdzds mennyisége a ¢ € [0, +00) idépontban.
A K, L, C, I fuggvényekrdl feltessziik, hogy nem negativak és differencidlhatéak,
valamint Y-rél, hogy nem negativ, kétszer differencialhato.

Solow a kovetkezo feltételezéseket tette:
Y =Fo(K,L),

ahol F': [0, 400) x [0,4+00) — [0, +00) kétszer differencidlhatd, azaz a termelés, a toke,

és a munkaer¢ fiiggvénye, F-et termelésfiiggvénynek nevezziik.

Y =C+1,
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vagyis a termelést csak fogyasztasra és beruhazasra hasznalhatjuk.
I =sY,

azaz a termelés egy rogzitett hanyadosat forditjuk beruhazasra, ahol s a megtakaritasi

arany, 0 < s < 1 konstans. Ekkor nyilvan
C=(1-ys9Y.

Valamint

K=1-/K,
ahol § > 0 konstans az értékcsokkenés mértéke.
L
ahol n > 0 konstans a munkaer6 névekedésének aranya, igy L a kovetkez6 alakban irhato
L(t) = e,
Tovabba vezessiik be az egy foére jutd toke, termelés, és fogyasztas fliggvényeket:
K Y C

k::f7 y:zz, szz.

Vezessiik még be a kovetkezo valtozokat:

3.2. A termelésfiiggvény tulajdonsagai
A feltételek szerint a termelés mennyisége a kovetkezd alakban irhato

(3.1) Y = F(K,L).
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3.1 Definicié. Eqy  termelésfiigguényt  neoklasszikus termelésfiiggvénynek

neveziink, ha teljesiilnek a kovetkezok:

(1) F elsérendi pozitiv homogén fiigguény, azaz tetszdleges A > 0 szdmra

F(AK,AL) = AF(K, L).

(2) Az F figguény elsérendd parcidlis derivalt fiigguényei pozitivak, a mdsodrendiek

negativak, azaz

OHF >0, 0,F >0, 0iF <0, O03F <0.

(3) Teljesilnek az igynevezett Inada feltételek, azaz

}1(1_% 0, F(K,L) = EILI(I) W F (K, L) = +o0, KEIEOO 0 F(K,L) = Ll_l}r_‘{loo K F(K,L)=0.

Vizsgaljuk meg az egy fére juto termelés és téke mennyiségek kapcsolatat

Y =F(K,L)=LF (f t) = LF(k,1) = Lf(k),

y = f(k),
ahol f(k) := F(k,1).

El6szor rogzitett L mellett a K valtozo szerint, majd rogzitett K mellett L valtozd szerint

derivalva
(3.2) oY =L (f (E)) L ED — F'(K),
(3.3 o =y () (s (f)) — 9+ LK (f) -
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3.2 Allitas. (i) lim f'(k) = +oo.
(i) lim f'(k)=0.
(iii) f'(k) >0 (0 <k< +00).
(iv) f"(K) <0 (0 <k< +oo).
(v) F(K,0)=0 (K < +00).
(vi) f(0)=F(0,L) =0 (L < o).
(vii) LEI_EIOOF(K, L) =400 (0<K<+00).
(viii) lim f(k)= lim F(K.L)=+oo (L < +oo).

Bizonyitds: (i) — (ii) A (3.2)-es Osszefiiggés felhasznalasaval az Inada feltételekbdl

kovetkeznek.
(1ii) A (3.2)-es Osszefuggés és a 3.1 definicié (2)-es pontja miatt nyilvanvalé.

(1v) A (3.2)-es egyenldséget K szerint derivalva a kovetkezét kapjuk
LoTY = f"(k),

amibdl a 3.1 definici6 (2)-es pontja miatt kovetkezik az allitas.

(v) Rogzitett Y esetén  lim ¥ = 0.

K—~+o0 K

Y — 400 esetén lim % = lim 0,Y =0.
K—4o00 K—+4o00

Ezért, ha L < 400, akkor

Y L
0= lim - = lim F<1,>:F(1,0).

K—+oo K K—+oo K

Emiatt pedig F(K,0) = KF(1,0) =0, ha K < 400.

(vi) Rogzitett Y esetén  lim ¥ = 0.

L—+4o00

Y — 400 esetén lim ¥ = lim 0,Y =0.

L—4o00 L L—+o00
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Ezért, ha K < 400, akkor

Y K\
0= lim == lm F (L, 1) — F(0,1).
Emiatt  f(0) = F(0,1) = 0.

Es F(0,L) = LF(0,1) =0, ha K < +oo.

(vii) Ha 0 < K < 400, akkor

F(K,L) = LF(k,1) = Lf(k) = K:;f(k) = Kfik).

Ekkor
lim F(K,L) = KlimLk) = Klim f'(k) = 400
’ k=0 Kk

L—+oo k—0

az allitas (vi)-os és (i)-es pontja miatt.

(viit) Ha 0 < K < 400, akkor

F(K,L) = KF (1, t) — LEF (1, L) L F (& E).

Ekkor

az &llitds (v)-6s pontja és az Inada feltételek miatt.

3.3. Az egyensulyi helyzet

A (3.1)-es Osszefliggés miatt a téke novekedésére most fennall a kovetkezd Osszefiiggés

(3.4) K =s(Fo(K,L) — K.

Osszuk le az egyenletet L-el és szamoljuk ki k-at.
K
f:s(fok:)—ék,
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Ezeket felhasznédlva megkapjuk a Solow-Swan modell alapegyenletét
(3.5) k=s(fok)—(6+n)k.

Az alapegyenletet algebrai formaban is felirhatjuk

k=sf(k) — (0 +n)k.

3.1 abra

3.3 Definicié. Egyensiulyi helyzetnek nevezzik azt a helyzetet, amikor a

makrovdltozok konstans novekednek.

k = 0 nyilvin megoldasa az egyenletnek, de ez az eset érdektelen, ezért mostantél
feltessziik, hogy k > 0. Jelolje k*, y*, és c* a megfelel6 valtozdk egyensilyi helyzetben
felvett értékeit.

3.4 Allitas. A Solow-Swan modellnek egyensilyi helyzete van, ha k = 0, azaz abban a

k* pontban, amely megoldja az
sf(k)—(n+d)k=0

26



egyenletet.

Bizonyitas: Ebben a k* pontban a k fliggvény konstans, ezért

y=fok & c=(1=s)(fok)

miatt, az y és c fiiggvények is konstansok. Az L fiiggvény novekedési aranya n, ezért
a K, Y és C fuggvények is névekednek n ardnyaban, vagyis a makrovaltozok konstans

novekednek a k* pontban.
O

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
_k _ Y _
Ve = kf’ ’Yy i ya Ve = =,

Tk = 'Vk(t)a Ty = Vy(t)v Ve = '76<t)‘

Az alapegyenletet k-val leosztva a

k
(36) Tk = ka( ) - (n + 5)
egyenloséget kapjuk.
3.5 Allitas. (i) lim {% = 40,
k—0
.. . f _

(”) kEToo k 0.

(1i7) (@)/ <0 (0<k<+400).
Bizonyitds: (i)

k

a 3.2 &llitas (vi) és (i) pontja miatt.

(47)
k

a 3.2 &llitas (viii) és (ii) pontja miatt.
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(iii)

Tk P

mert f(k) —kf’(k) = 02Y > 0 a 3.1 definicié (2)-es pontja miatt.

(f(k)>' _ Pk —f(k) _ f(k) —kf'(K)

névekedési arany =0

n+delta
novekedési arany <0
sfik)fk
" . a - k
- - I - -
3.2 dbra

3.6 Tétel. A Solow-Swan modellnek egyértelmiien létezik k* > 0 egyensilyi helyzete.

Bizonyitas: Teljesiilnek a kovetkezo ekvivalenciak

sf (k)

k=0 <= /=0 <= >

=n+0.

Mivel az n + § > 0 fliggvény grafikonja vizszintes egyenes és S(fi:k)) folytonos, monoton
csokkeno fiiggvény, melynek nullaban végtelen, végtelenben nulla a hatarértéke, ezért a
két gorbének pontosan egy metszés pontja van.

U

3.7 Tétel. A k* egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis abban az értelemben, hogy
barmely 0 < ko = k(0) kezdeti érték feltételt kielégitd k(t) megoldds monoton tart k*-hoz
(t = +00).
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Bizonyitds:
1. Legyen ko = k*. Ekkor k(t) = k*.
2. Legyen most ky < k*. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd implikaciok

k<k® = 3%>0 = k>0 = k() k" (t— +0).

3. Végiil legyen ky > k*. Ez esetben teljesiilnek a kdvetkezok

>k = <0 = k<0 = k{t)\Kk' (t— +00).

Kész a bizonyitas.

Most vizsgaljuk meg hogyan valtozik az egy fore jutoé kibocsatas mennyisége

Yk (kf’(k)) )

Py i T Urw)
Shik)
A (3.6)-0s egyenldséget felhasznalva
s (0
(37) == (40) (k).
Ezt derivalva
: PV _
CCRBRIC IS
e o (00 (00000 (P00
=57 = 0 (K 1 ()

S0 K o FR PR (PR
= f"(k) —( +5)kf(k) ( +5)f(k)+( + )k 2D

P00 NP0 (Y
= %50 ( ! *‘”) (0 7y T O (kf(k>>

L P
—kf(k) W — (n+0) 10y (1= Sh(k)).
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3.8 Allitas. y(t) /y*  (t — 400).

Bizonyitas:
G (P

1. Ha ko < k*, akkor teljesiilnek a kovetkezo implikaciok

%">0 = N\ = y .
Ez esetben
AR =K 6 iy =y

miatt  y(t) Syt (t = 400).

2. Ha ko > k*, akkor 7 < 0 miatt v, derivaltjanak el6jele fiigg f(k) értékétol.
Ha t — 400, akkor
EF— k' = wkicsi = 7y \ = y~
Ezért
O =K 6 iy =y

miatt ezattal is  y(t) ~y*  (t = +00).

[gazoltuk az allitast.

Végiil vizsgaljuk meg hogyan valtozik az egy fore jutéd fogyasztas.
3.9 Allités. v, = ,.

Bizonyitas:

c=(1—-s)y é c¢=(1-3)y

miatt teljesiil az allitas.

3.10 Kovetkezmény. c(t) /' c*  (t — +00).
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4. fejezet
Tételjegyzék

Ebben a fejezetben a dolgozatban felhasznalt, de nem bizonyitott tételek vannak

osszegylijtve, ezek forrdsa az [1]-es, [4]-es és [5]-0s konyvek.

4.1. Linearis algebra

4.1 Tétel. (Cramer-szabaly) Legyen

ayy ... Qip b1 T

Ani . Gy b, T,
Ekkor, ha D = det A # 0, akkor az Ax = b egyenletrendszernek pontosan eqy megolddsa

Dj

van. A megolddsban v; = &, ahol a D; determindnst 1igy kapjuk, hogy D-ben a j-edik

oszlop helyére a b vektor komponenseit irjuk.

4.2 Definicié. Az A € R™" madtrizot stabilisnak nevezzik, ha a det(\[ — A) = 0

karakterisztikus egyenlet minden gyiokének valds része negativ.

4.3 Tétel. Ha A szimmetrikus, akkor A stabilis akkor és csak akkor, ha

aix Qa2 a3
a11 a2

Q21 Q22
agyp asz g3

teljestil.
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4.4 Tétel. Ha aj, > 0 Vj # k esetén, akkor A stabilis akkor és csak akkor, ha (4.1)

teljestil.
4.5 Tétel. Haaj; <0 (j=1,...,n) és a fédtloban levd elemek sor domindnsak, azaz
lagil > > lagl
k=1k+j

vagy oszlop domindnsak, azaz
n

laj;l > > Ja,]

k=1k+#j
akkor A stabilis.

4.2. Differencialegyenletek

4.6 Definicié. Legyen f : R"™ — R", az

T=foux

4.2
- z(0) =p

kezdetiérték-feladat teljes megolddsdt jelolje t — ¢(t,p), ennek mazximdlis értelmezési

tartomdanydt 1(0,p). A p € R" egyensilyi pontot, azaz olyan vektort, amelyre teljesil
hogy f(p) =0

(i) stabilisnak nevezzik, ha 1(0,+o00) C 1(0,p), és

Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy ha |q — p| < 9, akkor |¢(t,q) — ¢(t,p)| <e (¢t >0),

(ii) aszimptotikusan stabilisnak nevezzik, ha stabilis, és

Jim e(t, q) = o(t,p)| = 0,
(7ii) labilisnak nevezzik, ha nem stabilis.
4.7 Tétel. Legyen f:R™ — R", f € O, tekintsiik az
(4.3) t=foux

rendszert, és leqgyen p € R™ egyensulyi pont. Ekkor

32



(i) ha az f’(p) mdtric minden X\; sajdtértékére R(\;) < 0, akkor a p aszimptotikusan

stabilis egyensilyi pontja a (4.3)-as rendszernek, és

(ii) ha az f’(p) mdtriznak van \; sajatértéke, amire R(\;) > 0, akkor a p labilis eqyensilyi

pontja a (4.3)-as rendszernek.
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