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Eloszo

A haldzatok tudoméanya egy viszonylag 1j 4ga a matematikanak. Ez a
tudomanyag a valds és virtualis vilagban fellelheté halézatok 1étrejottét,
novekedését, valtozasat és tulajdonsagait kutatja.

Egy hélézatot azonban nem konnyti leirni, mert a legtobb valds halozat
amivel talalkozunk, rettentéen nagy. Gondoljunk csak az internetes halé-
zatra, vagy az emberi ismeretségek halézatara. Mivel ilyen nagyok ezek
a halozatok, pontos, szamszerti leirasuk egyaltalan nem lehetséges. Ezért
az egész halézat leirdsa helyett annak lokalis jellemzésével probalunk
képet alkotni az egész rendszerr6l. Ezek a helyi tulajdonsagok azon-
ban altalaban valészintiségeken alapulnak, ezért a valds halozatokat a
legjobban véletlen grafokkal tudjuk leirni.

A véletlen grafok elmélete a mult szazad kozepén jott 1étre Erdos Pal
és Rényi Alfréd munkassaga nyoman és azota igen sokat fejlodott. Erdds
és Rényi a matematikusok koziil elsoként kezdtek foglalkozni a véletlen
grafokkal. Jelentds szerepiik volt a késébb roluk elnevezett Erdés—Rényi
véletlen graf megalkotdasdban, bar azt még nem halézatok modellezésére,
hanem diszkrét matematikai allitdsok bizonyitasara hasznaltdk. A dolgo-
zat elején az Erdos—Rényi véletlen grafrél és annak tulajdonsagairol lesz
sz6. Ki fog azonban deriilni, hogy ennek a modellnek nincsenek olyan
jellemzoi, mint egy valds haldzatnak, igy nem modellezi jol azokat.

Az Erd6s—Rényi véletlen graf utan ezért az igynevezett preferential
attachment modellel foglalkozunk majd, ami olyan tulajdonsagokkal ren-
delkezik, mint a val6 életben el6fordulé hélézatok. Példaul kis vilagok
illetve skalafiiggetlenek, vagyis a graf méretéhez képest nagy fokszamu

csucsok is eléfordulnak benniik. Ez annak koszonheto, hogy ebben a mo-



dellben az alapjan kapnak a csicsok éleket, ahany éllel mar rendelkeznek.
A tobb éllel rendelkezo csiicsok nagyobb, mig a kevesebb éllel rendelkezd
csucsok kisebb valdszintiséggel kapnak 1j éleket. A preferential attach-
ment modell nagy elénye, hogy a paraméterei valtoztathaték ugy, hogy
jol kozelitsen valos halézatokat, ezaltal a valds hélézatok tulajdonsagait
is megismerhetjiik.

A dolgozat végén pedig a Barabéasi—Albert-fardl illetve az altalano-
sitott Barabasi—Albert-fardl és annak lokalis tulajdonsagairdl lesz sz6. A
Barabasi—Albert-fa is egy preferential attachment modell, amit tgy ka-
punk meg, hogy a paramétereket megfelel6 moédon rogzitjiik. Erdekes
tulajdonsagokat fedezhetiink majd fel ennek a fanak az alsobb szintjein,
ugyanis a gyokérhez kozeli szinteken mas lesz a fokszamok eloszlasa, mint

a legnagyobb szinteken, vagy altalaban véve az egész faban.



1. fejezet

Komplex halézatok

Két alapvetd tulajdonsagban szinte minden halézat osztozik. Az egyik
ilyen tulajdonsdg a kis vildg, a masik, hogy az azonos fokszamu csticsok
szama forditottan ardnyos a fokszam egy bizonyos hatvanyéaval.

A kis vilag azt jelenti, hogy a csticsok kozti atlagos tavolsag kicsi.
Tehat egy viszonylag nagy grafban is konnyen, kevés lépéssel el tudunk
jutni egy tetszoleges csuicsbol egy masik tetszoleges cstcsba. Igaz ez a
tulajdonsag az internetes halézatra, ennek az egyik kovetkezménye az,
hogy e-mailjeinket gyorsan kézhez kapjuk. Ha az internet nem rendel-
kezne ezzel a tulajdonsagaval, az elektronikus levélkézbesités egyszertien
nem miitkodne, vagy ha mégis, akkor nem sokkal lenne gyorsabb mint a
hagyomanyos, postai uton torténo levelezés. Ilyen tulajdonsdggal rendel-
kezik az emberek kozti ismeretségek haldzata is, amirol késébb lesz még
sz0.

A fokszamok és a hatvanyaik kozti forditott aranyossag pedig a kovet-
kez6t jelenti. Legyen Ny a k fokszami csiicsok szama, n a csicsok szama,

¢, egy konstans, v pedig valamilyen kitevo, ekkor
N, k an—'y

teljesiil.
Az fenti ardnyt legjobban log—log skaldn tudjuk abrézolni, mert ilyen-

kor az arany egy egyenes vonalhoz kozelit. Vegyiik tehat az arany mindkét



oldaldanak logaritmusat, ekkor azt kapjuk, hogy
log Ny, ~ logc,, — vlogk.

Vagyis a logk +— log N, hozzarendelés grafikonjaban a logec, azt adja
meg, hogy hol metszi az egyenes az y tengelyt, a v pedig az egyenes

meredekségét adja meg. Emellett az is igaz, hogy
S =
k

ezért feltesszilk, hogy v > 1. + nem lehet 1, hiszen akkor )~ <
végtelent adna, ami véges halozat eset azt jelentené, hogy végtelen sok
csucsunk van és ez nyilvan nem lehetséges.

Ahhoz, hogy megfelel6en tudjuk modellezni a skalafiiggetlen grafokat,
olyan gréafokat vesziink, amik elore megadott fokszamsorozattal rendel-
keznek. Ezért legyen Fx az X valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye,
closzlasat pedig jelolje { fx}32,, tehat

Fx(z) =P(X <) =Y [
k<
Olyan grafmodellt szeretnénk elérni, ahol N, a k fokszamu csicsok
szama nagyjabol egyenl6 n fi-val, ahol n a graf nagysdga, vagyis csicsa-

inak a szama. Hatvanyrendi kapcsolatnél az
Ni ~nfy
aranynak kell teljesiilnie és igy
Jroc k™7

relaciénak, ahol a bal oldal a jobb oldalhoz aranylik. Ilyen fokszamsoro-
zattal rendelkez6 véletlen graf eloallitasanak egyik modja Bollobas Béla

konfiguraciés modellje, amelyet késébb ismertetiink.

1.1. Skalafiiggetlen és kis vilag-sorozatok

A valdsagban a legtobb héldzat hatalmas, ennek ellenére jépar hasonlo

tulajdonsdggal rendelkeznek, tobbek kozott azzal, hogy ritkdk. Vagyis
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viszonylag alacsony fokszamu csticsokbdl allnak, ha azt nézziik, hogy egy
n csucsu grafban a maximalis fokszam n — 1 lehet. Ezen kiviil még
altalaban skalafiiggetlenek és kis vilagok is.

Sok halézat az id6 elérehaladtaval méretben és kiterjedésben valtozik,
ezért célszeri grafsorozatokat bevezetnink és ezekkel modellezniink a
valés halézatokat. Egy grafsorozatot jeloljink {G,,}52 ,-nel, ahol n a G,
graf nagysagat mutatja, azaz a csicsainak szamat adja meg. Legyen

Pi(n) a k fokszamu cstcsok aranya a G, grafban, azaz
1 n
Pr(n) = o Z Lt pi(n)=k1
i=1

ahol D;(n) az i csics fokszamét jeloli a G, grafban. Igy a {Py(n)}2, a
G, graf fokszamsorozatat adja meg.

Most definidljuk, mi az, hogy skalafiiggetlenség.

Ehhez el6szor is nézziikk meg, hogy pontosan mikor neveziink egy
grafsorozatot ritkdnak. Egy {G,}5°, grafsorozatot ritkdnak neveziink,
ha

lim Py(n) = py

n—ro0
teljesiil egy adott {pp}p, eloszldsra. A p ebben a képletben deter-
minisztikus, ezért a konvergenciat nézhetjiik valdszintiségben vagy el-
oszldsban. Es mivel Y reoPr egyet ad, ezért a csicsok nagy részének
fokszama feliilrél korlatos, innen ered a ritka graf elnevezés. Ezt fel-
hasznalva most definidljuk a skalafiiggetlen grafsorozatokat.

Egy {G,.}°2, véletlen grafsorozatot skalafiiggetlennek hivunk, ha ritka
és ha
log py -

T =
k

lim
k—oo log

létezik.

Es most hatérozzuk meg azt is, mit jelent az, hogy egy gréafsorozat
kis vilag.

Legyen H, két egyenletesen valasztott csics tavolsaga, amik kozott
létezik ut a grafban. Tehat kivalasztunk az Osszekottetésben 1évo cstics-

parok halmazabdl egy part, és a H, e két csucs kozotti tavolsag, azaz
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a koztilk futo legrovidebb ut élszama. Nevezziikk H,-t a G, graf tipikus
tavolsaganak. Ekkor azt mondjuk, hogy a {G,}52, grafsorozat kis vilag,
ha létezik egy K konstans tgy, hogy

lim P(H, < Klogn) = 1.

n—oo

Néhany modellben a tipikus tavolsag sokkal kisebb is lehet, mint logn,
az ilyen grafokat angolul ultra small world’-nek nevezziik, ez magyarra
leforditva koriilbeliil annyit jelent, hogy nagyon kis vildag. Egy {G,,}>2
grafsorozatot nagyon kicsi vildgnak neveziink, ha létezik olyan K kons-
tans, hogy

lim P(H, < Kloglogn) = 1.

n—oo

Az egyik legelsé véletlen grafmodellt Erdés Pal, Rényi Alfréd és Edgar
Gilbert munkassaga nyoman jott 1létre 1959-ben. Lassuk hat ezt a modellt
[6] alapjan.

1.2. Az Erdos—Rényi véletlen graf

A véletlen grafok teriilete az '50-es évek végén, illetve a ’60-as évek elején
alakult ki a XX. szdzadban. Akadtak korabban is a téméaval foglal-
kozé cikkek, példaul Yule [10, 1925] munk4ja, de annak, amit dltaldban
ennek a tertiletnek az alapkévének neveznek, Erdos és Rényi voltak a
szerzoi. Nézzik meg, hogyan is néz ki ez a modell. Vesziink a véletlen
grafban csucsparokat és mindegyikrol eldontjiikk egymastol fiiggetleniil,
hogy 0sszekdtjiik-e 6ket, vagy sem. Erdos és Rényi rogzitették a kivalasz-
tott élek szamat, a teriilet masik uttoroje, Edgar Gilbert azonban nem.
Gilbert modellje kozelebb all a nemsokéara targyalt preferential attach-
ment modellhez, ezért most nézziik ezt a modellt.

Az eljaras nagyon egyszerii: kivalasztunk két csicsot, majd p valészi-
niiséggel Osszekotjilkk Oket egyméssal, 1 — p valdszintiséggel pedig nem
kotjik Ossze Oket. Azt az esélyt, amellyel két csics Ossze lesz kotve

egymassal, élvalésziniiségnek is szoktak nevezni. Az igy kapott grafot a
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megalkotéik tiszteletére Erdds—Rényi véletlen grafnak nevezziik és
ER,(p)-vel jeloljik. FErdés és Rényi 1959-ben mutattdk be ennek a
grafnak egy valtozatat [4], Gilbert pedig 1960-ban irta le ezt a modellt

[5].

1.2.1. Az Erd6s—Rényi véletlen graf

egy érdekes tulajdonsaga

Annak ellenére, hogy az ER,(p) az egyik legegyszer(ibb véletlen graf,
ami véletlen halézatokat modellez, mar ez is érdekes allapotvaltozassal
rendelkezik p valtoztatdsa kozben. Az allapotvéltozast hasonléan kell
érteni, mint a viz halmazallapotanak valtozasat. Ha 0 °C ala hitjik a
vizet, akkor megfagy, ha pedig 100 °C folé melegitjiik, akkor gaz hal-
mazallapotiva valik.

Koriilbeliil ez torténik az Erdos-Rényi véletlen grafban is. Ha ugyanis
p = %—et valasztunk élvaloszintiségnek, ahol A < 1, akkor a véletlen
grafunk t6bb kicsi komponensbdl fog allni, amik mérete ©(logn). Ha vi-
szont olyan p = % élvaloszintiséggel készitjiik el a grafot, ahol A > 1, ak-
kor a grafunk egy nagy komponensbdl és tobb kis komponensbol fog allni,
ahol a nagy komponens ©(n) méretii, a kicsik pedig ©(log n) nagysdguak.

Az, hogy egy komponens mérete O(n) azt jelenti, hogy a komponens
cstucsainak a szama és az egész graf csiucsainak a szamanak aranya két
pozitiv szam kozé esik minden n-re. Tehdat az arany nullanal nagyobb
és végtelennél kisebb lesz n — oo esetén. Vagyis, ha n.-vel jeloljik a

komponens méretét, akkor

n
0<c < —<cy <00, N —00.
n

1.2.2. Az Erd6s—Rényi graf komponensei

Hatarozzuk most meg az Erdos-Rényi véletlen graf csicsai altal alko-
tott komponenseket. Azt mondjuk, hogy u csticsbdl elérheto v csics, ha

létezik legaldbb egy olyan élsorozat, amin végighaladva u-bdl v-be ju-
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tunk. Ezt igy jeloljik: u <> v. Ezek utan definialjuk egy tetszdleges v

cstucs komponensét a kovetkezo képpen:
Clv) ={u:v <+ u}.

Tehat minden olyan csics beletartozik C'(v)-be, ami Ossze van kétve
v-vel. Ebbe a komponensbe megegyezés szerint maga a v csics is be-
letartozik, mert gy tekintjiik, hogy v 6ssze van kotve sajat magaval. Az
Erdos-Rényi véletlen grafban eléforduld legnagyobb komponenst pedig
jeloljiik igy:

Cmaa: - C 5
(e vergfg%fn}l (v)]

ami, mint ahogy azt az el6z6 fejezetben lattuk, nagyban fiigg a p érték
nagysagatol.

Ahhoz, hogy a legnagyobb komponenssel foglalkozni tudjunk, el6szor
az Osszes komponenst fel kell térképezniink. Ezt gy tessziik, hogy
el6szor is megszamozzuk tetszoleges mdédon a csticsokat, majd vessziik
az 1-gyel jelolt csicsot és megnézziik, hogy mi tartozik az ¢ kompo-
nensébe. Ezt ugy érjiik el, hogy az 0sszes 1-bol induld élen végigmegytink
és megnézzilk, hogy milyen csiicsokba jutunk el. Ezek a cstcsok a v
kozvetlen szomszédai és ezek a csicsok persze benne vannak C(1)-ben,
vagyis az 1-es cstics komponensében, mert 1étezik koztiik ut. Azt mond-
juk, hogy ezek a csicsok 1 tavolsdgra vannak az 1-es csicstél a vizsgalt
véletlen grafban. Ezeknek a csiicsoknak a szamat jeloljik Xi-gyel. X,
csak a véletlentol fiigg, ezért valdszinliségi valtozoként kezeljik. Az
X, eloszlasa, vagyis az 1-es csucs kozvetlen szomszédainak a szamanak
az eloszlasa megegyezik egy n — 1 rendli és p paraméteri binomidlis
valészintiségi véaltozo eloszlasaval, vagyis Bin(n — 1, p)-vel.

Ha X; = 0, akkor az 1-es csiics komponense sajat maga, ha viszont
X7 > 1, akkor van van legalabb egy szomszédja és ennek a szomszédos
csucsnak is tudjuk majd nézni a szomszédait. Ezt is fogjuk tenni, de
elészor jeloljiik el az 1-gyel szomszédos csucsokat i1, is,. . . ,ix,-gyel, ugy,
hogy 11 < iy < 13 < ... < iy, teljesiiljon. fgy konnyebb lesz a cstcsokat

szamon tartani. Akkor fedezziik most fel az i; csucs szomszédait. Ennek
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a csucsnak azonban csak azokra a szomszédaira vagyunk kivancsiak, ame-
lyekrél még nem tudjuk, hogy az 1-es csics komponensébe tartoznak-e.
Tehat ha példdul ¢;-bdl fut él i;-be, 1 < 7 < X, akkor ¢;-t nem tekintjik
1j, most felfedezett csicsnak, mert mar ismerjiik, tudjuk, hogy benne
van az l-es csucs komponensében. ¢; ujonnan felfedezett szomszédainak
szamat jeloljik Xo-vel. Ezen szomszédok szamanak is binomidlis el-
oszlasa lesz, de nem n — 1 renddel, hanem n — 1 — X; renddel. Tehat az
X feltételes eloszlasa Xj-re nézve Bin(n — 1 — X7, p).

Ha X; > 2, akkor iy azon kozvetlen szomszédait is feltérképezhetjiik,
amik még nincsenek C'(1)-ben. Legyen X3 az is-vel szomszédos, ijonnan
felfedezett csicsok szama. Ezeknek a cstucsokoknak a szama is binomialis
eloszlasi, de ez mar nem csak X;-t6l, hanem X,-tol is fiige. Azaz X3
feltételes eloszldsa Xi-re és Xy-re nézve Bin(n—1—X; — X5, p). Tehat sor-
ban minden olyan cstcsnak felfedezziik a szomszédait, amik 1 tavolsagra
vannak az 1-es csucstol. Majd ha ezek a csiicsok elfogytak, azok a csicsok
kovetkeznek, amik 2 tavol vannak az 1-es csicstdl, azutan azok, amik 3
tavol vannak, és igy tovdbb, amig még van felfedezetlen cstics a kom-
ponensében. A csicsok ilyen médon torténé felfedezését szélességi ke-
resésnek nevezziik.

Altaldnosségban, amikor a C(1) (i 4+ 1)-dik cstcsénak szomszédait
nézziik meg, akkor ezeknek a csiicsoknak a szamat jeloljik X, i-gyel. A
kapott szomszédok mind C(1) elemei és szdmuk szintén binomidlis el-
oszlasu p paraméterrel és n — 1 — X; — Xy — ... — X, renddel. Feltéve
persze, hogy 1 < k < i-re Xj-t ismerjiik.

Miel6tt az i-dik csucsot felfedeznénk, azon csicsok szama, amelyek

szomszédait még nem térképeztiik fel, a kovetkezével egyenld:
T+ X+ Xo+ -+ X; — i

Azért, mert az 1-es cstiics komponensében 1évo csicsok szamabol, vagyis
X1+ Xo+ -+ 4+ X;-bol levonunk ¢ — 1-et, azon csicsok szamat, amelyek
szomszédait mar teljesen feltérképeztiik. Ebbél kovetkezik, hogy a C'(1)

felfedezésének folyamata addig tart, amig ez a kiilonbség nagyobb, mint
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nulla, vagyis amig:
I+Xi+-+X;—1>0

teljesiil. Amikor pedig mér felfedeztiink minden cstcsot C(1)-ben, a C(1)

csucsainak a szamara a kovetkezot kapjuk:

Hasonl6an meg tudjuk vizsgélni, hogy a tobbi, C(1)-be nem tartozé
csticsok mely egyéb komponensekbe tartoznak. Legyen j a legkisebb
szamu csucs, ami mar nem tartozik az 1-es csucs komponensébe. Ebbol
a csucsbdl kiindulva felfedezhetjiik ennek a csticsnak a komponensét. Per-
sze ez elott el kell tavolitanunk a C'(1)-be tartozé csticsokat, mivel azokra
mar nem lesz sziikség. Miutan feltérképeztiik a j cstics komponensét,
megnézzik, hogy melyik szdmu csics a legkisebb olyan, ami még nem
keriilt be az el6z6 komponensekbe. Ebbdl a csticsbdl is kiindulva egy
ujabb komponenst kapunk. Majd tdjra kivalasztjuk a legkisebb csticsot
és ezeket a lépéseket addig ismételjiik, amig mar nem marad cstcs, amit
ne térképeztiink volna fel. Ekkor befejez6dott az eljaras, végigértiink a

grafon és megkaptuk az Osszes komponenst.

1.2.3. Nagy csticsszamu Erdés—Rényi

véletlen grafok

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha n nagy. Ha n nagy, akkor tud-
juk, hogy az n rendii és % paraméterti binomidlis eloszlas kozel van a A
paraméterii Poisson-eloszlashoz. Més szoval:

k

P(Bin(n, \/n) = k) = e_’\% +o(1), k=0,1,2,...

teljestil. Azt is mondhatjuk, hogy a k fokszamu csucsok aranya konvergal
a Poisson-eloszlashoz valészintiségben.

Minden adott i-re ha X, Xo, ..., X; nem tul nagy, akkor
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fgy ap= % Vagyis X;-ket is kozelithetjiik Poisson-eloszlast valdsziniiségi
valtozdkkal. Ha ezeket X '-gal jeloljiik, akkor azt kapjuk, hogy S}, vagyis

a még felfedezetlen csicsok szama
ST~ 1+ X+ + X -

A folyamat természetesen itt is addig tart, amig S; el6szor el nem éri a

nullat, azaz
min{i: S; =0} =T =min{i : X{ +-- -+ X/ =1 -1}

teljesiil. Ebben az egyszertlsitett modellben 7™ lehet végtelen is, ami
(1.1)-ben nem lehetséges.

Bar az Erdds—Rényi véletlen graf érdekesen viselkedik ha valtoztatjuk
az élek behuzasanak valdszinliségét, a fokszamai nem skalafiiggetlenek,
ezaltal nem hasznélhato megfelel6en véletlen halézatok modellezésére. A
tipikus fokszam ebben a modellben a fokszamok atlaga, vagy ettdl csak
kicsit tér el. Bebizonyithaté azonban az, hogy a skélafiiggetlen grafokhoz

hasonléan a p = % élvaloszintiségli Erdés—Rényi véletlen graf ritka.

1.3. Komplex halézatokat modellez6

véletlen grafok

Tehat mar tudjuk, hogy az Erdos—Rényi véletlen graf nem modellezi jol a
valés halozatokat a fokszameloszlas szempontjabdl, mivel nem skalafiigget-
len. A tovéabbi fejezetekben olyan modellekkel fogunk foglalkozni, illetve
ugy alakitjuk ki ezeket a modelleket, hogy skalafiiggetlenek legyenek és
ezaltal jobban jellemezzék a valésagban kialakult halézatokat. Nézziik
el6szor meg a skalafiiggetlen véletlen grafok altaldnos modelljét [6].

Minden ¢ csticshoz rendeliink egy W; valészinliségi valtozét, ami meg-
adja az adott cstcs sulyat. fgy egy altalanos grafban annak a valdszini-
sége, hogy két csics, s és t Ossze vannak kotve:

WsW,

Pst = WsWt i Ln
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Sn =Y, W, jeloli a graf csicsainak Gsszstlydt és ezek a stlyok fiiggetle-
nek egymastol, feltéve, hogy ismerjiik az osszes W;-t. Beldthatd, hogy ha
az Erdos—Rényi véletlen grafot igy véletlenitjiik, skalaftiggetlen grafot ka-
punk, abban az esetben, ha W;-k fliggetlen és azonos eloszlasu valészini-
ségi valtozok.

Egy masik modell ugy alkot véletlen gréafot, hogy a fokszamokbdl in-
dul ki. Minden ¢ csucshoz rendeliink egy D; fokszamot gy, hogy az
osszegiik, vagyis L, = Y D, péros legyen. Ezutdn minden ¢ csicshoz
illesztiink D, darab élt gy, hogy ezeknek az élekenek a masik élvégiik
szabad legyen. Ezutan kivalasztunk egyenletesen két szabad élvéget és
osszeillesztjiik 6ket, igy a két élbol egy él lesz. A tobbi szabad élvéggel
is elvégezzilk ezt az Osszeillesztést. A folyamat sordan barmely élvég
part egyenld valdszintiséggel valasztunk ki. Az igy kapott modellt konfi-
gurdciés modellnek nevezziik, ezt a modellt Bollobas Béla talalta ki [2].

Persze az is el6fordulhat, s6t el6 is fordul, hogy a kapott graf nem egy-
szerl. Ez azért torténhet meg, mert a parhuzamos éleket és hurokéleket
ez a fajta modell nem zarja ki. Ha fokszamok véges szérassal rendelkez-
nek, akkor az igy kapott graf pozitiv valészintiséggel egyszerti lesz. Tehat
ha tobbszor megismételjiik a konfiguracios eljarast, vagyis ha tobbszor
egymads utan megrajzoljuk a grafot, akkor elobb-utobb egyszerti grafot
kapunk. Ezt ismétléses konfiguraciés modellnek (angolul: repeated con-
figuration model) hivjuk. Van egy mésik mddja is annak, hogy a gréfot
egyszeruvé alakitsuk, mégpedig az, hogy a parhuzamos éleket és a hu-
rokéleket kitoroljiik. Ezek a miiveletek nem valtoztatnak sokat a graf
fokszamain, ugyhogy nyugodtan elvégezhetjiik 6ket. Az ilyen modellt
torléses konfiguraciés modellnek (angolul: erased configuration model)
hivjuk. A konfiguraciés modellek és a véletlen grafok jol irjak le a valédi
héalézatokat, s6t olyan modelleket teremtenek, amik Osszehasonlithatok
a fokszam szempontjabol valédi halézatokkal. Sajnos azt viszont nem
magyarazzak el, hogy hogyan jottek létre ezek halézatok. Sajnos, hi-
szen a halozatok vizsgalatanal nagyon fontos szempont a kialakuldsuk és
novekedésiik. A vilaghal6 sem egy pillanat alatt jott létre, hanem az id6

elteltével folyamatosan névekedett és a mai napig is tart ez a folyamat.
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A vilaghdlé mellett egy mésik hélézat, ami szintén novekszik, az
a sajat ismeretségi halozatunk. Ez a rendszer sem egyik pillanatrél
a masikra épiil ki, hanem szép fokozatosan. Minden nap 1j emberek-
kel talalkozunk, akikkel kialakithatunk kapcsolatokat, igy bévithetjiik a
"sajat halozatunkat”. Erdemes tehét egy halozat novekedését szemiigyre
venni. A skalafiiggetlen grafok kialakulasdnak az egyik lehetséges ma-
gyarazatat Albert Réka és Barabas Albert-Laszlo adta, akik a valédi
halézatok kialakuldsat a 'preferential attachment’-tel magyaraztak. Ez
azt takarja, hogy azok a csicsok, amik jonnan keriilnek bele a grafba,
nagyobb valdszintiséggel csatlakoznak olyan cstucsokhoz, amelyek fok-
szama nagyobb, mint azokhoz, amelyeké kisebb. Ez logikusnak tiinik,
hiszen a vilaghalén is hasonléan miikodnek a weblapok kozti kapcsola-
tok, az ismertebb weblapokra (pl.: Wikipedia, Google, Youtube) sok
hivatkozast talalhatunk a weblapokon, mig egy olyan oldalra, amit ha-
vonta tiz személy latogat, sokkal kevesebbszer hivatkoznak. Az isme-
retségi korlink kialakuldsa soran is nagyobb az esélye annak, hogy olyan
valakit ismeriink meg, aki sokakkal van kapcsolatban, mint hogy olyat,
akinek kevés ismerdse van. A kovetkez6kben a 'preferential attachment’

modellek altalanositasaval fogunk foglalkozni.
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2. fejezet

A Preferential Attachment
Modell

Véletlen grafokat modellezni kétféleképpen lehet: statikus vagy dina-
mikus modellekkel. A statikus modellek nem veszik szamitasba a graf
boviilését, illetve csokkenését, mivel a graf tulajdonsdgait egy kiragadott
idépontban mutatjak be. A dinamikus modelleket azért nevezziik dina-
mikusnak, mert a véletlen grafok kialakuldsat, valtozasat modellezik. Az
ilyen modellek hatvanyrendii fokszamsorozatokhoz vezettek minket, igy
megmagyarazzak az ilyen fokszamsorozatok véletlen grafokban valé meg-
jelenését. Az egyik lehetséges magyarazatat annak, hogy miért jelennek
meg hatvanyrendi fokszdamsorozatok a valédi hélézatokban, a preferen-
tial attachment’ minta adja meg. A ’preferential attachment’ modellnek
a lényege az, hogy az tGjdonsiilt csicsok éleit nem azonos valészintiséggel
kotjiik 0ssze barmelyik csiicesal, hanem nagyobb eséllyel kotjiik Ossze
olyan csucsokkal, amiknek nagyobb a fokszama, mint azokkal, amiknek

kisebb. Lassuk hat, hogyan is néz ki altalanosan ez a modell.

2.1. A modell bemutatasa

A preferential attachment’” modell egy grafsorozatot allit elé, amit
{PAiy(m,6)}2, -gel jelolink. Ez a sorozat minden t-re egy ¢ csicsi

grafot ad, aminek mt éle van, ahol m € {1,2,...} és 6 > —1 teljesiil.
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Nézziik meg a modellt m = 1-re. PA,(1,0) cstcsait jeloljik a kovet-
kezéképpen: {v1(1),v2(1),...,v4(1)}, a v;(1) fokszamét pedig D;(t)-vel. A
definici6 szerint PA;(1,9) egy csticsbdl all, ami egy hurokéllel rendelke-
zik. Vizsgaljuk meg, hogyan néz ki a graf novekedése, vagyis a (t + 1)-
edik csticsnak a grafba vétele. Hozzaadunk elOszor is egy csticsot és egy
élt a grafhoz gy, hogy az él egyik vége rogzitve legyen az 1j csucshoz, a
masik vége pedig egyeldre szabad legyen. Ezt a szabad véget most kossiik
ossze a graf egy tetszoleges csuicsaval, méghozza a fokszammal aranyos
valészintiség szerint. Vagyis a szabad élvéget T L+

t(2+9)+(143)
D;(t)+4

;T valoszintiséggel a graf egy tetszéleges v;(t) €

PA(1,0) cstcsdhoz kotjik. Tehdt annak a valdsziniisége, hogy az 1]

valoszintiséggel

sajat magahoz

csucsot egy adott csticshoz kotjiik:

A hai=t+41,
P(ojh = vV |PA(L,6) = ¢ e (2.1)
m ha i € [t],

ahol [t] = {1,2,...,t} és 0 pedig a modell paramétere. Ez a paraméter
mindig olyan, hogy § > —1, ezért konnyi azt beldtni, hogy a (2.1)-ben
szereplé valdszintiségek Osszege egyet ad. Az is igaz, hogy D;(t) +6 > 0,
mivel D;(t) > 1 minden t-re és minden i-re.

Emlitsiink meg néhany szét a o-rél. Altaldban véve minden valds
hélézatnak van egy jellemzo paramétere, ezt a paramétert jeloltiik ~-val.
A halézat ezen v-jat meg tudjuk hatdarozni, majd miutan ezt megtettiik,
a valés halozatra egy megfeleld 0-ju preferential attachment modellt tu-
dunk illeszteni. A 0-t a v = 3 + % osszefiiggésbol kapjuk meg. Tehat
egy v paraméterti valés halézathoz tudunk taldlni egy 6 paraméteri pre-

ferential attachment modellt, ami jol kozeliti azt.

2.1.1. A preferential attachment modell m > 1-re

Lattuk, hogy m = 1-re igy miikodik a modell, nézziik meg, hogy m > 1-
re hogyan viheté at mindez. Egy PA,,(1, %) grafsorozattal kezdiink,

aminek a csicsai legyenek v(1), ..., vp(1). Miutén ezt a grafsorozatot
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elkészitettiik, a PAy(1,2)-beli vi(1),...,v,(1) csticsok legyenek a
PAy(m,6) grafban a vi(m) csics. A PA;(1,2)-ben szerepld kovetkezd
m darab csucs legyen a PA;(m,d)-ban a vy(m) csics, és gy tovabb,
vagyis dltalanosan a v(j_1ym+1(1), ..., vjm(1) legyen a v;(m) csics. Az j
PAi(m,¢) grafban két tetszoleges csics, vg(m) és v;(m) Gssze van kétve,
ha a régi PA,.(1, %) grafban ennek a két csicsnak barmelyik két Ose
Ossze volt kotve. Egy v;(m) cstcs Gseinek azt az m darab csicsot te-
kintjiik, amik Osszevondsaval 6 maga keletkezett. fgy természetesen hu-
rokélek és parhuzamos élek is létrejohetnek a grafban. Hurokélek akkor
alakulnak ki, ha egy PA;(m,d)-beli csics m darab Gse koziil barmelyik
ketto 0ssze volt kotve, parhuzamos élek pedig akkor keletkeznek két cstics
kézott az dj grafban, ha e két cstics 8sei kozott a PAy, (1, £) grafban t5bb
él is futott.

Ezzel definidltuk a modellt m > 1-re is. Ezt az eljarast szoktak
‘collapsing of vertices-nek (csticsok Osszevondsa) hivni. Az igy keletke-
zett PA;(m,0) graf egy multigraf, aminek ¢ csiicsa, mt éle van és igy az
osszfokszama 2mt. Multigrafnak nevezziik az olyan grafokat, amiknek

vannak hurokéleik vagy parhuzamos éleik.

2.1.2. Preferential attachment egy kicsit mashogy

A preferential attachment modell miikodésének egy masik megkozelitése
is lehetséges. Ebben a megkozelitésben a PA;(m, §) grafsorozatot egy ki-
csit masképpen alkotjuk meg. Nem a PA,(1, %) grafsorozatbol indulunk
ki, hanem vessziikk a PA;(m,§)-t és a kdvetkezéképpen kétiink hozza 1j
csucsot és 1j éleket. Vesziink egy csticsot és m darab élt, amiknek az
egyik vége a csiucshoz csatlakozik, a masik végiikk pedig szabad. Majd
az élek koziil kivalasztunk egyet és ennek a szabad végét a mar meglévo
graf egy csicsdhoz kotjiik olyan valészintiségekkel, ahogy az a (2.1)-ben
szerepel. Természetesen sajat magahoz is kothetjik. Annak a csticsnak
a fokszamat, amihez az 4j élt kotottiikk, megnoveljiik eggyel. FEzutan

valasztunk egy masik szabad végi élt, ezt is hozzakotjiik a grafhoz, majd
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megint megnoveljiik annak a csiicsnak a fokszamét, amihez a szabad élt
kotottiik. Ezt addig folytatjuk, amig az Osszes szabad végi él el nem fogy.
Ezt a médszert ’intermediate updating of the degrees’-nek nevezziik.

A fent leirt modell és mindkét véltozata tgy miikodik, hogy azok
a csucsok, amiknek nagyobb a fokszamuk, nagyobb eséllyel kapnak 1j
éleket, mint egyéb csicsok, aminek kovetkeztében még nagyobb valdszinii-
séggel kapcsolodnak hozzajuk ujabb élek, vagyis a folyamat ongerjeszto.
Szoktak néha ezt a modellt 'Rich-get-Richer” modellnek is nevezni, mivel
megmagyarazza, hogy miért talalhaték nagyon nagy fokszamu cstcsok is

a véletlen grafokban.

2.1.3. Hurokélmentes modell

A modellt megvaltoztathatjuk gy, hogy hurokélek ne forduljanak el6 a
grafokban. Ezt Ugy tessziik, hogy mddositjuk a kiindulési feltételeket
és azt is, hogyan kotheté egy 1j, szabad végi él a csicsokhoz. Ezt
a médositott grafsorozatot {PAY (m, §)}iso-vel jeldljitk. A legelsé graf
m = 1-re, vagyis PAs(1,9) élljon két cstcsbol, vy (1) és ve(1)-bél és fus-
son koztitk két él. Az 1j él hozzdadasanak szabalyat pedig mddositsuk

igy:
D;(t) +9
t(2+0)

Ezaltal mindig egy olyan grafot kapunk, ami hurokélmentes és Ossze-

P(v, — vV |PAP(1,4)) =

fiiged. Ezek utan definialhatjuk a grafsorozatot m > 2-re a ’collapsing of
vertices’ modszerrel.

Nem kell a parhuzamos élek eltiintetésével bajlédnunk, ha m = 1,
hiszen ebben az esetben ezek nem alakulhatnak ki. Es nemcsak egyszeri
grafot kapunk az m = 1 esetben, hanem ez a graf még fa is lesz. Ez
konnyen lathato, hiszen minden 1j cstcs csak egy korabbi csticcsal lesz
osszekottetésben, igy nem alakulhat ki a grafban kor. A tovabbiakban
az m = 1 eset fog minket érdekelni, mivel az Albert—Barabasi-fa tulaj-

donsagait fogjuk a kovetkezékben megvizsgalni.
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2.2. A modell bemutatasa -
Barabasi—Albert-modell

Ezt a modellt Barabasi Albert-Lész16 és tanitvanya, Albert Réka dol-
goztak ki 1999-ben [1]. Barabési Albert-Ldszl6 fizikus és halézatkutato
Csikszeredatol 23 km-re északra, Karcfalvan sziiletett Roméniaban. Az
Indiana allambeli Notre Dame Egyetem professzora volt egészen 2007-
ig, jelenleg Bostonban a Northeastern Egyetemen, illetve a Harvardon
dolgozik. A hélézatok tertiletén elért eredményeit a szocioldogia és a
természettudomanyok kiilonbozé teriiletein hasznositjak. Eredményei
nem csak publikaciok, hanem konyvek forméjaban is elérhetéek, a leg-
ismertebb ezek kozil a 'Behalozva - A hélézatok 1j tudoménya’ cimet
viseli. Lassuk hat az emlitett modellt.

A Barabasi—-Albert-modell egy olyan preferential attachment modell,
ahol 6 = 0. A Barabasi—Albert-modellben az egy 1épésben hozzdadott
élek szdma barmilyen pozitiv egész szam lehet, azaz m = {1,2,...}. Ha
csak m = 1 élt adunk hozzd a grathoz minden egyes 1épésben, akkor
Barabasi—Albert-fardl beszéliink. A Barabasi—Albert-fa tehat a preferen-
tial attachment modellnek azon specidlis esete, amikor 6 = 0 és m = 1.
Ezt a Barabasi—Albert-fat tudjuk altalanositani azzal, hogy megenged;jiik
azt, hogy a ¢ nem csak nulla, hanem mas is lehet. Ekkor altalanositott
Barabasi—Albert-farol beszéliink. A koévetkez6kben az altalanositott Ba-
rabéasi-Albert-fardl lesz szo, de elotte nézziik még meg, hogy a Barabési-
Albert-fat hogy hozzuk létre. Ez a modszer adja majd az altalanositott
Barabasi—Albert-fa elkészitésének alapjat.

A folyamat kezdetén egyetlen csticsunk van, amit gyokérnek neveziink.
Egy altalanos 1épés gy néz ki, hogy valasztunk egy mar meglévo cstcsot
a grafbdl, ehhez rogzitjiik az 1j éliink egyik végét, majd a masik végét az
ujonnan hozzaadott csicshoz kotjiik. A bekotott csics annak a csticsnak
a gyereke, amihez bekototték. Egy grafban 1évé csicsot akkora valészint-
séggel valasztunk, amekkora a fokszaméanak és a graf osszfokszamanak

aranya és az 1j csucs bekotése minden korabbi 1épéstdl fliggetleniil tor-

23



ténik.

2.2.1. Az altalanositott Barabasi—Albert-fa
felépitésének modjai
Az altalanositott Barabasi—Albert-fat kétféleképpen is felépithetjiik. Ko-
vetkezzen most az egyik mddszer.
ﬁgy kezdodik egy 1j csics hozzdadasa a grathoz, hogy kivalasztunk
a mar meglévo csucsokbdl egy csucsot a silyaval aranyosan, ahol egy k
fokszamu csics silya k40, 6 > —1 pedig a modellre jellemz6 paraméter.

Tehét egy konkrét csticsot k+5

valészintiséggel valasztunk. S,,-nel jeloljiik
az n €l graf csicsainak osszsulyat, ami S, = 2n + (n + 1)d-val egyenld.
Majd a kivalasztott csicsot hozzakotjik az 4j csucshoz. Az 14j csucs
bekotése mindig az el6z6 cstucsok bekotésétol fiiggetlentl torténik.

Van egy masik médja a Barabasi—Albert-fa felépitésének, ami a kovet-
kezOképpen néz ki. Magat a gyokeret s% valoszintiséggel valasszuk Kki.

Egyébként pedig valasszunk egy élt a grafbeli élek koziil egyenletesen.

144
246

az als6 végpontjat 5 + 515 valosziniiséggel. Beszélhetiink az élek alsé és felsd

Ezutan valasszuk ki ennek az élnek a felso végpontjat valoszintiséggel,
végpontjardl, mivel a grafunk fa, és igy minden csiicsnak egy és csakis egy
tavolsaga van a gyokértdl szamitva. Ez alapjan egy él als6é végpontja az
a végpont, amelyik kozelebb van a gyokérhez, a felsé végpont pedig az,
amelyik tavolabb van a gyokértol. Nézziik meg, hogy ezzel a mddszerrel
ugyanazokat a sulyokat kapjak-e a csicsok, mint amiket az el6z6 eljaras
soran.

Ehhez eloszor alakitsuk at az o0sszfokszamra kapott képletiinket:
Sp,=2n+n+1)0=2+0)n+4.

Vizsgaljuk meg a moddszert egy 1 fokszamu cstcsra. Ekkor a csicsnak

csak egy éle van és ahhoz a csicshoz kapcesolddik, amelyiknek 6 a gyereke.

Tehat az él felso végpontjanal helyezkedik el, ez pedig azt jelenti, hogy ha
144

ezt az €lt valasztjuk, akkor 575 valdszintiséggel valasztjuk ezt a csicsot.
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Az élt % valészintiséggel valasztjuk, hiszen egy él 2 + d-nyi silyt ad
hozza a grathoz. Mivel az €l és a cstcs valasztdsanak is meg kell torténnie
és ezek egymastol fliiggetlenek, ezért az él valasztasdnak valdszintliségét
Osszeszorozva a csucs valasztasanak valoszintiségével azt kapjuk, hogy az
egy fokszamu csicsunkat

1+90 240 1490
2485 n(2+8)+46 n2+6)+90

valoszintiséggel véalasztjuk, tehat a csics silya 1 + 9. Epp ennek kellett
kijonnie a modell alapjan.

Egy k > 1 fokszam csiicsra pedig a kdvetkezo a helyzet. A gyokéren
kiviil minden csicsnak egy és csakis egy sziiléje van, vagyis egyetlen olyan
éle van, aminek a fels6 végpontjanal helyezkedik el. Ezért az el6zéek
alapjan a csucs silya eddig 1+6. A sziilgjéhez futo élen kiviil a csticsnak
van még k — 1 darab éle, amik az 6 gyerekeihez futnak, tehat ezeknél az
éleknél 6 van az alsé végpontoknal. Ezek az élek osszesen k — 1 nagysagu
sulyt jelentenek. Vagyis a csucs dsszsilya 1 +6 + (K — 1) = k + 6, gy,
ahogy azt vartuk. Ez a gyokér sulyanal is ennyi, mivel van £ darab éle
és kap hozza még d-nyi sulyt, igy a kettd Osszege szintén k + 4.

Ezek tehéat az altalanositott Barabdsi—Albert-fa felépitésének maodja.
Ezek a médszerek a korabban latottak alapjan egy egyszeri grafot, azaz

hurokélektdl és parhuzamos élektol mentes grafot eredményeznek.
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3. fejezet

Fokszamok vizsgalata véletlen

grafokban

3.1. Rogzitett csiicsok fokszamainak
vizsgalata

Ahhoz, hogy adott csiucsok fokszamai vizsgalhassuk, be kell vezetniink a
I-fiiggvényt:
I(t) = / v le " du,
0

ahol ¢t > 0. Azt fogjuk belatni, hogy D;(t) ardnyos tz5-val és ez az
arany egy pozitiv £ valdszinliségi valtozohoz konvergal. Pontosabban

megfogalmazva [6, 8.1 tétel]:

1. tétel. Adott m = 1 és 6 > —1. FEkkor Di(t)t_u%S eqy pozitiv &

valosziniséqgi valtozohoz konvergdl majdnem mindenaitt, és
T(t+ 1) — 575)

Lt + $£2)0(i)

E(d;(t) +0)=(1+0) -

teljesil, ha t — oo.

Ez a tétel kiterjeszthet6é a maximélis fokszam konvergalasara is.

Bizonyitds: Vegyilk az egyenlet bal oldalan talalhaté varhato értéket és
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vegylik  feltételesen az @ cstics fokszamdra, azaz  D;(t)-re.

[gy ez adédik:

E(D;(t+ 1)+ 6|D;(t)) = Di(t) + 6 + E(D;(t + 1) — D;(¢)|D;(t)) =
D;(t) + 0

(t)+0+ t(240)+1+6
t2+0)+2+0
t2+0)+1+5
n (24+)(t+1)

B (D’(t)+6)t(2+5)+1+5

Kiszamoljuk az i csics fokszamanak varhato értékét is:

1496 B
2+0)G—-1)+1+6
24+0)E-1)+2+0
2+6)(GE—1)+14+6

(24 0)i
24+0)@E—-1)+1+4§

Ezek segitségével a kovetkezd martingdlt hatarozzuk meg:

= (Di(t) +9)

E(D;(i)4+0) =146+

= (1+9)

=(1+9)

t—1

D;(t)+ 0 H (240)s+1+6
140 (2+0)(s+1)

M;(t) =

Ez az M;(t) egy nemnegativ martingdl, aminek a varhat6 értéke 1. A
konvergencia-tétel miatt M;(t) egy & valdszintiségi valtozéhoz konvergél
1 valdszintiséggel, ha t — oo.

Az M;(t) martingdl determinisztikus részét tovabb alakithatjuk a

kovetkezd modon:

’ﬁ (2+8)s+14+5 _ ’ﬁ s+ES T+ EDI6)
S @Ha)s+2+0 2L os+1l T+ DI — 55)

Beldthatd, hogy D;(t) /tﬁ egy valdsziniiségi Véltozéhoz konvergél el-

’ / /7 /. 144 /7 . z z Z )
oszlasban, és ennek a valészintiségi véltozénak (1 + ¢) F(j)* 2505 g varhaté

értéke.

Ez az eredmény azért lesz fontos, mert a késébbiekben a Barab&si—
Albert-fa lokalis fokszameloszldsat fogjuk vizsgdlni. Pontosabban a gyo-
kér szomszédsagaban szamitjuk majd ki a k& foku csticsok aranyat, a tétel

pedig pont ennek a halmaznak a méretérdl szol.
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3.2. A preferential attachment modellbol

adodod fokszamsorozatok

Jeloljik Pg(t)-vel a ¢ idépontban k fokkal rendelkezé csticsok ardnyét,
azaz Py(t) legyen

t
1
Pi(t) = 5 > =y
i=1

Jeloljiik {px}2-nel azt az eloszlast, amit a

= (2 ‘5) T(k+6)T(m+2+05+2)

m) T(m+86)T(k+3+6+2)

képlet hatdroz meg m > k-ra, k € {0,1,2,...,m — 1}-re pedig pr = 0.
Miel6tt Osszefiiggést taldlndnk a k fokszamu csticsok ardnya és a {pg}32
eloszlas kozott, emlitsiik meg a py eloszlas alakjat m = 1-re. Ekkor a
kovetkezore egyszertisodik az eloszlés:

L(k+0)l'(3 4 26)

(k+3+20)(1+6)

Dk = (2+5)F

Ez a képlet fog el6jonni, amikor a Barabasi—Albert-fa fokszameloszlasat
targyaljuk. Térjiink vissza a k foku csucsok aranyahoz: belathatd, hogy
{pr}2, valéban eloszlas és ez az eloszlas a PA;(m,d) fokszameloszlésa.
Ezt a kovetkez6 tétel mondja [6, 8.2 tétel].

2. tétel. Adott 6 > —m és m > 1. Ekkor létezik olyan m-tdl és 6-tol
fiiggé C = C(m,d) > 0 konstans, hogy t — 0o esetén

logt
P <mkaX|Pk(t) — el = C4y/ T) =o(1)

A tétel szerint annak a valdsziniisége, hogy Pi(t) és p; kiilonbségének

teljestl.

maximuma nagyobb, mint egy nulldhoz tarté fliggvény értéke, tart a
nulldhoz t — oo esetén. Vagyis a fokszamok ardnya, azaz Py (t) a {pr}32,

fokszameloszlashoz tart, ahogy a graf a preferential attachment szabalyai
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szerint novekszik.

Az az elonye ennek a képletnek, hogy kapcsolatot teremt a véletlen
és a determinisztikus kozott. A k foka csicsok ardnyét, azaz Py(t)-
t, teljes egészében a véletlen iranyitja, akar teljesen el is térhet a vart
értékektol. A pg eloszlas ezzel ellentétben egy determinisztikus, elére
meghatarozhaté eloszlds, és ehhez konvergdl hosszi tavon a véletlen
szabalyai alapjan mikodo Py(t).

A py eloszlas ezen kiviil még egy hatvanyrendi eloszldshoz is kozel

van. Ezt onnan tudjuk, hogy k£ — oo esetén
Pk = Cmsk (1 4+ O(1/k))

igaz, ahol v = 3 + % > 2. Vagyis a 'preferential attachment’ modellel
létrehozott grafok fokszamsorozata hatvanyrendi, v = 3 + % kitevovel.
Bérmilyen v > 2 elérhetd, ha 6-t és m-et megfeleléen valasztjuk.

Ezért van az, hogy a preferential attachment modell jé bizonyitékot

ad arra, hogy miért is jelennek meg a hatvanyrendi fokszamsorozatok.

3.3. A Barabasi—Albert-fa

fokszameloszlasa

A Barabdasi—Albert-fa fokszdmeloszlasa valéban az el6z6 pontban emlitett
pi eloszlds m = 1 esete, ezt tébbek kozott Méri Tamés [8] és Bollobas
Béla [3] bizonyitotta be. Belattdk, hogy a k fokszamu cstcsok ardnya a

Barabasi—Albert-faban egy ¢; eloszlashoz konvergdl, és

2407 6 ( )r(25+3) 1
qz_z‘+5j:1j+2+25 T(5 + 1) io+3

(1 — 00).

T(k+5)
T(k+3425)

Zsolt [7] pedig azt bizonyitotta be, hogy ugyanez az eloszlas figyelhet

Ez a p, fokszameloszlas m = 1 esete, hiszen t~53. Katona

meg a legnagyobb méreti szinteken is. A gyokértol azonos tavolsagra
1évé cstucesok alkotnak egy szintet.

A {pr}2, fokszameloszlds egy mdsik egyszertsitett alakja k > m és
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6 = 0 esetén érhetd el. Ekkor:

2R T(m+2)  2m(m+1)
P D+ 3)T(m) ~ k(k+ D)(k +2)

Ezt és az el6z06 képletet Osszerakva kapjuk a Barabasi—Albert-fa fokszam-
eloszlasat. Azaz, ha § =0 és m = 1, akkor:
T'(k)T(3) 2 4

Pe= IR G )kt DE - L2kt Dk

A levezetéshez felhasznaltuk a
I'(k+1)=kD(k)
osszefiiggést, illetve az ebbdl kovetkezo
[(k)=(k—1)!

egyenloséget.

Tehat a Barabasi—Albert-fa fokszameloszlasa m—héz tart,
vagyis konyhanyelven fogalmazva: nagyon sok 1épés utan ,;% valészini-
séggel valasztunk ki egy k fokszamu csicsot, ha egyenletesen valasztunk
a csucsok koziil. Vagyis a Barabasi—Albert-fa skalafiiggetlen v = 3 ki-

tevovel.

3.4. A Barabasi—Albert-fa als6 szintjei

Ahhoz, hogy a Barabédsi—Albert-fa szintjeinek nagysagardl beszélhessiink,
eloszor is be kell vezetniink a szint fogalmat. Mar tudjuk, hogy ha két
csucs Ossze van kotve, akkor a régebbi csics az ujabbnak a sziiléje, az
ujabb csucs pedig a régebbinek a gyereke. Beszélhetiink régebbi és tjabb
csucsokrol, ha azt nézziik, hogy mikor keriilt a cstcs a grafba. Azt mond-
juk, hogy a grafban néhany csucs egy szintet alkot, ha ugyanolyan tavol,
vagyis ugyanannyi lépésre vannak a gyokércsucstél. A nulladik szint csak
a gyokeret tartalmazza. Az els6 szintet a gyokér gyerekei alkotjak. A

masodik szintet a gyokércsucs gyerekeinek a gyerekei, vagyis az els6 szint
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csucsainak a gyerekei alkotjak. A harmadik szintet a masodik szint gye-
rekei alkotjak, és igy tovabb. Faban vagyunk, ahol barmely két cstcsot
pontosan egy Ut kot Ossze, ezért minden csuicsnak csak egy tavolsaga le-
het a gyokértol. Jeloljiikk X [n, k]-val az n 1épés utan kialakult k-adik szint
nagysagat. A fa szélessége pedig legyen a legnagyobb szint nagysiga és
jeloljiikk W,, = max{X|n,k] : 1 <k < n}-nel.

A szint fogalman kiviil be kell még vezetniink egy szint Gsszsulyanak
fogalmét is. Legyen W{n, k] a k-adik szintet alkotd csicsok Osszsilya.
Ez a gyokér esetén Win, 0] = X|n, 1] 4+ d, mivel a gyokérbél kilép6 dsszes
élnek 1 stlya van és ehhez jon még magénak a gyokérnek a ¢ sulya. Egy
szint silya k > O-ra pedig: Win, k] = X[n,k + 1] + (1 + §) X [n, k], mert
a k-adik szintb6l X [n, k 4 1] szdmu él 1ép ki, itt mindegyik él silya 1, és
a k-adik szinten X|[n, k| darab csics taldlhaté, ezek pedig a (k — 1)-edik
szintrol befuto élek felsé végpontjanal helyezkednek el, ezért ezek 1+ ¢
stllyal szerepelnek. Most mar meghatarozhatjuk, hogy mekkora eséllyel

fog néni a k-adik szint mérete a Barabasi—Albert faban.

3.4.1. A Barabasi—Albert-fa als6 szintjeinek
nagysaga

Legyen F,, az elso n 1épés altal generalt o-algebra. Ha erre a o-algebrara
nézzik a k-adik szint novekedésének valdszinliségét, akkor azt kapjuk,

hogy ez:

P(ln+1,k] = X[n, k] + 1|F,) =1 — P(X[n+ 1,k] = X[n, k]|F,) =
Win, k —1]
5

vagyis a (k — 1)-edik szint csicsainak az Osszsilya és a graf csicsainak

az Osszsulyanak az aranya jon ki. Ez logikus is, hiszen egy 1j csucs csak
akkor lesz a k-adik szinten, ha egy (k—1)-edik szint{i csiicshoz csatlakozik.
Annak a valdszintisége pedig, hogy egy ilyen cstcshoz csatlakozik, az pont
az elobb kijott valdsziniiség. Lassuk akkor a k-adik szint nagysagardl

szo0l6 tételt [9, 2.1. tétel].
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3. tétel. Rogzitett k-ra

X K] =ggpi)* 0 = n¢Poii[ju(n)
1 valdszintséggel, ha n — oo.
¢ egy pozitiv valészinliségi valtozd, p(n) = %‘; logn, a Poiy_1[u(n)] pe-

dig a pu(n) paraméterti Poisson-eloszlds (k — 1)-edik tagja. Ez a tétel is
hasonlé dolgot allit, mint a rogzitett csticsok fokszamarol szélo tétel. Ott
egy adott cstcs fokszama volt aranyos nrié—val, itt pedig az egész k-adik

szint mérete aranyos nz+s-val.

3.4.2. A legnagyobb szinteken

Katona Zsolt bebizonyitotta [7], hogy nem csak rogzitett k-ra érvényes
az el6zo tételben kimondott becslés, hanem k-ban egyenletesen teljestil.

Arra az eredményre jutott, hogy

X[n, k| ~e™”
k-ban egyenletesen, ahol v = Ug;}’j ((:)))2. Meghatéarozta ezaltal a legna-

n

obb szint sulyat is, arra jutott, hogy W,, = 1 valdszintiséggel.
gy Yy J gy \/m g8

A 3. tételben megjelend ¢ valdsziniiségl véaltozd azonban érdekes
modon eltlinik, ha a legnagyobb szinteket vizsgdljuk. Ez a kovetkezd
tételbol deriil majd ki.

Legyen X|n, k,i| az i fokszdmu cstcsok szama n 1épés utan a k-adik
szinten. Katona Zsolt bizonyitotta be azt is, hogy a legnagyobb szinteken

az aszimptotikus fokszameloszlas ugyanaz, mint az egész faban. Vagyis

n

X[n,k,i]:in[n,k]+O( ) minden i€ 1,2,...-re.

logn

3.4.3. Lokalis fokszameloszlas az

altalanositott Albert—Barabasi-faban

Az alacsonyabb szintek ennek ellenére méashogy viselkednek, ezt a kovet-
kez$ tétel mondja ki [9, 3.1. tétel].
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4. tétel. Minden k> 1,1 > 1-re

lim Xn, ki 149 _(1+0) 1 1
nsoo X[kl (i+8)(i+1+6) i+ i+1+90

1 valdszintséggel.

Ez az arany nem azonos a ¢; arannyal, ami az egész fa ¢ fokd csicsainak
aranyat mutatja meg. A g; ﬁ—mal aranyos, tehat hatvanyrendi és ez
a hatvany fiigg a modell paraméterétol. Ezzel szemben az alacsonyabb
szinteken a fokszdmeloszlas hatvanyrend ugyan, de a kitevGje mindig

—2, azaz nem fiigg a modell paraméterétol, d-tol.

3.5. Valos halézatok

3.5.1. Hat lépés tavolsag

Egy bizonyos Stanley Milgram, amerikai pszichologus érdekes kisérletet
bonyolitott le 1967-ben. Kansas allam kiilonboz6 részeibe osszesen 60
levelet kiildott ki azzal a kéréssel, hogy probaljak a kapott levelet el-
juttatni egy Massachusetts allambeli nohoz. A levelet viszont mindenki
csak olyan személynek adhatta tovabb, akit személyesen is ismer. Ezzel
probalta meg Milgram felmérni, hogy hany személyes ismeretségen ke-
resztiil lehet kapcsolatot teremteni két tetszoleges egyén kozott.

Az el6bbi kisérlet még nem jart nagy sikerrel, de Milgram megismétel-
te ezt a kisérletet tobbszor is, példaul gy, hogy tobb informéciot adott
meg a célszemélyrol, vagy fontosnak tiintette fel a kézbesitendd leve-
let. Ilyen és hasonlé mddszerekkel sikeriilt elérnie, hogy a levelek 95%-a
megérkezzen a kijelolt személyhez. A kisérlethél Milgram azt a kovet-
keztetést vonta le, hogy valdsziniileg barmely két ember a vildgon hat
személyes ismeretségen keresztiil ismeri egymast. Angolul ezt a hat 1épés
tavolsagot ’six degrees of separation’-nek nevezik.

Erdekes médon nem a tudomanyban jelent meg el6szor a fenti gondo-
lat, hanem az irodalomban. Ismert hazai irénk, Karinthy Frigyes vetette

papirra el6szor ezt az otletet 1929-ben a Ldncszemek cimii novellajaban.
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”Annak bizonyitasdaul, hogy a Foldgolyo lakossdga sokkal kéozelebb van
eqgymdshoz, mindenféle tekintetben, mint ahogy valaha is volt, probdt
ajanlott fel a tarsasag eqyik tagja. Tessék eqy akdrmilyen
meghatdrozhato eqyént kijelolni a Fold mdsfél milliard lakoja kéziil,
barmelyik pontjin a Féldnek — & fogaddst ajanl, hogy legfoljebb ot mds
eqyénen keresztil, kik kozil az eqyik neki személyes ismerdse,
kapcsolatot tud létesitent az illetovel, csupa kozvetlen — ismeretség —

alapon. . .”

Habar most méar nem csak masfél millidardan éliink ezen a bolygén, ha-
nem majdnem Otszor annyian, ez az allitds minden bizonnyal tovabbra
is igaz, hiszen a technika fejlodése révén a Fold lakoéi sokkal kozelebb
keriiltek egyméashoz, mint amilyen kozel valaha is voltak. Példaul a Face-
book nevii kozosségi halozat, ami 900 milli6 felhasznalot kapcsol Ossze a
vildg minden t4jardl, szintén egy kis vilag. Alh'télag barmely két fel-
hasznalé kozott legfeljebb négy 1épés a tavolsag. Ez azt jelenti, hogy az
emberek ismeretségének hélézata egy olyan hélézat, ami kis vilag, sot
nagyon kis vilag. Tehat tényleg jogos az a felkialtas, amit nap mint nap

hallunk: ”De kicsi a vilag!”.

3.5.2. Az Erdos-szamok

Tudjuk, hogy hires matematikusunk, Erdés P&l rengeteg cikknek volt a
szerzoje illetve tarsszerzoje. Olyan sok matematikussal dolgozott egytitt,
hogy baratai kitaldltak az Erdés-szam fogalmat. Ez a kovetkezdképpen
miikodik. Erdés Péal Erdés-szama 0. Akik kozos cikket publikéaltak
Erdéssel, azoknak az Erdds-szama 1. Akik olyan személlyel publikaltak
cikket, aki publikalt elétte Erdossel cikket, de kozvetlentil Erdéssel nem
irtak kozos cikket, azoknak az Erdos-szama 2, és igy tovabb. A legna-
gyobb Erdds-szém a 13 a hitp://www.oakland.edu/enp /trivia/ weboldal
szerint. Ha ebben a halézatban a matematikusat csticsoknak tekintjiik,
akkor két csucs akkor van Osszekotve, ha a nekik megfelel6 személyek
irtak kozos cikket egyméassal. Egy ilyen grafban Erdos egyértelmiien az

egyik legnagyobb fokszamu csics. Ebben a grafban a matematikusok
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altagban 4,7 tavolsagra vannak Erddstol.
Hasonl6 gréafot lehet felépiteni a szinészek kozott is. A szinészek le-
gyenek a graf csicsai és két csiics kozott fusson él, ha a nekik megfelel6

szinészek jatszottak egy filmben.
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Utoszo

Megtudtuk tehat, hogy mik is azok a véletlen grafok. Volt sz6 az egyik
legels6 véletlen grafrol, az Erdos—Rényi grafrél, annak fazisatmenetérdl
és komponenseinek nagysagarol. Kideriilt azonban, hogy mivel nem
skdlafliggetlen ez a graf, igy nem lehet jol hasznalni valés halézatok mo-
dellezésére.

Ezutan megismerkedtiink a preferential attachment modellel. Eszre-
vettiik, hogy az ez alapjan létrehozott véletlen grafok skalafiiggetlenek
és ezaltal hasonlitanak a valds halézatokra. Definidltuk ezt a dinami-
kus modellt m = 1-re iletve m > 1-re is, ahol m az egy lépésben a
grafhoz adott 1j élek szama volt. Megtudtuk azt is, hogy egy rogzitett
csucs fokszama egy pozitiv € valdszintiségi valtozohoz tart, ahogy a graf
méretét noveljik.

Majd rogzitettiik a preferential attachment modell bizonyos paramé-
tereit, igy jutottunk el a Barabasi—Albert-fahoz és annak altaldnosita-
sahoz. Megvizsgaltuk a k fokszamu csiucsok ardnyat a grafban, valamint
az alsé szintek nagysagat is. fgy jutottunk arra az eredményre, hogy bar
a legnagyobb szinteken a fokszameloszlas ugyanaz, mint az egész grafban,
az alsé szinteken ez nem igy van. Ott a fokszameloszlas hatvanyrendii,

de nem fiigg a modell paraméterétol.
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