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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretném megkoszonni a rengeteg segitséget és tamogatast, amit a
szakdolgozat megirasakor kaptam.

Els6sorban témavezetomnek, Izsdk Ferencnek, hogy megbizott ezen érdekes ma-
tematikai probléma kutatésaval, figyelemmel kisérte és észrevételeivel, hasznos ta-
nacsaival segitette munkamat.

Szamtalan segitséget kaptam barataimtol. Kiilon koszonet illeti Gondos Rékat,
aki a BIEXprogram hasznalataban segitett; Bekényi Balazst, akihez mindig fordul-
hattam matematikai kérdéseimmel és Lanszki Fiilopot, aki az angol nyelv okozta

nehézségeken segitett at.



Eloszo

Inverz problémak

Az inverz probléma egy olyan matematikai probléma, ahol a kévetkezményekbol
kell megallapitani a kivalto okot, mas szoval a tapasztalati adatok alapjan kell ko-
vetkeztetni a vizsgdlt rendszer jellemz6 tulajdonsagaira, vagy kis tilzassal: a valasz
alapjan kell megfogalmazni a helyes kérdést.

A differencidlegyenleteknél ez azt jelenti, hogy a differencidlegyenlet egytitthato-
ja levezethet6 a megoldasok ismeretében, szemben a hagyoméanyos "elore iranyuld"
vagy 'direkt" problémakkal, ahol az egytitthatok ismeretében keressiik a differenci-
alegyenlet megoldasat. Vegyiink par példat.

Inverz problémak a plazmafizikiban: A plazma paramétereinek mérése csak ki-
viilrél lehetséges, igy gyakran tgynevezett tomografikus (térben integralt) mérésbél
kell a plazma bels6 tartomanyainak fizikai jellemz6it meghatarozni. A tomografia
az inverz probléma a kétdimenziés térbeli méréssel valo megoldasa. A paraméterek
szama altalaban nagyobb a mérési adatok szamanal, valamint a megoldas érzékeny a
mérési hibdkra, ami jelentésen megneheziti a feladat megoldasat. A méréseken meg-
jelend hibak és zajok azt eredményezik, hogy a meghatarozandé fizikai paraméterrol
csak valoszinliségi kijelentést tehetiink.

Inverz problémak az anyaguizsgdlatban: A szakitoszilardsidg-vizsgalat az egyik
legaltalanosabban haszndlt anyagvizsgalati eljaras, melynek célja az anyagok ru-
galmassagi és szilardsagi jellemzoinek meghatarozasa, melyeket késobb a mérnoki
gyakorlatban is felhasznalhatnak. Az anyagvizsgalati mérések kiértékelése szintén
inverz feladat, mivel a gerjesztés és a kialakuld potencialtér ismeretében meghata-
rozzuk az anyagszerkezetet, ahelyett a direkt probléma helyett, hogy a gerjesztés és

a vizsgalt anyag ismeretében hataroznank meg a kialakul6 potencialtér paramétere-



it. A probléma bonyolultsagat noveli, hogy az Gjabb anyagmodellek altaldban tobb
paramétert tartalmaznak. A mérések kell6 pontossagu kiértékelésére legcélszertibb
numerikus szimulaciot alkalmazni. Ezekre ma mar akar kereskedelmi forgalomban
beszerezhetd programok is alkalmasak, ugyanakkor a legfejlettebb szimulacios szoft-
vereket nem az inverz problémak igényeit szem el6tt tartva dolgoztak ki, ezért az
ilyen tipusu feladatok megoldasa tovabbi fejlesztések nélkiil vagy nagyon nehézkes,
vagy gyakorlatilag lehetetlen.

A kovetkezé probléméakat Viktor Ambarcumjan (1908. szeptember 18. - 1996.
augusztus 12.) kutatta, & az els6k kozott ért el ezen a téren sikereket:
Az asztrofizika inverz problémdinal tapasztalati tények segitségével lehet kovetkez-
tetni valamely asztrofizikai jelenség mogott meghtizédéd szabalyossagra vagy akar
torvényre.
A szeizmikus (foldmozgassal kapcesolatos) inverzié sordan a Fold kiilénb6zé pontja-
in elhelyezett szeizmografok méréseibol kovetkeztetnek a foldrengés kipattanasanak
pontos helyére, a foldkéreg és -kopeny szerkezetére, tulajdonsagaira, a rengéshulla-
mok megfigyelt beérkezési ideje és erdssége alapjan.
A Ekérnyezetvédelemben inverz probléma a vizeket szennyezé forrasok, ipari létesit-
mények felkutatasa a kiilonb6zo helyeken vett vizmintak alapjan.
Az orvosi diagnosztikdban pedig a sebészi beavatkozast sziikségtelenné tevo szami-
togépes tomografia, amelynél kiviilrél torténd mérésekkel hatarozzak meg a vizsga-
land6 szerv vagy szovet pontos alakjét, helyzetét. Errél még a [2 fejezetben részle-

tesebben beszéliink.



1. fejezet

A modell alapjai

1.1. A vizsgalt probléma

Az alcazas célja gy megjeleniteni egy targyat, hogy egyik kiilsé6 megfigyel6 se
lassa, aki afelé a targy felé néz. Azaz szamukra lathatatlan legyen. Itt ezek a szavak,
hogy ,latni” és ,nézni” a megfigyelok altal hasznalt elektromagneses hullamok va-
lamilyen formdajara utalnak, amik a szemiink szamara lathatéva teszik a targyakat.
A megfigyel6 egy radarral sugarozza a targyat, vagy csupan a kornyezo elektromag-
neses hullamokat hasznalja ki a latashoz, példaul a napfényt. A dolgozat célja egy
olyan matematikai modell kifejlesztése, amely az elektromdgneses impedancia to-
mogrdfia felhasznalasaval illusztralja az alcazas menetét. A kovetkezo részben meg
fogjuk mutatni, hogyan kell egy targyat alcazni ahhoz, hogy majdnem vagy telje-
sen lathatatlannd valjon. A mai technoldgiak tobb altalanos médszert alkalmaznak,
tovabba ezekkel az alapelvekkel méshol is alkalmazhato felfedezéseket tettek, mint
példaul a hanghullamok, a vizhullamok és a foldrengések vizsgalatanak teriiletén.

A fent leirt folyamat a gyakorlatban R2-ben vagy R3-ban valésul meg, de mate-
matikai szempontbdl célszerli egy 2 korlatos tartomanyon dolgozni. A tovabbiakban
az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy € a nyilt egységkorlap R2-ben. Jelolje 09
az () tartomany hatarat, azaz az egységkort. A kiils6 megfigyel6 az €2 belsejébe he-
lyezett D objektumot probalja észlelni az elektromagneses hullamok segitségével. A
megfigyel6 elektromagneses hullamokat vezet (2-ba, azonban csak az () hataran 1évo

valtozasokat veszi észre, és igy probal meg kovetkeztetni (2 belsejének szerkezetére.



Altaldban Maxwell-egyenleteket hasznélnak, hogy meghatérozzék az elektromos
mez0 viselkedését, de a mi problémankhoz ez sziikségteleniil bonyolult. Egyszerti-
sithetjitkk a problémat, ha hullimegyenlettel modellezzik. Az u(xq,zs,t) fiiggvény
kielégiti a

gz —AAu=0

hullamegyenletet, ahol ¢ a fénysebesség és A = a% + 8% a Laplace operdtor. Az
egyenletet példaul kielégitik vakuumban az elektromos és méagneses mezok kompo-
nensei. Mivel minden mennyiség, amit itt vizsgalunk, idében allando, figyelembe
vehetjiik ezt az egyensilyi helyzetet, és tovabb egyszeriisithetiink. S6t €2 belseje
iiresen egy elektromos szempontbdl vezetoképes anyag. Ezért tudja a megfigyeld
elektromos arammal és a fesziiltség mérésével kitalalni, hogy mi van €2 belsejében,
ahogy azt a késébbiekben meg is mutatjuk.

Mit is jelent most az, hogy €2 belseje iires? Anyagi vonatkozasban azt jelenti,
hogy homogén, azaz a fizikai tulajdonsagai minden pontban ugyan azok. Ezen be-
lil kétféle anyagot kiillonboztetiink meg az izotropot és az anizotropot. Izotrop egy
anyag, ha egy adott pontban minden iranyban ugyanakkora mértékii a vezetoképes-
sége. Példaul egy nemvezetd anyag izotrop. Anizotrépnak neveziink valamit, ha az
nem izotrép, azaz ha pontjaiban irdnyonként valtozo lehet a vezetéképesség. Ilyen
egy €16 fa is, ami a torzsén hosszaban sok vizet szallit fel-le, de ugyanakkor széltében
nem képes atvezetni semennyi vizet sem. Ezek szerint () iiressége azt jelenti, hogy a
belseje egy homogén és elektromos vezetést tekintve izotrép anyaggal van kitoltve.
Azt reméljiik, hogy ha € ilyen, akkor a kiilsé megfigyelének lesz elegend6 informa-
ciéja 2-n kiviil, hogy abrazolni tudja €2 belsejét. Természetesen, ha beletesziink egy
targyat (2-ba, annak nem lesz ugyanolyan elektromos tulajdonsiga, és megvaltoz-
tatja az aram folyasat ) belsejében. Ez az elektromos valtozas segit (2-n kiviilrél

kitaldlni, hogy mi lehet a belsejében.



1.2. Izotrép vezetés

Vezesstik be az elektromos potencialt minden (xy, z5) € € pontban. Az ebbdl all6
vektormezdt jeloljik E-vel, ez az elektromos mezd. Ez 2-ban kielégiti az E = —Vu
egyenletet. A vezetoképes anyagokndl a nagyobb potenciali pont felol a kisebb felé
indulnak el az elektronok, igy az aram elkezd folyni. Habar az elektronok negativ
toltéstiek, mi a klasszikus modellt fogjuk hasznalni, amiben pozitiv toltés folyik.
Jelolje J azt a vektormezot, ami az aram folyasat irja le minden pontban. A legegy-
szeriibb modell, ami megmutatja, hogy hogyan fligg J az E-t0l és ezért u-tdl is az

az alabbi:

J=1E, (1.1)

ahol v a vezetOképesség. Egy homogén izotrop anyag esetén v egyszeriien csak egy
nemnegativ konstans, de altalanosabban v lehet egy fiiggvény, ami (2-beli pontokon
van értelmezve. J = ~E bizonyos értelemben az Ohm toérvény (R = %) két di-
menzi6s valtozata, ahol a fluxus (J) egy dimenzi6s megfeleléje az [ dramerdsség, az
elektromos mezé (E) egy dimenziéban az U potenciél, és a vezetOképesség () az R
ellenallas reciproka. Ha v nagy, akkor sok aram folyik, az adott elektromos térben,
mig ha v kozel van a 0-hoz, nagyon kis aram folyik. Extrém esetben a v = 0 a toké-
letes szigetel6 kategorianak felel meg. Ekkor nem szamit, milyen erds az elektromos

mez6, nem fog aram folyni. Az E = —Vu egyenlettel kibovitve az elozot, kapjuk,
hogy

J=—-—Vu Q-ban. (1.2)
Ha az elektromos toltés at tud folyni Q2-n (ahogy az elvarhatd, ha nincs a belsejé-
ben aramforrds vagy ellenallas) akkor V - J = 0 teljesiil 2 belsejében mindenhol.
Egészitsiik ki ezzel az el6z6 egyenletet!

V-4Vu=0 Q-ban. (1.3)

Abban a specidlis esetben, amikor v konstans, megkapjuk a Laplace-egyenletet:

Au=0 Q-ban. (1.4)



Az —t kielégito fiiggvényeket harmonikusnak hivjuk. Kénnyd latni, hogy min-
den konstans u kielégiti Au = 0 -t, ami azt jelenti, hogy nincs potencialkiillonbség
(fesziiltség), igy nem folyik dram -ban. De a feladat akkor érdekes, ha folyik aram
-ban, igy a potencial sem konstans.

Hogyan tudjuk kiszamolni (2-ban a nem konstans potencidlt? Ha elektrodakat
csatlakoztatunk € hatérdra (0€-ra) meg tudjuk mérni ott a potencialt minden pont-

ban, azaz kapunk egy f fiiggvényt €2 hataran, amire igaz:

ulog = f . (1.5)

Ez az egyenlet a Dirichlet-peremfeltétel.

A Laplace-egyenlet és a Dirichlet-peremfeltétel egytitt egy standard peremérték
problémat definidlnak, amelynek egyetlen u megolddsa van a megfeleléen sima (pl.
folytonos) fuggvényekre. De egyeldre ezt csak az ,iires” Q-n tudjuk megoldani, ezért

még nem tudjuk kimutatni egy targy jelenlétét Q2-ban.

1.3. Anizotrép vezetés

Nap mint nap nagyon sok anizotrép tulajdonsagi anyaggal talalkozunk. Elekt-
romos vezetését tekintve meg kell kiillonboztetni az adott iranyokat az (|1.1]) vezetést
modellez6 egyenletben, mivel a v nem lesz skalar. Ezért agy irjuk le, hogy feltessziik,
hogy van egy irany, amerre maximalis mértékii a vezetés, és van masik, amerre mini-
malis. Legyen az adott anyag maximalis vezetése vy, > 0 a vy, egységvektor iranya-
ba, és a minimalis vezetés mennyisége v, > 0 a v,, egységvektor irdnyaba. Gyakran

teljestil, hogy vy és v, ortogonalisak. Az alabbi modell rogziti ezt a viselkedést:

J=0E, (1.6)

ahol o egy szimmetrikus pozitiv definit, 2 X 2-es matrix.

Az ilyen matrixoknak ortogonalisak a sajatvektoraik, és pozitivak a sajatértékeik.
Forditva, ha egy matrixnak ortogonalisak a sajatvektorai, és pozitivak a sajatértékei,
akkor az a matrix szimmetrikus pozitiv definit.

Anizotrép vezetésre atirva az (1.1) és (1.3) egyenleteket, (|1.6))-bdl a kovetkezot
kapjuk:



V-oVu=0 -ban. (1.7)

Ha az E elektromos mez6t a vy, iranyaba alkalmazzuk, a fluxusra felirhaté: J =
oE = yyE. Ebbdl az kévetkezik, hogy ||J|| = v - [|E||. Adott ||E||-re ez a képlet
maximalizalja J-t. Hasonléan E-t v,,-mel parhuzamosan alkalmazva, ||J||-t minima-

lizalo értéket kapunk, azaz

T B < I < e - [[E

10



2. fejezet

Elektromos impedancia tomografia

2.1. Torténeti attekintés

A tomografia koncepcidjanak otlete egy norvég fizikus, Abel munkassdgaban me-
riilt fel 1826-ban. Majd 100 évvel késébb, 1917-ben egy osztrak matematikus, Radon
tovdbbdolgozta Abel 6tletét. A szamitogépes tomografia (computerized tomography )
az 1970-es évek szellemi terméke. A tomografidnak szamos mddszere van, példaul
Rontgen-sugar, gamma-sugar, pozitron emisszios tomografia, optikai, infravords stb.
Az elektromos impedancia tomogréfia egy relative gyors (maximum kb. 200 kép/s),
egyszeriien alkalmazhaté képalkotasi eljarast tesz lehetévé. Alkalmazhatd kvalita-
tiv eljarasként, kiillonosen tobbfazisi, aramlé rendszerek esetében. Segitségével az
aramlé rendszer szines aramképét rajzolhatjuk ki.

Az elektromos impedancia tomografia az utébbi években robbanésszeri fejlédés-
nek indult teriilet, amelynek alkalmazéasai vannak az orvosbiologidban, az iparban és
a geolbgiaban. Az orvosbiologiaban az elektromos impedancia tomografiara kifejlesz-
tett bonyolult, szamitogép-vezérelt miiszerrel kiilséleg hozzaférheté impedanciakat
mérnek az emberi céltestrészen (mellkas, koponya, sziv, ...), és a méréseredményekbél
rekonstrudljak a belsé elektromos impedancia térbeli eloszlast. Ennek nagy gyakorla-
ti haszna van mar ma is, példaul a tidérak kezdeti fazisat is tudjak mar a médszerrel
detektalni, amikor a daganat még csak 3-5 mm atméroji, illetve haszndljak az agy
megfigyelésére ontudatlan allapotban is.

Altalaban az impedancia sz6 egy mennyiség a valtakozd aramu ellenallas mérésé-

11



re, azaz valtoaramu elektromos halézatban a komplex fesziiltség és a komplex aram
értékeinek hanyadosa. Mértékegysége az ohm, mint az egyenaram esetében. A to-
mografia egy képalkotasi modszer, mely egy targy egy szeletérol vagy sik feliiletérdl

készit képet, egy tigynevezett tomogramot eredményezve.

2.2. Abrazolas

Tegyiink egy kisérletet €2 belsejének abrazolasara. Csatoljunk 02-ra elektroda-
kat, amiken keresztiil 2-ba aramot vezetiink be. Ez egy térben valtakozo6 fesziiltséget
indukal 2 belsejében. A csatolt elektrédakon be-, illetve kiléphetnek az elektronok,
aminek a potencidljat meg tudunk mérni. Ez a mennyiség fiigg €2 belsejének tulaj-
donsagaitol, igy kovetkeztethetiink egyes mennyiségekre. Foként az anyag vezetdké-
pességérdl, és ebbdl kifolydlag az alakjardl szerziink informaciokat ezzel az eljarassal.

Probaljunk meg abrazolni néhany specialis targyat 2-ban ezzel a megkozelitéssel!
El6szor azt akarjuk megtudni, hogy hogyan fiigg a kiils6 potencidl €2 belsejének
tulajdonsagaitél. Nézziik azt az esetet, amikor () iires és az elektromossigra nézve
izotrép, de v > 0, azaz vezetoképes. Tegyiink egy tetszoleges nem vezeté D targyat
Q2 belsejébe (amelyben v = 0). Ez meg fogja zavarni az dram folyasat 2-ban, ami
érzékelhetd 0€2-n is. Ezt igy tudjuk megmérni, hogy figyeljiik a be- és kifolyé aramot
minden p € 99 pontban. Képlettel leirva J(p) - n(p), ahol n(p) a kifele mutat6
egységhosszi normalvektor a p € 0€2 pontban. Az atlathatosag érdekében mostantol
nem fogjuk kiirni, hogy p-tol fiiggenek a mennyiségek. Az —t behelyettesitve az
el6z6 képletbe, azt kapjuk, hogy €2 minden adott pontjan a kifoly6 aram a —yVu-n,
a befoly6 aram a yVu - n képlettel irhaté le. Ez a Neumann-peremértékfeltétel u-ra.

D jelenléte Q-ban megvaltoztatja az dram folydsat, mert Q2 \ D-b6l nem tud
befolyni az aram D-be, azaz J-n =0 0dD-n. Ehhez megint az —t felhaszndalva
kapjuk: yYVu-n =0 9D-n. Vagyis itt az u potencial csak 2\ D-n van értelmezve, itt
megoldasa a Laplace-egyenletnek a Dirichlet-peremfeltétellel sOt még a most
definialt feltételt is kielégiti:

YWu-n=0 0D-n. (2.1)

Az n szerinti derivaltra hasznalhatjuk a kovetkezd jelolést: %1 = Vu - n. fgy ha

12



v > 0, irhatjuk egyszerlien az el6z6 egyenlet helyett azt, hogy % = 0.

2.3. Inverz problémak és alcazas

A cél tovabbra is 2 belsejének feltérképezése, példankban egy lyuk megtalalasa

Q-ban. Ez kétféle 1épésbol, esetleg ezek sorozatos ismételgetésébol all:
1. Adott f potencidl racsatoldasa () hatarara,
2. A vVu - n viselkedésének mérése 0€2-n.

Ezt hivjuk Dirichlet-Neumann peremfeltételnek. A peremen ismert adat ugyanis az
ott mért feltétel miatt Dirichlet-peremfeltétel és a derivalasi feltétel miatt egy adott
irdanyban Neumann-peremfeltétel keveréke.

Ennek segitségével ki szeretnénk szamolni a D lyuk pontos méretét, formajat
és helyét. Ez a feladat az inverz probléma egy példaja. Ebben az esetben a cél azt
levezetni, hogy a D-vel jelolt belsé térrész milyen valtozast hozhat létre a hataron
mért dramban, adott f csatolt fesziiltség esetén (ahelyett hogy D és f adott lenne
és a hataron 1évo aram erdsségét kellene kiszamolnunk a differencidl-egyenlet rende-
zésével). Ilyen jellegli inverz problémék gyakran adédnak olyan helyzeteknél, ahol
valaki kiilsé mérésekbdl szeretné levezetni a belsé szerkezetet.

Egy karnyujtasnyira vagyunk attol, hogy elkezdjiink késziteni egy kezdetleges
alcat. Ha el akarunk rejteni egy elektromosan vezeté anyagbdl késziilt testet az €2
belsejében, egyszertien csak annyit kell tenniink, hogy létrehozunk egy nem-vezeto
anyaggal bélelt lyukat az () belsejében, melynek arméréje p > 0, és a targyat be-
lehelyezziik. Ekkor a targy most elektromosan el van szigetelve a kiilvilagtol, és
impedancia tomografiaval nem tehet6 lathatéva. Sajnos maga a lyuk viszont lat-
haté. Tehat a megfigyeld észleli, hogy valami el van rejtve, még ha arrdl nincs is

informécidja, hogy pontosan mi is az.
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2.4. A Laplace-egyenlet megoldasa a korgytriin

Tegyiik fel, hogy D = B,(0), ahol p < 1. Arra toéreksziink, hogy meghataroz-
zuk p értékét impedancia tomografiaval. Erre egy egyszerti megoldas, hogy az imént
ismertetett Laplace-egyenletet és a Dirichlet-Neumann peremfeltételt — al-
kalmazzuk. Latni fogjuk, hogy a Neumann peremfeltételbdl ki lehet olvasni p értékét.
A Laplace-egyenletet a valtozok polarkoordinatakban torténd standard szeparacio-
javal fogjuk megoldani. A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy
v =1

Mivel az Q \ D tartomény egy korgytirii, egyszeriibb polarkoordinatédkkal sza-

molni.

2.1. Allitas. Poldrkoordindtdkkal az Laplace-egyenlet az aldabbi modon irhato
fel:
Pu  10u 10%u
o T ror 2 og
ahol uw = u(r,0) a potencidl 2\ D-ben.

~0, (2.2)

2.2. Tétel. A
Au=0 Q\ D-ben

uloq = f (%)
YWVu-n=00D-n

feladatnak megolddsa az aldbbi formuldval definidlt figgvény:

U(T p) = Z (fkr|k‘|€ik9 + pQIkIfkr_keikﬁ) (2 3)
7 keZ pAH 1+ p2l*

minden r € [p,1] és 6 € [0,2m) esetén.

Bizonyitds. Ahelyett, hogy egyszertien behelyettesitenénk a —ban megadott u
fliggvényt a feladatba, megmutatjuk, hogy hogyan nyerhetjiik ezt a formulat.

Az egyenletbe behelyettesitve lathatjuk, hogy az alabbi fliggvények harmoniku-
sak: 1, In(r), riFle®0 és r=IFl et Y € 7, esetén r > 0 -ra, és ezért a Q\ D korgytirtin
is. Ennek a négy fiiggvénynek az 6sszeolvasztasabol probaljuk eléallitani a megfelel6

u(r, 0) megoldast:

u(r,0) = col +doIn(r) + > (cpr™ 4 dyr=Fye™*? | (2.4)
keZ\{0}
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ahol a ¢ és dj értékeket kell helyesen megvalasztani.
A Dirichlet-peremfeltétel ((1.5]) az r = 1 helyen felvett értékeket adja meg (u(1,6) =
f(6)), amibél:

Co + Z (Ck + dk)eikg = f(@) Vo € [O, 271') . (25)
kezZ\{0}

Ez tgy néz ki, mint az f komplex Fourier-sora. Tegyiik fel, hogy f elegendéen sima
fiiggvény, tehat folytonos és pontonként differencialhato, igy a Fourier sora konvergél

pontonként f-hez. Ekkor f Fourier-sora igy irhato le:

F0) =3 fue™

kEZ

ahol f, = i 2T F(0)e*0d  Vk € 7 a Fourier-egyiitthatok, valamint

co=1Jo é cp+dp.=fr YkeZ\{0}. (2.6)

A szamitas elvégzéséhez felhaszndljuk a Neumann-peremfeltételt, ami itt azt
jelenti, hogy % =0 0D-n. Mivel n egy vektormezé dD-n, ami sugariranyban az
origo felé mutat, a% = —% a korgytiri bels6 hatara mentén. Lépésrol lépésre haladva
probaljuk meg a —ben megjelend u fliggvény r szerinti derivaltjat megkapni, ahol
tudjuk (mivel 9D-n vagyunk), hogy r = p.

% + 3 k(e = dpp e =0 o € [0,27). (2.7)
keZ\{0}
Ezt tgy is lehetne értelmezni, mintha a nulla-fiiggvény Fourier-sora lenne, ahol a

Fourier-egytitthatok mind nullak. Ebbdl kovetkezik, hogy

dy=0 & |k|(crp™ P —dpp ™) =0 VvOeZ)\{0}. (2.8)

A ¢ és dj egyiitthatékat most mar ki tudjuk szamolni (2.6 és (2.8)) segitségével.

Az eléz6bol

—[kl-1 2|k|

cpM ™ = dip = dj = cp

amibdl a (2.6 miatt
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:L 4 d:&
1+ p2H T p2]

Ezt visszairva (2.4))-ba kapunk a Laplace-egyenletre egy olyan megoldast, amely
kielégiti az (L.5)) és a (2.1) peremfeltételeket a korgytiriin, igy végul azt kaptuk,

hogy

Ck

Jr k| iko p** fi —|k| ‘k0>
u(r, p) = (7“ e 4+ ————r "¢
,;Z 1 4 p2lkl 1+ p?IH

minden r € [p, 1] és 0 € [0, 27) esetén. O

Fontos, hogy a D belsejében u nincs értelmezve, csak a kérgytirtin. Ebbdl a ([2.3))

eredménybol konnyen kiszamolhaté a Neumann-peremfeltétel 0€2-n, tudva, hogy

% = % a korgytra kiilso hataran, ahol n az origobdl kifele mutatd egységvektor,
ésr=1:
ou EI(1—p"™) o
——(1,0) = Z e fre" . (2.9)
on i 14"

Kiszamolva a Laplace-egyenlet megoldasat a nyilt korlemezen D nélkiil ugyanez-
zel az eljarassal, de kihagyva az In(r) és r~*le?? kifejezéseket (2.4b6l), a megoldas
pontosan meg fog egyezni azzal, amit a —b()’l szamolnank ki p = 0 behelyette-
sitéssel, ahogy azt vartuk. Ugyanez érvényes a Neumann-peremfeltételekre is .
Meg kell jegyezni, hogy ez az eljaras csak akkor volt végrehajthato, ha feltettiik,

hogy f elég sima, és ezért a Fourier-sora konvergal f-hez.

2.5. Az iireg kimutatasa

Ahogy eddig is lattuk, az a megoldés egy targy elrejtésére, hogy €2 belsejében 1évo
D = B,(0) lyukba helyezziik, ezaltal elektromosan elszigetelve 0§2-t6l. A megfigyel
igy nem jut informacidhoz a targyra vonatkozoan, mivel a Neumann-fiiggvény
adott és nem fiigg attol, hogy mit helyeziink D-be. A képlet és a tapasztalat azt
mutatja, hogy ez a Neumann-fiiggvény viszont fiigg p-tol, igy a megfigyel6 észleli,

hogy van egy belso, elszigetelt része (2-nak.

16



Az igy kapott Neumann-peremfeltételt hasonlitjuk 6ssze azzal az esettel, ami-
kor nincs treg €2 belsejében. Legyen ehhez uy a Laplace egyenlet azon megolddsa,

amelyre

Aug =0 Q-n ()
= f 00-n

teljesiil, vagyis egész (2-n van értelmezve, és csak a Dirichlet-peremfeltételt elégiti ki.
Legyen emellett u ismét a (*) feladat megoldasa. Megvizsgaljuk, hogy p-tél fiiggéen

a Neumann-fliggvény mennyire kiilonbozik egymastol ug és u esetén .

2.3. Tétel. A (*) és (**) feladatok megolddsanak Neumann-figguényére teljesil a

kovetkezo:
ou Jdug Oug
—(1,0) — —(1,0) < 2p% | =—(1,0) (2.10)
’ on on L2(69) on L2(89)
Bizonyitdas. A (2.9)) alapjan a kiilonbség konnyen szamolhaté:
Ou 3U0 2|k [p** k0 _
1 0) — —(1,6 e’ : 2.11

A kilonbség nagysagat annak normajaval mérjik, tehat vegyiik az el6z6 kiilonbség
L*(09) norm4jat!

ou 8u0 2
TS (1,0) = S2(1,0)| d

—(1, 8) on

/27r
Jo

ou 81,60
1
H on (1,0) = on

L2(0%)
Az alédbbi

1113 = [ 1F@) Rt = 27 Y Jaf?

kEZ

Parseval formulat norméra alkalmazva:

2m | Qu 8u0 4]{52 Akl
1,0) — —(1,0 d9:2 | fi]? 2.12
| 5ee - 520 T i 212)
Tudjuk, hogy 0 < p < 1 és |k| > 1 esetén % < pt, amit a (2.12)-be befrva

kapjuk, hogy
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(1,0) — = —(1, 9) < 8mp' Y K| fil
| on on L2(09) kEZ
ou 2
= 4p* | =2(1,0) (2.13)
on L2(89)

2
A 4p* 6“0 ,0) képletet a Parseval azonossag 1jbél alkalmazasaval és abbol
L2(09)

kapjuk, hogy p-t a (2.9)-ben 0-nak vélasztjuk. Az egyenlet mindkét oldalabdl gyokot

vonva nyerjiik, hogy

||a“<1 o-2000|  <op|Zong|
on on L2(89) L2(89)
ahogy a tételben allitottuk. O]

Roviden osszefoglalva, azt kaptuk, hogy ha kicsi a lyuk, a Neumann-fliggvény
is kicsi lesz, nagysdga p-tel, vagyis a lyuk teriiletével ardnyos. Ha a megfigyels
véges pontossaggal megméri a Neumann fiiggvényt, el tudjuk rejteni a targyat, ha
p-t olyan kicsire valasztjuk, hogy a Neumann fiiggvény mérési hibdja alatt legyen,
persze ezt csak akkor tehetjik meg, ha a targy igy is belefér! Ha a megfigyel6 elég
nagy pontossagi mérést végez Neumann-fiiggvényre vonatkozodan, akkor a
egyenlet p értékét tul alacsonyra adja ahhoz, hogy egy targyat bele lehessen rejteni,

ezért ezzel a megkozelitéssel nem érhetiink el tul sok Gj eredményt.
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3. fejezet

A megfelelo felszin konstrukcidéja

Arra torekszink, hogy egy nagy lyukat Ugy helyezhessink (2-ba, hogy a kiils6
megfigyel6 azt lassa, mintha csak egy kis lyuk lenne csak ott, vagy mintha egyalta-
lan nem is lenne lyuk. Meg fogjuk mutatni, hogy hogyan lehet ezt elérni akkor, ha
D=B 1 (0), ami altalanosithaté barmilyen 1-nél kisebb sugaru iireg esetén. Az lesz
a megoldasunk, hogy D-t egy anizotrép anyaggal fedjiik be. Azt kell csak megmon-
danunk, hogy egy adott irdnyban milyen legyen az anizotrop anyag vezetoképessége.

Ezt valtozok varidlasaval fogjuk meghatarozni.

3.1. A valtozdok varialasa

Vezessiik be az alabbi jelolést: legyen €, a nyilt korgytird 2, = Q\ B,(0). Rog-
zitsiink egy tetszéleges p € (0, %)—t, és legyen u kétszer folytonosan differencidlhaté

megoldasa a kovetkezo feladatnak:

Au=0 Qpn
uloo = f
YVu-n =0 0D-n
Vezessiink be egy ¢ egy invertalhaté leképezést ,-bol @—be, és tegyiik fel, hogy
¢ és ¢! kétszer differencidlhatok. Vegyiink az Q, belsé felszinén egy x pontot és
az §2 1 belsé felszinén egy y pontot gy, hogy y = ¢(x). Ekkor ||x|| = p mindenhol

Qpn, [ly[| = 5 az egész Q1-n és ¢ derivéltja
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Oy1 O
Oz o
egy reguldris matrix ,-n.

Definidljunk egy v fiiggvényt €21-n a kovetkez8képpen: v(y) == u(o(y)), ekvi-
valens alakban: v(¢(x)) = u(x). Azaz v az u fuggvény egy eltoltja ¢ leképezéssel
Q,-16l a 2 1 tartomanyba. Mivel u kielégitette a Laplace-egyenletet (2,-n, a v-re is
fel tudunk irni egy mésodrendii parcidlis differencidlegyenletet az Q% tartomanyon

a kovetkezo tétel segitségével.

3.1. Tétel. A fenti v(y) figgvény kielégiti az alabbi parcidlis differencidlegyenletet:

V-o(y)Vo=0 Qi-n, (3.1)

1
2

ahol o(y) az aldbbi 2 x 2-es matriz:

, (3.2)

Do) (D)
70 = T den( Do)

ahol x = ¢~ (y).

Bizonyitds. Elsére az tlinik a legegyszertibbnek, ha a u(x) = v(¢(x)) egyenlet mind-
két oldalan alkalmazzuk a Laplace operatort és a lancszabdlyt, de nem lesz ilyen
egyszerii dolgunk. Fel kell hasznalnunk hozza a Gauss-Osztrogradszkij tételt is.

A ldncszabdlyt hasznalva u(x) = v(¢(x))-re kapjuk:

0xq B oy (9y1 0x1 6y2 ’
Oy = 991 OV 9> v
Ezek az egyenletek kompaktabb alakban:
Viu(x) = (D(x))" Vyv((x)) (3.3)

ahol Vi az (z1,z2) irdnyd és Vy a (y1,y2) irdnyt gradiens.
Legyen w(x) egy folytonosan differencialhaté fiiggvény Q,-n, amelyre w = 0 99-

n. Definialjuk tovabba w figgvényt Q%—n az alabbi modon:

20



w(y) = w(d'(y)), illetve w(x) = w(¢(x)).

A fenti szamoldshoz hasonléan itt is alkalmazzuk a lancszabalyt és kapjuk, hogy

Viw(x) = (Do (x))" Vyi(9(x)) - (3.4)

Mivel Axu = 0 Q,-ban (ahol Ay a Laplace-operator az x koordinataival), kénnyt

latni, hogy

/Q w(x)Axu(x)dx = 0. (3.5)

Jegyezziik meg, hogy wAxu = V- (wVxu) — Vxw- Vyu. Ezt behelyettesitve a (3.5))-

be, és alkalmazva a Gauss-Osztrogradszkij tételt az elso felére, azt kapjuk, hogy

wVxu -nds — Viw - Vyudx =0.
o9, Q,

Mivel w = 0 09Q,-n, a fenti integralokbdl az elsé nulla. Ebbdl

/ (Viw)! Vyudx =0,
2p

Kihasznalva (3.3))-t és (3.4))-t, végil igy irhatjuk fel az egyenletet.

[ Vi (6(0) (Do(x)) (Do (x)Ty0(6(x) dx = 0. (36)

Most a véltozdkat varidljuk az y koordinataival, felhasznalva, hogy ¢(x) =y és

dx = menfl(iymm' Azt kapjuk ekkor, hogy

| (T30 (0(3)Vy0(y)) dy = 0 (37)
2

ahol o(y) ugy all el6, ahogy azt a tételben &llitottuk. Egy egyszerli szamitéssal

lathatjuk, hogy

(vyw(Y))T(U(Y)VyU(Y)) = Vyi(y) - (o(y)Vyu(y)) =
= Vy - (W(y)o(y)Vyv(y)) —@(y)Vy - (c(y)Vyo(y)) - (3.8)
Ezt beirva a (3.7)) egyenletbe
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Vy - (w(y)o(y)Vyv(y)) dy —/ w(y)Vy - (a(y)Vyo(y))dy = 0.

Q) Q
2

1
2
Alkalmazzuk megint a Gauss-Osztrogradszkij tételt az elso integralra, és hasznéljuk
fel azt is, hogy a 8(2% halmazon w(y) = 0 teljesiil, amelyekbdl az kévetkezik, hogy

az integral els6 fele ismét nulla. Annyi maradt, hogy

| )9y (0(3)Vy0(y))dy = 0. (39)
%

A w(y) fiiggvény tetszbleges volt, hiszen minden w-hez létezik egy w visszavezetés

Q,-ra, ahol w(x) = w(p(x)). Ezért (3.9) teljesiil minden folytonosan differencialhaté

w-re. Most mér kénnyti lesz beldtnunk, hogy Vy-(o(y)Vyu(y)) azonosan nulla €2 -n.

Ehhez vezesstik be h(y)-t:

hy) = Vy - (a(y)Vyu(y))
Mivel ¢ és u folytonos volt, igy h is folytonos marad €2 1-1. Indirekt tegyiik fel, hogy
h nem azonosan nulla Q%-n. Vegyiik azt az esetet, amikor h(yo) > 0 egy adott yq
pontban. A folytonossag miatt 1étezik egy § > 0, melyre Bs(yo) C Q%, ahol h(y) >0
minden y € Bs(yo) esetén. Ekkor taldlunk olyan @ fiiggvényt, amelyre

w(y) >0 Bs(yo)-ban és
w(y) =0 Bs(yo)-n kiviil.

Ebbdl kifolyélag w(y)h(y) > 0 Q 10 és nem azonosan nulla, ezért az integral-
ja a (3.9)-ben szintén nem lehetne nulla, ami ellentmondéas. A h(y,) < 0O eset
ugyanigy végiggondolhatd, ezért azt nem részletezziik. Arra jutottunk, hogy h(y) =
V- (o(y)Vou(y)) =0 {21-ben, ami bizonyitja a tételben allitottakat.

O

A —ben definialt o(y) matrix pozitiv definit. Osszehasonlitva a tételbeli —
t és az anizotrop vezetoképesség egyenletével, lathatjuk, hogy v tekintheto
Q%—beli elektromos potencidlnak, ahol a megfelelé anizotrép vezetéképesség o(y).
Ennek segitségével mar meg tudjuk tervezni az anizotrop anyagu korgytriit ugy,

hogy a B 1 (0) belso kort a kiilsé megfigyel6 p sugartnak lassa.
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3.2. Az alca matematikai modellje

El6szor arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen tulajdonsagokkal kell rendelkezzen
az anizotrép anyag D = B 1 (0)-n. Ehhez vegytik észre a ¢ fiiggvény egy specidlis

felirasat

L)
(23|I

azaz y = ¢(x) felirhaté koordinatanként: y; = ¢((“‘|;“|‘|)331 és Yo = w((”"::'"‘)xg, ahol ¢ az

b(x) = (3.10)

aldbbiakat kell, hogy teljesitse:
o Y(p) = %, mivel ¢ : Q, — Q%,

e minden § € (0,3)-re, ahol 1 + 8 < r < 1, legyen ¢ (r) = r, vagyis definidljuk
¢-t a kiils8 hatér egy kérnyezetében is, ahol 1 46 < ||x|| < 1,

e 1 legyen kétszer folytonosan differencialhato, ¢'(r) > dy, ahol dy > 0 tetszéle-

ges, és emiatt 1 szigoriian monoton nové és invertalhato fliggvény.

Azt 1atjuk, hogy ¢ kihelyezi a pontokat sugdriranyban, amig p < ||x|| < 5 +4. Ezért
1 egy lehetséges definicidja az alabbi:

3.2. Definicio.

bt pr—p) o)
=1 g) ih<r<ies
r :%+5§r§1,

ahol g(r) egy alkalmas fiiggvény, amellyel ¢ folytonos lesz az egész 2,-n.

Ezzel a 1-vel azt kaptuk, hogy y = x a kiils6 hatar egy kornyezetében, azaz az

% + 8 < r <1 korgyfirlin, ezért itt v = u. A v = u o ¢~ ! fiiggvény a belsé hatéron

(ahol |ly|| = %) vett Neumann-fiiggvénye szintén nulla. Pontosabban, azt kaptuk,
hogy
ov B ov ~ O|Ix]| ou
mlyey AMyllgey  OIyH0lxl .,
_1-=2 ou B
0 Oy,
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ahol ||y|| = ¥(||y||). ¥ definicidjanak els6 esetébél azt kapjuk, hogy ha ||x|| = p,

akkor A¥l — 0 amibsl AXl = 1=20 oyt haszndltuk ki
alxl = T-2p alyl = 8

3.3. A o0 vezetOképesség, mint az alcazas kozelitése

Arra jutottunk, hogy a (3.2) o vezetSképesség dlcdzni tudja a D iireget barmi-
lyen mértékben, és a p paraméter szabja meg az alca mindségét. Hogy ezt lassuk,
jegyezzik meg, hogy o méatrix skaldr vezetéképesség Q%—n, ha ||y|]| > 1 + 6, azaz a
kiils6 hatar egy kornyezetében. Mivel itt v = u, ezért ugyanazt a Dirichlet-Neumann
peremértékfeltételt fogjak kielégiteni 9Q-n. Az ,alcazo részen”, ahol § < |ly|| < 1+6
a o(y) vezet6képesség anizotroppa valik. A tételbeli becslésbdl és abbdl,

hogy g—ﬁ = g—:fl 0€)-n, lathatjuk, hogy

ov Oug

S0~ G0

0u0

2 , (3.11)

L2(69)

L2(69)

annak ellenére, hogy v a potencial (2 1-1. Mivel p nullahoz kozel van, a v-re vonatkozo
Neumann-fiiggvényt is kozelithetjiik az ug potencial Neumann-fiiggvényéhez, vagyis
tényleg el tudjuk érni, hogy az % sugaru belsé kor igy latsszon, mintha szinte nem

is lenne beliil kor, ahogy azt szeretnénk.

3.4. Az ,,alcazé rész” viselkedése

Nagyon érdekes dolgokat tapasztalhatunk, ha o viselkedését ||y| = % kozelében

vizsgaljuk, vagyis ahol 1 < [ly|| < 3 + 6. Ez a teriilet a ¢ transzformacioval vé-

ve a p < ||x]| < i-nek felel meg. Specidlisan tekintsiik o maximélis és minimalis

sajatértékeihez tartozé sajatvektorokat.
A (3.2)-b6l egyszerii szamoléssal kovetkezik, hogy

pon (4SO (£ ) 0

2 3
r r T1X9 x%

ahol T az egységmatrix és r = ||x|| = ¥ (|lyl|). Vegyik észre azt is, hogy D¢
szimmetrikus, pozitiv definit, ezért a (3.2)-bél azt kapjuk, hogy
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Doy
| det(Dg)|
Ki szeretnénk szamitani D¢ sajatvektorait és sajatértékeit. Ehhez lassuk az alab-
bi két allitast!

3.3. Allitas. Legyen A egy n X n-es mdtriz, amelynek v az eqyik sajdtvektora a p

sajatérték mellett. Legyen tovabba B = ﬁ. Ekkor v a B madtriznak is sajatvektora

2
. s sy s ")
lesz, a hozzdtartozo sajatértek meg ;55 lesz.

A fenti allitas segitségével ki tudjuk szamolni o sajatvektorait és sajatértékeit,
ha tudjuk D¢ ezen értékeit.

2 T2

3.4. Allitas. Az ( ) madtrix sajdtvektorai ortogondlisak, és igy irhatok fel:

)« ()

a hozzdjuk tartozé sajdatértékek pedig r* = ||x||* illetve 0.

T1T2 X9

Ebbdl az allitasbol konnyen ki tudjuk szamolni D¢ sajatvektorait és sajatértékeit.
Csak be kell szorozni a matrixot (@ — @)—bel, és eltolni @I—vel. Ekkor D¢

sajatvektorai:
I , —T2
V] = €S Vo = s
Ho) T

és a hozza tartozé sajatértékei:

= (W(T) — w(r)> + ¥lr) =/ (r), illetve g = M

r r r

Vegyiik észre azt is, hogy det(D¢@) = pqpt0. Igy a (3.3) allitasbél megkaphatjuk, hogy
o sajatvektorai megegyeznek a D¢-ével, azaz vy = vy és v, = vy a maximalis és

minimalis vezetOképesség iranyai. A sajatértékei, azaz a vezetOképességek:

= pi_rg'(r)
" 12 Y(r) ’
2
= ﬂ’Q — ¢(7’) (313)

papry  rY(r)
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Azaz a vezetoképességek egymads reciprokai. Ez a gyakorlatban is kénnyen meg-
gondolhat6, hisz ha két irdnyban aramlik bizonyos mennyiségii elektron, az adott
irdnyokban vett elektronmennyiségek forditottan aranyosak, ami pont ezt jelenti.
A v, az origébdl kifele mutaté, sugariranyt vektor; a v,; vektor pedig érint6-
iranyu az origd kozéppontu korokre. A —b(’)’l kovetkeztetiink a belso rész visel-
kedésére, ahol % <yl < % + 0. Felhasznélva 1) definiciéjat p < r < % esetben, az

itteni vezetoképesség az alabbi lesz:

B 2ro
C142r6—2p—20p’

Yon(T)

14270 -2p—-20p 1
a 2rd ()
Ebbol azt kapjuk, hogy ha a €2 1 bels6 felszinén (ahol r = p) nézziik a vezetoképes-

(3.14)

Yau (1)

séget, azt kapjuk, hogy

2ré ) 1—2p
=1, & =755

Yon(T)

Ezért ha p kozel van a nullahoz, vy, ~ 2—[1)5 nagy, igy a tangencialis iranyban nagy a
vezetoképesség €2 1-1. Hasonloéan v, =~ 2pd nulladhoz kozeli, igy ebben az esetben a
normalis iranyu vezetés kicsi. Fizikailag ez azt jelenti, hogy egy bekiildott elektro-
nok érintéiranyban mozdulnak el, ami €2-n kiviil agy latszik, mintha az elektronok

egyenesen aramlottak volna at.
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lzotrép

Anizotrdp

3.1. abra. Az dlca matematikai modellje

3.5. Konkluzid

Azt kaptuk, hogy ha ugy allitjuk be az anizotrop vezetési egyiitthatot, ahogy
a formula megadja, akkor az % sugaru bels6é kor kiviilrél olyannak latszik,
mintha csak egy p sugaru tireg lenne egy izotrop vezetoképességli anyaghan. Mivel
egy kiils6 megfigyeld csak véges mérést tud csak végezni, p-t kozelitve a nulldhoz,
teljesen lathatatlanna tehetjiik az % sugaru korbe tett targyat.

Az alca gyakorlati eldallitdsa mar egy masik, nagy mértékben fizikai probléma,

ezzel nem foglalkozunk.
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4. fejezet
Egy példa

1. Keressiink egy harmonikus fliggvényt, amely az aldbbi feladatot elégiti ki 2-n:

Au =0 Q-n
u=f 0Q-n

ahol € az 1 sugaru korlap. 0€2-t paraméterezziik a szokasos mddon:

r1 =cosl, xo =sinf ahol 0 <6 <27.

Es a Dirichlet-fiiggvény legyen:

f(0) :==acos® + bsinb + ¢

Ennek egy megoldasa:

u(xy, 2) = axy + bry + ¢ harmonikus figgvény.

2. Most keressiink hasonlé feladatra megoldast.

Au=0 Q\ D-ben,
u=f  0Q-n,
vVu-n =0 dD-n.
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Ez a feladat csak 2\ D-n van értelmezve, ahol D := Bi (0). Legyen a Dirichlet-
figgvény

f(0) :=acosh+ bsinb .
0D-t is paraméterezziik a szokasos modon:
1 1 . i —cosf
r1 = —cosf, 9 =—sinfl ésn= )
2 2 —sin 6

Ekkor az el6z6 feladat u(z, x2) = 1+ 25 fliggvénye a Neumann-peremfeltételt

nem teljesiti, igy nem lesz megoldas. Ugyanis

1 —cosf )
Vu-n= : = —(cosf +sinb),
1 —sinf

ami nem lesz azonosan nulla 0D-n. Ebben az esetben az alabbi potencial lesz

jo megoldas:

(71 + 22) (423 + 422 + 1)
5x3 + b3 ’

u(zy, xe) =

Ekkor azonban a kiils6 megfigyel6 érzékeli a belso tireget, mivel mig a csatolt

potenciél az érintetlen lemezen 2 (1,6) = (cos 6 + sin 6) volt, itt

9, 3 .
a—ﬂ(l,@) = 5(0089 +sinf).

. Anizotrop esetben ha vessziik azt az x-et, melyre

x1=rcosl, ro =rsind,

o sajatvektorai a kovetkezok:

cos 6 , —sinf
Vi = és vy = .
sin 6 cos 6
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ezek hatdrozzdk meg az anizotrép anyagot. Legyen V' = (v,,, vys) a sajatvek-

torok 2 x 2-es matrixa. Ekkor

m 0
c=VDV™' ahol D=o=|"
0 vm

Ekkor a o matrix az aldbbi modon irhatd fel:

Y €082 0 + yarsin? 0 (v, — Yar) sin 0 cos 6
o= :
(Ym — Yar) sinfcosf v, sin? 0 + vy, cos® 0

ami tényleg egy szimmetrikus pozitiv definit matrix.

30



Jelolések és jelentésiik

Jelolés | Matematikai tulajdonsaga | Jelentése

Q C R? nyilt egységkorlap, a vizsgalt tartomany

U megfelelden sima potencidl, a hullamegyenletet kielégité megoldas
E Q — R? elektromos mezd

J Q — R? kétdimenziés fluxus

0 eR vezetoképesség izotrop esetben

f R? - R Dirichlet-fiiggvény

o 2 X 2-es matrix vezetoképesség anizotrop esetben

YM eR maximalis vezetoképesség anizotrop esetben
Unt € R2 maximalis vezetoképesség iranya

Yim eR minimalis vezetoképesség anizotrop esetben
U € R? miniméalis vezet8képesség irdnya

n € R? kifelé mutaté normalis egységvektor

D C QcCR? belsé nemvezetd korlap

p € (0,3) belsé korlap sugara
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Jelolés | Matematikai tulajdonsaga | Jelentése
r, 0 SUgar és szog polarkoordinatak
Ug megfelel6en sima potencial a korlapon
Q, =\ B,(0), ahol p € (0, %) p belsé sugart nyitott korgytiri
X |x][ = p 2, belsé felszinén egy pont
y llyll = % Q% belsé felszinén egy pont
o(x) |R*—>R? leképezés €,-bol @—be
D¢(x) | 2 X 2-es méatrix a ¢ fuggvény derivéltja
o(y) 2 X 2-es matrix v potencidlhoz tartozé anizotrép vezetéképesség
v(y) =u(¢p 1 (y)) megoldésa az anizotrop differencidlegyenletnek
w(x) |w=0 0Qn folytonosan differencialhaté fiiggvény Q,-n
w(y) =w(¢ ' (y)) fuggvény Q%—n
h(y) =V, - (o(y)Vyu(y)) tétel szerint egy azonosan nulla fiiggvény €21-n
P(x) | R? —» R? leképezés ,-bol (T%—be
J € (0,3) tetszéleges szam
g(r) re(s,3+9) egyenletesen interpoldlhaté fliggvény
I ='(r) D¢ sajatértéke
L12 = ¥ D¢ sajétértéke
xq
Vi = D¢ sajatvektora
o)
2
Vo = D¢ sajatvektora
€
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