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Bevezetés

Szakdolgozatomban a nagy bonyolultsdgt integralt dramkorok — angol nevén VLSI (Very
Large Scale Integrated) circuits — tervezésének egyik utolsé fazisaval, a részletes huzalo-
zassal foglalkozunk. Ez egyike az olyan gyakorlati életbdl szarmazé feladatoknak, ahol a
kombinatorikus optimalizdlas médszereit alkalmazzak. Rengeteg probléma van ebben a té-
makorben, amelyrol sikeriilt bebizonyitani, hogy NP-teljes. Ugyanakkor sok részfeladatot
hatékonyan meg lehet oldani és nehéz feladatokra is vannak a gyakorlatban jol hasznalhaté
heurisztikus algoritmusok.

VLSI alatt az aramkorok tervezése soran felmeriils, egymastol 1ényegesen kiilonboz6
feladatok Osszességét értjiilk. Adott aramkori elemek egy halmazit szeretnénk bizonyos
szabalyok szerint elhelyezni egy lapon és Osszekotni 6ket. Technikai kovetelmény, hogy
a kiilonbo6z6 csoportokba tartozd alkatrészek vezetékei ne metsszék egymast, valamint
bizonyos tavolsdgnal kozelebb se legyenek egymashoz. Ezért a megoldast altaldban egy
kockaracson adjak meg. Kiilon foglalkoznak az elemek elhelyezésével, az 6sszekoto vezeté-
kek helyét ekkor csak nagyjabdl jelolik ki. Ezutdn kovetkezik a huzalok pontos helyének
meghatarozasa. A tervezés soran tobb optimalizdcids szempontot is figyelembe lehet venni:
példaul a huzalozéshoz hasznalt tertilet nagysdga (szélesség minimalizéldsa, rétegek szé-
ménak minimalizaldsa), a teljes huzalhossz, vagy a furatok (két réteg kozotti atmenetek)

szama.

A dolgozat els6 fejezetében a részletes huzalozds szemléletes és preciz matematikai
megfogalmazdsit targyaljuk. A tovabbi részekben attekintiink néhény specidlis esetet a
huzalozasi feladatok koziil: a masodik fejezetben az egysoros huzalozdsi feladattal, a harma-
dik fejezetben a csatornahuzalozdsi feladattal, a negyedik fejezetben a switchboxhuzalozdsi
feladattal, az 6t6dik fejezetben az eqgy aktiv rétegi huzalozdsi feladattal foglalkozunk rész-
letesen. Megvizsgaljuk, hogy mikor oldhaté meg egy feladat és ha megoldhaté, tudunk-e
optimalis megoldast adni.

A szakdolgozat célja az volt, hogy feldolgozza a téma irodalmanak egy részét. Ennek
megfelelGen a szerepld tételek, lemmak, allitdsok nem 1j eredmények, forrasaikat az egyes

szakaszokban részletesen feltiintettem.



1. fejezet

Részletes huzalozas

1.1. Szemléletes leiras

A dolgozat folyaman a részletes huzalozasi feladattal foglalkozunk. Képzeljiik el, hogy
alkatrészek egy téglalap alakd dramkori lapon elhelyezkedd kivezetéseirdl (termindlokrol)
megmondtdk nekiink, hogy melyek tartoznak egy csoportba (netbe). Az dramkori elemek
helyét mar elére meghataroztak, feladtunk a terminalokat huzalokkal 6sszekotni ugy, hogy
az ugyanabba a netbe tartozdk egymaés kozott elérhetok legyenek, viszont masik csoportba
tartozo termindlok huzaljait ne keresztezzék.

Ehhez legegyszeriibb, ha a feladatot egy négyzetricsra helyezziik, és a terminalokat
a racsvonalak mentén futd huzalokkal kapcsoljuk 6ssze. Kéonnyt meggondolni, hogy méar
egészen Kkis és egyszerii feladatok sem biztos, hogy megoldhatok ezen az egyetlen rétegen
(példdul 1.1. &bra), ezért érdemes a huzalozashoz hasznalhaté helyet kiboviteni tobb az
eredeti lappal parhuzamos réteg engedélyezésével. A mai modern technika szerencsére ezt

lehetévé teszi, bar még mindig komoly megszoritas a huzalozdshoz hasznalhaté rétegek

szama.
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e o o
3e ° 1
1e ° 2
o o o
2 3 2

1.1. abra. A pottyok a termindlokat jelolik, az azonos netbe tartozé termindlok szama
megegyezik. Barmely net meghuzalozasa lehetetlenné teszi a tobbi net terminaljainak

Osszekotését.

Egy mésik korldtozas, ha a vizszintes (sorokkal parhuzamos) és a fiigg6leges (oszlopok-
kal parhuzamos) huzalok nem hasznélhatjék ugyanazt a réteget, s6t az egyes rétegeken

felvaltva helyezkednek el. Ekkor feladatunk Manhattan-modellbeli. Ha nincs ilyen megko-
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tés, akkor a feladat a megszoritas nélkiili modellben van.

Egy tovabbi fontos tulajdonsag — amit ebben a dolgozatban végig szem el6tt tartunk,
a szakirodalomban azonban méas megkozelités is létezik —, hogy a lap sarokpontjaiban
nincsenek termindlok és ezeket a huzalok sem haszndlhatjik. A termindlokhoz viszont
barmely rétegrél csatlakozhatnak huzalok.

Altaldban nem csak az a célunk, hogy egy feladatot megoldjunk. Féleg gyakorlati
szempontbdl fontos a miniatiirizalas, ezért a feladatokat minél kevesebb rétegen, vagy ha
a rétegszam rogzitett, akkor minél kisebb szélességben szeretnénk megoldani. Ez példaul

az anyagkoltség vagy az dramfogyasztas miatt lényeges.

1.2. Definiciok

Most pontosan definidljuk a terminal és net fogalmat, a huzalozasi feladatot, annak néhany

specidlis esetét és megmondjuk, hogy mit értiink a huzalozasi feladat egy megoldasan.

e sz

1.2.1. Definicié. Az {1,...,w}x{1,...,n}x{1,...,k} halmaz legyen egy grif csicshal-
maza. Két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha eqy koordindtdban térnek el egy-
mdstol és abban éppen eggyel. Vegyiink fel t;j csicsot minden olyan (i,j) pdrra, amelyre
teljesiil, hogy i1 =1¢ésj=1,...,w;vagyi=n ésj=1,...,w;vagy j=1¢ési=1,...,n;
vagy j=w ési=1,...,n.

A t;; csicsot kdssiik 0ssze minden (i, 7,1) csicesal, ahol 1=1, ..., k. Az igy keletkezett Gy,

grafot nevezziik k rétegii derékszogil racsgrafnak. A racs szélessége w, hossziusdaga n.

i

1.2. dbra. Egy kétrétegii derékszogl racsgraf (Ga2) w =2, n =4 értékekkel.

1.2.2. Definicié. Az elézéekben definidlt t;; csiucsokat termindloknak nevezzik. A termi-

ndlok bizonyos részhalmazait neteknek hivjuk.

Megjegyzés. Lathaté tehat, hogy barmely termindlbdl barmely réteg elérhetd, tovabba

teljesiil, hogy a racs sarkain nincsenek terminalok.

1.2.3. Definicié. Adott eqy Gy, derékszégi rdcsgrif, melynek szélessége w, hosszisdga n.

Ennek oldalain (esetleg csak az egyik oldaldn) az 1.2.1. definicid szerint helyezkednek el a
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termindlok. A huzalozdsi feladat paronként diszjunkt N = {Ny,..., N;} netek halmaza. A

feladat szélessége w, hosszusdga n.

1.2.4. Definicid. Tegyiik fel, hogy adott egqy N = {Ni,..., N;} huzalozdisi feladat. Ennek
k rétegii megoldasa a Gy derékszdgii racsgrdaf pdronként pontdiszjunkt O0sszefiiggd részgraf-

jainak T ={T1,...,T;} halmaza dgy, hogy N; C V (T;) (Vi).

Megjegyzés. A fent definialt T; részgrafokat masképp huzaloknak is nevezziik. Ezeket
altalaban minimdélisnak valasztjuk, tehat T; egy fa. Els6fokd pontjai az N; net terminaljai,
azon éleit pedig, amelyek két szomszédos réteg kozott vezetnek datmeneteknek nevezziik.

Azt is mondhatjuk, hogy egy huzalozési feladat nem maés, mint pontdiszjunkt Steiner-fak

keresése Gy, derékszogl racsgrafban.

1.2.5. Definicid. Egy huzalozdsi feladat megolddsa Manhattan-modellbeli, ha a szomszé-
dos rétegeken futd huzalszakaszok kiilonbozd iranyiak (azaz egqy-egy rétegen csak figgdleges,

vagy csak vizszintes huzalszakaszok vannak) és ezek a rétegek felvdltva helyezkednek el.

Megjegyzés. Az elnevezés onnan ered, hogy Manhattan utcai a Broadwaytol eltekintve
lényegében derékszogi racsot hataroznak meg. Az észak-déli irdnyu utakat avenue-nak,
a kelet-nyugati irdnyu utakat street-nek nevezik. Ez azzal analdég, hogy a Manhattan-
modellben més rétegre keriilnek a vizszintes és fiiggéleges irdnyt huzalok [7].

Ez a modell gyartastechnologiai szempontbdl elényos, hiszen ezzel elkeriilheté példaul,

hogy hosszan kézvetleniil egymés f616tt fussanak parhuzamos huzalok.

1.2.6. Definicié. Ha a huzalozdsi feladat megolddsdra nézve nincs semmilyen megkdtés
(de tovabbra is érvényesek az 1.2.4. definicid feltételei), akkor azt mondjuk, hogy az a

megszoritds nélkili modellben van.

1.2.7. Definicié. Egy huzalozdsi feladatot switchboxhuzalozdsi feladatnak neveziink, ha a
racsgrdf minden oldaldn helyezkednek el termindlok. A (1.2.1. definicid jelolései szerint)

t;j termindlt
- i =1 esetén nyugati,
— 1 =mn esetén keleti,
— 7 =1 esetén déli,
— J=w esetén északi
termindlnak nevezzik.

A dolgozatban két specidlis esettel foglalkozunk még részletesebben, ezek definicidja

kovetkezik most.



1. fejezet Részletes huzalozas 6

1.2.8. Definicié. Ha a rdcsgrif két szemkézti szélén vannak a termindlok, akkor a hu-
zalozdsi feladat egy csatornahuzalozdsi feladat. Egy N = {t1,ta,...,ty,b1,b2,...,b,} net
ti termindlja (i=1,...,u) a rdcs felsé (északi) szélén, b; termindlja (j=1,...,v) a rdcs

also (déli) szélén foglal helyet.

1.2.9. Definicié. Egysoros huzalozaisi feladatrol akkor beszéliink, ha a termindlok egyetlen

sorban, példaul a racsgrdf felsé (északi) szélén helyezkednek el.

Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy a harom klasszikus feladat mellett a szakirodalomban
taldlkozhatunk két masik huzalozasi feladattal is: a gamma huzalozasi feladattal és a
nyitott switchboxhuzalozasi feladattal. Elébbi esetében a termindlok a lap két szomszédos,

utébbinal harom szélét hasznaljak.

Megjegyzés. Az 1.2.4. definiciéval ellentétben van olyan huzalozasi feladat, melynek
megoldasara a pontdiszjunktsagnak nem kell teljesiilnie. Ez az éldiszjunkt huzalozas, mely-
nek megoldasakor csak azt koveteljiikk meg, hogy a huzalok éldiszjunktak legyenek. Tovabbi
engedmény, hogy a sarkokba is keriilhetnek termindlok, valamint a racs széleit és sarkait

is hasznalhatjak huzalok. Ezzel az esettel a késébbiekben nem foglalkozunk.



2. fejezet

Egysoros huzalozasi feladat

A huzalozasi feladat egyik legegyszeriibb esete, amikor a terminalok a lap egyik oldalan
helyezkednek el. Ez az egysoros huzalozasi probléma. Ebben az esetben az n hossztsag
rogzitett, feladatunk a minimalis szélesség megtalalasa.

A tovabbiakban megvizsgaljuk a feladatot az egyrétegii modellben, majd a kétréte-
gt Manhattan-modellben. Bemutatjuk az optimalis szélességet meghatarozé polinomialis

idej algoritmust, és kitériink a kétrétegli megszoritas nélkiili modellbeli eredményekre.

2.1. Egysoros huzalozas egy rétegen

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl az egysoros huzalozasi feladat egy rétegen ér-
dektelen, hiszen nagyon kevés feladat oldhaté meg benne. Erdemes azonban megvizsgalni

néhany speciélis esetet, mert azok Gsszekapcsolhatdk grafelméleti tételekkel[11].

2.1.1. Definicié. A {ti,t2,...,t;} és a {t],t5,...,t]} neteket keresztezd neteknek mond-
juk, ha van olyan 1 <i<j<k és 1<i' <j' <lI, hogy t; <t <t; <t vagyt, <t; <tj <t;.

2.1.2. Definicié. A {t1,t2,...,tx} és a {t],t5, ..., 1]} neteket metsz6 neteknek mondjuk,
ha [t1,tx] és [th,t]] nem diszjunktak.

N
N
[ JERN
L IOV
L J V)
L
[ JEEN
N
on

2.1. dbra. Példa egysoros huzalozasi feladatra.

Megjegyzés. Az 2.1. dbréan négy net taldlhatd, a termindlokat pottyok jelolik. Az egy
nethez tartoz6 termindlokat azonos szamokkal jeloltitk. Keresztez6 netek a (1,4) és (2,4)
péarok, és metsz6 netek az (1,2), (1,3), (1,4), (2,3) és (2,4) parok. Lathaté tehat, hogy

minden keresztezO net par egyben metszo is, visszafelé azonban nem igaz.
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Kézenfekvé az egysoros huzalozasi problémahoz bizonyos szabdly szerint grafokat defi-

nidlni.

2.1.3. Definicié. Az egysoros huzalozdsi feladat netjeit feleltessiik meg pontoknak. Két
pontot kiossiink dssze, ha a megfeleld netek keresztezdk. Az igy kapott Go grafot hivjuk a

feladat keresztezédés grafjanak.

2.1.4. Definicidé. Hasonldan az el6z0héz, legyenek eqy graf csicsai az egysoros huzalozdsi
feladat netjei. Ha két net metszd, akkor hizzunk be a nekik megfeleld pontok kiozott élet. A
keletkezett grdf a feladat G metszetgrdfia.

%) )
71N
@ | 2 @ 9'@

2.2. abra.

Megjegyzés. A 2.2. dbra bal oldaldn a fenti feladat keresztez6dés grafja, jobb oldalan
a feladat metszetgrafja lathato.
A keresztez6 és metsz6 netek kapcsolatabodl azonnal kévetkezik, hogy Go részgrafja Gy

grafnak.

2.1.5. Tétel. Egy egysoros huzalozdsi probléma pontosan akkor oldhato meg az eqyréteqi

modellben, ha a feladat Go grdfja nem tartalmaz éleket.

Bizonyitas. Konnyl meggondolni, hogy sziikséges és elégséges feltétel a megoldhatosigra,
hogy a feladat keresztez6dés grafja ne tartalmazzon éleket. Ugyanis a keresztez6 neteket
nem lehet ugyanazon a rétegen huzalozni: ha az egyik net terminaljait mar 6sszekotottiik,

lehetetlen a méasik net termindljait 6sszekotni. O

2.1.6. Definicié. Adott egysoros huzalozasi feladatndl a lapot kettévagd fiiggdleges egye-
nesek terhelése azon netek szama, amelyeknek az egyenes mindkét oldaldn van termindlja.

Jelolje ezt e egyenes esetén t(e).

Megjegyzés. A 2.1. dbran lathaté feladatban példdul az e egyenes terhelése 3, mert

kettévalasztja az 1, 2, 4 netek termindljait.

Nyilvanvald, hogy az egyenesek terhelésének maximuma als6 korlat a szélességre. Minden
huzalozasban egy fiiggbleges egyenest elmetszi az Gsszes olyan vizszintes huzalszakasz,
amelyik az egyenes két oldaldn 1év6 egy netbe tartozo termindlokat koti 6ssze. A kovetkezd

tétel éppen azt allitja, hogy ez a maximum lesz a huzalozas minimalis szélessége.
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2.1.7. Tétel. Ha egy egysoros huzalozdsi feladat Go metszetgrdafja iires, vagyis nincsenek
metszo netek, akkor egyrétegii modellben a huzalozds minimdlis szélessége megegyezik a

lapot kettévdgo egyenesek maximalis terhelésével.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsahoz egy algoritmust hasznélunk, ami minden netnek kijelol
egy sort. Abban egy vizszintes huzalszakaszt vezet a net bal oldali terminaljatol a jobb
oldali termindljaig, majd minden termindlt bekot egy fliiggdleges huzallal. Pontosabban,
tegytik fel, hogy az algoritmus az N; = {t;,,tiy, ..., ti, } (ti; <ti, <...<t;,) netet a k-
adik sorban fogja meghuzalozni. Ekkor a lap k-adik soraban a t;, termindl oszlopatél a
t;, termindl oszlopaig htiz egy vizszintes huzalt, és minden ¢;; (j =1,2,...,n) terminalbdl
egy k hosszu fiigglleges huzalt.

Tegyiik fel, hogy azt mar sikeriilt megallapitani, hogy a terhelések maximuma w. Azt
kell tehat megmutatni, hogy van w szélességii huzalozas.

Készitsiink egy listat, amelyben a szabad sorokat tartjuk szamon. Ebben azok a sorok
vannak, amelyeket nem metszi az éppen soron 1évo terminalbdl induld fliggleges egyenes.
Nyilvan az algoritmus induldsakor ez a lista mind az w sort tartalmazza. FEzen kiviil a
netek els6 terminaljat (bal széls6t) is jegyezziik fel. Ugyanigy minden net utolsé (jobb
oldali) terminéljat is. Haladjunk a termindlok sordn, és ha egy N; net t;, terminéljdhoz
ériink, (vagyis IV; net bal széls6 termindaljahoz), akkor az N; netnek jeloljiik ki a szabad
sorok listajabdl a legnagyobb indexiit. Ebben a sorban fogjuk meghuzalozni az N; netet
a bizonyitas elején leirt mdédon. Ezt a sort toroljik ki a szabad sorok listajabol, majd
haladjunk a kévetkezd termindlra. Amikor olyan terminalhoz érkeziink, amelyik egy IV;
net jobb oldali termindlja, akkor a szabad sorok listdjahoz vegyiik vissza N; sorat.

Az igy nyert huzalozés szélessége épp a terhelések maximumaéval egyenld. O

112.?T>_IT322145U54

2.3. abra. Egysoros huzalozasi feladat megoldédsa egy rétegen.

Megjegyzés. A 2.3. dbran lathatd egysoros feladat megoldéasa: els6ként az Ni netet
huzalozzuk meg a harmadik sorban, majd az N netet a masodik sorban, aztdn Ns-at az
elsé sorban. Amikor ¢4, terminalhoz ériink, a szabad sorok listdja megint az Osszes sort

tartalmazza, ezért N4 nethez valasszuk a harmadik sort, végiil N5-hoz a masodik sort.

2.2. Egysoros huzalozas két rétegen

Attérve a kétrétegli modellre, 14tjuk majd, hogy a keresztezd neteket tartalmazé felada-

tok is megoldhaték (még a Manhattan-modellben is). A probléma megolddsara az els6
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eredményt Gallai Tibor adta meg [2]. Algoritmusa, az in. mohé intervallumpakolds a két-
rétegli Manhattan-modellben ad optiméalis megolddst. A l1épésszam feliilr6l becsiilhetd a

lap hosszisaganak konstansszorosaval, tehat linearis idejii.

Je281i28288031%¢38%
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2.4. dbra. Egysoros huzalozasi feladat megolddsa a mohé intervallumpakolassal. A
folytonos vonalak az els6 rétegen 1év6é huzalokat, a pontozott vonalak a méasodik rétegre

keriilt huzalokat jelolik.

2.2.1. Tétel. Egysoros huzalozasi probléma Manhattan-modellbeli megolddsdnak minimd-
lis szélessége megegyezik a lapot kettévago fliggdleges egyenesek terhelésének a maximumd-

val. Eqy optimdlis huzalozds linedris idében megadhatd.

Bizonyitds. Az egyrétegii esetnél bemutatott algoritmust hasznaljuk kisebb moédositdssal.
Az els§ modositasra azért van sziikség, mert most kétrétegli modellben dolgozunk. El
kell donteni tehat, hogy az egyes huzalokat melyik rétegen helyezziik el. Minden netnek
kijeloliink egy sort az elsO rétegen, abban a vizszintes huzalt vezetjilk, mig a fiiggleges
huzalszakaszokat a masodik rétegre helyezziik (mivel a Manhattan-modellben dolgozunk).
A maésik médositds, hogy a sorok kiosztdasanal a szabad sorok listdjabol nem a legnagyobb
indexti sort valasztjuk, hanem a legkisebb indexfit.

Az algoritmus 1épései tehat a kovetkezoek:

1. Jegyezziik fel minden net bal szélsé és jobb széls6 terminaljat.
2. Készitsiink egy listat, melyben a szabad sorokat tartjuk.
3. Haladjunk végig a terminalok soran,

a) ha olyan terminédlhoz ériink, ami egy net bal szélsé végpontja, akkor ennek a
netnek jeloljik ki a szabad sorok listajarél a legkisebb indextit, majd toroljik
a sort a szabad sorok listajarol;

b) ha olyan terminalhoz ériink, ami egy net jobb széls6é végpontja, akkor a nethez

kijelolt sort vegytik vissza a szabad sorok listajara.

4. Az els6 rétegre rakjuk az Ny ={t; , tiy, ..., ti, } (i=1,2,...,t;, <t;, <...<t;, ) net-

hez kijelolt sorban a vizszintes huzalszakaszt t;, oszlopatdl ¢;, oszlopaig.

5. Minden termindalbdl inditsunk fliggéleges huzalszakaszt a netjéhez kijelolt sorig a

masodik rétegen.
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2.5. abra. Az algoritmus harmadik és negyedik 1épéseinek szemléltetése a fenti példan.

Tegyliik fel, hogy az igy nyert huzalozas szélessége w. Azt kell megmutatnunk, hogy
a fliggbleges egyenesek terhelésének maximuma ezzel egyenld. Tekintsiik az utolsé sorba
keriilt netek koziil azt, amelyiket els6ként huzaloztunk meg. Legyen ez Ni. A tj, terminalt
metsz6 fiiggbleges egyenes terhelése w, hiszen minden kisebb indexii sorban futnia kell
ebben az oszlopban huzalnak, kiilonben az Vi netnek nem ezt a sort kellett volna kijel6lni.

Az algoritmus lineéris futasidejii, a netekhez tartozo6 sorok kiosztasahoz elég a terminé-
lok soran végighaladni. Igy a méasodik rétegen futé fiiggbleges szakaszok és az elsé rétegen

1év6 vizszintes huzalok helyét is meghataroztuk, és ezzel egyiitt az atmenetekét is. O

Az egysoros huzalozasi problémaéara a kétrétegli megszoritas nélkiilli modellben nem
ismert optimalis eredményt ad6 algoritmus. A feladat persze biztosan megoldhatd, hiszen
a Manhattan-modellbeli megoldds — ami specialis esete a megszoritas nélkiilinek — egy
lehetséges huzalozast ad, &m ez nem mindig a lehetd legkisebb szélességli. Annyit tudunk
tehdt, hogy [mth(e)l < w < maxt(e).



3. fejezet

Csatornahuzalozasi feladat

Egy csatornahuzalozasi feladatban a termindlok a lap két szemkozti szélén helyezkednek
el. Ilyenkor el6re rogzitett, hogy hany rétegen szeretnénk a feladatot megoldani. Ahogy
az egysoros huzalozasnal, a csatornahuzalozési feladatnal is a szélesség minimalizalasa a
célunk.

A kétrétegli csatornahuzalozds az egyik legnépszeriibb és legtobbet vizsgalt feladat a
VLSI huzalozés irodalmaban. Mig a Manhattan-modellben kénnyen adhat6 olyan példa,
amely nem oldhaté meg (még akkor sem, ha tetsz6legesen nagy szélességet megengediink),
a megszoritas nélkiili modellben mar minden feladat megoldhaté. Ha kettonél tobb réteg
engedélyezett, akkor a Manhattan-modellben is mindig van megoldas. A megoldhatdsag
mellett persze fontos vizsgalni, hogy mekkora szélességben tudunk megoldani egy feladatot.
Ahogy latni fogjuk, optimélis megoldédst adé algoritmus egyik kétrétegii modellben sem

ismert.

1
°

N
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[ J
2
3.1. dbra. Egy csatornahuzalozési feladat, amely nem oldhaté meg a kétrétegii

Manhattan-modellben. A megoldhatatlan feladatok kénnyen felismerhetdk.

Ebben a fejezetben attekintiink néhany eredményt, kezdve a kétrétegii Manhattan-
modellel, latni fogjuk, hogyan lehet ezt a harom rétegii Manhattan-megoldasok keresésére
hasznélni, majd a kétrétegli megszoritas nélkiili modellben egy polinomidlis idejli algorit-

must ismertetink.

3.1. Csatornahuzalozas a Manhattan-modellben két rétegen

El6szor néhany Manhattan-modellbeli eredményt tekintiink at, kezdve egy 1985-bol Tho-

mas G. Szymanskitél szarmazé tétellel[16].

12



3. fejezet Csatornahuzalozasi feladat 13

3.1.1. Tétel. NP-teljes annak eldontése, hogy eqy csatornahuzalozdsi feladat megoldhatd-e

legfeljebb w szélességben a kétrétegld Manhattan-modellben.

Egy specidlis esete a faladatnak, ha minden netnek csak a lap fels, vagy csak az
alsé szélén vannak terminaljai. Egy természetesen felmeriilé otlet, hogy a feladatot vissza-
vezetjik az egysoros huzalozasi feladatra. Mindkét oldalon alkalmazva Gallai optimalis
megoldast adé algoritmusat, kapunk egy megoldast. Ez az optimalis megoldas szélességé-
nek legfeljebb a kétszerese. A minimalis szélesség megtalalasara ebben a specialis esetben
sem szamithatunk, ezt Ronald Greenberg, Joseph J4ja és Srindhar Krishnamurthy bizo-
nyitottak 1992-ben [3].

3.1.2. Tétel. Egy csatornahuzalozdsi feladat minimdlis szélességének megtaldlisa NP-
nehéz a Manhattan-modellben abban a specidlis esetben is, ha minden netnek csak a lap

eqyik szélén helyezkednek el termindljai.

Egy tovabbi specifikacid, ha korlatozzuk az egy nethez tartoz6 terminalok szamat. A

kovetkezo tétel Martin Middendorf nevéhez flizédik [9].

3.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy csatornahuzalozdsi feladatban minden netnek csak két
termindlja van. Ha minden netnek csak az egyik oldalon vannak a termindljai, akkor NP-

nehéz a Manhattan-modellbeli minimalis szélesség meghatdrozdsa.

Lathatjuk tehéat, hogy optimélis eredményt add algoritmusra sok esetben nem sza-
mithatunk. Ennek ellenére (vagy éppen ezért) nagyon sok a gyakorlatban jol hasznalhaté

heurisztikus algoritmus létezik a feladat megoldasara.

3.2. Csatornahuzalozas a Manhattan-modellben harom és tobb

rétegen

A huzalozdsi technolégia fejlédésével lehetévé valt, hogy ketténél tobb réteget is hasz-
naljunk egy huzalozési feladat megoldasakor (bar a rétegek szdma még ma is komoly
korlatozast jelent). Ha a huzalozasra hasznalhaté rétegek szdma legaldbb harom, akkor
abban mar biztosak lehetiink, hogy a feladatnak van megoldasa.

Vezesslink be néhany definiciot, melyek segitségével majd az optimalis szélességet meg

tudjuk becsiilni.

3.2.1. Definicib. Adott csatornahuzalozaisi feladatndl a lapot kettévigo fiiggdleges egye-
nesek terhelése azon netek szama, amelyeknek az egyenes mindkét oldaldn van termindlja.

Jelolje ezt az e egyenes esetén t(e).

3.2.2. Definicié. A csatornahuzalozdsi feladat siriisége az osszes fiiggdleges egyenes ter-

helésének mazimuma: d = maxt (e).
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Megjegyzés. Az egysoros huzalozasnal a terhelést elég volt a racspontok kozotti fiig-
gbleges egyeneseken vizsgalni, hiszen minden racspontban pontosan egy netnek lehetett
terminalja. Csatornahuzalozas esetén azonban egy racsegyenesen két kiilonb6zé nethez
tartozé terminal is lehet, ezért a feladat sliriiségének meghatarozasihoz a réacsegyenesek
terhelését kell vizsgalni. A 3.2. 4bran az e egyenes terhelése 4, a termindlok kozotti fliggs-

leges egyeneseké minden esetben ennél kevesebb (2, 3, 3, 2).

e
13424
e o ¢ o o
e o ¢ o o
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3.2. dbra. Egy csatornahuzalozési feladat, aminek 4 a siirtisége.

3.2.3. Definicid. Egy csatornahuzalozdsi feladat Manhattan-modellbeli megolddsdban viz-
szintes rétegnek nevezziik azokat a rétegeket, amelyeken a vizszintes huzalszakaszok helyez-
kednek el, és fliggbleges rétegnek azokat, amelyeken a fliggdleges huzalszakaszok. A vizszin-

tes rétegek szamdat jelolje v, a fliggdleges rétegek szamat f.

Megjegyzés. Ha a rétegek szama k, akkor trividlisan igaz, hogy k= v+ f, és annak is

teljesiilnie kell, hogy |v — f| <1. (Nyilvan egyenléség abban az esetben van, ha k paratlan.)

A kovetkez6 két tétel egy alséd és egy felsé korlatot ad az optimalis szélességre.

3.2.4. Tétel. Egy csatornahuzalozdsi feladat megolddsinak minimdlis szélessége legaldbb

[%-‘ a Manhattan-modellben.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott egy w szélességli huzalozas. A vizszintes rétegek szama
v, minden rétegen egy fiiggbleges egyenest legfeljebb w vizszintes huzalszakasz metsz,
igy teljesiilnie kell a vw > d egyenl6tlenségnek. Ezt atrendezve pedig megkapjuk a tétel
allitasat. O

3.2.5. Tétel. Manhattan-modellben minden csatornahuzalozdsi feladat megoldhato {%—‘

szélességben (ha f >2). Egy ilyen szélességli huzalozds linedris idében talalhato.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a mohd intervallumpakoldst hasznaljuk, minden netet a lehet6
legegyszeriibben huzalozunk meg: kijeloliink az egyik vizszintes rétegen egy sort, ebben
fut majd a nethez tartozd vizszintes huzalszakasz, és egy szomszédos fiigglleges rétegen
kotjik be a net termindljait. Ha a rétegek szama péros, akkor a szélsé vizszintes réteget
nem hasznaljuk a huzalozashoz. Ha k paratlan és v > f, akkor az els6 és utolsé vizszintes
réteg marad {iresen. Tegyitik fel, hogy v=f—1ésw= [f;ilw . Legyen minden péros sorszamu

réteg vizszintes réteg, és minden paratlan sorszamu fiiggbleges réteg.
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Haladjunk végig a terminalok sorain, és minden nethez jegyezziik fel a bal széls6 és kii-
16n a jobb szélsé termindljat. Készitsiink egy listat, amelyben a vizszintes rétegek szabad
sorait tartjuk szdmon (tehét azokat, amelyeken nincs a termindl oszlopat keresztezd huzal-
szakasz). Egy sort két adattal jellemziink: hanyadik sorban és melyik rétegen foglal helyet.
Ezutan vegyiik sorban a termindlokat, mindig azzal kezdjiik, amelyik a racs felsé szélén
van. Ha olyan terminalhoz ériink, amely a feljegyzett bal termindlok koziil valé (vagyis 6
egy net bal szélsé terminalja), akkor ennek a netnek jeloljitk ki a szabad sorok listajardl a
legkisebb indexti sort, ami a legkisebb sorszamu rétegen van. Ha olyan terminalhoz ériink,
ami jobb széls6 terminalja egy netnek, akkor a net sorat vegyiik vissza a szabad sorok
kozé.

Mivel a vizszintes rétegeken Osszesen vw = (f—1)- {%-‘ > d sor van, ezért mindig
létezik a soroknak egy jé kiosztdsa. Miutan a sorok kiosztasat elvégeztiik, a netek viz-
szintes huzalszakaszait tegyiik be a hozzajuk valasztott sorba, értelemszeriien a bal széls6
terminaltdl jobb szélsé termindlig tart6 szakaszba.

Ezutan kovetkeznek a fiiggbleges rétegeken futd huzalszakaszok. Megint végighaladunk
a termindlok sorain ugy, hogy elGszor a lap fels6 szélén 1évoket vessziik sorba. Ezeket a
4141 alaku, tehdt az els6, 6todik, kilencedik, stb. indexii rétegeken kotjiik be. Minden
terminal esetén éppen azon, ami szomszédos a terminal netjének vizszintes rétegével. Ezen
egy fiiggdleges huzalszakaszt vezetiink a net sordig. Hasonldéan jarunk el a lap alsé szélén
1év6 terminalok esetén is, de a fiigglleges huzalszakaszok ekkor a 41+ 3 alakt, vagyis
harmadik, hetedik, tizenegyedik, stb. indexii rétegre fognak keriilni. Természetesen megint
arra a rétegre, amely szomszédos a termindl netjéhez kijelolt vizszintes réteggel.

Ezutdn mar csak a vizszintes és fliggéleges huzalszakaszok Osszekotése van hatra, ezt

atmenetek segitségével konnyen elvégezhetjiik. O

A fenti konstrukcié abban az esetben ad optimalis megoldést, ha k paratlan, és elére
megmondtuk, hogy a fiiggdleges rétegek szama a nagyobb. Ekkor ugyanis a huzalozés
szélessége megegyezik a 3.2.4. tétel als6 becslésével. Altalanossdgban annyit kaptunk meg,
hogy k=2m-+1 esetben {miﬂ-‘ <w< {%-‘ , ha pedig k=2m, akkor {%-‘ <w< {%-‘ . Annak

eldéntése azonban, hogy egy huzalozas megvalésithaté-e [%W szélességben NP-nehéz.

Most azzal a specidlis feladattal foglalkozunk, amikor egy csatornahuzalozasi feladatot
hérom rétegen szeretnénk megoldani a Manhattan-modellben. Ennek két esete koziil vizs-
galjuk a v=2, f=1 lehetGséget, hiszen lattuk, hogy v=1, f =2 modellben létezik optimalis
megoldast szolgaltato algoritmus. Ugyanakkor, ha mi donthetiink arrél, hogy a vizszintes
vagy a fliggoleges rétegek szama legyen nagyobb, el6fordulhat, hogy az elséként emlitett
esetet érdemes vilasztani, hiszen a szélességre vonatkozé alsd becslés akkor d helyett [%W

Tegyiik fel, hogy v =2, f =1 és induljunk ki egy konkrét harom rétegli megoldasbdl.

Ebbol készitheto egy kétrétegii megoldas, ha a megoldas vizszintes rétegeinek sorait egyet-
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len rétegre tessziik. Felvaltva rakjuk sorba az els6 és a harmadik réteg sorait: elséként az
els6 réteg elso sorat, majd a harmadik réteg els6 sordt, ezutan az elsé réteg masodik sorat,
és igy tovabb. (Ha tires sorhoz ériink, azt ugorjuk at.) Kapunk egy kétrétegli megoldast,
melynek szélessége legfeljebb kétszerese a harom rétegii megoldas szélességének.

Mivel a kétrétegli megoldasok megtalalasara, ahogy azt mar emlitettik, j6l mikodo
heurisztikus algoritmusok 1éteznek, érdemes egy ilyen megoldéasbdl kiindulva harom rétegii
megoldast konstrualni. Ehhez azt kell megvizsgalni, hogy az elobbi atalakitast visszafelé

is el tudjuk-e végezni.
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3.3. 4bra.

Megjegyzés. A 3.3. dbran egy csatornahuzalozasi feladat és annak egy megoldéasa 1at-
haté a kétrétegli Manhattan-modellben. Erre visszafelé alkalmazva az el6z6 eljarast a 3.4.
abra szerinti huzalozast kapjuk. A dtkonvertalast szemléletesen ugy is elképzelhetjiik, hogy
a kétrétegii megoldas sorait felvaltva fel- és lehajtogatjuk a harom rétegii modell elsé és
harmadik rétegére. Az 1 és 5, 2, 4, 7 és 9 netek sora az els6 rétegre, a 3, 6, 8, 10 netek sora
a harmadik rétegre keriil. Lathat6 a 3.4. abran, hogy nem feltétleniil jutunk igy helyes
huzalozdshoz. Az 1 és 3 netek, valamint a 4 és 10 netek huzalai is hasznaljak ugyanazt a
racspontot a korrel jelolt helyen.

Ahogy a példa mutatja, a transzformalds visszafelé nem miikodik olyan egyszertien,
mint harom rétegrol két rétegre. Latni fogjuk azonban, hogy a probléma atfogalmazhatd
egy olyan iitemezési feladatta, amirdl tudjuk, hogy polinomiélis idében megoldhato.

Célunk tehat az, hogy kétrétegii Manhattan-modellbeli csatornahuzalozasi feladat egy
adott w szélességli huzalozasat dtalakitsuk harom rétegii Manhattan-modellbeli (v = 2,
f=1) megoldassa, amelynek w’ szélessége minimalis. Mindezt tigy, hogy a kétrétegii meg-
oldas sorait teljesen megtartjuk, tehat azoknak a neteknek, amiknek ugyanabban a sorban
volt a vizszintes huzalszakasza, ezutan is egy sorban maradnak. Ebbol azonnal kévetkezik,

hogy [§] <w' <w.
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3.4. dbra. Példa egy rossz harom rétegii modellbe transzformalasra.

Szamozzuk meg a megoldas sorait 1-t01 w-ig feliilrdl lefelé. Definialjunk egy G irdanyitott
grafot, melynek csicsai legyenek a sorok, és €= w;w;, ha a hdrom rétegii megolddsban az
i-edik sornak kisebb indexti sorba kell keriilnie, mint a j-edik sornak. Ezt azért sziikséges
valahogy tarolni, hogy majd a harom rétegii megoldasban a fiiggbleges rétegen mindkét
sorhoz be tudjuk kotni a termindlokat. A G graf elkészitéséhez vegyiink fel w cstcsot,
haladjunk végig a kétrétegii megoldas oszlopain, egy adott oszlopban keressiik meg, hogy
az oszlopban 1év6 atmenetek melyik sorokban vannak. Tegyiik fel, hogy ez egy oszlop
esetében az i-edik és a j-edik sor. Vegyiik be G grafba az €= w;w; élet, ha i < j, vagy az

€=wj;wj élet, ha j <.

3.5. abra. A fenti feladathoz definidlt G irdanyitott graf.

Ezutan a feladat a kovetkezoképpen fogalmazhaté meg: GG csiicsait irjuk két sorozatba
ugy, hogy minden csiics pontosan az egyik sorozatba keriiljon. Ezen kiviil teljestljon az
is, hogy minden él kezdépontja elobb szerepel a felirasban, mint a végpontja, fiiggetleniil
attol, hogy ugyanabban a sorozatban vannak vagy sem. Tegytlik fel még azt is, hogy az els6
sorozatba legalabb annyi csics keriil, mint a méasodikba. Mivel az eredeti harom rétegi
huzalozast a lehet legkisebb szélességben szeretnénk megoldani, ezért a G graf csticsainak

két sorozatba osztasanal az a célunk, hogy az els6 sorozat hossza a lehetd legkisebb legyen.
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Ez egy litemezési feladatra vezethetd, amelyet a Coffman—Graham-algoritmussal polinom-
idoben meg tudunk oldani. Ennek 1épéseit nem részletezziik, a fenti példara alkalmazva a

kovetkez6 eredményt kapjuk:

112147
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3.7. 4bra. A csicsok két sorozatba

3.6. abra. osgtisa,

Ezutén az els sorozatba keriilt csticsoknak megfelelé sorokat tegyiik az els6 vizszin-
tes rétegre, a masodik sorozatba keriilt cstcsoknak megfeleld sorokat a masik vizszintes
rétegre. A fiiggbleges rétegen a terminalokbdl inditott huzalszakaszok foglalnak helyet, me-
lyeket ugyanigy, mint a kétrétegii megoldasban, atmenetek segitségével kotjiik a vizszintes

réteghez. Az igy kapott huzalozés szélessége megegyezik az els6 sorozat hosszéval.
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3.8. dbra. A fenti kétrétegii csatornahuzalozasi feladat helyes dtkonvertalasa a harom

rétegii Manhattan-modellbe.

3.3. Csatornahuzalozas a megszoritas nélkiili modellben

Vizsgdljuk meg a csatornahuzalozasi feladatot a megszoritas nélkiili modellben (vagyis
megengedjiik, hogy vizszintes és fiiggdleges huzalszakaszok is legyenek ugyanazon a ré-
tegen). Idézziik fel az 1.2.8. definiciét, és az u = v = 1 esetre vezessikk be az N = {t, b}

jelolést.

3.3.1. Definicié. Egy csatornahuzalozdsi feladat siri, ha a lap mindkét szélén az dsszes

racspontban vannak termindlok.
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Ahogy az egysoros huzalozas esetében, most is sziikségiink van a keresztezd netek
és a feladat keresztezddés grafjanak fogalméara. Ezeket az egysoros huzalozasi feladatnal

leirtakhoz hasonléan definialjuk.

3.3.2. Definici6é. Az N={(t1,...,tu),(b1,...,by)} és az N'={(t},...,t.,), (b},..., b))}
neteket keresztezének nevezzik, ha van olyan i, j, i, j' (1<i<u, 1<i'<u/,1<j<v,1<5'<v’),

3.3.3. Definicidé. A csatornahuzalozdsi feladat netjeit feleltessiik meg a grdf pontjainak,
kdssiink dssze két csucsot, ha a megfelelé netek keresztezd kapcsolatban dllnak egymdssal.

Az igy keletkezd G grifot a csatornahuzalozdsi feladat keresztezddés grifidnak nevezzik.
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3.9. dbra. Egy siirti csatornahuzalozasi feladat és a feladat keresztezddés grafja.

A kovetkez6 tételek sziikséges és elégséges feltételeket adnak arra, hogy egy siirt két-
termindlos csatornahuzalozasi feladat mikor oldhaté meg kis (1 vagy 2) szélességben. A

kozolt eredmények Recski Andréastél és Frank Strzyzewskitél szarmaznak [10].

3.3.4. Tétel. Egy siri két-termindlos csatornahuzalozdsi feladat akkor és csak akkor old-
hato meg 1 szélességben a kétrétegi megszoritds nélkili modellben, ha a feladat Go grifja

csak izoldlt pontokat és csucsdiszjunkt éleket tartalmaz.
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3.10. abra. Siri két-terminalos csatornahuzalozasi feladat keresztezodés grafja és

megoldasa 1 szélességben. A két réteg kiilon abran lathato.

3.3.5. Tétel. Egy siri két-termindlos csatornahuzalozdsi feladat akkor és csak akkor old-
hato meg 2 szélességben a kétrétegii megszoritds nélkili modellben, ha a feladat Go grifija

csak csucsdiszjunkt utakbdl és négy hosszi korokbdl dll (izolalt pontok lehetnek).
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3.11. abra. Stri két-termindlos csatornahuzalozasi feladat keresztezddés grafja és

megoldasa 2 szélességben. A két réteg kiilon abran lathato.

Térjunk vissza az altalanos csatornahuzalozési feladatra. Ahogy azt mar a fejezet ele-
jén emlitettiik, a megszoritas nélkiili modellben két rétegen minden feladat megoldhato.
Erre eloszor 1983-ban Malgorzata Marek—Sadowska és Ernest S. Kuh adott polinomiélis
idejli algoritmust [8], majd 1990-ben Recski Andréas és Frank Strzyzewski linedris idejii

algoritmust is taldltak [10].

3.3.6. Definicié. Nevezziink egy N ={t,b} netet / alakinak, ha b<t, | alakinak, ha b=t,
és \ alakinak, ha t <b.

Megjegyzés. A b <t azt jelenti, hogy ha balrél jobbra haladunk a termindlok sorain
az N = {t,b} net alsé termindlja el6bb sorra keriil, mint a fels§ termindl. Analég médon

értelmezziik a b=t és a t < b jelolést.

3.3.7. Tétel. Minden csatornahuzalozdisi feladat megoldhato a kétrétegii megszoritdas nél-

kiili modellben. Egy huzalozds linedris idoben taldlhato.

Bizonyitds. El6szor azt az esetet bizonyitjuk, amikor csak N ={t, b} netek keriilnek a csa-
torna két szélére. Vagyis minden netnek két termindlja van: egy a lap fels6 és egy a lap alsé
oldalédn. A huzalozés sordn minden netnek kijeloliink egy sort, az elséként huzalozott net-
nek a legfelsot, a masodikként huzalozottnak az alatta 1évét, és igy tovabb. Minden netet
ugy huzalozunk meg, hogy a hozz4 kijelolt sorig egy-egy fuggbleges szakasszal bekotjik a
terminaljait, és ebben a sorban egy vizszintes szakasszal 6sszekotjiik. Hogy melyik rétegen,
és hol vezetjiik at a huzalokat, azt a késébbiekben mondjuk meg. A huzalozas szélessége
tehat nem lesz nagyobb a csatorna hosszusaganal.

Els6ként a / alaku netek koziil azt huzalozzuk meg, melyre b a legkisebb, vagyis az
alsé szélen elhelyezkedd termindlja minden masik / alakd net alsé terminaljatol balra van.

Ennek a netnek a legfelss sort jeloljiik ki. Haladjunk az alsé szélen végig, és minden / alaki
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netnek jeloljiink ki egy 1j szabad sort feliilr6l kezdve. A huzalokat az els6 rétegen inditsuk
minden net b terminaljabdl a net soraig, ebben a sorban vezessiink egy vizszintes huzalrészt
a t oszlopaig, majd térjink at a masodik rétegre, és kossiik be a net ¢ terminaljat.

Ezutdn a | alakd neteket huzalozzuk. Nekik nem lesz vizszintes huzalszakaszuk, igy
elegendd egy kozos sort valasztani hozzajuk. Az alsé terminalbdl indulva az elsd rétegen
huzalozunk a kijelolt sorig, majd egy atvezetéssel a masodik rétegen bekapcsoljuk a net
fels6 termindljat.

Ezutén kovetkeznek a \ alakiu netek. Ezekkel a ¢, vagyis a felsé szélen elhelyezkedd
terminaljaik dltal meghatarozott forditott sorrend szerint foglalkozunk. Vagyis elészor az-
zal a nettel, amelynek a ¢ terminalja minden méasik \ alakid net fels6 termindljatél jobbra
van. Ennek sora legyen a legnagyobb indexti sor, amelyhez még nincs net kijeldlve. A hu-
zalozést itt is a net alsé terminaljatdl inditsuk az elsé rétegen, de a vizszintes huzalrészt
mar a masodik rétegen vezessiik, ahogy a felsé termindl bekotéséhez sziikséges fiiggbleges

szakaszt is.
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3.12. dbra. Csak N = {t, b} alaki neteket tartalmaz6 csatornahuzalozési feladat

megoldasa a megszoritas nélkiili modellben.

A bal oldali dbran az els6 réteg, a jobb oldalin a masodik réteg lathat6. A 2, 4, 8 netek
/ alaktak, az 5, 7 netek | alaktak, az 1, 3, 6 netek \ alakuak.

Tehat sikeriilt megoldani a feladatot specidlisan arra az esetre, ha minden netnek pon-
tosan egy termindlja van a lap alsé és egy a fels6 szélén. Lathatd, hogy minden b alsé
termindlhoz az elsé rétegen, mig minden ¢ fels§ terminalhoz a masodik rétegen kapcsold-
dik huzal. Ezt kihasznéljuk majd az altaldnos eset megolddsiahoz. A lap mindkét oldalat
kiillén-kiilén mint egysoros feladatot oldjuk meg a kétrétegii egysoros huzalozashoz hasz-
nalt Gallai-féle algoritmussal. Az alsé sor fliggbleges huzalszakaszai az els6 rétegre, a felsé
sor fiiggbleges huzalszakaszai a masodik rétegre keriiljenek. Ezutan valasszuk ki minden
netnek (amelynek mindkét szélen van termindlja) egy tetszéleges termindljat az alsé és
a fels6 rétegen, majd az elobb ismertetett médon kapcsoljuk Ossze az also és felso szélek

megfelel6 termindljait.
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Az egysoros huzalozasrol tudjuk, hogy linedris, elég tehat megmutatni, hogy a bizo-

nyités els6 felében bemutatott algoritmus is az. Kénnyl meggondolni, hogy a rendezések

linearis idejiiek, mert tudjuk, hogy 1 és n kozotti egész szamokat kell rendezni. O
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3.13. dbra. Egy csatornahuzalozasi feladat megoldésa a megszoritas nélkiili modellben.

A fenti algoritmus altaldban nem ad optimaélis szélességli megoldast. Belathaté azon-
ban, hogy az igy kapott huzalozas szélessége nem tobb a lap hosszisdganak %—szeresénél.
S6t, ha minden net pontosan egy-egy termindlt tartalmaz mindkét oldalon, akkor a szé-
lességre fels6 korlat a netek szdma.

Arra a kérdésre, hogy a minimalis szélesség meghatarozasa mennyire nehéz, még nem
sikeriilt valaszt adnia senkinek. D. S. Johnson széleskortien elfogadott sejtése szerint ez

NP-nehéz [5], [6], de a probléma megoldatlan.



4. fejezet

Switchboxhuzalozasi feladat

A huzalozasi feladat altalunk vizsgalt legaltalanosabb esete, amikor a lapnak mind a négy
szélén helyezkednek el termindlok. Ezt switchboxhuzalozasi feladatnak hivjuk, és a csa-
tornahuzalozasi feladathoz hasonléan azt vizsgéaljuk, hogy mikor oldhaté meg egy feladat.
Mivel az n hosszlUsdg és a w szélesség elére rogzitett, ezért megoldhatd feladat esetén

célunk a huzalozashoz sziikséges rétegek szamanak minimalizalésa.

4.1. Switchboxhuzalozas a megszoritas nélkiili modellben

Lattuk korabban, hogy az egysoros és a csatornahuzalozasi feladat mindig megoldhaté a
kétrétegii megszoritas nélkiili modellben. Switchboxhuzalozasi feladat esetében ez mar nem
igaz, s6t, semmilyen rogzitett szdmu réteg nem elegendé tetszoleges switchboxhuzalozasi

feladat megoldasahoz. Erre Susanne E. Hambrusch adott 1985-ben bizonyitést [4].

4.1.1. Tétel. Tetszdleges pozitiv k egészhez taldlhato olyan switchboxhuzalozdsi feladat,

amely nem oldhaté meg k rétegen a megszoritds nélkili modellben.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezo példat: legyen adott egy w X n méretl lap, ennek szé-
lein 6sszesen n+w net. Minden netnek két terminalja van, melyek a lap kézéppontjara
szimmetrikusan helyezkednek el. Ezt a 4.1. dbra szemlélteti. Lathato, hogy a fiiggbleges
szimmetriatengely (e egyenes) minden net termindljait elvilasztja egymdastol. Ha létezik
huzalozas, ami megoldja a feladatot, akkor teljesiilnie kell a w+n < kw egyenlGtlenségnek,
hiszen minden rétegen w sor metszi el az e egyenest. Ebbdl kapjuk, hogy 1+ > <k, ahol n
és w értékét tetszblegesen megvalaszthatjuk. Vagyis minden k-hoz tudunk tgy véilasztani,

hogy az egyenlGtlenség ne teljesiiljon, ami bizonyitja a tételt. O

Lathato, hogy a bizonyitas azon mulik, hogy az ;* hanyadost milyen nagynak vilaszt-

juk, vagyis hogy a lap mennyire nyujtott. Az is megfigyelhetd, hogy a switchboxhuzalozési

ng)

feladatnal n és w szerepe teljesen szimmetrikus. Célszert ezért bevezetni az m=max (E’ -

jelolést. Ezutan természetes médon meriil fel a kérdés, hogy rogzitett m érték mellett

23
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4.1. dbra. Példa olyan switchboxhuzalozasi feladatra, ahol n és w értékeket mindig

tudjuk gy valasztani, hogy a feladatot ne lehessen megoldani elére rogzitett k rétegen.

létezik-e olyan rétegszam, amelyen mar minden feladat megoldhaté. Erre Boros Endre,

Recski Andrés és Wettl Ferenc adott vélaszt 1995-ben [1].

4.1.2. Tétel. Minden switchborhuzalozasi feladat max {18,2m -+ 14} rétegen linedris idé-

ben megoldhato a megszoritds nélkili modellben.

Megjegyzés. A cikk szerz6i azt is megfogalmazték, hogy mar [m]+3 réteg is elegend§,

az optimalis rétegszam megtalalasanak problémaéja azonban maig megoldatlan.

4.2. Switchboxhuzalozas a Manhattan-modellben

Ebben a szakaszban el6szor a switchboxhuzalozasi feladatnak azt a Manhattan-modellbeli
specidlis esetét vizsgdljuk részletesen, amikor a switchbox négyzet alaku, tehat az el6z6-
ekben bevezetett m értéke 1. Latni fogjuk, hogy a legrosszabb esetben is viszonylag kevés
réteg elegendo a feladat megoldasara, kevesebb, mint a 4.1.2. tételben. Ezutdn ratériink
az altalanos esetre, vagyis tetszoleges alaki switchboxhuzalozasi feladat megoldédsat keres-
siik. A tovabbiakban Szeszlér David 1997-ben erre a problémara adott bizonyitasat [15]

ismertetjiik.

4.2.1. Tétel. Minden switchboxhuzalozdsi feladat megoldhatd linedris idében 2 [m] + 4

rétegen a Manhattan-modellben.

Bizonyitds. A bizonyitast az m = 1 esettel kezdjik, tehat négyzet alakt a switchbox, és
6 rétegen fogjuk a huzalozast elvégezni. Idézziik fel az 1.2.7. definicidt, és vezessiink be
néhany jelolést. Minden netre aszerint hivatkozunk, hogy a lap melyik oldaldn vagy ol-
dalain helyezkednek el a termindljai. Jelolje E azokat a neteket, amelyeknek csak északi
terminaljuk van, hasonléan K, D vagy N rendre a csak keleti, déli vagy nyugati termi-

nalokat tartalmazo neteket. Egy net példaul FK alaku, ha tetszéleges szamu terminalja
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van az északi és a keleti oldalon is, de a déli és a nyugati oldalon nincs terminalja; EK N
alakt, ha van északi, keleti és nyugati termindlja, de nincs déli, stb. Egy netet D1 N; ala-
kunak hivunk, ha pontosan két termindalja van: egy déli és egy nyugati; F1D alakunak,
ha pontosan egy északi és néhény (lehet, hogy egy) déli termindlja van, de keleti és nyu-
gati nincs. Nevezziik egy netet D1 N>o alaktinak, ha pontosan egy déli, és legalabb kettd

nyugati termindlja van, de északi és keleti nincs, stb.

J23¢122 net  alak
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9e *6 2  ED
8e e5
Te e 1 3 ElN
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3¢ *S 5 BK
7o *6

5858588 0 Dk

7 DiNs»
4.2. dbra. Példa switchboxhuzalozasi 8 DNy
feladatra m = 1 esetén. 9 DKN

Tegyiik fel, hogy minden net legaldbb két terminalt tartalmaz és az EK, EN, DK, DN
alaku netek kozil az FK alaktak széama az egyik legnagyobb. Az els6 rétegen déli, a
harmadik rétegen északi, a negyedik rétegen keleti, a hatodik rétegen nyugati terminalokat
kotiink be a huzalozasba. Mivel a Manhattan-modellben vagyunk, ezért a masodik réteg
vizszintes, az 6todik réteg fliggbleges réteg. Az egyes netekhez osszuk ki a méasodik réteg
sorait és az 6todik réteg oszlopait (ez azt jelenti, hogy a széban forg6 sorban vagy oszlopban
csak annak a netnek fut huzalszakasza, amelyikhez ezt a sort vagy oszlopot rendeltiik).

Kapjanak egy-egy sort a masodik rétegen

— az olyan netek, melyeknek legalabb két termindlja van az északi és a déli oldalon

(Gsszesen), de nem EK alaki netek;
— az KN alakid netek;
— a DNy alaki netek fele (paratlan szamu esetben ennek felsé egészrésze).
Hasonldan, rendeljiink az 6todik rétegen egy-egy oszlopot:

— az olyan netekhez, melyeknek legalabb két terminalja van a keleti és a nyugati oldalon

(6sszesen), de nem FK alaku netek;
— a DK alaki netekhez;

— azokhoz a Dy Ny alaki netekhez, amelyeknek nem osztottunk sort a masodik rétegen.



4. fejezet Switchboxhuzalozasi feladat 26

A sorok és oszlopok kiosztdsat mindig el tudjuk végezni, ezt az allitast a masodik réteg
esetére részletezziik. A bizonyitas hasonléan megy az 6t6dik rétegre is. Jeldlje x azon netek
szamat, amelyeknek legalabb két termindlja van az északi és a déli oldalon, de nem FK
alakd netek, jelolje y az F1 N alakd netek szamat, legyen a D;N; alakil netek szama z,
az EK alaki netek szdma t. Azt kell belatnunk, hogy z+y+ [5] < w teljesiil. Mivel az
északi és déli oldalon 2n termindl van, ezért igaz az 2z+y+ 2+t < 2n = 2w egyenlétlenség.
Feltettiik, hogy az EF K alakt netek szama legaldbb annyi, mint az EN és igy az E1 N alaku
netek szdma, ezért y <t teljesiil. Igy 204y + 2+t <2z +2y—+t < 2w, amib8l z+y+ (%W <w
allitas kovetkezik.

Most megmondjuk, hogy melyik nethez melyik sort és oszlopot jeloljik ki. Ha egy
netnek van sora a masodik rétegen és a nyugati oldalon is van terminalja, akkor valasszuk
azt a sort, amiben a net (egyik) nyugati termindlja van. Ezeket a sorokat a tovdbbiakban
rogzitett soroknak hivjuk. Minden méas nethez tetszéleges sort valasztunk. Hasonldan,
ha egy netnek van oszlopa az 6todik rétegen és a déli oldalon is van termindlja, akkor
valasszuk azt az oszlopot, amiben a net (egyik) déli termindlja van. Ezeket az oszlopokat
a tovabbiakban rogzitett oszlopoknak hivjuk. Minden mas nethez tetszéleges oszlopot
valasztunk. A 4.3. dbran rogzitett sora van a 3, 4, 8, 9 neteknek a mésodik rétegen, és

rogzitett oszlopa van a 6, 7, 9 neteknek az 6t6dik rétegen.
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4.3. dbra. A méasodik réteg sorainak és az 6todik réteg oszlopainak kiosztasa.

Ezen el6késziiletek utan készitsiik el a huzalozast. Inditsunk fiiggdleges huzalszakaszo-
kat az els6 rétegen a déli, a harmadik rétegen az északi oldalon minden olyan terminalbdl,
amelyhez nem tartozik rogzitett oszlop az 6todik rétegen. Ezek a huzalok a széban forgd
nethez kijelolt sorig vezessenek, és a masodik rétegen ebben a sorban kapcsoljak Ossze a
nethez tartozé termindlokat. Igy az E, D és ED alakd netek huzalozdsa elkésziilt. Ez-
zel analdég médon a K, N és KN alaka netek huzalozasat is elvégezhetjiik. Inditsuk a
huzalokat a negyedik rétegen a keleti, a hatodik rétegen a nyugati oldalon elhelyezkedd
terminalokbdl az 6t6dik rétegen kijeldlt oszlopig, vezessiik 4t a huzalokat az 6t6dik rétegre,
majd kossiik 0ssze Oket a net oszlopaban.

Az EN alaku netek északi terminaljainak 6sszekotéséhez inditsunk fliggéleges huzal-
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szakaszt a harmadik rétegen, a masodik rétegen értelemszertien hasznaljuk a nethez kijelolt
sort. Mivel ez a sor rogzitett (a net egy nyugati terminéljanak sora), ezért az északi ter-
minalok egy nyugati terminallal 6sszekapcsolhaték. Ha a netnek t6bb nyugati terminalja
is van, akkor az 6todik rétegen van a netnek kijelolt oszlopa, igy a nyugati terminalokat
egymaéssal ebben az oszlopban kapcsoljuk 6ssze. Az északi és nyugati terminalok 6sszekap-
csoldsa pedig a régzitett sorban 16v6 nyugati termindl segitségével valésult meg. Hasonléan
késziil a DK alakud netek huzalozasa. Egy F K alakd net huzalozasakor jeloljiik ki a net egy
északi és egy keleti terminaljat. Az északi terminal oszlopaig vezessiik a keleti terminalok
vizszintes huzalszakaszat a negyedik rétegen, a kijelolt keleti termindl sordig vezessiik az
északi terminalok fliggleges huzalszakaszat a harmadik rétegen, atmenetek segitségével a

huzalozas konnyen befejezheto.
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4.réteg S.réteg 6.réteg
4.4. abra. A fenti példa megoldasanak egy szakasza.

Hatra van még a DN alakt netek huzalozasa. A D>oN>o alaki netek déli terminal-
jaibdl fiiggbleges huzalszakaszt vezetiink a net rogzitett sordig, majd atmenetekkel Gssze-
kapcsoljuk 6ket a masodik rétegen 1év6 vizszintes huzalszakasszal. A nyugati terminalok
egymas kozotti kapcesolédasat az 6todik rétegen 1évo rogzitett oszlopban futd huzalszakasz
fogja biztositani. A két csoportot a rogzitett sorban 1évé nyugati termindlon keresztiil,
vagy a rogzitett oszlopban 1évé déli terminalon keresztiil kapcsoljuk egymashoz. A D1 N>9
alakd netek huzalozasat analég mdédon készitjiik el. Egy D1 N; alakt netnek a méasodik

rétegen van egy rogzitett sora vagy az 6todik rétegen van egy rogzitett oszlopa, igy a
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huzalozds moédja visszavezetheto az elébb targyalt két eset valamelyikére.

Az EDN alaku netek északi és déli termindljainak Osszekapcsoldsat a méasodik réte-
gen 1év6 rogzitett sorban végezziik, ha a netnek egy nyugati termindlja van, akkor éppen
annak sordban. Ha tobb nyugati termindl is tartozik a nethez, akkor kordbban kijel6ltiink
az Otodik rétegen egy oszlopot, eddig vezessiik a hatodik rétegen a nyugati terminalok
huzalszakaszat, és atmenetekkel kapcsoljuk Ossze 6ket. A nyugati neteket a rogzitett sor-
ban 1év6 nyugati termindl kapcsolja 0ssze. Az EDK alaki netek esetén annyi a kiilonbség
az el6z6 esethez képest, hogy a masodik rétegen kijel6lt sor nem rogzitett, a keleti termi-
nélok Gsszekapcsolasa igy oldhaté meg, mint az FK alakt netek esetén. Ugyanezeket a
konstrukcidkat alkalmazva a DK N és az EK N alakt netek huzalozasat is elvégezhetjik.

Végiil az EDK N alakt netek huzalozésa kdvetkezik. Mivel egy ilyen netnek a masodik
és az 6todik rétegen is van rogzitett sora illetve oszlopa, igy az északi és a déli terminalokat
a masodik, a keleti és a nyugati terminalokat az 6todik rétegen 6sszekapcsoljuk, és a két

csoportot egymassal az D>oN>o alakt neteknél leirt médon.
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4.réteg S.réteg 6.réteg

4.5. abra. A fenti példa megoldasa.

Tekintsiik most az altalanos esetet, vagyis m tetszéleges, és tegyiik fel, hogy w > h
teljesiil. Egészitsiik ki az el6z6 konstrukciot: az els6 réteg folé tegyiink felvaltva vizszintes
és figglleges rétegeket. A vizszintes rétegek a fentiekben targyalt ,,masodik” réteg szerepét

toltik be, a fliggbleges rétegek pedig felvaltva az ,els6” és ,harmadik” rétegét. Ezutdn a
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bizonyitas ugyanigy megy, mint az m =1 esetre. Mar csak azt kell meggondolnunk, hogy
hany darab ,mésodik” réteget kell hasznalni, hogy a sorok kiosztasat el tudjuk végezni. A
fenti jeloléseket hasznalva teljesiilnie kell a =+ y+ [g] < s-w egyenlGtlenségnek, ahol s a
sziikséges ,,masodik” rétegek szama. Tudjuk, hogy 2x+y+ 2+t <2x+2y+t < 2n és ebbdl
z+y+[5] <n, vagyis s = [ 2] vélasztas j6 lesz. Tehat 2 [m]+4 réteg biztosan elegendé a
huzalozéshoz.

A linearitas bizonyitasdra nem tériink ki. O



5. fejezet

Egy aktiv rétegii huzalozasi feladat

Kezdetben a VLSI aramkorok részletes huzalozasat két dimenziés probléméanak tekintet-
ték, amelyet fokozatosan tobb rétegre is ki tudtak terjeszteni. A huzalozasi technikidk
fejlédése azonban lehet6vé tette, hogy valdédi harom dimenzids feladatot is meg tudjunk
fogalmazni. Ebben a fejezetben a részletes huzalozdsnak azt az esetét targyaljuk, amikor a
termindlokat egy sikbeli w x n méretii téglalap racspontjaiba helyezziik el. Az egyes netek
terminaljai kozott az Osszekottetést csicsdiszjunkt utakkal valésitjuk meg. Ezek a huzalok
a sikracs feletti h magassagi kockardcs éleit hasznaljak. Ez az egy aktiv rétegli huzalozési
probléma, roviditve SALRP (single active layer routing problem). A {6 cél, hogy adott
w,n értékek mellett optimalizaljuk a h magassigot. Kilon foglalkozunk azzal az esettel,

amikor minden net két termindlt tartalmaz, majd attériink a tobbtermindlos esetre.[14]

5.1. Definicidok

5.1.1. Definicié. Adott eqy w x n méreti sikrdcs, amely w sort és n oszlopot tartalmaz.
Ezen lap néhdny racspontjan (esetleg az osszesen) helyezkednek el a termindlok. Az egy
aktiv rétegii huzalozdsi feladat paronként diszjunkt N ={N1, Na,..., N} netek halmazdbol

all. Azt mondjuk, hogy a huzalozdsi feladat w szélességli és n hosszisdgi.

1 2
12 12 ¢
e o o o e o
2 1

5.1. abra. Két egyszerii példa megoldhatatlan feladatra.

Mar egészen kis példdn is lathatd, hogy egy probléma nem mindig oldhat6 meg (tetsz6-
legesen nagy magassagot megengedve sem). Az 5.1. dbrdn lathaté példék mutatjak, hogy
nagyon egyszerti megoldhatatlan feladatot konstrualni. Eppen ezért célszerii bevezetni egy

tovabbi fogalmat, amely méar biztositja azt, hogy minden feladatot meg tudjunk oldani.

30
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5.1.2. Definicid. Osszunk fel minden eqymdst kévetd oszlop kozotti részt s, eqyenld részre.
Vezessiink be s, —1 extra oszlopot minden szomszédos oszlop kézé és a jobb szélsé oszlop
jobb oldaldra is. Hasonldan definidljuk az sy felosztdst a sorok kézitt. Igy kibbuvitettik a

rdcsot w' xn' = (w-sy) X (n-sy,) méretiire.

Megjegyzés. Latni fogjuk (5.1.5. lemma), hogy ha megengedjiik az extra sorok és osz-
lopok bevezetését, vagyis s, >2, s, > 2, akkor minden egy aktiv rétegli huzalozasi feladatot
meg tudunk oldani. Felmeriil a kérdés, hogy mit tudunk abban az esetben, ha s, =1 és
Sw > 2 (terjeszkedni csak a lap szélességében tudunk, a hosszisig rogzitett.). Ezzel most

nem foglalkozunk, részletesen lasd [13].

5.1.3. Definicié. Egy N ={Ni, Na,...,N;} egy aktiv rétegii huzalozdsi feladat megolddsa
adott sy, €s sy értékekre pdronként pontdiszjunkt T ={T1,Ts, ..., Ti} Osszefiiggd részgrifok
(Steiner-fak) rendszere egy (w- sy) X (n-sp) X h méreti; kockardcson. Tovdbbd teljesiil, hogy
a termindlokat csak az eredeti sikrdcs tartalmazza és T; pontosan N; net termindljait kéti

ossze (N; C V(T;) minden 1 <i<t).

A célunk az, hogy minél kisebb magassdgban oldjunk meg egy huzalozasi feladatot.
Tehét az eredeti lappal parhuzamos, a magassiagra meréleges (w - Sy) X (n-s,) méretil
rétegek szamat szeretnénk minimalizalni. A kovetkezd két lemmaéaban egy alsé és egy felsd

becslést adunk h-ra.

5.1.4. Lemma. Minden n-hez létezik olyan egy aktiv rétegl huzalozdsi feladat, amely nem

oldhato meg %—nél kisebb magassdagban.

Bizonyitds. Legyen w=2a és n=2b. Tekintsiik a kovetkezo példat: minden net két termindlt
tartalmaz, melyek a lap kézéppontjara szimmetrikusan helyezkednek el (5.2. dbra). A
netek szama tehat a-n. A fiiggbleges szimmetriatengely minden net terminaljait elvdlasztja
egymastol. Ezért akarmelyik s, -w szélességii és h magassidgi huzalozas eleget tesz az
Sw-w-h>a-n egyenlotlenségnek. Mivel s, -w-h = s, -2a-h, igy atrendezéssel kapjuk, hogy
h =50 O
5.1.5. Lemma. Ha sy, > 2 és s, > 2, akkor minden egy aktiv rétegii huzalozisi feladat

megoldhatd legfeljebb h < *5* magassdgban.

Bizonyitds. Jeloljiink ki minden nethez egy réteget. Minden terminalbol inditsunk egy hu-
zalt a hozza kijelolt rétegig. Egy-egy net termindljainak dsszekapcsoldsa az egyes rétegeken
trividlisan megvalésithatd, ha csak az extra sorokat és oszlopokat hasznaljuk. Igy biztosan
nem keresztezziik egy masik net huzalrészét. Ha figyelmen kiviil hagyjuk az olyan neteket,
amelyeknek egy termindlja van, akkor a netek szdma legfeljebb “5*, mivel minden nethez

legalabb két termindl tartozik. Ebbdl kovetkezik, hogy a magassag is legfeljebb “5*. O
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5.2. dbra. Példa olyan egy aktiv rétegli huzalozasi feladatra, amely nem oldhaté meg

n
25w

-nél kisebb magassigban, ahol n el6re rogzitett.

5.2. Két-terminalos netek huzalozasa

El6szor azzal az esettel foglalkozunk, amikor minden net pontosan két termindalbol all.
A tételek bizonyitdsaban bemutatott otleteket és konstrukcidkat késébb felhasznéaljuk a
tobbtermindlos neteket tartalmazé probléma megoldasaban. A tovabbiakban az egy aktiv

rétegli huzalozasi feladatra a SALRP réviditést hasznaljuk.

5.2.1. Definicié. A kockardcs w szélességével pdrhuzamos huzalt a tovabbiakban w irdnyd
huzalszakasznak nevezziik. Hasonloan, a hosszusdggal pdrhuzamos huzalt n irdnyd huzal-

szakasznak, az eredeti lapra merdlegeset pedig h iranyi huzalszakasznak hivjuk.

5.2.2. Definicié. Egy két terminalbol dllo netet trividlisnak hivunk, ha mindkét termindlja

ugyanabban a sorban van. Ha ez eqy netre nem teljesil, akkor az nemtrividlis.

Megyjegyzés. Az 5.3. dbran 1 és 5 trividlis netek, 2, 3, 4 nemtrividlis netek.

5.2.3. Tétel. Ha bdarmely net két termindlt tartalmaz, akkor a SALRP netjei {%J 082-
talyba sorolhatdk dgy, hogy minden osztdly mint SALRP meghuzalozhatd s, = [%1 és h=2

magassagban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy adott egy SALRP w sorral és n oszloppal. Legyenek a sorok
ri, 2, ..., ry. Definidljunk egy G grafot a kdvetkezéképpen: cstcsai legyenek ri, ro, ...,
Tw, €lei feleljenek meg a neteknek. Ha egy net két termindlja r; és r; sorokban van, adjuk
hozz4 az r;r; élet G-hez. Persze G tartalmazhat hurokélet, ami abban az esetben fordul
elo, ha egy net két termindlja ugyanabban a sorban van, és parhuzamos éleket, ez akkor
lehetséges, ha van két net, amelyeknek termindljai ugyanabban a sorokban vannak.

c sz

sorban legfeljebb n kiilonb6z6 nethez tartozé termindl lehet. Shannon tétele miatt a graf
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éleit ki tudjuk szinezni {%"J szinnel (vagyis semelyik csticsban sem taldlkozik két azonos

szin{i él). Mivel minden él egy-egy netnek felel meg, ezért a szinezés a netek egy jé par-

ticiojat adja. Sziikséges még, hogy egy ilyen osztaly meghuzalozhaté s, = [%W és h=2

magassagban.
£ *
r; * 1
fo .5 .5
5 ®
r .
5 ®
£ .1 .1
r, e

2

5.3. dbra. Egy aktiv rétegli huzalozasi feladat w =8, n =5 értékekkel és a hozza definialt
G graf. A graf élein annak a netnek a szdma szerepel, amelyiknek terminaljai az él két

végpontjanak megfelel6 sorokban vannak.

Tegytik fel, hogy az i. osztdlyt az N;,, N;,, ..., N;, netek alkotjak. G konstrukciojabol
és a szinezésbol kovetkezik, hogy minden sor legfeljebb egy terminalt tartalmaz az N;,,
Ni,, ..., N;, netek termindljai koziil, vagy ha egy net mindkét termindljat, akkor az egy
trivialis net.

A trivialis netek huzalozasat az alsé rétegen végezziik el abban a sorban, amelyikben

a net elhelyezkedik. A nemtrivialis neteknek jel6ljink ki egy tetszdleges oszlopot a felsd

w

rétegen. Ez legyen a net oszlopa. Mivel a nemtrividlis netek szama legfeljebb 5, és az

oszlopok szdma pedig n-s, >n-5> =7, ezért ilyen kiosztas létezik. A huzalozast végezziik
a kovetkezOképpen: az N;; net két terminaljabol az also rétegen vezessiink egy-egy n irdnyt
huzalszakaszt a terminalok sordban a nethez kijelolt oszlopig. Ebben az oszlopban a két
sort a fels6 rétegen kossiik Ossze egy w irdnyu huzalszakasszal, a rétegek kozott pedig

egységhosszi h irdnya huzalrészt hasznaljunk. O

Megjegyzés. Az 5.3. dbran lathaté feladat G graf élei egy szinnel szinezheték, ezért az
Osszes net egy osztalyt alkot. Ennek huzalozasa s, =[4% | = [%W =1 és h=2 értékek mellett
az 5.4. abran lathato. A trividlis neteket az alsé rétegen abban a sorban huzalozzuk, ame-
lyiken helyet foglalnak, a nemtrivialis netek termindljait a felsé rétegen a nethez kiosztott

oszlopban kotjiik Ossze.
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5.4. dbra. A fenti feladat megoldasa.

5.2.4. Definicié. FElsddleges soroknak nevezziik azokat a sorokat, amelyek a termindlokat
tartalmazzik. Azokat a sorokat, amelyek nem elsédleges sorok mdsodlagos soroknak hivjuk.

Hasonloan definidljuk az elsddleges és mdsodlagos oszlopokat.

5.2.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy adott eqy SALRP, amelynek netjei hy csoportra oszthatdk
igy, hogy minden egyes csoport mint SALRP megoldhaté egqy adott sy, sn és hg magas-
sdgra. Ekkor az eredeti SALPR megoldhatd sy +1, sp+1 és h = hy-hg magassdgban.

Bizonyitds. Minden terminalbdl vezessiink egy ,hosszi” h irdnyt huzalszakaszt. Az egyes
osztalyokat kiilon-kiilén hg egymast koveto rétegen huzalozzunk majd meg. Mivel 6sszesen
hy osztaly van, igy a huzalozas hi - hg rétegen megvalésithato.

Egy osztaly huzalozasat a kovetkezOképpen végezziik: a huzalozasra kijelolt rétegek
koziil a legalséra virtudlis termindlokat helyeziink. Ezek a virtudlis termindlok egy egység-
gel jobbra és hétra (tehédt atlésan jobbra) helyezkednek el az eredetiekhez képest. Mivel a
mésodlagos sorok szdma ((s,+1)—1)-w = sy - w, ugyanigy a masodlagos oszlopok szdma
((sp+1)—1)-n=s,-n, ezért egy csoport huzalozasa a tétel feltételei szerint elvégezhetd az
els6dleges sorokat és oszlopokat nem hasznalva. Ha igy huzalozunk, akkor ebben az eset-
ben biztosan elkeriiljiikk, hogy egy maésik csoportba tartozé net h irdnyt huzalszakaszat

keresztezziik, hiszen ebben a térrészben az csak elsddleges oszlopot hasznal. O

Megjegyzés. Erdemes megfigyelni, hogy az el6z6 tételben nem koveteltitk meg, hogy a

SALRP két-termindlos neteket tartalmazzon.

Megjegyzés. Az 5.5. dbran adott SALRP netjeit két csoportba tudjuk osztani (h; =2),

mindkét csoport megoldhatd s, =1, s, =1, hg = 1 magassagban. Az 5.2.5. tétel szerint a
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5.5. dbra. Példafeladat.

feladatot sy, =14+1=2, s, =1+1=2, h=2-1=2 meg lehet oldani. Egy ilyen huzalozés

lathaté az 5.6. abran. A k6zépso és felsé rétegen 1évo kisebb pottydk a virtualis termindlok

P

helyeit jelolik.
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5.6. abra. A példafeladat megoldasa.

5.2.6. Tétel. Ha a SALRP két-termindlos neteket tartalmaz, akkor a feladat megoldhato
Sp = [%1 +1, sy =2 és h =3n magassagban.

3n
2

Bizonyitds. Az 5.2.3. tétel szerint a neteket csoportosithatjuk [ W részre, minden csopor-

tot s,,=[5% | mellett h=2 magassdgban meg tudunk huzalozni. Alkalmazzuk az 5.2.5. tételt

hi= [%’fl és hg=2. Tehat a huzalozasi feladat h="h1-hg=3n magassigban megoldhaté. [

5.2.7. Kovetkezmény. Ha minden net két termindlt tartalmaz, akkor a SALRP megold-

haté s, = sp, =2 és h =3 max(n,w) magassigban.

Bizonyitds. Szimmetria okok miatt feltehetjiik, hogy n >w. Az allitas kovetkezik az 5.2.6.
tételbdl. O

Ha n és w értéke nagyon eltér egymastol, vagyis a lap egy nyujtott téglalap, akkor

két szélséséges eset fordulhat eld. Lathatjuk, hogy az 5.2.6. tétel szerint n > w esetén
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Sp = Sy = 2, viszont a magassag nagy (h = 3n). (Ugyanezt fogalmaztuk meg az eléz6
kovetkezményben is.) Ellenkez6 esetben, ha w>>n, akkor s,, lesz nagy és h=23n viszonylag
kicsi. A kovetkez6 tétel az ilyen rendkiviili esetekre kinal kompromisszumot.

5.2.8. Tétel. Ha a SALRP netjei két termindlt tartalmaznak, akkor a feladat megoldhato

Sp > [%1 +1, 5y, =2és h= {%”J magassagban.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasdhoz felhasznalunk néhany eddigi konstrukciét. Vegyiik a
netek az 5.2.3. tételben megadott felosztasat. Tehat azt a konstrukciét, amely a neteket
{%J osztalyba osztja. Ezt az osztdlyozast hasznilva bizonyitjuk a tételt. Minden osz-
talyt s, > ;=] és h =3 fogunk meghuzalozni. Ha ez sikeriil, akkor az 5.2.5. tétel miatt
bizonyitottuk az allitast.

Tehét minden osztdly huzalozdsidt most harom rétegen a kovetkezOképpen végezziik.
Minden terminalbdl egy hossza h irdnyu huzalszakaszt vezetiink. Az osztalyhoz tartozéd
harom réteg koziil a koézépsén helyezziik el a virtudlis termindlokat. A trividlis neteket
(vagyis azon neteket, amelyeknek mindkét termindlja ugyanabban a sorban van) ezen a
kozépso lapon huzalozzuk, ahogy az 5.2.3. tétel bizonyitasaban. Minden nemtrivialis nethez
kivalasztjuk a felsé és az also lap koziil az egyiket tetszélegesen, ezen fogjuk a terminaljait
0sszekotni. Ezen kiviil valasztunk egy tetszoleges oszlopot is, minden netnek kiilonbo6z6t.
Mivel 6sszesen legfeljebb 5 net van egy osztalyban, és az oszlopok szdma 2n- [%W >, ezért
ezt meg tudjuk tenni. Egy net két termindljanak 6sszekotéséhez inditsunk egy-egy n iranyt
huzalszakaszt a két terminalbdl a nethez tartozd oszlopig, vezessiik at a hozza valasztott
alsé vagy fels6 rétegre h irdnyd huzalszakasszal, majd egy w irdnyu huzalszakasszal kossiik

Ossze Oket. O

Megjegyzés. Erdemes megfigyelni, hogy a feladatok megolddséban egy net terminél-
jainak Osszekotésekor a huzalokban legfeljebb 10 kanyar van: a termindloktél a virtudlis
terminalokig 2-2, a kijelolt oszlopig 1-1, a szomszédos rétegre 1épéskor 2-2. Két huzalozas

»josdganak” Osszehasonlitdasdnal ezt is figyelembe vehetjik.

5.3. Tobbterminalos netek huzalozasa

A két-termindlos netek huzalozasdnak vizsgalata utan térjunk 4t az altaldnos esetre, vagyis
amikor az egy nethez tartoz6 terminalok szama tetszéleges lehet. Mivel gyakorlati problé-
makban a sok terminalbol all6 netek szdma viszonylag kicsi, ezért az el6z6 részben targyalt
megoldasok kis mdédositdssal alkalmazhatok. Azokat a neteket — szamukat jelolje e —, ame-
lyek ketténél tobb termindlt tartalmaznak egy-egy kiilon rétegen huzalozzuk meg. Ekkor
példaul az 5.2.7. kovetkezmény szerint a huzalozds h=3(n, w)+e magassdgban megoldhato.

Térjunk vissza az dltalanos esetre, a tovabbiakban a tébbterminalos netek huzalozasat
vizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy a feladat nagyon kénnyen visszavezethetd a két-termindlos

esetre.
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5.3.1. Definicié. Roigzitsik minden N net termindljait N = {t1,ta,...,t} tetszdleges
sorrendben. A szomszédos {ti,t;x1} (i=1,2,..., k—1) termindlpdrokat nevezzik az N net

rész-netjeinek.

Megjegyzés. Vilagos, hogy minden netnek eggyel kevesebb rész-netje van, mint termi-
nalja.
5.3.2. Tétel. Minden SALRP megoldhaté s, > [35] 41, s, =2 és h = 6n magassdgban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott egy SALRP w sorral és n oszloppal. Legyenek a sorok
r1, T2, ..., . Definidljunk egy G grafot a kvetkezoképpen: csicsai legyenek r1, 7o, ..., T4y,
élei feleljenek meg az rész-neteknek. Ha egy rész-net két termindlja r; és r; sorokban van,
adjuk hozza az r;r; élet G grafhoz. Persze G tartalmazhat hurokélet, ami abban az esetben
fordul el6, ha egy rész-net két termindlja ugyanabban a sorban van, és parhuzamos éleket,
ez akkor lehetséges, ha van két rész-net, amelyeknek terminaljai ugyanabban a sorokban
vannak.

A G gréaf definici6jabdél kovetkezik, hogy minden pont foka legfeljebb 2n, hiszen minden
sorban legfeljebb n termindl lehet, és egy termindl legfeljebb két rész-nethez tartozhat.
Shannon tétele szerint a graf éleit ki tudjuk szinezni {%2@ = 3n szinnel.

Tehat az rész-neteket 3n csoportba osztottuk. Ezutian azt kell megmutatnunk, hogy
minden csoportot meg tudunk huzalozni két rétegen. (Vagyis az egész feladat 6n magas-
sdgban megoldhatd.)

Minden csoporthoz jeloljink ki két egymast koveto réteget, ezen végezziik el a rész-
netek huzalozasat: minden t terminalbdl vezessiink egy h iranyd huzalszakaszt azoknak a
rész-neteknek az osztalydhoz tartozé két réteg koziil az alséig, amelyben ¢ benne van. (Mi-
vel t két rész-nethez is tartozhat, ezért akkor annak az osztalynak az alsé rétegéig, amely
feljebb van.) Az alsé rétegen helyezziik el a virtudlis terminédlokat, és a mésodlagos sorokat
és oszlopokat hasznalva kossiik 6ssze Oket, ahogy az 5.2.5. tételben is. A konstrukciébdl az
is kideriil, hogy ha ugyanazon net két rész-netje kiilonb6z6 csoportba kertil, akkor azokat

Osszekothetjik gy, hogy mas nethez tartozo huzalt nem keresztezink. O

5.3.3. Kovetkezmény. Minden SALRP megoldhaté s, = 2, s, = 2, h = 6 max(n,w)

magassagban.

Bizonyitds. Szimmetria okok miatt feltehetjiik, hogy n >w. Az allitas kovetkezik az 5.3.2.
tételbol. ]

5.3.4. Tétel. Minden SALRP megoldhatd s, > [{%]+1, sy =2, h=9n.

5.4. Osszefoglalas

A huzalozds bonyolultsdganak megallapitdsahoz sziikségliink van arra, hogy egy graf él-

szinezését milyen nagysdgrendben tudjuk elvégezni. Minden méast O(A) id6ben, azaz a
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siklap méretében (A = w-n) linedris nagysdgban meg tudunk valdsitani. A netek szamat
jelolje t. Ha az éleket Shannon tétele szerint [% : AJ szinnel szinezziik, akkor a fent bemu-
tatott algoritmusok futasideje O(t-(w+n)), vagy a bemenet részét képez6 A fiiggvényében
0 (4%72).

Az élszinezéshez hasznédlhatjuk a mohé algoritmust is, ebben az esetben a sziikséges
szinek szama 2A — 1 is lehet. Ekkor persze a huzalozds magassiga névekszik, viszont még
mindig linedris marad max(n, w) fiiggvényében. Kovetkezésképpen a huzalozasi algoritmus
linearis A-ban, ami része az inputnak.

Tekintsiik at az egy aktiv rétegli huzalozdsi feladat bemutatott algoritmusait. Lattuk,
hogy $p,Sw > 2 esetén a feladat mindig megoldhatd, és h = O(max(n,w)) magassigi
huzalozas linedris idoben talalhato. A konstans szorzd fiigg attdl, hogy a két-terminalos
modellben dolgozunk, vagy megengedjiik, hogy egy netnek ketténél tobb terminalja is
legyen, tehat a tobbterminalos modellt alkalmazzuk, illetve s, s,, értékektol.

Egy lehetséges 0sszehasonlitasa a konstrukcidoknak, ha megvizsgaljuk, hogy a kiilonb6z6
esetekben a huzalozas mekkora térrészt foglal el. Ezt a (w-sy,)-(n-sy)-h klasszikus térfo-
gatképlettel szamitjuk ki. Ahogy arrél mar sz6 volt, szimmetriai okok miatt feltehetjiik,
hogy w > n. Vezessiik be tovibba a m = 7 jelolést. Az alabbi tabldzatban lathatjuk, hogy

melyik konstrukcié szerinti huzalozassal mekkora térrészben tudjuk a feladatot megoldani.

2-termindlos eset tobbtermindlos eset
5.2.6. tétel 5.2.8. tétel 5.3.2. tétel 5.3.4. tétel
m <2 12wn? 18wn? 24wn? 36wn?
2<m<4 18wn? 18wn? 36wn? 36wn?
4<m<6 24wn? 27wn? 48wn? 54wn?
6<m<8 30wn? 27wn? 60wn? 54wn?
8<m<10 36wn?2 36wn? 72wn? 72wn?
10 <m <12 42wn? 36wn? 84wn? 72wn?
12<m<14 48wn? 45wn? 96wn? 90wn?

Erdemes megfigyelni, hogy az 5.2.6. tétel, az 5.2.7. kivetkezmény, az 5.3.2. tétel és
az 5.3.3. kovetkezmény megoldasai a Manhattan-modellben vannak. Az 5.2.8. tétel és
az 5.3.4. tétel megoldédsaira csak az teljesiil, hogy egy rétegen nincsenek w és n irdanyu

huzalok is, viszont ezek nem felvaltva helyezkednek el a szomszédos rétegeken.
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Koszonetnyilvanitas

Eztaton szeretném kifejezni koszonetemet témavezetomnek, Recski Andrasnak, aki fel-
keltette érdeklédésemet a téma irant. Sok hasznos segédanyaggal és tandccsal latott el,
kérdéseimre mindig koriiltekintéen valaszolt és segitett a dolgozat tartalmi és stilisztikai
hibdinak korrigalasaban.

Szeretném megkdszonni Sziilleimnek a rengeteg biztatast és tamogatast, amellyel hoz-
zdjarulnak tanulményaim sikerességéhez. Koszoném, hogy mindenben mellettem &llnak.
Koszonettel tartozom Barataimnak batoritdsukért és a sok segitségért, melyet a szakdol-

gozat irdsa kozben kaptam.
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