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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném megkdszonni [zsak Ferencnek, hogy elvallalta a konzulensi teendd-
ket. K6szonom, hogy a konzultaciok soran tiirelmével, tudasaval és szakmai tapaszta-
lataval nagymértékben segitette munkamat, és irdnyitott a szakdolgozat felépitésének

megalkotasaban.



El6sz6

A dolgozat megirasa soran |2] konyv 4.3 fejezetét dolgoztam fel, ami a Robin-perem-
feltétellel foglalkozik egy dimenzidoban, a sajatértékek vizsgalatan keresztiil. Ezt tobb
helyen kiegészitettem, magyarazatokkal lattam el, az eredményeket értelmeztem, ki-
egészitettem a kétdimenzios eset vizsgéalataval. Az ott szereplé eredményekre ezért
minden kiilon jelzés nélkiil hivatkozom.

Az els6 fejezetben egy altalanos bevezetd szerepel a diffazio jelenségérdl. A méasodik
fejeztben le van vezetve a hGvezetési egyenlet, a lehetséges peremfeltételekkel egyiitt.

A harmadik fejezet foglalkozik részeletesen a Robin-peremfeltétel esetével.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A diffazio el6fordulasa fizikai, kémiai és biol6giai

rendszerekben

A diffazidonak szamos kémiai, fizikai és biologiai folyamatban fontos szerepe van.

Ezekbdl sorolunk fel néhanyat:

e A kiilonboz6 fazisfeliiletek atmeneteinél a folyamatok sebességét a diffazio se-
bessége hatérozza meg. Ha a folyamatokat gyorsitani akarjuk, akkor elssorban

a diffuzio sebességének novelésérdl kell gondoskodnunk, [5].

“ e,

o A difftzio jelentds szerepet jatszik a félvezets eszkozok gyartastechnologiajé-
ban. Az adalékanyagokat a félvezets kristalyba gyakran diffizid segitségével
viszik be, [4].

e Bar a diffizio a koncentréacio kiilonbségek kiegyenlitésére, az eredetileg tobbé-
kevéshé elkiiloniilt anyagok Osszekeverésére iranyul, mégis megfelel6 berende-
zésben a diffiziot gazelegyek szétvalasztasara, koncentracio kiilonbségek létre-

hozéaséara (dusitasra) is fel lehet hasznalni, [5].

e Difftzioval 1ép be az oxigén a tids légterébdl a hajszalerekbe, illetve difftzid
juttatja be a natriumionok nagy mennyiségét az idegsejtbe az ingeriileti allapot
kezdetén, [3].



2 1.2. A DIFFUZIO JELENSEGE

1.2. A diffazio jelensége

A jelenség leirdsahoz képzeljiink el egy egyenes csévet, amelyet egy mozdulatlan
folyadék és egy kémiai anyag tolt meg, mondjuk egy festék, amely terjed a folyadék-
ban. A standard diffizio a kovetkezd torvénnyel jellemezhets. A festék a magasabb
sebessége a diffuzios egyiitthatoval aranyos. (Ez Fick torvényeként ismert). Ennek

dinamikajat akarjuk valamilyen egyenlettel leirni.

A diffuzio jelenségével tobb mennyiség vizsgalata soran is talalkozunk:

e Hémennyiség: ha egy rendszeren beliil a h6mérséklet pontrél pontra nem azo-
nos, akkor olyan folyamat indul el, hogy a hémérséklet kiegyenlitédjék. HG

aramlik a nagyobb h&mérsékletii helyrdl a kisebb felé. Ez a hivezetés.

e Anyagmennyiség (koncentréacid, populacio strtisége): Ha egy tobbkomponen-
st rendszeren beliil valamely komponens koncentraciéja nem egyenletes, akkor
kiils6 hatas nélkiil is olyan folyamat indul el, hogy a koncentracio kiegyenlitéd-

P

felé. Diffazion gyakran ezt a jelenséget értik.

e Potencial - toltésmennyiség: Ha elektromos toltéssel rendelkezé rendszerben
(ionokat tartalmazo rendszer) az elektromos potencidl nem azonos, akkor a
toltéssel rendelkezs részecskék a térerstdl és toltésiik mindségétdl fliggden meg-
hatarozott irdnyba mozdulnak el, a toltés kiegyenlitédik. Ennek nyomén jon

létre az elektromos vezetés.



2. fejezet

A standard difftizio

A diffuziés egyenlet felirasdhoz a

egyenletbdl indulunk ki, amelyet kontinuitési egyenletnek is neveznek, és a tomeg-
megmaradas elvébdl vezetnek le, [6]. Az | mennyiségre vonatkozo egyenlet tigy kap-
hato, ha benne a (¢, ) aramfliggvényt meghatarozzuk.

Y(t,x) = —=D(t,x)VI(t,x), (2.2)
ahol a D fiiggvényt, amely gyakran konstansnak is tekinthetd, diffizios egyiitthato-
nak nevezzik. Ez azt irja le, hogy az anyag milyen gyorsan (kénnyen) diffundal.

A fenti feltételezést tobben is leirtak, és a modellben szerepld mennyiségtdl fiiggGen

az alabbi modon hivatkoznak ra.

e hovezetés - Fourier-elv
e koncentraciovaltozas - Fick-torvény

e clektronika - Ohm-torvény
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2.1. A hdévezetési egyenlet

A (2.2) egyenletet behelyettesitve az (2.1) egyenletbe a kivetkezst kapjuk
Ol(t,x) — V- D(t,x)VI(t,x) = f(t,x).
Ezt tovabb alakitva:
Ol(t,x) =V - D(t,x)VI(t,x) + f(t,x),
ami x szerint alland6 D esetén:
Ol(t,x) =V -D(t)VI(t,x) + f(t,x),

ahol
V- -Dt)VI(t,x) = D(t)(V - VI(t,x)) = D(t)Al(t,x).

Igy kapjuk a hévezetési/diffazios egyenletet:

,l(t,x) = DAL, x) + f(t,%). (2.3)

2.2. Mellékfeltételek

Altalaban a parcialis differencialegyenleteknek sok megoldasa van. A valésagban vi-
szont egy jol meghatéarozott folyamat zajlik. Az ennek megfelel§ megoldéast a mel-
lekfeltételek helyes megadéasaval valaszthatjuk ki. Ugy probéaljuk megfogalmazni a
feltételeket tehat, hogy egyértelmd megoldashoz jussunk. Ezek a feltételek a fizika
altal vannak motivalva, és kétfélét kiilonboztetiink meg: kezdeti és peremfeltételeket.
A peremfeltételeket a vizsgalt tartomény hataran adjuk meg.

A vizsgélt jelenségtsl fiiggden valasztunk peremfeltételeket.

Dirichlet - peremfeltétel
Dirichlet - peremfeltételt alkalmazunk a kévetkezs esetekben:

e Hovezetés: ismert a hémérséklet egy térrész peremén.
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e Koncentraciovaltozas: konstans koncentracié biztositasa.
e Elekronika: lefoldelt perem.
Neumann - peremfeltétel

Ekkor d,u = v - Vu adott a hataron (v - a kifelé mutaté normalis egységvektor),

azaz (2.2) szerint

Vux) = ()

dpu(x) = — v-(x),
X
ami éppen a fluxus befelé mutatdé komponensét adja meg. Vagyis abban a gyakori

esetben, ha nincs a hataron keresztiil aramlés, akkor ez nulla. Ilyen esetek:

e teljesen hészigetels fal,
e kisérlet egy kémcsében,
e teljesen elektromos szigeteld fal.
Egy dimenzidoban vizsgalva ezt az esetet, egy [ hossztisagu rudat tekintiink. Ekkor

ez a peremfeltétel azt jelenti, hogy 0,u(0,t) = d,u(l,t) = 0. A kés6bbiekben vizsgalt

sajatérték feladatok formajaban felirva:

—X"=)\X, X'(0)=X'(1)=0

Robin -(harmadfaja, vegyes) peremfeltétel

A dolgozatban ennek elemzésével foglalkozunk.



3. fejezet

A Robin-peremfeltétel

Gyakran a vizsgélt tartomany hataran mért aramlés aranyos a ,kiilsG és belsd érték”

kiilonbségével, azaz

v-(x) ~ Jim_ u(x,) — Jim_ u(xy,) = u(x") — u(x).

(xn)CR™\Q (xn)C

Vagyis ekkor a (2.2) formula szerint
Clu(x™) —u(x)) = =D(t,x)dyu(x),
amelyet tovabb alakitva
Opu(x) = = (u(x) —u(x7)), (3.1)

ahol u(x~) az ismert kiils§ érték (pl. hémérséklet) [6], és C' az ateresztGképességet
leir6 egyiitthato, amely fligghet x-t6l. Ha % pozitiv, ami jo vezetSkepességet jelent,
erre az esetre .energiasugarzasként” hivatkozunk. Ha negativ, akkor % negativ, ak-
kor ez az ellenkez$ eset, ez energia elnyelésnek felel meg, ha pedig % = 0, azaz

energiaszigetelés van, ez az eset a Neumann-peremfeltételeknek felel meg.

3.1. Sajatérték-feladatok vizsgalata

A sajatértékek ismerete hasznos, ez az alapja a Fourier-modszernek, amely a par-

cidlis differencidlegyenletek elméletében és numerikus megoldasaiban is fontos. Ezt

6
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a modszert és benne a sajatértékek, illetve sajatfiiggvények szerepét mutatjuk be

roviden [1] alapjan.

3.1.1. A Fourier-modszer

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy elég foglalkozni a homogén peremfeltételd prob-
lémakkal, hiszen az inhomogén peremfeltételd problémak mind a klasszikus, mind
az altalanositott eseteben konnyen visszavezethet6k homogén peremfeltétel problé-
mara a peremérték-feladatoknél alkalmazott eljarassal. Nevezetesen, legyen ug olyan
,megfelelGen sima” fiiggvény, amely eleget tesz az inhomogén peremfeltételnek, u ak-
kor és csak akkor elégiti ki az inhomogén peremfeltételd probléméat, ha o = u — g
egy alkalmas homogén peremfeltételd probléma megoldasa.
Tekintslink tehat egy Lu = f alaku klasszikus vegyes feladatot. Tegytik fel, hogy
ismertek a .
w— Lw = Z 0;(a;;0w) + dw
jl=1
operatornak megfelels
Lw+ A w =0 az -ban,

wlag =0,

illetve az
Lw+ Mw =0 az{)-ban,

(Ov * w)|aa + M(wlan) = 0

klasszikus sajatérték-probléma Osszes sajatértékei, valamint a sajatfiiggvények teljes

ortonormalt rendszere az L?*({2) térben:
A A2y e Ajy (A S A <N <L),

W1, W3y ...y Wy, ...

(n = 1 esetében egy kozonséges differencialoperatorhoz tartozo sajatérték-probléméarol
van sz0).
A Fourier-modszer alapgondolata a kovetkezd. Mivel u folytonos ha klasszikus meg-

oldast kerestink, azért 0 <t < T esetén:

z— u(x,t) € C(Q) C L*(9),
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tehat tetszdleges, rogzitett ¢ értékre (0 < t < T') az x — u(t, x) figgvény Fourier-

sorba fejthetd a sajatfiiggvények ortonormalt rendszere szerint:
o0
u(x,t) =y &(thw;(x),
j=1

ahol a sor minden rogzitett ¢ melett az L?(Q) tér norméja szerint konvergens. Ha
sikeriil meghatéarozni a &, (t) Fourier-egyiitthatokat, akkor megkapjuk a vegyes feladat
megoldasat a sor alakjaban. Ehhez a modszerhez ismerni kell a fenti sajatértékeket

és sajatfiiggvényeket.

3.1.2. Sajatérték-feladatok vizsgalata egy dimenziéban

A tovabbiakban a szétvalaszthato valtozoju parcialis differencidlegyenletekkel foglal-

kozunk, ahol a megoldés elgall
u(z,t) = X(x)T(t) (3.2)

alakban. Itt az X (z) fiiggvényt sajatfiiggvénynek nevezziik. Ha ezt behelyettesitjiik
a diffazios egyenletbe, akkor ezt kapjuk:

T X7
DT~ X

-, (3.3)
ahol \ a sajatérték.

Az egy dimenzids eset annak felel meg, hogy egy [ hosszusagu rudban vizsgaljuk
a difftzio jelenségét.
A Robin-peremfeltétel azt jelenti, hogy az X” = AX egyenletet oldjuk meg a kovet-

kez6 peremfeltételekkel:
X' —apX =0, ha z =0, (3.4)
X' +qX =0, ha x =1, (3.5)

ahol az ag, a; konstansok adottak.

A konstansok azért vannak ellentétes elGjellel megadva, mivel a (3.1)-ben szerep-

16 % konstans x = 0-ban ag , x = [-ben pedig «;.
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A kifelé mutatd normélis egységvektor balra mutat z = 0-ban azaz v = —1, ezért

ebben az esetben, mikor a sajatfliggvényeket vizsgaljuk
dou(z)=-X" = X' =-qX = X —aqX=0,
x = [-ben pedig jobb felé mutat, azaz v = 1, ezért
hu(z) =X = X =-qX = X +aqX=0,

mert X = u(z™) és u(x) = 0.

A fentiek alapjan az is vilagos, hogy ha ag és a; pozitivak, az azt jelenti, hogy %

pozitiv, azaz energiasugarzas van. Ha negativak, akkor % negativ, akkor ez az el-
lenkez6 eset, ekkor energiaelnyelés van, ha pedig ayp = a; = 0, akkor % = 0, azaz

energiaszigetelés van.

Pozitiv sajatértékek

A (3.3) azonossag alapjan a feladat az, hogy megoldjuk az X" = AX kozonséges
differencialegyenletet a (3.4), (3.5) peremfeltételekkel. ElSszor nézziik a pozitiv sa-
jatértékek esetét:

A= [3*>0.
Mint altalaban a KDE megoldésa:
X(x) = Pcos Bz + @ sin fz,

ahol P és () konstansok.
Derivalva:

X'(x) = —fPsin Bz 4+ BQ cos fBx.

Behelyettesitve a peremfeltételekbe:
X'(z) £ aX(z) = (Q + aP) cos fx + (—BP + aQ) sin Gz.

x = 0 - ban:
0= X/(O) - CL()X(O) = ﬁQ - CL()P.

x =1 - ben:
0= (6Q + a,P) cos fl + (=P + ¢,Q) sin 3.
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Az utébbi két egyenlet felirhaté méatrixos egyenletrendszer forméjaban:

—Q 6 P B 0
a;cos Bl — Bsin Bl (B cos Bl + a;sin Bl Q ~\o )’

ahol a () = % helyettesitéssel kapjuk, hogy

agalP

g

Nem szeretnénk a trivialis C' = 0 megoldast, ezért osztunk P cos (#l—lel, és szorzunk

G—val:

0 = (agP + a;P) cos [l + (—5P+ )sinﬁl.

(6% = aoar) tan 81 = (ag + ) 5. (3.6)

Barmilyen 3 > 0 megoldas egy A = 32 sajatértéket ad.
A kévetkezSkben azt vizsgaljuk, hogy mi lehet a megfelel§ sajatfiiggvény. FEz lehetne
a fenti X (z) behelyettesitve @ = %—t:

P
X(x) :Pcosﬂx—i-%sinﬁx

P-t kiemelve:
X(z) = P(cosﬂx—i— %Sinﬁx) (3.7)

barmilyen P # 0-ra.

Mivel cos Bl-lel osztottunk, kiilon vizsgalnunk kell azt az esetet, amikor cos 5l = 0.
Ez azt jelentené a (3.6) egyenlet szerint, hogy 3 = /aoq;.

A kovetkezSkben a feladat: megoldani (3.6)-ot (-ra. Ez nem egyszerd. Az egyik
modszer, hogy kiszamoljuk a gyokoket numerikusan, Newton-modszerrel. A mésik
modszer a grafikai analizis, amely a pontos numerikus megoldésok helyett kvalitativ
informéaciot ad. Ezt fogjuk tenni.

Irjuk at a (3.6) egyenletet a kovetkezd forméba:

(ap + a;)f3

tan Bl = ,
b B% — apa

(3.8)

ahol a jobb oldalon levé fiiggvényre hasznaljuk az y, = yo(3) = M jelolést.

B2 —aw

A modszer az, hogy felrajzoljuk az y; = y1(8) = tan l tangensfiiggvény és az y
racionalis tortfiiggvény grafikonjat 5 > 0 fliggvényeként, és megkeressiik a metszés-

pontjaikat. A racionélis tortfiiggvény alakja az ag és a; konstansoktol fiigg.
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3.1. abra. A (3.8)-ban szerepld fiiggvények grafikonjai és a sajatértékek ag,a; > 0

esetén.

1. eset: Az 3.1. abran azt az esetet abrazoltuk, amikor energiasugarzéas van mind-
két végpontban, azaz az ag és a; konstansok pozitivak. Minden egyes metszéspont
(8 > 0-ra) egy sajatértéket ad meg: \, = 52. Az eredmény nagyban fiigg ao-tol és
an,-t6l. A fent emlitett kivételes eset, amikor cos 81 = 0 és 3 = \/apa; az dbran an-
nak felel meg, hogy a tangens és a racionalis tortfiiggvény grafikonjai a ,yvégtelenben
metszik egymast”.

Nyilvan igaz, hogy:

27T2 27T2
tovabba
: X
7}1—{20 An — 1 == 0, (3.10)

ami azt jelenti, hogy a nagyobb sajatértékek kozelitenek ”j;r ® _hez. Amikor ag = q; =

0, vagyis mikor a Neumann-peremfeltételek allnak fel, akkor a sajatértékek egyenlGek

n27|'2
2

—vel.

2. eset: Azt az esetet vizsgaljuk, amikor energia elnyelés van x = 0-ban és ener-

giasugarzas x = [-ben, de nagyobb a sugérzas, mint az elnyel6dés, ami a kovetkezd
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feltételekkel van megadva:
ag <0, a >0, ag+a >0. (3.11)

Ekkor a grafikon gy néz ki, mint a 3.2. és a 3.3. abrakon, ag és a; egymashoz vi-

max

Ny,
>

3.2. abra. A (3.8)-ban szerepld fliggvények grafikonjai és a sajatértékek ag < 0, a; >

0, ag + a; > 0 esetén.

szonyitott nagysagatol fiiggden valtozik ys gorbéjének forméaja. Latjuk, hogy (3.9)
¢s (3.10) tovabbra is érvényes, kivéve a 3.2. dbrat, ahol nincs ¢ sajatértek a (0, ’;—22)
intervallumban.

Sajatérték csak akkor van a (0, 7;—22) intervallumban, ha y, gorbéje metszi a tangens-
gorbe els6 agat. Mivel yo gorbéjének csak egy maximumhelye van, ezért ez a metszés
csak akkor lehetséges, ha yy gérbéjének meredeksége nagyobb, mint a tangensgor-
be meredeksége az origbban. Szamoljuk ki ezt a két meredekséget. y, gorbéjének

meredeksége az origoban:
ap+a;  a; — |agl

= >0
—aoa arlao
(3.11) miatt. Masrészt, a tangensgérbe meredeksége az origoban (tan 1)’ = ﬁ?ﬁll =
lcolsO = [. Ebbdl a kovetkezst kapjuk. Ha

ap + a; > —apal, (3.12)
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Y

vl 2l 3l Zyll

3.3. abra. A (3.8)-ban szerepld fliggvények grafikonjai és a sajatértékek ag < 0, a; >

0, ag + a; > 0 esetén.

akkor yy gorbéjének meredeksége az origbban nagyobb lesz, mint a tangensgorbe
) 2

esetben csak akkor van sajatérték a (0, %) intervallumban, ha a (3.12)-beli feltételek

meredeksége, és a két grafikon a (0, ) intervallumban metszi egyméast. Ezért a 2.

teljesiilnek.

Nulla sajatérték

Nulla sajatérték pontosan akkor van, ha

ag + a; = —agayl.

Ez csakis akkor torténhet meg, ha ay és a; ellentétes elGjeldek, és az intervallum

hossza ,,megfelel§”; azaz

[ — ap +
apa;
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Negativ sajatértékek

Most vizsgaljuk meg a negativ sajatérték lehet&ségét. Hogy elkeriiljiik a komplex

szamokkal vald szamoléast, megadjuk hogy
A=—2<0,
A differencidlegyenlet megoldasat a kovetkezs alakban irjuk fel:
X(x) = Ccoshyz + D sinhyz.

(egy masik forméaja ennek: Ae? + Be 7). A peremfeltételek, ugy ahogy korabban,

a kovetkezd egyenlethez vezetnek:

(ao +ar)y

tanh vyl = — .
! V? + aoq

(3.13)
A (3.13) egyenlet két oldalan 1évé fliggvények grafikonjainak metszéspontjait keressiik
v > 0-ra. Minden metszéspont egy negativ sajatértéket ad meg: \2 = —~4?2 és egy

megfelels sajatfiiggvényt:
X(x) = coshvyx + %0 Sinh yx. (3.14)
Y

A 3.4. 4bran néhany kiilonbo6z6 esetet dbrazolunk. Az elsd eseteben, mikor mindkét
végpontban energia sugarzis van, vagyis ag és a; pozitiv, nincs metszéspont és nincs
negativ sajatérték. A 2. eset, amikor tobb a sugarzas, mint az elnyelés (ag < 0, a; >
0, ap + a; > 0), a folytonos (3.12) és szaggatott (3.15) vonalakkal van abréazolva.
Ezek esetében vagy egy vagy nulla metszéspont van, attol fiiggéen, hogy mennyi a
meredekség az origdoban. A tanh gorbe meredeksége [, amig a racionalis tortfiiggvény
meredeksége —(ag + a;)/(apa;) > 0. Ha ez kisebb, mint [, akkor van metszéspont,
ellenkezs esetben nincs. Igy a kovetkeztetésiink a 2. esetben:

Legyen ag < 0 és a; > —ay. Ha
ag + a; < —agayl, (3.15)

ekkor pontosan egy negativ sajatérték létezik (A\g). Ha a (3.12) eset all fenn, akkor

nincs negativ sajatérték.
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! y =tanhyl

1. eset ’

/ (3.12)

(3.19)!

3.4. abra. A (3.8)-ban szerepld fiiggvények grafikonjai kiilonféle értéki ag,a; kons-

tansok esetén.

Osszefoglalas

A kovetkezd modon foglaljuk ssze a kiilonbozé eseteket:

. eset: Csak pozitiv sajatértékek.
. eset (ag + a; > —apqyl): Csak pozitiv sajatértékek.

. eset (ag + a; = —apayl): Nulla sajatérték, a tobbi pozitiv.

W N NN

. eset (ap + a; < —apayl): Egy negativ sajatérték, a tobbi pozitiv.

Minden esetben, barmilyen aq és a; értékre az 6sszes sajatérték valos, tovabba mindig
végtelen szamu pozitiv sajatérték van, ami (3.8)-bol kovetkezik. yo az origobol a [
tengelyhez kozelit a végtelenben, ezért a tangens fiiggvény 6sszes agat kell metszenie,
kivéve az elsé6t.

Az 6sszes ilyen problémanal nagyon fontos megtalalni az Osszes sajatértéket. Ha csak
egy is hidnyozna, akkor nem tudnank megoldani a difftizids egyenletet, mert ha a
differencidloperator szimmetrikus, akkor a sajatfiiggvények merdlegesek egymasra,

¢és a hidnyzo komponenst a tébbivel nem tudjuk elGallitani.
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Példa az eredmények alkalmazasara

A 3.1.1. fejezetben ismertetett Fourier-modszert mutatjuk be egy konkrét példéan.
Ehhez az u fliggvényt a kovetkezd alakba irjuk:

u(a,t) =Y T(t) X, (x),
ahol X, (x)-ek a sajatfiiggvények, és
T, (t) = Ape M.

Legyen ag < ag+a; < —aga;l. Ebben az esetben pontosan egy negativ sajatérték van
Ao = —2 < 0 és a tébbi pozitiv A\, = +4%2 >0, n=1,2,3, ....

A kovetkezd diffizios probléma:

Uy = kg, had<z<l, 0<t<oo
U, +aqu = 0 ha z =1

u = hat =20
teljes megoldasa a fentiek alapjan

u(z,t) = Agetrok ( coshyoz + % Ginh ’yoa:>
o

+ Z Ane_ﬁ%kt ( cos Bpx + % sin ﬁnx) (3.16)
n=1

Ennek a kovetkeztetésnek a kovetkezo fizikai értelmezése van: u(z,t) egy [ hosszi-
sagu rudban a hémérséklet. Azt az esetet vizsgaltuk, amikor a rad bal végpontjaban
energia elnyelés van, a jobb végpontban pedig energia sugarzas. Egy adott [ hosszi-
ségra, és egy adott a; > 0 sugarzasra csak akkor van negativ sajatérték (A\g = —92),
ha az elnyelés elég nagy |[|ag| > a;/(1+ a;l)]. Ilyen nagy elnyelési egyiitthato lehetévé
teszi, hogy a hémérséklet magas értékekig emelkedjen, ahogy latjuk a (3.16)-beli sor-
fejtéshdl. Valojaban az 6sszes egytitthato csokken ahogy az id6 halad elére, kivéve az

clsét, amely exponencidlisan novekszik e kovetkeztében. Vagyis a rud melegszik.

Masrészt, ha az elnyelés aranylag kicsi [|ag| < a;/(1 + a;l)], akkor az Gsszes sa-
jatérték pozitiv és a hémérséklet bizonyos korlatok kozott marad, végiil lecsokken

nullara.
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3.1.3. Sajatérték-feladatok vizsgalata két dimenziéban

Két dimenzidban a vizsgalt tartomanyunk legyen 2 = (0, 7) x (0, 7). Ekkor vizsgaljuk
a
Au(z,y) = du(z,y) (x,y) €

sajatérték-feladatot.

Az ehhez tartozo peremfeltételek a kovetkezSképpen irhatoak fel:

Ou—au = 0, ha z = 7, (3.17)
Ou—asu = 0, ha y = 0, (3.18)
Oyu —azu = 0, ha z =0, (3.19)
Opu —agu = 0, ha y =, (3.20)

ahol d,u = vVu, tehat a peremfeltételek atirhatoak, ha behelyettesitjiik a megfelels

normélis egységvektorokat:

(3.17)  Ouu=(}) - Vu=0,u
(3.18) dyu= (") Vu=—-0,u
(3.19) Guu= (') Vu=—0d,u
(320)  Guu=(}) Vu=0,u

Tehat a peremfeltételek felirhatoak a kovetkezd formaban:

Opu —aiu = 0, ha x =,

0
—Oyu —agu = 0, ha y =0,
—O0yu —azu = 0, ha = =0,
0

Oyu —agu = 0, ha y = .

A fenti sajatértékprobléma vizsgalatdhoz felhasznaljuk a kévetkezs eredményeket

[1]:

1. Definicié. Legyen Q C R" lokdlisan téglaszerid tartomdny, p € CH(Q), ¢ € C(),

p>0,q <0(Q—on); tovibbd g, h € C(9), gh > 0, g+ h > 0 a I peremen.
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Tv:(o,l)

v=(-1,0 v=(1,0)

lv:(o,—n

Y

3.5. dbra. Az Q = (0,7) x (0,7) tartomany a kifel¢ mutat6é normalisokkal

Keressiink olyan X € C szimot és olyan u € C*(Q) N CHQ) figgvényt, amelyre

u # 0 (azaz u nem azonosan nulla fiigguény) és
div(pgradu) + qu + Au =0 az{) —n, (3.21)

gulaq + hoyulsg = 0 (3.22)

Ezt a div(pgrad u)+qu+Au = f, gulsg+hd,u|ag = @ problémdhoz tartozo klasszikus
harmadik sajatérték-problémanak (sajatérték-feladatnak) nevezzik. A h = 0 esetben
elsd, a g = 0 esetben mdsodik sajdatérték-problémdrol beszéliink. A fentieknek megfeleld
A szdmot a sajatérték-probléma sajdatértékének, az u fligguényt a probléma sajatfiigg-

vényenek nevezzik.

A tovabbiakhoz értelmezziik az L linearis operatort a kovetkezdképpen:

Lu = —div(pgradu) — qu, u € C*(Q) N C*(Q),

Lu S L2(Q), gu|aQ + ha,,u|aQ = 0. (323)

1. Tétel. Teqyiik fel, hogy teljesiilnek az 1. definicio feltételei, és az €2 tartomdny

lokdlisan téglaszerd.
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a) Ekkor a (3.23) formuldval értelmezett L*(Q)—bol L*(Q)—ba képezé L lined-
ris operdtor szimmetrikus €s pozitiv. Fzért az L operdtor sajatértékei nemnegativak,
legfeljebb megszamldalhatoan végtelen sok sajatértek van, a kiilonbézd sajdtértekekhez

tartozo sajatfiigguények ortogondlisak.

b)) A=0q =0, g =0 (azaz a mdsodik sajdatérték-probléma) esetében sajdtérték,

és ekkor csak az azonosan konstans fiigguények a sajdatfiigguények.

c) Ennek kovetkeztében a ¢ = 0, g = 0 esettdl eltekintve a div(p grad u)+qu+Iu =
f, guloa+ho,ulsq = ¢ probléma megolddsa \ < 0 esetén egyértelmi. A q=0,9g=0

esetben A = 0 mellett a probléma megolddsa additiv dllandotol eltekintve eqyértelmd.

Az altalunk vizsgalt esetben p = —1 és ¢ = 0, vagyis L-nek a (—1)-szeresét
vizsgaljuk. Tehat az 1. Tétel alapjan A-nak az 1. Definiciéban leirt feltételekkel csak

negativ sajatértéke van.
1.eset: Ellendrizziik, hogy az 1. Definicio feltételei teljesiilnek-e:

gh >0, g+ h >0, h =1 mindegyik esetben, és g = —ay, —as, —asz, —ay

Oyu—aju =0, —a;>0=> a1 <0 —-a;+1>0 = 1>a = a1 <0
—0yu—agu =0, —a320=0a<0 —ay+1>0 = 1>a = as <
0
—0yu—azu = 0, —a3>0=a3<0 —a3+1>0 = 1>a3 = az <
0
Oyu—agu = 0, —a320=>a,<0 —ay+1>0 = 1>a4 = as <0

Ebbdl arra tudunk kévetkeztetni, hogy ha aq, aq, as, ay < 0, akkor A-nak csak negativ

sajatértéke van.

2. eset: Most ismert, szorzat alaku sajatfiiggvényeket vizsgalunk, ellenérizziik,

hogy melyek teljesitik a peremfeltételeket.

Legyen tetszoleges k1, ko € Z esetén a sajatfiiggvény:

U(I‘, y) = (CLH sin klll’ + b11 COS ICHSL’) (a12 sin k12y + b12 COS l{ilgy), (324)
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ahol aii, a2, bn és blg konstansok.

Ellendérizziik, hogy ez A-nak sajatfiiggvénye:
Els6 derivaltak:

Qvu(w, y) = ((1111{311 COS klll‘ — bllkll sin k)lll’) (a12 sin klgy + b12 COS k’lgy)

Gyu(x, y) = (CLH sin knx + bll COS klll’)(algku COS klgy — blzklg sin k12y>
Masodik derivaltak:

Oppui(z,y) = (—ank%l sin k1 x — bnkfl cos k11x) (a2 sin k1oy + bya cos k1ay)

4

Oprut(z,y) = —k%l(an sin k112 + by1 cos ky1x) (age sin kyoy + bya cos ki2y)

Oyyu(x,y) = (aiq sin kjyx + byq cos k112)(—a19k?, sin kyoy — biok?, cos kyay)

Y

Oyyu(z,y) = —k?, (@11 sin kyy 2 + byy cos ki) (a1 sin kioy + big cos kigy)

A Laplace-operator:

AU(% y) = aac:cu(l’7 y) + ayyu($7 y)

Au(z,y) = —k%l (@q1 sin ky12 + byy cos k11x) (a2 sin kioy + big cos k1ay)
4+ — k2, (a1 sin k12 + biy cos kyi) (@12 sin kygy + bia cos kay)

4

Au(x,y) = (—k3, — ki) (a1 sin kyo + by cos ki1x) (are sin kioy + bio cos kioy)

Tehét u(z,y) valoban sajatfiiggvény, és a sajatérték \ = —k?;, — ki,
Most azt vizsgaljuk, hogy mi torténik a (0,7) x (0, 7) tartomany peremén:

1. z =7, ekkor ,u — aqu =0

Oyu(m,y) = kir(arg cos kyym — by sin ki) (a1g sin kioy + byo cos ki2y)

aju(m,y) = ai(agy sin ki m + byy cos kym)(age sin koY + byg cos kiay)
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k11(ayy cos kyym — by sin ki) = aqg(aqy sin kjym + by cos kyym)

ha ki1 € Z, akkor cos k1w = (—1)’“11 éssinkyym=0

/€11<l11(—1)kll = albn(—l)k”

. k1ia1

a1 = , ha kll e Z
b1
2.y =0, ekkor —0,u — asu =0
Gyu(x, O) = (CLH sin knx + bn COS k’lll')klg(alg COS ]ﬂlgo — b12 sin klgo)
asu(x,0) = ag(ajysin ki1 + by cos k112)(aq2 sin k120 4 byo cos k120)
J

—klg(alg COS k’lgo — b12 sin klgo) - CLQ(Cng sin knO + b12 COS ]{?120)

cos k0 =1éssink;0=0
—ky2a12 = asbio

ki2a12

b12

a9 — —

3. =0, ekkor —0,u — azu =0

8$U(O, y) = ]{311(@11 COS 0 — b11 sin kHO)klg(alg sin k‘lgy + blg COS ]{Jlgy)
agu(O, y) = CL3(CL11 sin ]{5110 + bll COS k‘HO) (CL12 sin k12y -+ 612 COS ]{Zlgy)

—k'n(an COS ]{7110 — b11 sin k’HO) = CL3(CL11 sin ]{7110 + bll COS ]{ZHO)
itt cos k110 = 1 és sin k110 = 0, azaz

—ky1a11 = a3b11

_k11a11
b11

as =
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4.y =7, ekkor ,u — asu =0

8yu(x, ’7T) = (CLH sin ]CHJ] + b11 COS kllx)klg((llg COS klg’ﬂ' — b12 sin ]{31271')
agu(z,m) = a4(aqr sinky1x + byy cos ki) (a2 sin kiom + byg cos kyom)
U

k12 (CL12 COS k'127T — b12 sin ]{leﬂ') = CL4(CL12 sin k'127T + b12 COS klgﬂ')

ha k1o € Z, akkor cos kjom = (—1)*1 és sin kjom = 0, vagyis

7512<l12(—1)k12 = a4bl2(—1)k12

s — k1212
4 — )
b2

ha klg cZ

Kovetkeztetés

Ezzel a vizsgalattal arra jutottunk, hogy ha ki1, ko € Z, akkor a; = %’ as =

kioa _ ki1a _ kisa : . . e
—HEHE ay = —FAE g = H2M2 vagyis csak akkor azonos mindegyik elGjele, ha
mindegyik 0, kiilonben pedig a; = —asz és ay = —ay, tehat itt nem teljesiilnek az

1. Definici6ban leirt feltételek. De ki van szamolva, hogy a A operator sajatértékei
itt negativak: A\ = —k¥ — ki,. Azaz a —A operator sajatértékei mind pozitivak,
csakigy mint az elsé esetben. Elképzelhets tehat, hogy az 1. Definici6 feltételei nem

teljesiilnek, de —A-nak mégis csak pozitiv sajatértékei vannak.
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