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Koszonetnyilvanitas

Els6sorban koszonettel tartozom Sigray Istvan egyetemi tandromnak a kordbbi félévek
analizis, és komplex fiiggvénytan targyainak eléadojaként és gyakorlatvezetéjeként, de kii-
l6noésen szakdolgozatom témavezetOjeként végzett munkdjaért. Részletes magyarazataival
és hasznos utmutatasaival sokat segitett a szakdolgozat elméleti felépitésében.

Koszonettel tartozom Loécsi Levente numerikus matematikai programcsomagok gya-
korlatvezetomnek, hogy id6t szakitott a szakdolgozathoz készitett programok atnézésére,
és szamos hasznos tandccsal latott el a mddszerek implementalasa soran.

Szeretnék koszonetet mondani minden tandaromnak, akik a harom év alatt hozzajarul-
tak a szakmai fejlédésemhez, illetve csaldadomnak akik az eddigi évek alatt mindig kitartéan

tamogattak.



Bevezeto

A differencidlegyenletek vizsgidlata, megoldasa az alkalmazott matematika mindennapok-
hoz egyik legkozelebb es6 aga, hiszen ezekkel irhatok le bizonyos fizikai, kémiai jelenségek,
illetve pénziigyi folyamatok. A dolgozatban vizsgédlt polinom-differencidlegyenlet eltér a
megszokott differencidlegyenletektdl, hiszen két ismeretlen polinomra adott a differencidl-
egyenlet.

Az els6 fejezetben ismertetem a vizsgalt polinom-differencidlegyenletet, melynek &l-
talanositasat a Jacobi-sejtés motivilja. Az 1.1-es alfejezetben két altalanos megoldas fel-
irdasara kertl sor, melyekrél mind a valds, mind a komplex esetben bebizonyitom, hogy
valéban megoldasai a vizsgdlt polinom-differencidlegyenletnek. Az 1.2-es alfejezetben a
probléma kozonséges differencidlegyenlettel valé vizsgalatdval bemutatom, hogy a polinom-
differencidlegyenlet megoldasai a meghatarozott esetben hogyan hasznéalhaték fel az elemi
primitiv fiiggvény meghatarozasira. Ezutan nemlinedris egyenletrendszerre vezetem vissza
a problémat (1.3-as alfejezet). Célom a megolddsok numerikus meghatarozdsa a mésod-,
harmad-, és negyedfoki esetben egy konstans értékének rogzitése mellett.

Az egyenletrendszer numerikus megoldasara a Newton—Raphson-mdédszert valasztom.
A masodik fejezetben a moddszer konvergencia tulajdonsigait, és egy lehetséges globa-
lis javitasat, a folytatds modszerét, részletezem vektormezdkre. A Broyden-mddszerrol is
emlitést teszek, amely a Jacobi-matrix egy meghatarozott kozelitésével végzi az iteracios
lépéseket.

A harmadik fejezetben az altalam a Matlab numerikus matematikai programcsomagban
készitett Equation__sys_solver, Equation__sys_solver_tester és tesztgrafikon m-fajlokkal
keresem a polinom-differencialegyenlet megoldésait, illetve vizsgalom a megoldas megta-
lalasaig megtett iteracids lépések szamat a kezdeti kozelités normajanak fliggvényében a
masodik fejezetben emlitett Newton—Raphson- és Broyden-mddszerekre egyarant. A fe-
jezet végén egy kiilon példan keresztiil a folytatdas mddszerének egyik jo tulajdonsiga is
bemutatasra keriil.

A Fuggelékben egy rovid leiras taldlhaté az dltalam készitett m-fajlok paramétereirdl,
implementaldsirdl, és hasznalatardl. A programhoz sziikséges m-fajlok megtalalhatdak a
http://www.cs.elte.hu/~ferdzso/documents/EquSysSolver.zip tarhelyen. A harmadik feje-
zetben vizsgalt példak tesztelését, a programok letoltése és a fliggelék ide tartozé részének

atolvasasa utdn, konnyen elvégezheti az olvasé.



1. fejezet

A vizsgalt

polinom-differencialegyenlet

A szakdolgozatban az aldbbi komplex polinom-differencialegyenletet vizsgalom.

p,q:C—-C, KeC\{0}, neN n>2
p(z) = 2"+ an—12""" + ... + ag

q(z) = 2" £ b 2" + .+ by

(n+1p'q—npd =K

A fenti polinom-differencidlegyenlet egy specidlis valtozata a kévetkezdnek.

k,leC ceC\{0} meN (1.2)

kp'q —lpg' = c-p™

ahol p,q tetszbleges komplex egyiitthatés polinomokat jelolnek. Az 1.2-es polinom-
differencidlegyenletet a komplex szdmok testére kimondott Jacobi-sejtés motivilja. Az [1]
forrds jeloléseit, és elnevezéseit hasznédlva ha f, g olyan kétvaltozds komplex polinomok,
melyekre teljesiil a J(f,g) = 1 tulajdonsig, akkor taldlhatunk H(z,y) = z! - p(z) és
G(z,y) = 2* - q(z) alakii w-homogén polinomokat melyekre f} = (H)" és J(H,G) =
c- (H)™, ahol p,q kielégitik az 1.2-es polinom differencidlegyenletet.

A [1]-ben kombinatorikus leirds tortént az 1.2-es polinom differencidlegyenlet megol-
dasaira, ami azonban nem adja meg a numerikus megolddsokat. Célom, az 1.1 polinom-

differencidlegyenlet megolddsainak numerikus meghatérozésa n = {2,3,4}, K = 1 esetben.

1.1. Altaldnos megoldésok

Ebben a fejezetben par allitasban bebizonyitom, hogy egyes specialis alakt n-tél fiiggi p, g

polinomok &ltaldnos megoldasai lesznek a vizsgalt 1.1 polinom-differencialegyenletnek.



1.1.1. Trivialis megoldas

1.1.1. Allités. Tetszbleges n > 2-re létezik olyan «,f € C, melyekre p(z) = 2" + a és

q(z) = 2" + Bz megolddsai az 1.1-nek.

Bizonyitas. A vizsgalt differencidlegyenletbe behelyettesitve a kivetkezét kapjuk:

(n+1n- 2" (4 B2) —ne (2" 4 a) - ((n+1)2" +8) = K

(n+1n- (2> + 2") —n - {(n—l—l)zQ”—i— (a(n—i—l)—i—ﬁ) ‘2"4—04,8} =K
Lathat6, hogy a n > 2 feltétel miatt a 22"-hez tartozé egyiitthaték kiejtik egymaést,
igy az egyenletiink a kovetkez6 alakra egyszertisodik:

[(n+1)ﬂ—a(n+1)_ﬁ} -z"—aﬁ:E

n

Mivel K konstans, ezért az «, 8 komplexeknek az aldbbi egyenletrendszert kell kielégi-

tenitik:

nf—an+1)=0
—naf =K

Az egyenletrendszerbdl a = nn—fl kifejezhet6. Ezt visszahelyettesitve a kdvetkez6t kap-

juk:
—K(n+1)
n

8=

Tehat belattuk, hogy n > 2-re tudunk alkalmas «, 8 egyiitthatékat valasztani. Speci-

alisan n = 1 esetén az Osszevonas utan az alabbi egyenletet kapjuk.

(20 —2) - 22+ (208 —2a—B)-z—af =K
Latszik, hogy csak az a := 1, 8 := 2 lesz j6 vélasztas, viszont ekkor csak rogzitett
K = —2 esetén lesz ez megoldasa a polinom-differencidlegyenletnek. [J
1.1.2. Példa. A fenti allitdst, és a levezetett formulat felhaszndlva n = 2 esetben p(z) =
2?2 + ?Z és q(2) = 23 + @z - z megoldésai 1.1-nek.

1.1.3. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy K > 0 esetén (o), I(8) # 0, és K < 0
esetén J(av), J(B) = 0. Tehét a 3. fejezetben a kapott trividlis megolddsoknak a K =1

valasztas miatt mindig képzetesek lesznek.

1.1.2. Csebisev-polinomok transzformaltjai

A Csebisev-polinomok a numerikus analizis, egyik fontos eszkoéze. Felhaszndlasuk rend-

kivil széleskorii, de kiillonésen a numerikus integralas és a polinom interpolacié soran



bizonyulnak hatékonynak [4]. Hasznos tulajdonsdgain tul, mint 14tni fogjuk, a vizsgalt
polinom-differencidlegyenlet egyik dltalanos megoldasat is meghatarozhatjuk bel6liik.

Az ortogonélis polinomokat az Lg o ([a, b]) téren szokds definialni, ahol « : [a,b] — R,
a(x) > 0V € [a,b] és f: a(z)dx > 0. Ezen a téren a p,, polinomrendszer a-ortogonalis, ha
< PisDj >ai= f;pi@)pj(x)a(:v)dx =0Vi# j. AT, els6faju Csebisev-polinomok, olyan
specidlis ortogonalis polinomok, ahol a(z) := \/1%7, [a,b]=[-1,1], tovabb4 feltessziik, hogy
Ty = 1. Ezekbdl levezethetd, hogy az elséfaju Csebisev-polinomok sorozatira az alabbi

rekurziv formula irhato fel.

To(flj) =1
Ti(z) ==z (1.3)
To(x) :=22T,—1(x) — Th—o(x) n>2

A legtdbb esetben a fenti rekurziv formuldval definialjak az elséfaji Csebisev-polinomokat.

Azonban a dolgozatban az alabbi trigonometrikus alakot tekintem az els6faju Csebisev-

c s 2

1.1.4. Definicié. ((els6faji) Csebisev-polinom) T),(z) := cos (n - arccos(z))
1.1.5. Allitas. T, (z) € Clz], azaz T,,(z) valdban egy n-edfoki polinomot jelol.

Bizonyitas. Els6 lépésként megprobaljuk felirni a arccos fliiggvényt a négyzetgyok, és log
fiiggvényekkel.
eiw 4 efiw

w = arccos(z) < cos(w) = z & — =%

Ezutdn az a := €™ valasztassal az a? + 1 — 2za = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk,
melynek megoldésai a komplex gyokvonds tobbértékiisége miatt az aj 2 = z+v22 — 1. Az

a kifejezés megvalasztasabol atrendezéssel adddik a kovetkezd
arccos(z) = —i - log(z + V22 — 1) (1.4)

Ahhoz, hogy ezt a formuléat be tudjuk helyettesiteni a definiciéba be kell latnunk, hogy
T,(z) valéban fiiggvény lesz.

Tegyiik fel, hogy a # f-ra cosa = cos . Ekkor az A := €', B := ¢'? helyettesitésbil
és az Euler-képletbdl adddik

1 1
Art_py?t
tATPTg

Ennek e = 8, és €' = e a megoldasai. Ekkor e* periodikussigat felhasznélva
kapjuk, hogy 8 = a+2km, illetve 5 = —a+2kw, ahol k € Z. De a cos parossiga miatt ezek
nem szamitanak kiilonb6z6 megoldésnak, igy cos(n arccos(z)) valéban fiiggvény. Most mar

behelyettesithetjiik 1.4-et.



nlog(z+v2z2—1) —nlog(z+v2z2—-1) 1
cos(narccos(z)) = ¢ te = 5'((24—\/ 22— 1)+ (z+V22 - 1)7")

2

Ezutan egy gyoktelenités, és a nevezetes azonossigok felhasznalasaval kapjuk a kévet-

kezot.

e+ V2 =D+ (- V22 = 1)") =T,(2)

N |

cos(narccos(z)) =

Ebbdl mar 1atszik, hogy T,,(z) egy pontosan n-edfokd polinom, hiszen a legnagyobb

nem nulla egyiitthatd, hoz tartozé tag fokszama n, és a négyzetgyokos tagok kiesnek. [

1.1.6. Allitas. (valés eset) A p(z) = T, (x) és q(z) = Tjr1(x) Csebisev-polinomok meg-
olddsai az (n+1)-p - q—n-p-¢ = —(n+1) - n polinom-differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Az aldbbi polinom-differencidlegyenletre latjuk be, hogy az allitasbeli Csebisev-

polinomok megoldéasok lesznek:

m+1)-p-gq—n-p-¢d=MEeR (1.5)

A bizonyitas soran sziikségiink lesz a Csebisev-polinomok derivaltjaira.

T, (z) = —sin (n - arccos(x)) - \/%
" 1(x) = —sin ((n + 1) - arccos(z)) - —\/%

A helyettesitést elvégezve az alabbi egyenletet kapjuk.

T\L/(IL_L;)- {sin (n-arccos(z))-cos ((n+1)-arccos(x))—sin((n+1)-arccos(x))-cos (n-arccos(:n))] =M

A sin(z — y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y) addiciés képletet felhasznalva a kovetkezd

kifejezésre egyszeriisodik a kordabbi egyenlet.

73/(?;2) -sin (n - arccos(z) — (n + 1) - arccos(z)) = M

Az 6sszevonasok elvégzése utan ezt kapjuk.

nn+1)
Vi

-sin ( — arccos(z)) = M

—n(n+1)- (cos (arccos(x)))/ =M

s s 2

Az arccos definiciéjat felhasznalva valoban addédik, hogy M = —(n + 1) - n. Te-

hat a T, (x) és T,41(z) polinomok valéban megoldasai az allitdsban szereplé polinom-



differencidlegyenletnek. [

1.1.7. Allitas. (komplex eset) A p(z) = T,,(2) és q(z) = Tpi1(2) Csebisev-polinomok
megolddsai az (n+1)-p'-q—n-p-¢ = —(n+1) - n polinom-differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Az 1.1.5-os &llitasbdl kovetkezik, hogy 2n-edfoktd komplex polinom Aall az

atrendezett polinom-differencialegyenlet bal oldalan.

(n+1)-T,(2) Tny1(z) —n-To(z) - Tp 1 (2) + (n+1)-n=0

Tehat elég lenne belatni, hogy a bal oldalon 4116 polinom legaldbb 2n + 1 helyen 0. A
valés esetbdl pedig kovetkezik, hogy tetszéleges [—1,1]-beli valés szamra a fenti egyenlet
bal oldala 0, ezért a bal oldal valéban az azonosan 0 polinom, azaz p(z) = T,(z) és
q(z) = Ty41(z) valéban megoldésai az allitasban szereplé polinom-differencidlegyenletnek.
O

A célom most az, hogy az el6z6 éllitasokat felhasznalva a T5,(z) és Ty,41(2) Csebisev-
polinomokat gy transzformaljam, hogy azok az eredeti 1.1-es polinom-differencidlegyenletnek
a normélt n illetve n + 1-edfokd megoldésai legyenek.

1.1.8. Allitas. Tetszbleges n > 2-re p(z) = ¢1 - T, (bz) és q(z) = cg - Tpy1(bz) megol-
1 1

ddsai az 1.1 polinom-differencidlegyenletnek. Ahol ¢; = onign 2 = Supail és b =
—-n- 1
* 2n2n(711+K) alkalmas konstansok.

Bizonyitas. A Csebisev-polinomok rekurziv képletébdl (1.3) indukciéval beldthatd, hogy
n > 2-re a Ty, (z) féegyiitthatéja 27~ 1. Tehat T;,(bz) féegyiitthatoja 271 - b7, és T),41(bz)
1

féegyiitthatoja 276711, Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ = konstansokkal

on—1pn’ 2= onpn+l
p és ¢ normalt polinomok.

Most hasznéljuk fel az 1.1.7-es allitast, miszerint

(n+1) - Th(2) Thy1(z) = n-Tyu(2) T, +1(2) = -(n+1)-n

Ebbdl kovetkezik, hogy

c1eg - ((n +1) - Ty (b2) - Tpy1(bz) — n - T, (b2) - Tn+1(bz)’> =—cica-(n+1)-n-b

Tehét az allitasban szereplo p és ¢ megoldasai lesznek az 1.1-nek, ha teljesiil az alabbi

egyenlet.
—(n+1)-n
bbél mér adédik, hogy b= %) —- D 4
Ebbdl mar adodik, hogy b = B IS



1.1.9. Példa. n = 3 és K = 1 esetén prébaljuk meghatdrozni a megfelel6 Csebisev-

polinomokbdl transzformalt megoldasokat.

Egy Maple programcsomagban készitett csebisev _mo__tester fiiggvénnyel az 1.1.8 alli-
tasban meghatarozott konstansok képleteit felhaszndlva a Csebisev-polinomokbdl transz-
formalt megoldasok a kévetkezok.

A fiiggvény hivasa: csebisev_mo__tester(3,1);

"Czehisev-polinomolks”
427 — iz

1 +8z— gz

"Transzformalt Czebisev-polinomols”
I =7+ (=0 5200209565 + 0.9007027170 1) =
g =+ (—-0.6933612751 4+ 1.200236956 1) 2 — 01201874642 — 0.2081707948 1

p=7 + 1.040041912 2
g =277+ 1386722549 2 + 0.2403749254

2 =+ (—0.5200209565 — 0.9007027170 1) =
g =+ (—-0.6933612751 — 1.200936956 1) 2 — 01201374642 + 0.2081707943 I

1.1. abra. csebisev__mo_ tester output: n=3,K=1

Lathatjuk, hogy az egyik megoldas csupa valés egyiitthatds polinomokbdl all, erre a

konkrét megoldasra a késébbiekben még hivatkozni fogok.

3
p(z) =2"4+1.04. 2
) (1.7)
q(z) =22 4+1.39- 22 +0.24

1.2. Megoldasok vizsgalata kozonséges differencialegyenlet-

tel

Az 1.1 probléma vizsgédlatara az egyik lehet6ség, ha elsérendii linearis kozonséges differen-
cidlegyenletre vezetjiik vissza. Ennek célja nem a megoldasok meghatarozdsa, hanem egy
alkalmazasuk bemutatasa.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a g sehol sem 0 polinomot. Ekkor atrendezhetjiik a vizsgalt

polinom-differencidlegyenletet a kovetkez6 mddon.

/ . n q’(z) 2) — K L
P = T+ T —a) a0 000 (1)

10



Tegyiik fel, hogy po(z) megolddsa a homogén K = 0 esetnek, azaz pj(z) = a(z) - po(2).
Ekkor a linedris differencidlegyenlet megoldasai p(z) = W (z) - po(z) alaktak, ahol W
differencialhaté és po(z) sem veszi fel a 0-t, illetve teljestil

W) = 2&) (1.9)

B po(2)

Hasznéljuk fel, hogy po(z) a homogén eset megoldasa.

P'(z) = W'(2) - po(2) + W(z) - pp(2) = W'(2) - po(2) + W (2) - a(2) - po(2) = b(2) + a(2) - p(2)

A homogén esetben konnyen talalhatunk pg(z) megolddst. Ekkor ugyanis 1.8 a kévet-

kez6 alakba irhatd

Tehét példéaul C; := 0 valasztassal pg = q(z)#l megoldasa lesz a homogénnek. Ezt

helyettesitsiik a 1.9 egyenletbe, tovabba hasznéljuk fel az 1.8-ban a b-re kapott formulat.

K 1 n K _ 2n+41

W =51 q(2) "

g2 = ()

Végiil kaptuk, hogy W a kévetkezd képpen &ll elo

W(z) = ni{ : ./q(z)—zé’ifdz (1.10)

Tovabba ha p valéban egy n-edfokt polinom, ami megoldasa az eredeti linedris diffe-

rencidlegyenletnek akkor W az aldbbi alakba irhaté.

W(z) =p(2) - q(z) "+ (1.11)

Hiszen ekkor p(z) = p(2) - q(z)_#l . q(z)n%l valéban teljesiil.
A fent kapott eredményeket hasznaljuk fel az [ q(z)f% alakt integralok kiszamitéa-

sara. Ha p és ¢ az 1.1 megoldésai, akkor a fenti levezetés 1.11 és 1.10 egyenleteibdl kapjuk,

hogy

n n ].
[ae #az = pe) - a7 4 0

FEz az eredmény azért jelentds, mert altalaban egy tobb monombdl 4ll6 polinom racio-

nalis hatvanyanak ritkdn van elemi primitiv fiiggvénye.

11



1.2.1. Példa. Az 1.1.9-es példaban belattam, hogy az 1.7-ben szerepld polinomok a vizs-
galt polinom-differencidlegyenlet megolddsainak kerekitései az n = 3, K = 1 esetben.

Tehat a kerekitésbol ad6dd hibatdl eltekintve teljesiilni fog a kovetkezo

3

/{l/(z4—|—1.39-z2+0.24)77dz:4~(z3+1.04-z)-\4/(24—1—1.39-22—}—0.24)7 +C

Tehat a példaban is lathatd, hogy a p,g-ra vonatkozo ismeretek jelentGsen megkonnyi-

tették a primitiv fiiggvény megtalalasat.

1.3. Megoldasok vizsgalata egyenletrendszerrel

Az 1.1 probléma megoldasat megkaphatjuk, ha egy nemlinedris egyenletrendszerre ve-
zetjik vissza a polinom-differencidlegyenletet, ahol a valtozék a polinomok egyiitthatoi

lesznek.

p,q: C— C,K € C\{0}
p(z) = 2" + Un-12""V 4 ap_02""2+ ...+ ag (1.12)
q(z) = 2 b2 4 by 12" 4+ by .
(n+1)p'q —npd = K
Helyettesitsiik a p(z) és ¢(z) polinomokat a polinom-differencidlegyenletbe. Ekkor
konnyen lathatjuk, hogy a 22" tagok kiejtik egymadst, ha n > 2. Tehdt a kovetkezd egyen-
letnek kell teljesiilnie, ahol f; j = 0...(2n — 1) fiiggvények mind tobbvaltozés polinomok.

fgn_l(ao, vy Gp—1, bo, R bn) . 2’2”_1 + ...+ fo(ao, vy Ap—1, b(), e bn) =K

A fenti egyenlet teljesiil V z € C-re, azaz p,q megoldasai lesznek a polinomdifferencil-

egyenletnek, ha teljesiil a kovetkez6 egyenletrendszer

fon—1(ag; ...; an—1,bo, ..., bn) =0

f2n,2(a0, ceey Ap—1, b(), ,bn) = 0
fl(a(), ...,an_l,bo, ...,bn) = 0
fg(ao, ...,an_l,bo, ,bn) =K

Azonban az egyenletrendszer megoldasait még nem tudnank egyértelmiien meghata-
rozni, hiszen csak 2n egyenletiink, és 2n 4 1 valtozénk van, ezért vizsgaljuk meg, hogy

vannak-e olyan valtozék melyeket eliminalhatunk.
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Azt biztosan allithatjuk, hogy w := z + “2=L helyettesitéssel elimindlhatjuk p-bdl a
w?~ 1 tagot. Ekkor tehat 1.12 az aldbbi alakra hozhaté

p,g:C—-CKeC

p(2) = W + Gp_ow™ 2+ ... + g
=) " (1.13)

q(z) = w4 bpw™ 4 by 1wt 4 .+ by
(n+1)p'q—npd =K #0

Ekkor belathatd, hogy b, = 0 is teljesiil. Vizsgaljuk az fon_1(dg, ..., Gn—2, b0, ..., by) = 0

egyenletet. Hasznaljuk ki, hogy w?*~! egyiitthatéja a megfelelé tagok Gsszeszorzasa utan

az alabbi lesz

(n—i—l)n-?)n—nz-bn:n-bn:o

Tehét kaptuk, hogy b, = 0, ha ¢ megoldas. Igy a valtozéink szdma 2n — 1, illetve
pontosan 2n — 1 egyenletet nem hasznaltunk még fel, tehat az egyenletrendszer egy
f:Cn=1 - C? ! leképezésnek felel meg melynek minden koordindtafiiggvénye tobbval-
tozés polinom. A tovdbbiakban mindig felteszem, hogy 1.12 jeloléseit hasznélva a,_1 =
by, = 0.

Az eljarast a kovetkezé példan keresztiil is szemléltetem.

1.3.1. Példa. Legyen n := 3 és K := 1. Ekkor a probléma a kévetkezdképpen néz ki:

p(2) =2 taz +bz+c
q(2) =2 +dB t el + frtg

4p'q —3pq =1

A valtozok helyettesitésével feltehetd, hogy a = d = 0. A polinom-differencidlegyenletbe
helyettesitve ezt kapjuk:

4B22+b) (2t e + f2+g) =32+ bzt )42+ 2e2 4+ f) =1

(12z6 + (4b+12e) - 2t + 1223 + (dbe 4+ 12g) - 22 + 4bfz + 4bg) -

(1225 + (12 + Ge) - 2% + (12 + 3f) - 2° + Gbez? + (Goe + 3bf) - 2 + 3cf ) = 1
Az 6sszevondasok elvégzése utan az egyenlet a kivetkezd:

(—8b+6¢) - 2* + (—12c + 9f) - 23 + (—2be +12g) - 22 + (bf — 6ce) - 2 + 4bg — 3cf =1
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Ebbdl az alakbdl lathatjuk, hogy p,q megoldasa lesz a polinom-differencidlegyenletnek,

ha az egyiitthatoik egy megoldasat adjak az alabbi nemlineéris egyenletrendszernek.

—8b+6e =0
—12¢+9f =0
—2be +12g =0 (1.14)
bf —6ce =0
4bg — 3cf =1

Az egyenletrendszert a Maple programcsomag beépitett solve parancsaval megoldva a

kovetkezo megoldésokat kapjuk.

evalf{solve{{-8B*b+o*e,-12%c+0*f -2+h*e+l12+%g b*f-G*cte, 4*h*g-3*c*f-1) . {b,c,e. £, g}));
(b= 1040041912, c = 0., e = 1. 386722549, F= 0, g = 0.2403740284 ), {5 =10, ¢ = 0.5000000000 I, e = 0., = 0. 6666666667 1, g=0.)
1.2. dbra. Maple:n=3,K=1

Ekkor jeloljiik a két megoldast a kovetkezoképpen.

p2(z) = 23 + 1.040041912 - 2
g2(z) = 2% + 1.386722549 - 2% 4 0.2403749284

Ekkor lathaté, hogy p1 és q1 épp a trividlis megoldasnak felel meg, ha felhasznaljuk a
1.1.1-es allitas bizonyitasaban kapott egyiitthaté formulakat.

_JmED _ v

f -1
n 3 3

. vV—(n+1) V4 _11
a4+l 42

Illetve po és g2 megegyeznek az 1.7-ban szerepld valos egylitthatés Csebisev-polinomokbdl

transzformalt megoldasokkal.

Tehat a fenti példaban lathaté mdédon tetszéleges n-re a polinom-differencidlegyenlet
visszavezethet6 egy nemlinedaris egyenletrendszerre, melynek megolddsara szamos modszer
létezik. Ezek koziil az egyik legjelentosebb a Newton-Raphson-médszer, illetve specidlis

valtozatai. Ezek taglalasaval foglalkozik a kovetkezo fejezet.
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2. fejezet

Newton—Rapshon-maddszer

A numerikus matematikaban egyenletrendszerek megolddsara leggyakrabban a Newton—
Raphson-médszert hasznaljdk. Ez féleg annak koészonhetd, hogy kénnyen programozhatd

iteraciés lépéseket hasznél. Sok helyen csak Newton-mddszerként emlitik.

Tegytik fel, hogy adott f: R — R folytonosan differencialhaté fiiggvény, és f(x*) = 0.

Ekkor bizonyos feltételeket kielégité f-re és az 41 := Ty — Jf,((“;’”)) sorozatra x,, — x*,

ha x( elég kozel van z*-hoz. Ebben az egy dimenzids esetben még jol lathaté a modszer
geometriai jelentése. A képlet az l,,,-mel jelolt x,,-beli érint6 egyenletébdl egy atrendezéssel

kovetkezik, ahol z,,+1-et az xp,-beli érintd és az abcissza metszéspontjanak valasztottuk.

bn(Zm41) = (@) + [ (@m)(@ms1 — 2m) =0 (2.1)

A Newton—Rapshon-médszer széleskorii felhasznédlasanak egyik oka, hogy dltalanosit-
haté tobbvaltozés valds értéki fliggvények, s6t Banach-terek kozotti leképezések gydkeinek
keresésére is [5]. A moddszer egyik tovabbi fontos tulajdonsiga, hogy a gyokhoz elég ko-
zelr6l inditva a konvergenciasebesség négyzetes (kvadratikus). Az alabbi két példéban a

Newton-Raphson-moddszer egy egy alkalmazasat mutatom be.

2.0.2. Példa. (Heron-algoritmus) Adott a € R esetén z,, — /a, ahol
1
Tptl i= = - (mn + i). Itt a Newton-mddszert az f(z) = 22 — a valds fiiggvényre alkal-

2 Ty
maztuk. [2][381.0.]

2.0.3. Példa. (Schultz—Hotelling—Bodewig-algoritmus) Tekinsiik az F' : Myxny —
Mpyxn, F(X) := X~ — A leképezésre alkalmazzuk a Newton-médszert. Kapjuk, hogy az
Xog1 = Xn(2- Iy — AX,,) iteraci6 esetén X,, — A~!. A numerikus analizis 2. tantargy

el6addsan csak Schultz-mddszerként emlitettiik ezt az algoritmust.

2.1. Konvergencia tételek

Az 1.3 részben levezettem, hogy a vizsgélt polinom-differencidlegyenlet visszavezethet6,

egy nemlinearis egyenletrendszer megolddsara, melyet az altalam készitett programban
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tobbdimenzids Newton—Raphson-mddszerrel valésitottam meg. A tételeket is tobb dimen-

zidban fogom kimondani.
2.1.1. Jelolés. Adott = € R™ € > 0 sugart kérnyezetét jelolje Be(z).

2.1.2. Tétel. (Lokalis konvergencia) Adott H C R", f: H — R" és létezik * € H,
melyre f(x*) = 0. Ekkor ha f' Lipschitz-folytonos H-ban L Lipschitz-dllanddval, tovdbbd
létezik o > 0, melyre || ()| < a minden x € H-ra, akkor Tpmi1 = Tom—f (2m) 5 f(2m)

esetén teljestil:

1. wvan olyan § > 0, melyre tetszéleges xy € Bs(x™*)-re limy, oo Tm = x™*.

2. |zmi1 — || < Cllam —2*|? Ci=L2

A bizonyitést csak n = 1 esetén kozlom [2][372.0.]. A [2][382.0]-on szerepel, hogy ez a
bizonyitas altalanosithaté tobb dimenzidra.

Bizonyitas. frjuk at az iteraciora adott formulat a kovetkez&képpen.

12" = == (f (@) (F@m) = F(@)) = =(F @) 7 (F@m) = F @)~ F (@) (@m—2"))
(2.2)
Definidljuk az r segédfiiggvényt az aldbbi mdédon, illetve hasznaljuk a Newton—Leibniz

szabalyt a koordindtankénti integralasnal.

rley) = 1)~ $0) = @)@ =) = [ (£ - F@)as (2:3)

Helyettesitsiink z = y+t(z—y)-t az integralba és hasznéljuk fel f” Lipschitz-folytonossagat.

)| < b=l [ 17+t )~ @l < D —y? [ Q=0 = Zle =yl (29

Vegyiik észre, hogy a 2.2-es egyenlet 2. tényez6je épp r(f(zm), f(z*). Hasznéljuk fel a

Jacobi-matrix inverzének korlatossagat.

*12

N | b

[Ty — 2| < a- = |y —

Fzzel a tétel 2. allitasat belattuk.
Most méar csak a konvergenciat kell belatni. A mddszer beinditasakor teljesiljon a

kovetkezo:

Clro —z4| < g <1 (2.5)

ekkor az el6z0 egyenl6tlenséghdl ,és a 2. allitasbdl kovetkezik, hogy:
|z1 — 2" < qlzo — x|

és hasonldéan teljesiilni fog
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[T — 2% < qlm_1 — 2% m>1 (2.6)

Igy az € = |Tm — x*| egy konvergens mértani sor lesz, amib6l kovetkezik, hogy

lim =z, =z*
m—00

Ekkor az 2.5 egyenlStlenséget felhasznalva a § < % valasztas megfeleld lesz. [

2.1.3. Tétel. (Monoton konvergencia) Adott H C R", f : H — R", f € C?(H)
és f'(x) # 0, idlletve f"(x) # 0 tetszdleges x € H-ra. Tovdbbd létezik x* € H, melyre
f(x*) = 0. Ekkor xpy1 = o — ' (xm) "1 f(zm) esetén, tetszéleges xg € H-ra az &y — *
monoton konvegencia teljesil, ha f(x) > lo(z) = f(xo) + f'(zo)(x — x0) és f(xo) > 0.
[2]/980-382.0.]

2.1.4. Megjegyzés. A fenti tételben f'(x) # 0 kikotés azért fontos, mert a Newton-
modszer jelentGsen lelassul olyan gyok kozelében, ami lokalis szélsGérték is egyben. Ezt a
modszer mértani jelentése is szemléletesen alatamasztja az egydimenziés esetben. Tehat
a Newton—Raphson-moédszer gyakorlati megvaldsitasakor rogziteniink kell egy maxima-
lis iteraciészamot, illetve érdemes bevezetni egy ea > 0 viszonylag kicsi szamot, amire
| f(xm) — f(zm—1)|| < ea feltétel teljesiilésekor szintén megallitjuk az algoritmust azt

feltételezve, hogy f'(z*) = 0.

2.1.5. Megjegyzés. A fenti tételben az f(x) > lp(x) egyenlStlenséget komponensenként
értjik. Egy dimenziéban konnyen lathaté, hogy globélisan konvex fliggvény és f(xg) > 0
esetén az xg kezdeti kozelités x*-hoz viszonyitott helyzetétol fiiggben az x,, monoton nog,
vagy csokken, és igy konvergal x*-hoz. f(z) < O-ra is teljesiil a konvergencia, de csak par
1épés utan lesz monoton. Az igazén fontos feltétel az f”(x) # 0. Ha f-nek lenne inflexids
pontja, akkor az iteracié akar végtelen ciklusba is futhat. Egydimenziés esetben példdul

f(z) =23 — 22 + 2 az x( := 0 vélasztdssal [5].

Magasabb dimenzioban fontos a mddszer globalizaldsa, hiszen a megoldasokat koril-
vevl vonzasi gombok atméréje a dimenzié ndvelésével csokkennek. A globalizalt modszer
konvergencia sebessége lelassul a kvadratikushoz képest, de ezaltal egy a gyakorlatban is
hasznalhaté moédszert kaphatunk, mert nincs sziikség elég jo kezdeti kozelitésre az iteracid
beinditasahoz. VektormezOk esetén erre egy lehet6ség a folytatds mddszere [2][388-391].

A vizsgélt 0 = f(x) € R™ egyenletrendszert dgyazzuk, be egy n + 1 valtozds egyenlet-

rendszerbe a kovetkezOképpen.

gla,t) := f() + (t =V fo,  fo:= f(wo) (2.7)

Vegyiik észre, hogy t = 1 esetén g megoldasa az eredeti egyenletrendszer megoldasat

adja, és t = 0 esetben xy € R™ megoldasa g-nek. Feltehetd, hogy fo # 0. Ekkor t; :=
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% =: At jeloléseket hasznalva elég nagy k esetén xg j6 kezdeti kozelités lesz a g(x1,t1) =0

megoldasara Newton—Raphson-médszerre, hiszen ilyenkor % ~ 0. Ha esetleg adott k-ra
nem konvergilna a mddszer a g gyokéhez, akkor csokkentsiik k értékét, amig ez be nem
kovetkezik. Ezutén to := t; + At-re vizsgaljuk g(xa,t2) = 0 egyenletrendszert. Tehat adott

xg € R™ és k > 1, amit a fent leirtak alapjan valasztottunk, ekkor m =0, ...,k — 1-re az
9@, tmt1) — 9(@m, tm) =0,  tmi1 :=tm + AL, At:=1/k (2.8)

egyenletrendszert Newton—Raphson-modszerrel megoldva az x,,11-et kaptuk. Az iterdciét
tr = 1 értékig végezziik, hiszen az ehhez tartoz6 zj a 2.7 miatt mar az eredetileg vizsgalt
f megoldasa lesz.

Tehat a folytatds modszere a Newton-Raphson-moddszer tobbszor egymas utani vég-
rehajtasat jelenti, igy hogy a koévetkez6 koztes modszer kezdeti kozelitése megegyezik az

el6z6 gyokével. A kovetkezo tétel egy elégséges feltételt ad a mddszer konvergenciara.

2.1.6. Tétel. Legyen f(x*) = 0. Ekkor ha ||f'(z)|| < My, ||f'(z) — f'(y)|| < L|lz — y|
illetve || f'(z) 7Y < a minden x,y € R"-re. Tovdbbd a folytatds médszerének k lépészdimdra
teljesiil k > La?| foll, akkor minden e > 0-hoz létezik m, a belsé Newton-lépések szdmdt
jelold konstans, melyre ||z, — x*|| < e. [2][389.0]

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy vajon a Newton—Raphson-moédszer mennyire
hasznélhaté az esetiinkben, hiszen a konvergencia tételek csak az f : R — R™ vek-
tormezokre lettek kimondva, mig az 1.3-as fejezetben lattuk, hogy a vizsgalt polinom-
differencidlegyenlet egy f : C2"~1 — C?"~! leképezésre vezethetd vissza, ahol n jeloli a p
polinom fokszamaét.

A moédszert igazén akkor mondhatnank hatékonynak, ha globalis konvergenciat tapasz-
talnank. A fent emlitett folytatas mddszerének konvergencidajahoz vektormezok esetén az
egyik elégséges feltétel volt a derivaltak globdlis korlatossiaga. Ez azonban a legalabb ma-
sodfokt polinomokra nem teljesiil. Ettol eltekintve egy konkrét esetre a folytatds modszere
konvergalhat, ezt mutatja be a 3.0.6 példa.

Az egyvaltozds komplex esetben a Newton-mddszer képletébdl kiovetkezik, hogy az
els6rendii polinomokra teljesiil a globalis konvergencia. Egyvaltozés masodrendii polino-
mok esetében egy egyenes pontjainak kivételével tetszéleges kezdeti kozelitésre eljutunk
a polinom valamelyik gyokéhez. Végiil az ismert eredmények kozé tartozik az egyvaltozos
harmadrendii eset is, ilyenkor par kozelitéleg nullmértékii halmaztél eltekintve a Newton—
Raphson-médszer konvergél valamelyik gyokhoz [3][3.4., 3.5. dbréak], és ismert a médszer-
nek egy olyan mddositasa, melyre ezekre a kezdeti kozelitésekre is konvergenssé teheto a
modszer [3][4.1. megjegyzés, 4.2. dbral. A harmadik fejezetben tobb dimenziéban fogom
megkeresni a 1.3 fejezetben kapott f : C2~1 — C2n~! leképezés gyokeit. Ezt az magya-
razza, hogy n = l-re a fent emlitett fokszamokra a Newton-mddszer nagy valésziniiséggel

globalisan is konvergalt.
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2.2. A Jacobi-matrix kozelitése

Amennyiben célunk, hogy a Newton—Raphson-médszert egy felhasznalébarat programban
implementaljuk, akkor gondoskodnunk kell arrél, hogy a programunk minden iteracids
lépésben magatdl szamolja ki a Jacobi-matrix egy kozelitését. Az aldbbiakban erre két

lehet&séget részletezek.

2.2.1. A Jacobi-matrix kozelitése definicié alapjan

Tegyiik, fel hogy adott f : R™ — R” fiiggvény. Ekkor jelolje J : R™ — R™*™ az f Jacobi-

métrixat. Definicié szerint J = (fi;);_;, ahol fi; = 3;”; . Hasznéljuk az f'(z) = J(z)-re

az alabbi elemenkénti kozelitést.

ofi _ filx + hijej) — fi(w)

fij = 87] ~ hij

(2.9)

ahol e; a j-edik koordindtdhoz tartozé egységvektort, és h;; alkalmas nem nulla kons-
tanst jelolnek. Problémat jelenthet azonban az, hogy igy f'(z) kézelitéséhez 2 - n? fiigg-
vényértéket kell kiszamolni, ami valtozdk szamanak novelésével jelentds futasidé romlast
eredményez, ezért érdemes figyelembe venni a Jacobi méatrix ritkasagi struktirajat, mert
igy a kozelitds kiszamitasanak miveletigénye jelentésen csokkenthetd. Ez azért teheté meg,
mert a nemlinedris egyenletrendszerekhez tartozé Jacobi-méatrixok altaldban ritka matri-
xok [2][384.0].

2.2.2. A Broyden-moddszer

Adott f : R® — R™ gydkeinek meghatdrozasara a Newton—Raphson-mddszer az alabbi

formulat hasznalja.

Tpt1 = Ty — J_l(xm) flry) f=J (2.10)

Az n = 1 esetben az f'(z,,) =~ %{W kozelitést hasznalva a modszer szu-
perlinedrisan lokalisan konvergal, ha teljesiilnek a 2.1.2 tétel feltételei. Ez a mddszer a
szelomobdszer.

A Broyden-médszer egy kvazi-Newton-mddszer, a szelémdodszer tobbdimenziés altald-

nositasa. Jelolje Jy, sorozat azt a matrixsorozatot, amire teljesiil a kvazi-Newton egyenlet:

Im - (Tm — Tm-1) = f(@m) = f(Tm-1) =t Ym (2.11)

Tovabba J,, a J,_1-t6l csupan egy egy rangi matrixban kiilonb6zzon, azaz alkalmas

U-1a €S Sy '= Ty, — Tm—1-T€

T — Jn—1 = ush, (2.12)

Az u vektor értéke a fenti képletbdl konnyen meghatarozhaté, ha mindkét oldalt meg-

szorozzuk s;,-mel.

19



(Jm - Jmfl)sm

lsm?

(Jm_ Jm—l)sm =Uu- H5m||2 = u=

Igy az u értékét, illetve 2.11 becslést felhasznélva megkapjuk a Jacobi kozelitések re-

kurziv képletét:

Im — Jm—1)$ — Jm—18
oo = Ty + I s ”ﬂzl) m .sflsz_ﬁW-sﬁ (2.13)
m m

Ekkor a Broyden-moédszer az x,, és x,,—1 kordbbi kozelitéseket felhasznalva az alabbi

formula alapjan szamolja ki a kovetkez6 kozelitést
Tyt = Tm — Sy - flzm) m>1 (2.14)

illetve m = 0 esetben egy Newton-iteraciét hajt végre. Ezutdn 1, és xy kozelitésekbdl

indithat6 a Broyden-modszer.

2.2.1. Tétel. (Shermann—Morrison formula) Legyen A € (R)™*"™ reguldris, illetve
u,v € (R)", amire vA~ u # —1. Ekkor

A lupT A1

TN\—1 _ -1 _
(A+uw' ) " =A [ =

(2.15)

Bizonyitas. Jeldlje o := kifejezést. Ellendrizziik le, hogy valéban fennéll-e az

1
1+0T A1y
inverz viszony:

I=A1 '—a- AT A YA+ w?) =
=T —a - A"’ + A’ —a- AT A7 T =
s —a- AT + A7 —a- AT AT =0 &

T

s —a-w! +w! —a-wlA 7w =0 e

sa-(—uw’ —wlA 7 w!) = —w” <

s u(l+vT A7) - a)o? = w”
A legutébbi kifejezés pedig épp a definiciét jelenti. [

A 2.12 egyenletbdl atrendezéssel kapjuk, hogy J,, = Ju—1 + us’. Ha a Shermann—
Morrison formula feltétele teljesiil akkor kapjuk, hogy elég csak a J,.! sorozatot rekurzivan
kiszamolnunk, igy elég csak matrixszorzasokat végezniink a kovetkezd kozelités meghata-
rozasdhoz. A [6] forrds megemlit egy tgynevezett "J6 Broyden-médszert", ami a Jacobi-

matrix koézelitéseinek inverzét az alabbi formula szerint szamolja.

s—J 1y
J =gl 4+ m-17 (T j-1 2.16
m I o (8" 1) (2.16)

Ez a képlet a 2.2.1-b6l levezethets. A Matlab-ban térténd implementélasnal az el6z6
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képletet valasztottam.

2.2.2. Megjegyzés. Ha teljesiilnek a 2.1.2 tétel feltételei, és xqg elég j6 kezdeti kozelités, és

Jo elég jol kozeliti J(zg)-t, akkor a Broyden-médszer szuperlinearisan lokélisan konvergens
[2][388.0].

21



3. fejezet

Megoldasok keresése a Matlab-bal

A 1.3 alfejezetben megmutattam, hogy a vizsgalt polinom-differencidlegyenlet tetszole-
ges n-re visszavezethetd egy egyenletrendszer megoldasara. Ebben a fejezetben célom,
hogy az altalam a Matlab programcsomagban implementalt Fquation__sys_solver és Equa-
tion__sys_solver_tester programok segitségével megoldasokat keressek az el6z6 fejezetben
bemutatott Newton-, Broyden-, és a folytatas modszerével. Illetve a tesztgrafikon program
segitségével szemléltetem, hogy az egyes mddszerek atlagosan hany 1épésbdl konvergalnak

a kezdeti kozelitéstol fliggden.

3.0.3. Példa. (n=2 eset)

p(z) =22+
gz)=22+dz+e

3p'q —2pq' =1
p és q behelyettesitése utdn a kévetkezot kapjuk
(4d — 6b) - 2>+ 6e - 2 — 2bd = 1

Ebbdl e = 0 rogton adodik. A tébbi valtozéra pedig a kovetkezd egyenletrendszer
irhaté fel

2d—-3b=0
bd+0.5=0

(3.1)

Az FEquation__sys_solver__input_generator-ban az egyenletrendszert function handle-

ként tudjuk megadni az alabbi médon.(Részletesebben lasd: Filiggelék)
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$szakdolgozat polinom-differenciilegyenlet: n=2,K=1
z0=[complex (3,4) ;complex(Z2,2)];

valtozok=['kb';'d"]:;
t=@1(z) ([2%z(2)-3*=z(1); =z(1)*z(2)+0.5]);
$I=@(z) ([-3 2; z(2) =z(1)]);%Jacobi-matrix

3.1. dbra. Equation_ sys_ solver input_ generator: n=2,K=1

Ekkor az Fquation__sys_solver-t hivjuk meg a Newton-mddszerre és z0 = (3+41, 2+421)

kezdeti kozelitésre.

>> Egquation_sys_solver ('Newton');
Az iterdcid konwvergilt.
Megtett iteracidk szama:10
Az elért pontossag:1.1904e-012
Kozelitd gyok(dk):
b:

-0.0000 + 0.577441

d:
-0.0000 + 0.866041

3.2. 4bra. Newton: n=2,K=1

Tehét a kapott megoldas a kovetkezo:

p(z) = 22+ 0.5774i

(3.2)
23 4+ 0.8660i - 2

L=}
—~
IS
~—
I

Vegyiik észre, hogy ezek megegyeznek a 1.1.2 példdban kiszdmolt trividlis megoldassal.

Most a tesztgrafikon segédprogrammal fogom vizsgalni, hogy adott normakorlatok ko-

z6tti véletlen kezdeti kozelitésekre milyen gyakorisdggal tudnak konvergalni az egyes mod-

szerek, illetve atlagosan hany iteracids lépéssel érik el a kivant pontossagot.

Elészor az 3.1-es egyenletrendszer megolddsait keresem Newton-moédszerrel 10~°-es

pontossagra és a maximalis iterdciészamot futasonként 50-re korlatozva.

Kimenetelek relativ gyakorisaga:

T K KX K KKK KKK KK KKK KK KK AKX N KKK NN RN RN XN XA

08r-

04r

>> tesztgrafikon ('Newton', 'complex',0,1000000,40,20, "'log');
Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futdsidd:5.2443 masodperc.
A Osszes megtett iterdcids lépés szama: 17698

Equation_sys_solver_input_generator paraméterek:  root_hiba: 5e-005 maxit: 50 search_cycle: yes
50 T T T

40+ PERE

30+ x % 1

20k x i

Iterdcids |épések atlagos szdma
»
*
®
®

L L I 0 L

‘ . ‘ .
10° 10° 10 10° 10° 10° 10' 10° 10° 10 10 10°

Kezdeti kozelités normaja: Kezdeti kozelités normaja:

| * Az iteracid konvergéh.|

3.3. abra. Newton: n=2, K=1
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Az abrardl leolvashatd, hogy n = 2 esetben nagy valdszinliséggel konvergédlni fog a
modszeriink, ha tetszoleges kezdeti kozelitésbol inditjuk. Ez nem zarja ki az olyan tarto-
manyok létezését, ahonnan nem konvergal a mdodszer. Tovabba a kezdeti kozelités abszolit
értékének novelésével az iteracios 1épések szama is no.

Ugyanezt vizsgaljuk meg a Broyden-médszerre is:

>> tesztgrafikon('Broyden', 'complex',0,1000000,40,20,"log');
Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futdsidd:7.0388 masodperc.
A Osszes megtett iterdcids lépés szima: 23858

Equation_sys_solver_input_generator paraméterek:  root_hiba: 5005 maxit: 50 search_cycle: yes
TR X XK KR KKK KX X X KX XXX XX XX KX x 50 . .

) P ; N RRAN
w * % o PRI =
=2 % % £ .
o 08 . E 40+ = ® J
2 x
=0l g a0l |
5 0.6 Lt = 30 Lt
= * Az iterdcid konvergalt. - "
H o . * H e ry
= 04 * Az iterdcid divergdlt. ® £ 200 o i
] N ]
=z ® = oy
= » 2 '
< L) IR S J
. n N ] . w

= e =

0 . Wil \ , 0 , . . . ‘

10 10° 10 10° 10° 10° 10' 107 10° 10* 10 10°

Kezdeti kizelités norméja:

Kezdeti kizelités normaja:

3.4. abra. Broyden: n=2, K=1, maxit=50

A grafikonrol leolvashatd, hogy a Broyden-moddszer atlagos iteracidszama nagyobb,
mint a Newton-médszeré, és ||zg| > 10* esetben a médszer tobb esetben is divergal. Ei-
demes megvizsgalni, hogy megsziintetheté-e a divergencia a megengedett maximalis itera-
ciészam novelésével. A maximalis iteraciészamot 100-ra névelve minden esetben konvergdl

a modszer:

>>» tesztgrafikon('Broyden', 'complex',0,1000000,40,20,"'log");
Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futasiddg:7.5553 masodperc.

A Bsszes megtett iteridcids lépés szama: 24705
Equation_sys_solver_input_generator paraméterek:  root_hiba: 5e-005 maxit: 100 search_cycle: yes
60 T T T

T e
p

= E *:a"
£ £ a0} . ,
w 0.8 G «
m g a0} . .
S 06| & x *
= = M
= = 30f * E
® s “n
= 04F 2 x %%
2 o 201 xa E
E 8 ® %
5 02f R TR _
3 2

T ‘ . . ‘ . J T . ‘ . . ‘

10° 10’ 10 10° 10* 10° 10° 10° 10' 107 10° 10* 10° 10°

Kezdeti kozelités normaja: Kezdeti kizelités normaja:

3.5. dbra. Broyden: n=2, K=1, maxit=100

Most keressiik meg a példank polinom-differencidlegyenletének minél t6bb megoldasat
a [0,100000] intervallumba es6 norméju véletlen kezdeti kozelitésekre az Equation__sys _solver__tester-

rel:

>> Equation sys solver tester ('Newton','complex',0,100000,1000,"'211");
Az algoritmus tesztelése sikeresen lefutott 10.0726 mascdperc alatt.
Osszesen 31242 iteracids lépés toértént.

Osszesités (db):

Az iterdcid konvergalt: 1000

Tesztelési napld neve:2013 5_5_11_41_52.txt

3.6. abra. Newton: n=2,K=1
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A tesztelési naplé tartalménak részlete:

fOsszesités (db):

Az iterdcid konvergdlt: 1000

Atlagosan 31.242 Tépésben.

A megtaldlt kulonbdzd gyokok szama: 2 Melyek a kovetkezdk:
0.000003+-0. 5773507 ;0. 000005+-0. 8660251 ;
-0.000000+0. 5773391; -0. 000000+0. 8660097 ;

3.7. abra. Newton: n=2,K=1

A tesztelés alapjan az egyik megoldasunk 3.2, illetve megoldas lesz ennek —1-szerese
is, ami természetesen adédna a 3.1 alakjabol.

Erdekesség, hogy ebben az esetben a Csebisev-polinomok transzformalasabél kapott
megoldasok egybeesnek a trividlis megolddssal. A csebisev_mo__tester(2,1) Maple fligg-

vény hivasaval ez konnyen lathatoé.

"Czehizev-polinarnok:”
224 — 1
47 -3z

"Transzforméalt Czehizev-polinamaok:”
p=z"— 0 + 05773502690 1
g=2 + (0. + 0.8660254040 1) z

p=z*— 0. — 05773502690 1
g=2 + (0. — 0.3660254040 1) z

3.8. dbra. csebisev__mo_ tester output: n=2,K=1

3.0.4. Példa. (n=3 eset) A 1.3.1 példdban n = 3 és K = 1 esetben mar kiszdmoltam,
hogy az 1.14-es egyenletrendszerre lehet visszavezetni a polinom-differencidlegyenletet.
Erre az 5 valtozés egyenletrendszerre hivom meg a tesztgrafikon-t a Newton- és Broyden-

modszerre egyarant:

>>» tesztgrafikon('Wewton', 'complex',0,1000000,40,20, ' 'log");

Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futadsidd:18.1647 masodperc.

A &sszes megtett iterdcids lépés szama: 15018
Equation_sys_solver_input_generator paraméterek: roolihgga: 52005 maxit: 100 search_cycle: yes

o n K R AR A KRR R AR R KRN KRR KRR KR KR KR RRR NN KR KRN N . . .
= g "
£ 08 5 0F wrn ]
= £
s £ o5} et 1
= 061 o L
= ES E
kS = 20} 1
® B * x
Z o4} = o
i & 151 T 1
= 5
5 02r | |
53 2 | awn

0 ‘ ‘ . . . | 5 . ‘ ‘ . .

10° 10’ 107 10° 10* 10° 10° 10° 10' 107 10° 10 10° 10°

Kezdeti kdzelités normaja: Kezdeti kozelités normaja:

3.9. abra. Newton: n=3, K=1

A Broyden-médszert csak a [0, 10000] intervallumra hivom meg, tovabba kikapcsolom a

cikluskeresést, amivel futdsidét tudunk megsporolni.(Részletes beallitdsok lasd: Filiggelék)
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>> tesztgrafikon('Broyden', 'complex',0,10000,40,20, 'log'):
Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futidsidd:23.5449% misodperc.

L &sszes megtett iterdcids lépés szdma: 63835
Equation_sys_solver_input_generator paraméterek: root_hiba: 5005 maxit: 100 search_cycle: no
100

s am =» EARKRREERRRRRER KRR R KA T T
* ®
i * @
k= * ® oxx £
8 08r * ® = 80| * ® i
S x x o *
= = -
:’D,S- EERS ;_; 60 R b
5 z .
50.4— * oo g a0l xor * |
% i) ox
T ® ® ] an
5 02 » ® S 208™ 4
E x x == @
¥ * ]
® * -
0 L . " " 0 . L .
10 10' 10° 10° 10* 10° 10' 10° 10° 10*
Kezdeti kozelités norméja: Kezdeti kozelités normaja:

3.10. abra. Broyden: n=3, K=1

A grafikonokrol leolvashaté, hogy a Newton-modszer ebben az esetben is nagy va-
l16szintiséggel konvergal, méghozza gy hogy az atlagos iteracidok szama nem nétt. Ezzel
szemben a Broyden-moédszer mér ||zg|| > 20 esetén jelentds relativ gyakorisaggal divergal.
A megengedett maximalis iterdcidszam tovabbi novelésével itt is biztosithatd a konvergen-

cia, de a tesztelés részletezésétol most eltekintek.

Ismét hasznaljuk a Fquation_sys_solver _tester-t a megoldasok keresésére.

>> Equation_sys_solver_tester('Newton','complex',0,100000,1000,"211");
Az algoritmus tesztelése sikeresen lefutott 45.1117 masodperc alatt.
Osszesen 26134 iterdcids lépés tortént.

Osszesités (db):

Az iteracié konvergalt: 1000

Tesztelési naplé neve:2013_5 5 12 1 11.txt

3.11. abra. Newton: n=3,K=1

A tesztelési naplé tartalménak részlete:

dsszesités (db):

Az iteracid konvergdlt: 1000

Atlagosan 26.134 lépéshen.

A megtalalt kidlonbdzd gydkok szama: 5 Melyek a kovetkezdk:

0.000000+0. 0000007 ; 0. 000000+0. 5000001 ; 0. 000000+0. 0000007 ; 0. 000000+0. 666667 1; 0. 000000+0. 0000001 ;
1.040042+0. 0000007 ; -0. 000000+0. 0000007 ;1. 386723+0. 00000017; -0.000000+0. 0000007 ; 0. 24037 5+0. 0000001 ;
-0.520021+0. 9007031; 0. 000000+0. 0000007 ; -0. 693361+1. 2009371; 0. 000000+0. 0000001 ; -0.120187+-0. 2081711;
-0.520022+-0.9007021; 0. 000000+0. 0000007 ; -0.693362+-1. 2009361 ; 0. 000000+0. 0000007; -0.120187+0.2081711;
-0.000000+0. 0000001 ; 0. 000000+-0. 5000001 ; -0. 000000+0. 0000001 ; 0. 000000+-0.6666671; -0.000000+-0. 0000007 ;

3.12. dbra. Newton: n=3,K=1

A trividlis megoldasunk a 1.1.3 megjegyzésnek megfelelve itt is egy komplex megoldés:

p1,(2) = 23 +0.5i
2

@y (2) =24+ i

Természetesen az egyenletrendszer alakjabol kovetkezik, hogy az 1.3.1 példa jeldléseit

hasznalva a ¢, f valtozok negalhatdk, igy az alabbi is egy trividlis megoldas:
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p1,(2) = 25 — 0.5
2

qi,(2) = 24 — §Z -z

Illetve a Csebisev-polinomokbdl transzformélt megoldasaink megegyeznek a 1.1.9 pél-
dédban a Maple-ben kiszdmolt polinomokkal, melyek koziil az egyik valds egytlitthatds meg-
oldas (1.7). Erdemes megvizsgalni, hogy a Equation_sys_solver_tester valos kezdeti ko-

zelitésekbdl indulva valoban csak ezt az egy megoldast fogja megtalalni.

>> Equation sys_solver tester('Newton', 'real',0,10000,100,'all');
Zz algoritmus tesztelése sikeresen lefutott 2.58%% masodperc alatt.
Osszesen 2510 iterdcids lépés todrtént.

Osszesités (db):

Az iterdcid konvergalt: 97

Az iterdcid divergidlt: 3

Tesztelési napld neve:2013_5_3 23 21 51.txt

3.13. abra. Newton: n=3,K=1

A tesztelési naplé tartalménak részlete:

Osszesités (db):

Az iteracid konvergalt: 97

Atlagosan 24.3299 Tépésben.

A megtalalt kilonbozd gyokok szdma: 1 Melyek a kovetkezdk:

1.040042+0.0000001; -0. 000000+0. 0000007 ;1. 386723+0. 0000007 ; -0. 000000+0. 0000001 ; 0. 240375+0. 0000001;

Az iterdcid divergalt: 3

1886.694957+0. 0000001; -4737. 320298+0. 0000001 ; -85. 068290+0. 0000007 ; 9828. 419703+0. 0000001 ; -7308. 692224+0. 0000001 ;
-751.180479+0. 0000001; 3280.951407+0. 0000001 ; 2919. 964105+0. 0000007 ; -3122. 239068+0. 0000007;1787. 663594+0. 0000007 ;
-620.775898+0. 0000001; -4693. 713231+0. 0000007 ; 3490. 774862+0. 0000007 ; -7509. 10942 3+0. 0000007 ; -4964 . 686031+0. 0000001;

3.14. dbra. Newton: n=3,K=1

A Newton—Raphson-médszer valéban csak a valés megoldashoz konvergalt, viszont
3-szor divergalt. Ennek oka lehet, hogy egyes esetekben tébb iteracids lépés kell a kon-
vergencidhoz csak valds kozelitésekre futtatva, mint a komplex kozelitések esetén. Tehat
noveljitkk a megengedett maximalis iterdciok szaméat 100-ra és nézziik meg, hogy igy vajon

konvergal-e a Newton—Raphson-mddszer az alabbi kezdeti kozelitésre.

20 = [1886.694957; —4737.32029; —85.068290; 9828.419703; —7308.692224]
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>> Equation sys_solver ('Newtcon'):
Az iterdcid konvergalt.
Megtett iterdcidk szama:52
Az elert pontossag:Z.9%057e-005
Kozelitd gyok (Bk):
a:
1.0400
b:
-3.8451e-006
1.3867

d:
-5.1322e-006
0.2404

Futasidd:0.1255 masodperc

3.15. dbra. Newton: n=3,K=1

Azaz a moédszer a vart valds megoldashoz konvergalt.

3.0.5. Példa. (n=4) Tovabbrais K := 1 valasztassal a polinom differencidl-differencidlegyenletiink

a kovetkezo:

p(2) =2+ a2 +bz+c
q(2) =22+ d2® +e’ + fztg

5-p'q—4-pgd =1
Ez az alabbi egyenletrendszerre vezetheto vissza:

—10a +8d =0
—15b+12e =0
—2ad+16f —20c =0
—7bd + 2ae + 20g = 0
—3be + 6af — 12cd =0
bf +10ag —8ce =0
5bg —4cf —1=0

A konvergencia-tulajdonsagot, és az atlagos iteracidk szamét most csak a Newton-

modszerre vizsgalom:
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>> tesztgrafikon('Newton', 'complex',0,1000000,40,20, 'log');
Minden algoritmus sikeresen lefutott. Futdsidd:60.707% masodperc.
A Os5szes megtett iterdcids lépés szama: 181950

Equation_sys solver_input_generator paraméterek: root_hiba: 5005 maxit: 100 search_cycle: no

TodomoB R R RN E R KK E R R K EX R X KX X RN M X ERE MR R REKR KR 50 T T T T T
5 :
ERLL g 40 Wand
g 2 ta
EY o
= 06 = 30 [l q
= S
= =
z o xn®
= 04r = 201 L q
2 ) % x
s 3 L
En,zf :g m,“‘uxnu 4
= E
03 x =z = ") = s ) 5 = = ] = &
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Kezdeti kizelités normaja: Kezdeti kizelités normaja:

3.16. abra. Newton: n=4, K=1

A grafikonrdl azt olvashatjuk le, hogy az atlagos iteracidk szama megnétt az elézé

példahoz képest.

A megoldasokat ismét az Equation__sys_solver _tester-rel keressiink:

> Equation_sys_solver_tester ('"Newton', 'complex',0,100000,1000,'all");
Zz algoritmus tesztelése sikeresen lefutott 152.2673 masodperc alatt.
Osszesen 31880 iteracids lépés tortént.

Osszesités (db):

Az iterdacid konvergalt: 1000

Tesztelési napld neve:2013 5 5 12 21 29.txt

3.17. dbra. Newton: n=4 K=1

A tesztelési naplé tartalmanak részlete:

Osszesités (db):

Az iteracid konvergdlt: 1000

Atlagosan 31.88 1épéshen.

A megtalalt kulonbozé gyokok szdma: 14 Melyek a kovetkezdk:

0.617564+-0,6175641;0. 533207+0.2208611; -0. 000000+-0. 2860391; O 71955+-0,7719551; 0. 666508+0.2760771;-0. 000000+-0.4767311;0.145527+-0. 0602791;
0.617565+0.617563 0.533206+0.2208611;0.000001+0.2860391; 0. 1956+0. 1954‘1,—0 666508+0.2760761;0.000001+0.4767317; -0. 1455274- 0.0602791;
1.124683+1.1246831;-0. 000000+0. 00000017 ;0. 000000+0. 31622817;1. 405853+1 40585313 -0. 000000+0. 0000007 ; 0. 000000+0. 7905691 ; 0. 000000+-0. 0000007 ;
-1.124683+-1.1246844 ; -0. 000000+-0. 0000001 -0.000000+0. 3152281 -1.405854+-1.4058551; -0. 000000+-0. 000001‘\ -0.000000+0. 79057017 ; 0. 000000+0. 0000001,
0. 000001+-0. 0000021 ; -0. 000001+-0. 0000007 ; b.000000+-0. 4472134 ; b.000001+-0. 0000021 ; 0. 000001+-0. 0000001 ; 0. 000000+-0. SSQOL'I,—G 000000+0. 0000001 ;
-1.124683+1.1246831; -0. 000000+-0. 0000001 ; -0. 000000+-0. 3162281 -1.405853+1.4058541; -0. 000000+-0. 0000001 -0. 000000+-0. 7905691 ; 0. 000000+-0. 000000‘\,
0. 000000+0. 0000001 ; 0. 000000+-0. 0000001 ; —-0.000000+0. 4472144;0. 000000+0 0000001 0.000000+-0. 0000001; 0. 000000+0. 558017 i;0. 000000+-0. 0000007
0.617564+-0. 61“564‘\,70 533207+-0. 220861‘\,70 000000+-0. 2860391 0 1955+ 0. ].9551,70 666508+-0. 2"60”1,70 000000+-0. 4"6"3].‘1,70 145527+0. 0602"9‘\,
0.617566+0.6175681;0.533202+-0.2208611; -0. 000000+0. 2860391;0. 1958+0 ].9601 0.666503+-0. 2760761; -0. 000000+0. 4767331; 0. 145526+0. 0602781;
1.124683+-1. 124683‘\ 0. 000000+-0. UUOOUU‘\ 0. 000000+-0. 316228‘\ l 405853+ 1 405853‘\ 0.000000+-0. UUOOUU‘\ 0. 000000+-0. T90569‘\, -0.000000+-0. 0000007 ;
-0.617564+-0. 61r564‘\,—0 220861+-0. 53320r‘| 0. 000000+0. 2860391 71955+~ U 19551,—0 276077+-0. 6665081 0.000000+0.4767311; -0. 060279+0.1455271;
-0.617564+0.6175647;0.220861+-0.5332071; —O 000000+-0. 286039 71955+0. 1955‘1 0.276077+-0. 66650817 ; —O 000000+-0.4767311; 0. 060279+0. 14552r‘1,
—0.617564+—0.617554‘i;0.220861+0.53320 i;0.000000+0. 2850391,—0 1954+—0. 1955‘1 O 276077+0.6665091; 0. 000000+0. 4767311; 0. 060279+ 0.1455271;
—0.617564+0.617564‘i;—0.220861+0.533204‘1,—0 000000+-0. 286039‘1,—0 771955+0. 1955‘1,—0 276077+0. 666508‘1,—0 000000+-0. 4’67311,—0 060279+-0.1455271;

oo

3.18. dbra. Newton: n=4 K=1

Ezek harom lényegesen eltéré megoldast takarnak:

A trividlis megoldas:

24 +0.4472144
q1(2) = 2° 4+ 559017 -

e
[y
—
N
~—
I

A Csebisev-polinombdl transzformélt egyik megoldas:

po(z) = 2% 4 (1.124683 — 1.124683i) - 2% — 0.316228i
g2(2) = 2° 4 (1.405853 — 1.4058531) - 2> — 0.790569i - 2
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A Equation__sys solver _tester napléjabdl kiolvashatjuk, hogy a Newton—Raphson-
modszer mind a négy Csebisev-polinomokbdl transzformalt megoldast is talalta (3., 4., 6.,
10. megoldasok a napléban). Ezt a korabbi példdkhoz hasonléan ellenérizhetjik a Maple-

ben implementalt csebisev _mo_ tester fliggvénnyel.

A harmadik megoldasunk, ami a polinomok alakja miatt nem sorolhaté se a trividlis,

se a Csebisev-polinomokbdl transzformélt megoldasok kozé az alabbi.

24— (0.61 +0.617) - 22 — (0.22 + 0.53i) - 2z + 0.28i
qa(2) = 2° — (0.77 4+ 0.773) - 2° — (0.27 + 0.667) - 2* + 0.47i - z + (—0.06 + 0.144)

s
[V
—
N
~—
I

3.0.6. Példa. (Folytatis mddszere) A 2.1.6-es tétel kimondta, hogy egy megfelel$ f :
R™ — R” leképezésre, ha a Newton-mddszer nem konvergalna egy valds kezdeti kozelitésre,
de létezik valdés megoldas, és teljesiilnek a 2.1.6-es tétel feltételei, akkor érdemes hasznalni
a folytatas-modszerét.

Mivel a fenti példakban a Newton-mddszer mindig konvergalt, ezért ebben a példaban
a maximalis iterdciészam csokkentésével probalom megtaldlni az 3.0.4-es példaban vizsgalt
polinom-differencidlegyenlet (n = 3, K = 1) egy nem feltétleniil valés megolddsat, ezzel
szemléltetve a modszer azon jé tulajdonsagat, hogy lokalis 1épések sorozataval probalja
megtaldlni az eredeti megoldast. A fent emlitett tétel nem garantalja, hogy a mddszer
komplex kezdeti kozelitésre is hasznalhato lesz, azonban a példaban hasznalt paraméte-
rekre ez épp teljesiilni fog.

Legyen a kezdeti kozelitésiink az alabbi, illetve koveteljink meg

root__hiba = 5.000e — 008 pontossagot.
20 = [1 4 24;0.5 4+ 0.54; —1 — 0.8i; —i; 2 + 0.54] - 100

A 3.9-es dbrardl leolvashatjuk, hogy ekkor a Newton-modszer dtlagosan 15 lépésben kon-
vergalt, ezért korlatozzuk a maximalis iteraciészamot 12-re. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy
erre a kezdeti kozelitésre mar nem konvergal a Newton-maddszer.

>> Egquation sys_solver ('Newton');

Zz iterdcid divergalt!
Futdsids:0.057103 masodperc

3.19. abra. Newton: n=3,K=1

Hivjuk meg a folytatas mddszerét:
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A folytatéds médszere megtaldlta az eredetli megoldast k=4-ra.
Az iterdcid konvergalt.
Megtett iterdcidk széma:75
ARz elért pontossag:3.1083e-013
Rozelitd gyok(sk):
a:
-0.5200 - 0.%0071

1.58%94e-014 +3.5285e-0141
-0.6934 - 1.20081
2.1191e—-014 +4.7046e-0141

-0.1202 + 0.20821
Futasidd:0.3804 masodperc

3.20. abra. Folytatds mddszere: n=3,K=1

Azaz a Folytatas-modszere k = 4-szer futtatott koztes Newton-mddszert, melyek mind-
egyike lefeljebb 12 iterdciés 1épés utan konvergalt a koztes 1épésekhez tartozé modositott
egyenletrendszerre, és végiil pont az eredeti egyenletrendszer egyik Csebisev-transzformalt
megoldasat taldlta meg. A folytatds modszere az implementaldsbdl adéddéan a megfeleld
k = 4 érték megtaldlasdig tobb iteracids 1épést is végrehajtott, és csak ezutan tudott
lefutni a konvergencia, igy kaphattunk 75-6t a megtett iteracidk szamara. Ezzel 6sszessé-
gében azonban sokkal t6bb iteracié tortént, mint ha engedtiik volna a Newton-mddszert

elsére konvergalni.

>> Equation_sys_solver ("Newton');
Zz iteracid konvergalt.
Megtett iteracidk szama:15
Zz elért pontossag:8.7116e-010
K&zelitd gydk(8k) :
a:

-0.5200 - 0.%0071

8.2427e-012 -1.0802e-01041
-0.6934 - 1.20081
1.09%0e-011 -1.4403e-01041

-0.1202 + 0.20821
Futasidd:0.040742 masodperc

3.21. dbra. Newton: n=3,K=1

3.0.7. Megjegyzés. A példabeli maxit = 12 vilasztas épp megfeleldnek bizonyult a meg-

adott kezdeti kozelitéshez abbdl a szempontbdl, hogy a folytatas mddszere egymads utani
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lokélis konvergencidkkal végiil megtalalta az eredeti feladat megolddsat, méghozza nem
tul sok koztes Newton-modszert felhasznalva. Ez nem feltétleniil teljesiil mindig.

pl.:
20 = [1+24;0.5 + 0.54; —1 — 0.8¢; —i; 2 + 0.5¢] - 1000

kezdeti kozelitésre, és tovabbra is maxit = 12 valasztassal nincs alkalmas k < 100 para-
méter.
>>» Equation_sys_solver ('FolytN');

B folytatds médszere nem taldlt megfeleld k kiinduldsi paramétert az induléshoz!

Futdsid&:$6.5071 masodperc

3.22. abra. Folytatids mddszere: n=3,K=1
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Osszefoglalas

A dolgozatban célom az 1.1 megolddsainak numerikus meghatarozdsa volt n = {2,3,4},
K =1 esetben. Az els fejezetben két altaldnos megoldas alakjat hataroztam meg. A tri-
vialis eset a polinom-differencidlegyenletbe valé helyettesitésbél konnyen adédott. Egytitt-
hatéinak képzetessége a K nemnulla konstans el6jelétdl fiigg (1.1.3 megjegyzés). Ezutan
tobb allitdson keresztiil (1.1.6, 1.1.7, 1.1.8) sikeriilt megadni azt a transzforméciét, amivel
tetszbleges n-re az n- és (n+1)-edfoki Csebisev-polinomokbdl eléallithatdk az 1.1 p,q meg-
oldédsai. A megoldasok kozonséges differencidlegyenlettel torténd vizsgalata utdn a 1.1.9-es
példan keresztiil megmutattam, hogy a vizsgalt polinom-differencialegyenlet megoldasai
hogyan hasznéalhaték fel primitiv fliggvény keresésére az adott esetben.

A vizsgélt polinom-differencidlegyenlet egy nemlinedris egyenletrendszerre vezethetd
vissza, ahol minden egyenlet a p,q egyiitthatéinak polinomidlis figgvénye (1.3 fejezet).
A egyenletrendszer megolddsara a Newton—Raphson-médszert hasznaltam. Adott felté-
teleket kielégitd vektormezok esetén a modszer lokalisan, és monoton is tud konvergalni
(2.1.2, 2.1.3 tételek), s6t a folytatds modszere a modszer globélis konvergencidt is tudja
biztositani (2.1.6). Azonban altaldnos f : C" — C" leképezések esetén csak n = 1
esetén vannak ismert eredmények a Newton—Raphson-mddszer globalis konvergencia tu-
lajdonsagairél. Ezek azt mutatjak, hogy az esetlinkben is érdemes ezzel a moddszerrel
vizsgalni a polinom-differencidlegyenletbdl levezethetd egyenletrendszert. A maésodik fe-
jezetben egy kvazi-Newton-mddszer, a Broyden-moédszer is bemutatasra keriilt, ami a
Shermann—Morrison formula felhasznélasaval minden iteracios 1épésben rogton a Jacobi-
matrix kozelitésének inverzét tudja meghatarozni.

A harmadik fejezetben tobb példan keresztiil irom le az n = {2,3,4}, K = 1 esetek nu-
merikus megoldasait, illetve megmutatom, hogy a Broyden-moddszer a valtozék szamanak
novelésével a Newton-modszerhez képest sokkal tobb iteracids 1épésben tud csak konver-
galni. A példéakban kiilon kiemeltem azon megoldasokat, melyek az elsé fejezetben részlete-
zett trivialis, illetve Csebisev-polinomokbdl transzformalt megolddsokat jelentik. A teszte-
lések soran azt tapasztaltam, hogy a Newton—Raphson-mdédszer rendkiviil j6l hasznalhaté
a polinom-differencidlegyenletbdl levezethet6 egyenletrendszer megoldaséara, hiszen a mod-
szer a vizsgalt n értékekre viszonylag kevés iterdcids 1épés utan minden véletlen kezdeti
kozelitésre konvergalt.

Végiil a 3.0.6 példaban egy specidlis inputra, a Newton-modszer maximalis iteracio-

szamat jelentGsen lekorlatozva a folytatas mddszere tobb lokalis konvergenciaval eljutott
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a keresett megoldashoz, 0sszesen azonban jéval tobb iterdciés 1épéssel, mintha a Newton-
modszert futtattam volna kelléen nagy megengedett maximalis iteracidoszamra. Tehat a
szakdolgozatban vizsgalt harom mdédszer koziil a Newton—Raphson-moddszer bizonyult a
leghatékonyabbnak a vizsgalt polinom-differencidlegyenlet megoldasainak numerikus meg-

hatérozasara az n = {2, 3,4}, K =1 esetekre.
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A. Fiiggelék

Leiras a szakdolgozathoz készitett

programokhoz

A.1. csebisev.__mo_ tester

Ez a Maple-ben megirt fiiggvény a 1.1.8-es allitasban meghatarozott képletek alapjan

szamolja ki az 1.1-es polinom-differecidlegyenlet Csebisev-polinomok transzformalasaboél

kapott megoldasait.
Programkéd:

csebisev_mo_tester:=proc(n,K)
p:=collect(csebisev(n,z,z),z);
q:=collect(csebisev(nt+l,z,z),z);

dp:=diff (p,z);

dq:=diff(q,z);
diffeql:=collect((n+1)*dp*q-n*dq*p,z);
#print (diffeql);

print ("Csebisev-polinomok:") ;

print(p);

print(q);

b:=solve(w™ (2*n)=-n*(n+1)/(K*2~ (2*n-1)) ,w) ;
print (\n) ;

print ("Transzformdlt Csebisev-polinomok:");
for i from 1 to n do

x:=b[i]*z;

csebisev:=proc(n,x,z)
pO:=1;

pl:=x;

if n=0 then
return(p0) ;

elif n=1 then
return(pl);

else

for i from 2 to n do
p:=2*x*pl-p0;

pO:=p1;

pl:=p;

od;
return(collect(p,z));
fi;

pt:=evalf(collect(csebisev(n,x,z)/ (27 (n-1)*b[i]"n),z));
qt:=evalf(collect(csebisev(n+l,x,z)/ (27 (w)*b[1] " (n+1)),2));

dpt:=diff(pt,z);

dqt:=diff(qt,z);
diffeq2:=collect((n+1)*dpt*qt-n*dqt*pt,z);
#print (diffeq2) ;

print (’p’=evalf(pt));

print (’q’=evalf(qt));

print (\n) ;

od; 36
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A.2. Equation_ sys_solver

Ezt a programot akkor érdemes hasznalni, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy adott kezdeti

kozelitésre milyen eredménnyel fut le a fent emlitett mddszerek valamelyike.

Paraméterek megadasa

Parancssor: Equation__sys__solver(algorithm)

e algorithm="Newton’,’Broyden’,’FolytN’ : itt tudjuk megadni, hogy melyik algorit-

mussal akarjuk megoldani az egyenletrendszert.

Minden tovabbi paramétert az Equation__sys_ solver_input__generator m-fajl feliile-

tén tudunk megadni:

Futast befolyasolé paraméterek:

root__hiba : mekkora pontossiagot akarunk elérni
o maxit : megengedett maximalis iterdcidk szama

o display="all’/’res+comment’/’res+z0’/’res’/’no’ : kiilénb6z6 megjelenitési funkcidk.
(Mindent kiir a képerny6re/ csak eredményt+megjegyzést/ csak eredményt és a

kezdeti kozelitést/ csak az eredményt/ semmit).

o search__cycle="yes’/'no’ : a cikluskeresés bekapcsolasa opciondlis.

Adott egyenletrendszerhez tartozdé input:

20 : kezdeti kozelités

f : az egyenletrendszer megadasa function handle-ben

e J : Newton-modszer esetén a Jacobi-méatrixot megadhatjuk function handle-ként.
Nem sziikséges ezt megtennniink, hiszen a program ezt automatikusan kozeliti a

2.2.1 fejezetben leirtak alapjan, ha nincs megadva ilyen J function handle.

valtozok : az ismeretlenek vektorat jelolik. Az implementécié miatt fontos, hogy

minden valtoz6 azonos szdmu karakterbdl alljon!
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$Paraméterek megadisa:
root_hiba=5.000e-005;%Kivant pontossag

maxit=50; $megengedett maximilis iteridcidszam

display='res';%output funkcidk?('all'/'res+comment'/'res+z0'/'res'/'no’

search cycle='yes';%cikluskeresés bekapcsoliésa ('yes'/'no'

$FONTOS: a valtozok vektor minden eleme uannyi karakterbdl Alljon (pl.:a001,...,a100)

$Induld érték, és egyenletrendszer megadisa:

%szakdolgozat polinom-differenciilegyenlet: n=3,K=1
z0=[complex(1,2) ;complex(0.5,0.5) ;complex(-1,-0.8) ;complex (0,-1);complex(2,0.5)]1.%1000;

valtozok=["a';'b';'c';"'d';'e'];
£=€(z) ([3*2(3)-4*z(1);3*z(4)-4*z(2);6*z(5)-z(1)*=z(3);z (1) *z(4)-6*z(2)*z (3);-3*z(2) *z (4)+4*z(1)*=z(5)-11);

A.1. dbra. Minta Equation_ sys_ solver input_ generator tartalom

Az algoritmusok lehetséges futasai
A lehetséges outputokat kiillonbo6zé exit code-ok jeldlik:
e exit _code=0 : Az iteracié konvergalt.
o exit_code=1 : Az iteraci6 divergalt.
o exit_code=2 : Az iteracié ciklusba futott.
o exit_code=3 : A Jacobi-méatrix (kozelitése) szingularis.
o exit_code=/ : A folytatas mddszere nem talalt a rogzitett korlatnél kisebb megfelelé
k kiindulési paramétert az indulashoz.
Megoldé algoritmusok

Mindharom algoritmus esetén az input paraméterek a fentieknek felelnek meg.

Output paraméterek:

exit_code : az algoritmus futdsat jellemzi.

e 7o0ts : ha az iteracié konvergalt, akkor a megoldasdést tarolja
o ciklustombd : ha az iteracié ciklizal, akkor a ciklust tarolja

e il : megtett iteracidk szama

o diff : az utolsé iteraciés kozelités norméjat tartalmazza
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[exit__code,roots,it,ciklustomb,diff| =Newton__it(z0,root__hiba,f,J,maxit,search__cycle)
it=0;

bool__ciklus=0;hamis

ciklustomb=][ |;

roots=[ |;

if search_ cycle then
| Az iteracids kozelitéseket tartalmazd matrixban z0 eltaroldsa

end

diff=norm(f(z0),2);

while it<maxit €6 diff >root_hiba €965 bool_ciklus==0 do
if Meg volt adva a J function handle then

| M=J(20);

else

‘ M=Jacobi_ approx(z0,f);

end

if M szinguldris then
| kilépés 3-as hibakoddal

else

22=M\((20));
zn=70+2z;
diff=norm(f(zn),2);
it=it+1;

z0=zn;

if search__cycle then
Az iteracids kozelitéseket tartalmazo matrixban zn eltarolasa

Sor_ism_ ell fiiggvénnyel cikluskeresés, és bool_ciklus=1, ha talaltunk

ciklust.
end

end
end

Kilépési kodok generdlésa, és kilépés;
Algorithm 1: Newton-moddszer implementélasa
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[exit__code,roots,it,ciklustomb,diff|[=Broyden__it(z0,root__hiba,f,maxit,search__cycle))
it=0;

bool__ciklus=0;

ciklustomb=][ |;

roots=[ |;

if search_ cycle then
| Az iteracids kozelitéseket tartalmazd matrixban z0 eltaroldsa

end
A0=Jacobi__approx(z0,f);
s=-A0\f(z0);
71=20+-s;
it=it+1;
if search__cycle then
| Az iteraciés kozelitéseket tartalmazé matrixban z1 eltarolasa

end
diff=norm(f(z1));
y=£(z1)-1(20);

if A0 szinguldris then
| kilépés 3-as hibakéddal

else
| invAO=inv(AO0);

end
7z0=z1;

while it<maxit €6 diff >root__hiba €965 bool ciklus==0 do
[invAl]=SherMorBroy(invA0,s,y); Shermann-Morrison formula

if A1 szinguldris then
| kilépés 3-as hibakoddal

else

s=-invA1*{(z0);
zn=z0+s;
it=it+41;
diff=norm(f(zn));

if search_ cycle then
Az iteraciés kozelitéseket tartalmazo matrixban zn eltarolasa

Sor__ism__ell figvénnyel cikluskeresés, és bool_ ciklus=1 ha talaltunk

ciklust
end

y=f£(zn)-f(z0);
z0=zn;

invAO=invAl;

end

end
Kilépési kodok generdlédsa, és kilépés;
Algorithm 2: Broyden-mddszer implementélasa
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Folyt_ Newton

[exit__code, roots, sum__it, ciklustomb, dif f, k] = Folyt_ Newton(z0,root__hiba, f, J, maxit,
search__cycle)

A k output paraméter jeloli, hogy a folytatds modszere hényszor futtatja a koztes
modositott Newton-iteraciot, ha létezik ez a megfelel6 k. Az algoritmus implementalasanak

vazolasatél itt most eltekintek.

A.3. Equation_ sys_solver_ tester

Akkor érdemes hasznalni, ha arra vagyunk kivancsiak hogy adott normakorlatok kézott
tobb véletlen kezdeti kozelitésbdl is elinditva egy adott modszert, az hanyszor konvergal,
divergal stb. Melyek lesznek a teszt soran kapott megoldasok, illetve azok a kezdeti ki-
induldsok, melyekre nem konvergélt. A tester a konvergens esetek kiillonbozd gyokeit is

eltarolja.

Paraméterek megadasa

Parancssor: Equation__sys_ solver__tester(algorithm, mode, lb, ub, times, testdisplay)

algorithm="Newton’,’Broyden’

e mode="complex’,’real’ : csak a valds, vagy a komplex értékek kozott futtatjuk a
modszert. A 'real’-mdéd hasznélataval tudjuk keresni a csak valdés megoldasokat, ha

egyaltalan létezik valds megoldas.
e [b: als6é normakorlat
e ub : felsé normakorlat
e times : hanyszor futtassuk a megadott mddszert

o testdisplay="all’/’'nodiary’/'no’ : Lehet&ség van valasztani a teszt eredményének rész-
letes naplézasara egy szovegfajlba ’‘all’, vagy csak alapvetd informacidk képernyore
irdsa kozott ‘nodiary’. A ’'no’ funkcié nem ajanlott, hiszen ekkor semmilyen lat-
haté informdciét nem kapunk. Ezt a funkciét a tesztgrafikon program hasznéalja. A

naplofajl mindig a futtatds pontos datumaéaval keriil elmentésre.

A tester az Equation__sys_ solver_input__generator-ban megadott f leképezésre, és
20-bdl kinyert dimenzidra fog tesztelni. Az m-fajlok mellé a 3. fejezetben szerepld példakhoz

tartozé teljes napléfajlokat is csatoltam.
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A.4. tesztgrafikon

A megadott normakorldtok kozott a norma fiiggvényében grafikusan szemlélteti, hogy az
adott modszer tobbszori véletlen kezdeti kozelitésbol milyen relativ gyakorisdggal konver-
galt, divergalt stb. Illetve a konvergald esetek atlagos iterdciészamat is abrazolja a kezdeti
kozelités norméajanak figgvényében.

Paraméterek megadasa

parancssor: tesztgrafikon(algorithm,mode,lb,ub,db_nodes,minta__db,felosztas)

algorithm="Newton’,’Broyden’

e mode=’complex’,’real’

e [b: als6é normakorlat

o ub : fels6é normakorlat

e db_nodes : hany részintervallumra legyen meghivva a tester. Kikotés:db_nodes > 2!

e minta__db : egy részintervallumon belil hany véletlen kezdeti kozelitésbdl futtasson

algoritmust a tester.

o felosztas=’ekvi’,’'log’ : a részintervallumokat reprezentalé pontok egyenletesen vagy

logaritmikusan helyezkedjenek el.

Ezen kivil a tesztgrafikon m-fajlban lehetOségiink van a makelegend valtozdval bealli-

tani, hogy késziiljon-e jelmagyarazat a grafikonhoz.

A tesztgrafikon az Equation_sys solver _input__generator-ban megadott f leképezésre,
és z0-bdl kinyert dimenzidra a tesztgrafikon paramétereitol figgden fogja részintervallu-

monként futtatni az Equation_sys solver tester-t.

Futasi ido6 jellemzése a fiiggvényekben megadott paraméterek

szerint

A 3. fejezetben lathattuk, hogy a Newton-mddszer az altalam vizsgalt esetekben mindig
konvergalt, viszont az iteraciok szdma a kezdeti érték norméjénak névelésével nétt. Eppen
ezért ha nagy normaintervallumon akarjuk meghivni a tesztgrafikon fliggvényt, akkor log
felosztassal varhatéan hamarabb fog lefutni, mint az ekvi eset, hiszen az egyenletesen veszi
a kezdeti kozelitéseket.

A 3. fejezetben lathattuk, hogy a Broyden-médszer, ha konvergalt akkor azt sokkal
tobb iterdciés lépésben tudta csak megtenni, mint a Newton-médszer. Eppen ezért ha
megengednénk, hogy az algoritmus egy kezdeti kozelitésre elég sokaig fusson (pl.:1000 ite-
racios 1épés), akkor érdemes kikapcsolni a cikluskeresést, mert azzal is tudjuk csokkenteni

a futésidot.
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