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Bevezeto

BI How I wish a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quantum mechanics”

Dolgozatom témdja a it szam.

Az elsé fejezetben ugy definidljuk a m szamot, mint a komplex exponencidlis homomorfizmus
magterében szerepld specidlis valds szamot. Ezutdn a masodik részben megnézzik, hogy az
igy definidlt szam tényleg ugy viselkedik, és olyan tulajdonsagokkal rendelkezik, mint amiket
elvarunk téle, majd tlizetesebben is megvizsgaljuk két fontosabb tulajdonsagat, nevezetesen
az irracionalitdsat, és a transzcendencidjat.

A harmadik fejezetben torténelmi attekintést adunk a m szam megismerésérdl. Az ékori
gyakorlatias kozelitésekt6l kezdve eljutunk egészen a modern analitikus matematikai
formuldkig. Majd a negyedik fejezetben ezeknek a kozelitéseknek, formuldaknak a
konvergencia-sebességét vizsgaljuk szamitogépes programok segitségével, és értékeljiik a

kapott eredményeket.

Bl »Nem a régi s durva kézelités,

Mi szotdl szdig igy kijon
Bettiiket szamldlva.

Ludolph eredménye mdr,

Ha itt végezziik husz jegyen.

De rendre kij6 még tiz pontosan,
Azt is bizvdst igérhetem.”

-Szdsz Pal (1952)

! Figyeljiik a bet(ik szamat a szavakban!



1. A r definicidja

Az exponenciadlis sort

z% Z3 z" = 7l
expz = 14-24-ET4_§T.+.n.+;a.+...= ET
i=0

el6szor Newton haszndlta egy Leibniznek irott levelében, de 6 még csak valds esetben.

Tudjuk, azonban, hogy ez a sorOsszeg abszolut konvergens minden z € C-re is. 14l igy
definidlhatjuk az egész C-n értelmezett komplex fliggvényt: exp: C = C, ami az ugynevezett
komplex exponenciadlis fliggvény, ez a valds exponencialis fliggvény természetes kiterjesztése

a komplex térre.

Az exponencialis fliggvény értelmezéséhez alapvetd fontossagu lesz az Osszegzési tétel,

melynek bizonyitdsahoz felhasznaljuk Cauchy végtelen sorok szorzatardl szo6ld tételét™:

Tétel: Legyenek )5’ a; és X b; abszolit konvergens sorok. Ezeknek a ,Cauchy szorzata”,

2.5 Ck is abszolut konvergens, ahol ¢, = Ziﬂ-:k a;b;, és

(37)(28) -5

Osszegzési Tétel: (exp w)(exp z) = exp(w + z).

Bizonyitas:

| %

i '!' B ic"’

j=0 k=0

—~

(expw)(exp7) = (Z %)

i=0

ahol a Cauchy-szorzat szerint

wh 2 < 1 —
Cx = E — == E ————wkizJ,
* ivj=k U1 L (k — DIt

Tudjuk tovabba:

o=~}



Innen a binomialis tételt felhasznalva:

=0
azaz
— (W + 2)k
(expw)(expz) = Z - exp(w+2z)m
k=0 '
Specialis esetben, ha az addicios tételbe w := —z-t irunk, mivel exp 0 = 1, kapjuk, hogy:

(expz)~! =exp(—z) VzeC.
Ebbdl latszik, hogy az exponencidlis fliggvény sehol sem vesz fel nullat, azaz az
exp:C—>C*, zwr—expz

leképezés homomorfizmus a komplex szdmok additiv csoportjabdl (C) a komplex szdmok

multiplikativ csoportjaba (C*).
Ha Euler mindenki altal jél ismert jel6lését haszndljuk, azaz

2 1,1

e’ =expz,ahole:=1+—+—+-
11 21
akkor az aldbbi alakban kapjuk meg az 6sszegzési tételt:
eWe? =e"t? vw,z € C.

Nézzik ennek a tételnek a kovetkezményeit:
Allitas: |exp z| = exp(Rez) Vz€C.
Bizonyitds: Felhaszndlva, hogy z + Z = 2Re z, és az el6bb igazolt 6sszegzési tételt, valamint,
hogy a konjugalds konvergens sorok esetében kiterjeszthet6 a hatarértékre, kapjuk:

1 | 1 1 1 1 1 B
exp EZ = (exp Ez) (exp Ez) = (exp Ez) (exp Ez) = exp [E (z+ z)] =

=exp(Rez) m

lexp z| =




Az exponencidlis sor alakjabdl nyilvanvalé, hogy exp x > 1, ha x > 0, ebbdl kdvetkezben

expx = (exp(—x))~! < 1,hax < 0. Azaz az el6z6 allitasbol
lexpz| =1 © z € Ri,

tehat specidlisan az x + exp(ix) leképzés a valés szamok halmazabél (R) az

egységkorre (S1) képez.
Vizsgaljuk meg kicsit jobban ezt a leképzést:
Allftas: Im(exp(iy)) > 0,ha 0 < y < /6.

Bizonyitas: Mivel exp(iy) = ‘i";o%(iy)i és (ix)?" € R, ezért :

2n+1 __

1 ="
Im(exp(iy)) =y — 53’ Tt o

1, 1 1
(=) A1)

amibé] az allitds mar adédik, hiszen 0 < y < /6 esetén minden tag nemnegativ. m
Ebbél - exp(—iy) = (exp(iy))~! miatt -, kovetkezik az alabbi lemma:

Lemma: az y = 0 az egyetlen olyan érték, ahol a R - S, y — exp(iy) fiiggvény a

(=1, +1) nyilt intervallumon valos értéket vesz fel.

Bizonyitas: Az exp z fliggvéy folytonossaga is kénnyen adddik az 6sszegzési tételbdl.

1,1
Legyenq :==1+_+ T ekkor

2

lexpw — 1| < |W|‘1+ +—+

3 <|wllql wecg [w]<1.

Ebbél kovetkezéen barmely ¢ € C-hez minden olyan z € C-re, amelyre |z — ¢| < 1:
lexpz —expc| = |lexpc|lexp(z —c) — 1| < |expclqlz — c|

ésigy lexpz —exp c| < e esetén: |z — c| < min(1,|qexpc|le). m

Mivel exps >1+ s, ha s > 0 és exp(—x) = , az exponencialis fliggvénynek most

exp x

belatott folytonossagabol, és a koztesérték tételboliel, kapjuk, hogy



expR={x € R:r >0}

Epimorfizmus Tétel: Az exp: C - C*exponenciadlis homomorfizmus epimorfizmus, azaz

szlrjektiv.

A tétel bizonyitasahoz felhasznalunk két lemmat.

1.Lemma: Az 1 € C pontnak 1étezik olyan U kornyezete, amire U c exp(C).
Bizonyitas: Alkalmazzuk az alabbi két j6l ismert komplex fliggvénytani allitastl’]:

1) Minden f(z) = X%, a;z/ hatvanysor holomorf a konvergencia kérén belil, és itt

f'(z) =X, jasz/ 2.

2) Ha f holomorf és a derivaltja minden pontban eltlinik a konvergenciakorén beliil,

akkor f konstans.

z2  z3 — o ; 117z .
Allx) =z— 5 5 T - logaritmikus sor konvergens, ha |z| < 1, igy az 1) allitas szerint
holomorf és I'(z) =1—z+2z2—2z3+--=(1+2)"! ebben a korben. Ugyanigy az

exponencidlis fliggvény holomorf, és (exp z)’' = exp z az egész komplex téren. Ezekbdl

kovetkezben f(z) = (1 + z) exp(—1(z)) is holomorf az egységkoron beliil, és itt:

f'(@2)=0+2) exp(=l(2)) + (1 + z) exp’(—1(2))
=exp(—1(2))— (1+ 2) exp(—l(z)) (1+2z)1=0.

Ekkor a 2) allitas szerint f(z) konstans, és mivel f(0) = 1, ezért exp(—x) = (exp x) !
miatt exp(l(2)) = 1 + z minden |z| < 1-re.

Innen mar kovetkezik, hogy az U :={z € C: |z — 1| < 1} kérnyezet benne van exp(C)-
ben, hiszen barmely a € C esetén, amire |a — 1| < 1 teljesiil, a b := [(a — 1) j6l definilt,

ésexphb=a.m

Konvergencia Lemma: Minden w € C* szdmhoz létezik olyan w, € C* sorozat, amire:

n , .
w2 =wéslim,_,w, = 1.

Bizonyitas: Legyen w € C* tetszéleges. irjuk fel w = |w|c alakban, ahol ¢ € S%, azaz ca

komplex egységkor eleme. Ekkor létezik ¢; = a; + ib; € S, ahol a; > 0 és ¢;%2 = c. Létezik

. . . 1 o
olyanc, = a, + ib, € S* sorozat, amire ¢,,> = ¢,_1, a, > 0 és |b,| < N |by_1]. Nyilvén



n-1 n-1
1

o =c, Ibnls<%) . = (%)

Ebbél kovetkezik, hogy lim,_. b, =0, és mivel az egységkdron vagyunk, azaz
a,? + b, =1, ezért lim,_,o, a,% = lim,, (1 — b,?) = 1. Tovabba tudjuk, hogy a, =0,

tehdt lim,_ . a, = 1. Innen lim,,_,, ¢, = lim,_,(a, + ib,) = 1.

.. 2n .. ,
Vegyik a w, = |wl|c, sorozatot. Erre a sorozatra teljesiilnek a lemmaban

271
n
megfogalmazott feltételek, hiszen w2" = (Zwllwlcn) =|wlc=w és lim,,,w, =1,

mert ¢, = 1, és minden rogzitett x > 0-ra Vx—-1.m

Innen mar kénnyen adoédik a tétel bizonyitasa. Az el6bb igazolt konvergencia lemma
szerint minden w € C*-hez létezik olyan w, € CX sorozat, amire: w2 =w és
lim,_,., w, = 1. Tovdbbd az 1. Lemma szerint |éteznie kell egy olyan m > 1 indexnek és
2 € C szamnak, amikre: w,, = expZ. Ekkor z:=2™2Z -re az Oszegzési tétel alapjan:

expz = (exp 2)2" = w, valamint: exp(C) = C*.m
Most mar tudjuk, hogy exp(C) = C*. Vizsgaljuk most ennek a leképezésnek a magterét:
Ker(exp) = {w € C:expw = 1}.

Tétel: Létezik egy olyan egyértelmlien meghatarozott pozitiv valdés szam, nevezziik n-

nek, amelyre:
Ker(exp) = 2miZ.

Bizonyitas: Jeloljiik az exponencialis leképzés magjat K-val: K := Ker(exp). Tudjuk, hogy
K # 0, hiszen exp: C—- C* nem izomorfizmus, mert példaul C*-ben a —1 € C*
masodrendli elem, mig C-ben még véges rendii elem sincs. Nyilvan minden ¢ € K-ra
lexp c| =1, igy egy régebbi allitdsunk alapjdn K < Ri. Tudjuk, hogy ha ¢ € K, akkor
—c € K. Igy létezik s > 0, amire si € K. Azt is tudjuk egy korabbi lemmabél, hogy nincs
olyan nemnulla iy szam, ahol y € (—1,+1), ami eleme lenne a K-nak. Viszont az
exponencialis fliggvény folytonossaga miatt kell legyen egy olyan legkisebb pozitiv valés
szam, nevezzlk m-nek, amire 2wi € K. Az exponencialis fliggvény tulajdonsagai alapjan
nyilvanvald, hogy K a komplex szamoknak egy Osszeaddsra zart részcsoportja, igy

2miZ. C K.



Indirekt tegyiik fel, hogy létezik r € R, amire ri € K. Ekkor léteznie kell egy n
természetes szamnak, amelyre: 2nmw < r < 2(n + 1)m. Mivel K zart az osszeadasra, igy
i(r—2nm) € K, és mivel 0 < r — 2nm < 2m, ezért r = 2nm, hiszen n-t a legkisebb ilyen
tulajdonsagu szamnak valasztottuk. Tehat K = 2miZ, és a m valasztasa nyilvanvaléan

egyértelmd. m
Ezentul a m szamra ezt a tételben megfogalmazott definiciot fogjuk hasznalni.

Mivel e?™ =1 és mi & Ker(exp), ezért e™ = —1 kell legyen. Azaz fennall az alabbi

érdekes egyenl6ség, amely mind az 6t, a matematikdban talan legfontosabb szam

szerepel:

1+e™=0.

2. A mtulajdonsagai

i. A 7 klasszikus tulajdonsagai

Ebben a részben megmutatjuk, hogy az el6z6 fejezetben definidlt m szam tényleg azokkal a

tulajdonsagokkal rendelkezik, mint amiket elvarunk téle.

ElGszor is definidljuk a komplex sinus és cosinus fliggvényeket:

e.iz _ e—iz e,iz + e—iz
sinz:=——, cosz=—— =z€C.
21 2
Legyen s, (z) = Z— Ekkor minden m természetes szamra
m Z2J+1
S iz Y ZYERPEY
Jj=
m 72] m 2j+1

Som+1(—iz) = Z( D ==, eCHr ;(_1)jm'

j=0

10



Tudjuk, hogy lim,,_,, s,(2z) = eZ. Innen a sinus és cosinus figgvények definicidja alapjan

[ee]

| D' NG
sz:,ole , cosz=z(2i)!zl, z € C.
1=

i=0

Lathatdan ezek az altalunk is jél ismert trigonometrikus fliggvények, amiket eddig igy, a

hatvanysorukkal definialtunk. m

Szintén a definiciokbdl egybdl kovetkezik az Euler-formula, azaz:
e? =cosz+isinz, z€C.

Ha csak valds esetben nézzik, akkor természetesen x € R esetén, cosx,sinx € R. Ekkor
e =cosx+isinx, x€R

az exponencidlis fliggvény valds és képzetes részre valé bontdsa. A felvett fliggvényértékek is

- az elvartaknak megfelel6en - mivel e?™ = 1 ése™ = —1:
cos2n =1, sin2m =0, cosm=—1, sinmt = 0.

Tovabba a definicidébdl kovetkezben latjuk, hogy

cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz,
azaz a cosinus fliggvény paros, mig a sinus figgvény paratlan fliggvény.
Addicios Tételek:

cos(w + z) = cosw cos z — sinw sin z

sin(w + z) = sinwcos z + coswsin z
Bizonyitas: Tudjuk, hogy e!("*2) = ¢V . ¢iZ Teh4t felirhatjuk:

i(w+2)

cos(w +z) +isin(w+2z)=e = e . e = (cosw + i sinw)(cos z + i sin z)

= cosw cosz — sinw sin z + i(sinw cos z + cos w sin z)

és mar készen vagyunk, hiszen az egyenlGségben a valds és képzetes résznek is meg kell

egyezni. m

Ebbé6l a formulabdl vezethetSk le més ismert formulak, ugy mint példaul:

11



cos®x +sin®x =1,
valamint a felezé formula:

= i Z Z 22_1(1+ )
sinz = smzcosz, cos 2=7 COS Z).

Tovabba igaz a kés6bbiekben felhasznalandd két egyenlGség:

1 1
COSW — COSZ = —Zsinz(w + 7) sinz(w—z)

1 1
sinw —sinz = 2COSE(W + 7) sinz(w—z)

Bizonyitds: Az addicids tételekbdl:

cos(w + z) —cos(w — z) = —2sinwsinz

sin(w + z) —sin(w —z) = 2coswsin z,

ahova w helyére %(W+Z)-t, Zz helyére pedig %(W—Z)-t helyettesitve kapjuk az

egyenlGségeket. m
Vizsgdljuk meg most a sinus és cosinus fliggvények zérushelyeit.

Tétel: A sinus fliggvény zérushelyei pontosan az nm € R szdmok, ahol n € Z, mig a cosinus

fliggvény zérushelyei pontosan a %n + nm € R szdmok, ahol n € Z.
Bizonyitds: A definiciobdl atalakitdsokkal kapjuk, hogy

2isinz = e‘iz(eZiZ — 1).

Ebbsl  sinz=0 © e?? =1 & 2iz€ Ker(exp) =2miZ < z=nm,aholn€ Z.
Ugyanigy az e ™ = —1 felhasznalasaval felirhatd, hogy

. TT.
2 cosx =el(m2) (62‘(2_7) - 1) ,

amibdl, ugyanilyen okoskodassal, 2i (z — %) € Ker(exp) = 2miZ < z= %n + nm, ahol

nNez. nm

12



Megint csak azt kaptuk, amit vartunk. Lathatjuk, hogy a m, illetve a %n a a sinus ill. a cosinus

fliggvények legkisebb pozitiv zérushelye.

A kovetkez6kben az exponencialis, és ezzel egylitt a sinus és cosinus fliggvények

periodicitasat vizsgaljuk.

Azt mondjuk, hogy egy f: C — C komplex fluggvény periodikus, ha létezik egy w # 0 € C
szam, amire f(z) = f(z+ w) minden z € C esetén. Ekkor a w szdm az f fliggvénynek egy
periddusa, valamint Per(f) := {w € C:w az f fuggvény periédusa} U {0} a komplex

szamoknak a periddusokat tartalmazé additiv részcsoportja.
Tétel: A komplex exponencialis, sinus és cosinus fliggvény is periodikus, és
Per(exp) = Ker(exp) = 2miZ, Per(cos) = Per(sin) = 2nZ

Bizonyitas: exp(z+w) = (expz)(expw) =expz < expw =1, azaz w € Ker(exp),

ami a tétel elsé felét igazolja.

Hasznaljuk fel a mar latott addicids tételt, és annak az egyik bizonyitott kovetkezményét,

amibdl:

- W - W
cos(z+w) —cosz = —2sin(z + 5) sin =

Innen azt kapjuk, hogy w pontosan akkor periédusa a cosinus fiiggvénynek, ha sin% =0,

azaz w = 2mZ. Ugyanigy kapjuk a sinus fliggvénynél a

. . W . W
sin(z + w) —sinz = 2 cos(z + E) sin—

egyenlGséghbdl az eredményt. m

Latjuk tehat, hogy a 2 az a legkisebb pozitiv szam, amely a sinus és cosinus fliggvénynek is

periédusa.
Allitds: sinx >0, ha0 <x <m

13



Bizonyitds: Azt mar lattuk, hogy a valds sinus fliggvény folytonos, és sinx > 0, ha

x € (0, \/6). Azaz, ha sin x negativ valahol a (0, ) intervallumon, akkor a koztesérték tétel
miatt léteznie kell itt gyokének, amit mar lattunk, hogy nem lehet, hiszen m a sinus fliggvény

legkisebb nemnulla valds gyoke. m

LTT
Ennek az &llitdsnak a segitségével szeretnénk meghatdrozni a o= e'z értékét. Mivel

«?= g™ = —1, ezért « vagy i vagy —i kell hogy legyen. Viszont az el6z6 allitasbdl tudjuk,

.TT
hogy sin§> 0, és igy ez = cos§+isin§=i lehet csak. Ugyanezzel az okoskodassal

jutunk, a lehetséges e's = ig(l + i) értékek kozil az els = g(l + i) eredményre.

Ezen eredmények alapjan kapjuk a sinus és cosinus fliggvények nevezetes értékeit:

n_o _n_1 n__n_\/f
cosz— , st— , cos4—sm4— >

Ismét a koztesérték tételt, és a cos 0 = 1 egyenldséget felhasznalva kapjuk, hogy
>0 T <x< T
CoS X , —=—<x<-=.
2 2

Torténeti érdekesség, hogy Bernoulli mar 1702-ben tudta, hogy

. 2Ini
1n1=l§ azaz mw=

i
Ezt az eredményt azonban Leibniz nem fogadta el, akivel Bernoulli hosszas levelezést

folytatott a természetes logaritmus tulajdonsagairdl. A torténelem, mint lathatjuk, Bernoullit

igazolta ebben a kérdésben.

Mar csak egyetlen Iépés valaszt el minket attdl, hogy visszatérjiink a m szamnak a legelemibb
megkozelitéséhez, azaz a kor keriletének és teriiletének az atmér6hoz viszonyitott

aranyahoz.

Az el6z6ekben mar latott epimorfizmus tételbdl, és abbdl, hogy |exp z| = 1 akkor és csak
akkor, ha z € Ri, kévetkezik, hogy exp iR = S1, ahol S a multiplikativ egységkér csoport.

Innen mar kovetkezik az

14



Epimorfizmus tétel: A p: R — S*, p(¢) = e? egy csoport epimorfizmus, aminek a magja a

2mZ csoport.

Bizonyitdas: Minden @, € Rre p+ @) =exp(ip + i) = (expip) (exp i) =
p(@)p(y). Ebb8l kdvetkez6en p epimorfizmus, hiszen p(R) = exp iR = S1. Tovabba
Kerp ={t € R:it € Ker(exp)} = {t € R:t € 2n’Z}, ami abbdl a mar bizonyitott allitasbol

kovetkezik, hogy Ker(exp) = 2miZ. m

Definicié: A y:[a,b] = C, t » z(t) = x(t) + iy(t) leképezést, ahol [a, b] R, folytonosan
differencialhaté utnak hivjuk a komplex sikon, ha x(t) és y(t) is folytonosan differencidlhaté

fuggvény az [a, b] intervallumon. Egy ilyen y Utnal Iétezik az alabbi mennyiség:

b
L(y) = j |z'(t)|dt,ahol z'(t) = x'(t) + iy'(t)

Itt L(y) a y ut euklideszi hosszat jeldli.

Legyen ¢ € C egy pont a komplex sikon, illetve r > 0. Ekkor a folytonosan differencialhaté
Yy:[0,9] > C, o — z(p) =c+ re'®,0 < ¢ < 2m Ut egy kériv, aminek a kdézéppontja c,
és a sugara 1, és ¢ + r-tSl megy c + ret¥-ig. Mivel z'(t) = rie'?, ezért |z'(t)| = , és ebbdl
kévetkezéen L(y) = fowlz’(qo)ldqo = rp. Azaz a kériv hossza ry, amibél, mivel y,, a teljes

koriv, egy r sugaru kor kerlilete 2rm.

Ha az f:[a, b] - R fuggvény folytonos, akkor létezik f;f(x)dx, és ennek az értéke
pontosan az f fliggvény alatti teriiletet adja meg. Nézziik az origd kozéppontu r > 0 sugaru

félkort, amit az f(x) = Vr? —x?2, x € [-r,r] fuggvény hatdroz meg. Az r sugard kor
tertilete nyilvan ennek a fliggvény alatti teriletnek a kétszerese, azaz T-vel jelolve a

fliggvény alatti teriletet:
-
2T = j\/rz —x%dx.
-r
Itt x helyére r cos x-et helyettesitve, és felhasznalva, hogy sin? x = %(1 — cos 2x), kapjuk:
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0 T
b4

1
2T =r jsint-(—rsint) dt = 2r2jsin2tdt = r? [t—zsinZt] = rim.

0
-1 0

Azaz azr sugaru kor teriilete r2m.

ii. A smirracionalitasa

Az a sejtés, hogy a kor keriiletének és atmér6jének a hanyadosa nem irhaté fel két egész
szam hanyadosaként, azaz nem racionalis, mar nagyon rég felvet6dott az emberekben ennek
a szamnak a kutatdsa sordn. Ennek a feltételezésnek az els6 irdsos nyoma Arisztotelésztdl
szarmazik, aki also és felsé racionalis korlatot is adott ennek, az altalunk m-vel jeldlt szamnak.
Ahogy azt a m-nél megszokhattuk, amilyen régi a probléma, annyira nehéz, és annyira késén
bizonyitottak be a feltételezést. A m irracionalitdsa esetében az elsé teljes bizonyitas 1806-
ban fejez6dott be, de a f6 részét Johann Heinrich Lambert svajci matematikus mar 1766-ben
publikalta. Ebbdl azonban hidnyzott egy, a bizonyitds soran felhaszndlt és elfogadott, lemma
bizonyitdsa. A bizonyitast Adrian-Marie Legendre tette teljessé, a mar emlitett 1806-0s

esztend6ben. Lambert bizonyitasdnak a Iényege a tangens fliggvény

X
tanx = >
X
1- 2
X
3- 2
5 _ X
x2

7 — =

végtelen tort alakja, melybdl beladtta, hogy a tangens fliggvény minden raciondlis helyen
irracionalis értéket vesz fel. Es mivel tanin =1, ezért m € Q. A hidnyzé lemma az ilyen

specidlis végtelen tortek irracionalitdsara vonatkozott, ami egyaltaldn nem nyilvanvald.

Mi egy masik, 1961-ben Ivan Morton Niven kanadai matematikus altal publikdlt bizonyitast

vezetiink itt le.!*”

Tétel:  irracionalis.
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Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Tegylik fel, hogy m = %, a,beN, a>b, b+0.
Definialjuk a kovetkez6 polinomokat:

x™(a — bx)"

pn(x) = n

Pn(x) = pn(x) - pn(z) x) + pn(4) (x) =+ (_ann(zm (x),

ahol p,(x) és B,(x) 2n-ed foku polinom. A p, (x)-ben a legkisebb eléfordulé nem nulla x

hatvany > n. igy igaz az az allitas, hogy p,,¥?(0) € Z, s6t mivel p,,(x) = p, (% — x), azaz

a a

P, (x) szimmetrikus a [O,b] intervallumon, p, (b) = p, D (m) € Z, hiszen ha j < n, akkor
P, (x)-ben nincs konstans tag, tehat p,,()(0) = 0, ha pedig j = 0, akkor p, P (x)-bél a
legaldbb n-szeres derivalds miatt minden tag egylitthatdjaban van egy n! szorzé, tehat

minden egyltthatd egész.
Ervényes tovabba:

[P, (x)sinx — P,(x)cosx] =
=P,"(x)sinx + P,"(x) cosx — B, (x) cosx + P,(x) sinx =

=P,"(x)sinx + P,(x) sinx =p,(x) sinx

és
jnpn(x) sinx dx = [P,'(x) sinx — P,(x) cosx]? = P,(r) + P,(0).
0

Itt az egyenlet jobb oldalan all6 B,(m) + B,(0)-r6l tudjuk, hogy egész, hiszen minden

P (x) egész volt ezekben a pontokban.

Ekkor 0 < x < m-re:

n n

mra

0<p,(x)sinx < i

mert ezen az intervallumon 0<sinx <1, és 0<x"<n™0<(a—bx)"<a™
Tehat fon pn(x)sinx dx > 0, de elég nagy n-re mar kisebb, mint 1, azaz nem lehet egész, és

ezzel ellentmonddsra jutottunk.

Tehat w nem racionalis, azaz irracionalis. m
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iii. A mtranszcendenciaja

Azzal, hogy mar tudjuk, hogy a m szdm irraciondlis, mar kozelebb jutottunk a
megismeréséhez, de tovdbbra is nagyon messze vagyunk attdl, hogy mindent tudjunk errdél a
csodalatos szamrdl. Az irracionalitdssal egyutt mar az dékorban (még a gorogok el6tt)
felvet6dott ugyanis egy masik, még ennél is érdekesebb, és mint utdlag kideriilt nehezebb,
probléma, aminek a megolddsa is a m tulajdonsdgaiban rejt6zik, nevezetesen a kor
négyszogesitésének problémdja. A probléma igen egyszerlien megfogalmazhaté: az a
szerkesztési feladat, melynek lényege egy adott kor teriiletével megegyez6 teriletl négyzet
szerkesztése csupan korzé és vonalzd segitségével. Ezzel ekvivalens feladat a kor
kiegyenesitése, azaz egy adott kor keriiletével megegyez6 hosszusagu szakasz szerkesztése
korz6 és vonalzd segitségével. A probléma els6 megfogalmazasatél kezdve igen nagy
népszerliségnek orvendett, a megértésének egyszerlsége és kézzelfoghatdsaga miatt, a
laikus, hobbi-matematikusok, valamint &riilt tuddsok, és az ezzel a csoporttal igen népes
metszetet mutatd szenzacidhajhdsz pszichopatdk korében. Ezek az emberek, a
,négyszogesit6k”, lettek a matematika alkimistai, 6rokmozgd kereséi, akik nemegyszer, jo
esetben a sajat, rosszabb esetben masok, életét dldoztdk a felfedezésnek. Minden korban,
minden pillanatban ,gondolkoddk” ezrei &llitottdk, és a szkepticizmus elsé jelére Olre
mentek, hogy 6k megtaldltdk a megoldast, és megszerkesztették a szakaszt, vagy a
négyzetet, a feltételeknek megfelel6en. Levelek szazai, ezrei érkeztek (és érkeztek a mult
szazad elején) kiulonb6z6 akadémidkhoz, tudomanyos korokhéz a hosszadalmasabbnal
hosszadalmasabb , bizonyitasokkal”. A nagy ,érdekl6dés” miatt a Magyar Tudomanyos
Akadémia kozleményt volt kénytelen kiadni a 20. szazad elején, hogy minden, a kor
négyszogesitésével, vagy 6rokmozgoval foglalkozd levelet elolvasas nélkiil kidobnak.

A ,korzével és vonalzdval vald szerkesztés” nem épp a legprecizebbnek
tin6é matematikai megfogalmazds, ezért sziikség volt az ilyen szerkesztéseknek egy
matematikailag kézzelfoghatdbb leirasara. A geometridbdl Ugy kapunk algebrat, ha felirjuk a
pontoknak, egyeneseknek és koroknek az egyenleteit és ezekkel szamolunk tovabb. A
legnagyobb el6relépést ezen a téren a francia Evariste Galois érte el 1832-ben, aki
kozvetlendl, igen fiatalon, 21 évesen, bekovetkezett haldla el6tt (egy parbajra indult aznap
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este) vetette papirra a gondolatait, melyek igen nagy mértékben befolyasoltdk a matematika
jovéjét. Ezek a gondolatok voltak a réla elnevezett Galois-elmélet alapjai, és nagy részben
ennek a segitségével tudtak kés6bb megoldani ezt a tobbezer éves problémat a 19. szazad
végén. Eszerint azok a valds szadmok, melyek megszerkeszthet6k korzével és vonalzéval,
pontosan azok, melyek el6allnak egy, a racionalis szdmok teste feletti polinom gyokeként,
masnéven algebrai szamok. Azaz a kornégyszogesitési probléma ekvivalens azzal, hogy m
algebrai szam-e. Olyan neves matematikusok, mint Euler, Lambert és Legendre mar
felvetették, hogy a ™ nem algebrai, azaz transzcendens. Figyelemre méltd gondolat ez akkor,

amikor még nem tudtak, hogy léteznek-e egydltalan ilyen transzcendens szamok.

Az elsé lépést 1844-ben Joseph Liouville francia matematikus tette meg, aki bebizonyitotta,

hogy a
10—1! + 10—2! + 10_3! + e = 0’1100010000

szam transzcendens. 30 évvel kés6bb Georg Cantor publikdlta annak bizonyitdsat, miszerint
csak megszamladlhatéan sok algebrai szdm van, és megszamlalhatatlanul végtelen sok
transzcendens! Az igazi attorést azonban Charles Hermite francia matematikus érte el egy
évvel kordbban, 1873-ban, aki bebizonyitotta, hogy az Euler-féle szdm,az e transzcendens!
Ennek a bizonyitasnak a segitségével aztan 1882-ben érkezett a végzetes Utés a
négyszogesiték népes csoportjara, amikor is Carl Louis Ferdinand von Lindemann kiadta az
,Uber die Zahl ” cim{i révid munkajat, amiben bebizonyitja, hogy a ™ szdm transzcendens!

Hely, és ismeretanyag hianyaban a bizonyitast csak nagyvonalakban kozoljiik.

Tétel (Lindemann-Wierstrass):[8] Legyenek ¢4, ¢y, ..., ¢, € C, paronként kiilonb6z6 komplex

algebrai szdmok. Ekkor nem létezik olyan
a, et +a,e2+--+aer=0
egyenlet, ahol a4, a,, ..., a, € R algebrai szamok, és nem mindegyikk 0.

Ebben a tételben, han =2, ¢; = ¢, ¢, = 0 akkor kdvetkezik, hogy: minden algebrai c € C

-re a:= e transzcendens.

2mi

Ekkor a ¢ = 1 eset bizonyitja az e szam transzcendenciajat, a 1 = e“™"egyenlet pedig a m-ét.
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Ezt a problémat ugyan megoldottuk, de még mindig igen keveset tudunk a transzcendens
szamokrdl altalanossagban. 1925-ben Alexander Gelfond orosz matematikus bebizonyitotta,
hogy az e™ szam transzcendens, viszont semmi biztosat nem mondhatunk a m¢-rél. Azt is
tudjuk, hogy nem lehet mind az e és e + m algebrai, de ezekrdl példdul még azt sem tudjuk,

hogy egyaltalan racionalisak-e.

3. A m kozelitései és formulai

i. A m gyakorlati kozelitései

Egyiptom, i.e. 1800

Az egyiptomi csillagdszok és tuddsok, azaz a papsdg messze foldon hires a
természettudomanyokban elért eredményeirSl. Piramisokat emelnek, naptarat készitenek,
és a nép lenyligozése érdekében el6re kiszamoljak mikor lesz napfogyatkozds. Egyetlen
probléma van, hogy néha tévednek... Példaul csuszik annak a bizonyos gonosz szellemnek az
eljovetele, ami eltakarja a napot, vagy megroskad egy éplilet szerkezete, aminek stabilan
kellene allnia. Azt is tudjdk a papok, hogy ez szamolasi hiba eredménye, nem pedig a gonosz
jatéka, igy folyamatosan pontositani szeretnék a tudasukat, melynek egy elég fontos szelete,

hogy az Gsi tudas szerint egy kér alapu oszlop dtmérdjének haromszorosa az oszlop kertiilete,
valamint, hogy a kér teriilete egyenlé az dtméré négyzetének Z-ed részével. Ezek, ahogy

egyre dblnek Ossze a kor alapu épitmények, nem tlnnek igaznak. Prdbdlkoztak tehat

pontositani az eredményeiken, ldssuk hogyan.

Vegyiink egy 9 khet® oldalhossszisagu négyzetet és rajzoljunk be a beleirt kérét! Osszuk 3
egyenld részre a négyzet minden oldalat, majd a sarkokkal szomszédos pontokat kdssik
ossze. igy kapjuk az 1.abran lathaté nyolcszoget. Prébéljuk meg ennek a teriletével
kozeliteni a kor teriletét. Keresslink ennek a nyolcszognek a teriletével egyenlé teriletl
négyzetet. Az eredeti négyzetb6l ugy kapjuk meg a nyolcszog teriletét, ha levonjuk a 4

sarkaban lév6 haromszogek teriiletét. Ezeknek a terlilete egyenld két 3 khet oldald négyzet

? Okori egyiptomi hosszmérték, 1Khet=91méter
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tertiletével, tehat helyettesithet6k 2 darab 1 khet széles 9 khet hosszu téglalappal. (Lasd 2.
abra.) Az egyetlen probléma, hogy igy azt a kis négyzetet az also sarokban kétszer szamoltuk,

de ez olyan csekély kiildnbség, hogy nem foglalkozunk vele. igy azt kaptuk, hogy egy 9 khet

1. abra 2. abra

atmérGji kor terilete nagyjabol 82 khet teriilettel egyenld. Es igaz ez az okoskodas minden

korre, legyen az barmilyen kicsi vagy barmilyen nagy, hogy a kor terilete nagyjabdl egyenl6 a

2 2
. . s 8 . o tn . 8
koré szerkesztett négyzet teriletének a (3) -ed részével, azaz az atmérs négyzetének (3) -

ed részével.

Ugyanilyen mddon keressiik azt a négyzetet, aminek a keriilete nagyjabdl egyenl6 a beirt
nyolcszog kertletével. Ezt ugy keressiik, hogy alkalmazzuk az el6z6 teriletben haszndlt

madszert az ott kapott kisebb négyzetre, és ennek az oldalat nézzik. Ekkor ez:

~5(t-5)=55() = )

2
Igy tehdt az Uj négyzet kerilete, illetve a kor hossza nagyjabdl egyenl6 4(3) -vel.

1—

O|

Ha tehat m-nek nevezziik a kor keriletének és atmérdjének, vagy teriiletének és a sugara

2
négyzetének hanyadosat, akkor azt kapjuk, hogy am = 4(3) =~ 3,16-al egyenl6.
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Athén, i.e. 325

A gorogok mindig is blszkék voltak a természettudomdanyos moiveltségiikre, és
munkassagukra. Mar joval Krisztus sziletése el6tt elképeszté kulturdjukrél voltak hiresek,
olyan épitészeti remekmi(iveket hagytak maguk utan, melyeket ma is csodalunk. Ebben nem
kis szerepe volt annak a geometriai tudasnak, melynek az absztrakt alapjait szinte egyediil
t6lik szdrmaztathaténak tekinthetjik. Ezen belil is kiemelked6 fontossagu volt mar akkor is
szamukra, az akkor még nem igy nevezett, de altalunk mar csak megszokasbdl is m-vel jelolt

szam keresése, és minél pontosabb meghatarozdsa. Nézzlik, 6k hogyan probalkoztak.

Rajzoljunk egy kort, majd vegyik ennek a koré irt szabdlyos haromszogét, és a beirt
szabdlyos hdromszoget. Szamoljuk ki mindkét haromszognek a teriiletét, majd vegyik a
szamtani kozepliket. Ezzel kozelithetjik a kor teriletét. Ha ugyanezt megcsindljuk a be-, és
koréirhatd négyzettel, majd egyre nagyobb oldalszamu szabalyos sokszoggel, egyre

pontosabb eredményt kapunk.

Ezt varidlhatjuk ugy, hogy a két terlilet mértani kdzepét vessziik, hatha ugy jobb eredményt
kaphatunk. Vagy egyszerlibb médon (ahogy kés6bb nagyon sokan csindltak) csak a beirhaté

korrel szamolunk.

igy okoskodott Archimedes is, aki elészor adott alsé és felsé korlatot m-re, ugy, hogy

kiszamolta a 96 oldalu beirt és koréirt szabdlyos oldalu sokszog terliletét. Archimedes

megallapitotta, hogy 3 % <m <3 %

A vildg tébbi része, i.u. 5-15.szdzad

Elismerésre méltd eredmény ez, de szerte a vildgon tehetségesebbnél tehetségesebb
emberek prébéalkoztak ugyanezzel a kozelitéssel, és mondhatjuk, hogy hasonléan szép
sikerrel. igy Indidban a m-nek szajhagyomany Uutjdn a 3,06, mashol 3,08 értéket
tulajdonitottak egészen egy bizonyos Ariabhata nev( csillagdszig, aki, szamunkra ismeretlen
szamitasokbdl, a m = 3,1416 eredményre jutott. Elképeszt6 eredmény ez az akkori

kortilményekhez és fejlettséghez képest.
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,Adj 4-et a 100-hoz, szorozd meg 8-al,
és az egészet add hozzd 62000-hez.
Az eredmény megkézelitd értéke a kér
hosszdnak, ha atméréje 20000.”

/Ariabhata/

A tavol-keleten sem nyugodtak a matematikusok. A kinai Liu-Hui példdul ugyanazzal a

madszerrel, mint 500 évvel elGtte Archimedes, kiszdmolta a beirhatd 192 oldald szabalyos

N e 2 157 . . s .
sokszog teriletét, és am = = - 3,14 eredményre jutott. llyen el6zmények utan nem csoda,

hogy Tsu Csung Chih, az 5. szazadi kinai matematikus, mar kimutatja, hogy
3,1415926 < m < 3,1415927. Szintén hozz3a koétheté a = % arany. Sajnos a feljegyzéseik

nem maradtak rank, ,jo” kinai hagyomany szerint titokban kezelték 6ket, igy nem tudhatjuk,

milyen mddszerekkel jutottak ilyen nagyszer(, pontos eredményekhez.

Sajnos az 6kori indiai és kinai matematika a torténelem szeszélyessége miatt nem tudott
tovabb fejlédni, és a természettudomanyos kultira gyorsan hanyatlott. Az 6 helyiiket vették
at az arab népek amelyek, nemcsak megismerték a gorogok és indiaiak eredményeit, de
tovabb is fejlesztették. Konyveket forditottak a nyelviikre, tobbek kozott Euklidesz Elemek
cim{ munk3jat, és nagy hévvel vetették bele magukat a csillagaszatba és matematikai
kutatdsok. A 9-10. szazadban az arabok és perzsak igy a w = V10 , és m = % értékeket
hasznaltadk, de nem elégedtek meg ennyivel. S6t egy bizonyos Dzsemsid ibn Maszud al-Kasi,
mas néven Giasszeddin, 1424-ben befejezett munkdjaban m = 3,1415926535897932371
értéket adja, aminek az elsé 17(!) tizedesjegye pontos! Raadasul ez a tizedesjegyek

hasznalatanak egyik els6 megjelenése a térténelemben.

Osszehasonlitasképp ebben az idészakban az eurdpai prébalkozasok legjobbja egy bizonyos

Leonardo nevéhez flzodik aki szintén a 96 oldall sokszog alapjan, a w = % =~ 3,14182

kozelitést adja. A hires Fibonacci pedig az aldbbi korlatokat adta:

1440 < 1448
— n —

4 1
458§ 458§

23



Ujra felismertek bizonyos kozelitéseket is, példaul Adrian Anthonisz pontosan meghatarozta
« . ., 355 . o s . .
a i els6 hat tizedesjegyéta w = 115 aranyszam megallapitasaval, melyet, mint mar lattuk,

Kindban ezer évvel ezel6tt ismertek fel. Természetesen ez semmit nem von le az orvos-
matematikus érdemeibdl, hiszen nem ismerhette azokat az eredményeket, csupan lathato a

kontinuitas teljes hidnya.

Nincs valtozas viszont a mddszerekben... Viéte 1579-ben 9 pontos tizedesjegyet hatdroz meg
az archimedesi mddszerrel, csak 6 nem 96, hanem 393.216 oldalu szabdlyos sokszoget ir a
korbe. Azt hinnénk, ez mar tulzas, amikor is Adriaen van Roomen publikdlja a 15 pontos
tizedesjegyet, amiket a 23%°= 1.073.741.824 oldalu sokszéget ir a kdrbe és szamolja ki a
tertiletét. Ez a szamolas tobb évet vett igénybe!! Ebbe az eurdpai kollektiv tudasba sziletett
bele 1540-ben Ludolph van Ceulen, aki egészen kivalé szamoldmivésznek bizonyult, pedig
nem is foglalkozott komolyan matematikdval. O a m-nek nem kevesebb, mint 35
tizedesjegyét szamolta ki élete sordn, egy nagyjabdl 32,5 millidrd oldalu szabdlyos sokszoget
irva a korbe. Ez egészen elképeszt6 eredmény volt ebben a korban. A m-t azéta is e nagy

matematikus el6tt tisztelegve Ludolph-féle szamnak nevezzik.

Ezekutan késGbb is rengetegen vaéllalkoztak az ilyesfajta szamolasokra, (példaul William
Shanks, aki 30 év munkdjaval kiszamolta a 7 els6é 707 pontos tizedesjegyét. Err6l azonban
sajnos kés6bb kidertlt, hogy ,csak” az 528. jegyig j0.) de néhanyan mar érezték, hogy tul
nagy erdfeszités ez, tul kicsi eredménnyel, igy mas utakat kutattak a m meghdditdsara. A
matematikai analizis megjelenésével csodalatos eszkozt kaptak a tehetséges emberek a

kezikbe. Lassuk, mennyire tudtak élni vele.

ii. Leibniz sora a -re

Pdrizs, 1674

RN S _i(—ni
RT3 TRy T Lot
1=

- jegyzi egy 1500 kortili feljegyzés Indidban. Hogy 6k hogyan jutottak erre a kovetkeztetésre,

nem tudjuk, de azt igen, hogy ugyanezt a végtelen sordsszeget kiszamolta Leibniz is kozel két

24



évszazaddal késGbb, olyan matematikai objektumok hasznalatdval, amelyeket kordbban nem

ismertek. Nézziik a gondolatmenetét:

Tudjuk, hogy a tangens fliggvény szigorian monoton novekvd a (—%7‘1’, %7‘1’) nyilt
intervallumon, ugyanis a derivéltja, ami ﬁ,szigordan pozitiv ezen az intervallumon.
Raadasul ezen az intervallumon a tangens fliggvény minden valds értéket fel is vesz. Ebbél a
két tulajdonsagabdl kovetkezben létezik inverz fliggvénye: arctan: R — (—%7‘1’, %7‘1’), aminek

a derivadltja, az inverzfliggvényt derivalé formulabdl:

1 1
arctan’(x) = = cos?(arctan x) = :
() tan’(arctan x) ( ) 14+ x2

Itt felhasznaltuk, hogy:

5 " sin? (arctan x) 1 — cos? (arctan x) 1
x* = tan® (arctan x) = > = > = > —
cos? (arctan x) cos? (arctan x) cos? (arctan x)
Az (1+ x2)7t = ¥2,(—1)'x? mértani sorésszeg egyenletesen konvergens, ha |x| < 1.

Ebb6l adddik tagonkénti integraldssal, a szummazas és integralas sorrendjét felcserélve, amit

megtehetink ilyen esetben, az arcustangens sorozat:

o0
x3 x5 X7

* 1 N
arctanx=j 2dt=Z(—1)1j tdt=x— —+ —— —+ -, x| < 1.
o 1+ ¢ 4 0

3 5 7

Abelnek a hatvanysorok hatarértékére vonatkozo tétele miatt™® az egyenldség kiterjeszthetd
azx = 1 esetreis, ahol arctan1 = Z. Tehat:
=1-

+

e

i=0

ul]| =
N -

b4 1
4 3

Ez az ugynevezett Leibniz sor m értékére. Majd a fejezet végén latni fogjuk, hogy ez a
sorosszeg teljesen alkalmatlan mindenféle szamolasra, ugyanis nagyon lassan konvergal z-

hez.
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iii. Viéte formuldja n-re

Pdrizs, 1561

A kirdlyi udvar lgyészeként Francois Viéte el volt halmozva munkaval. Fiatal kora ellenére
igen nagy megbecsilésnek oOrvendett alldsdban, igy nem csoda, hogy minden rad bizott
feladatot tokéletesen akart elvégezni. Egyetlen hobbija volt, amelyet nem tudott, és nem is
akart kizarni az életébdl: a matematika. Remek érzéke volt a jelolésekhez, példaul neki
koszonhetjik a mai hatvanyozast jel6l6 fels6 index haszndlatot, és az els6k kozott hasznalt
betlket ismeretlenek jeldlésére is. A munkdjan kivil mindenféle éppen divatos matematikai
problémaval is foglalkozott, példaul a 7 szam minél jobb megismerésével, amiben igen szép
eredményre is jutott: meghatdrozta pontosan az els6 10 szadmjegyét. S6t nemcsak
meghatdrozta, valami hosszu szdmolassal, hanem formulat is adott a kiszamitasara, amivel
csak a szdmolds nehézsége és hosszUsaga miatt nem tudott még tobb pontos jegyet

kiszamolni. Nézziik a formulajat és a megtalaldsanak a modjat.

Az ismert addicios képlet alapjan tudjuk, hogy sinx = 2 singcos % Ebbdl indukcidval kapjuk
a szinusz fliggvényre:
n

x x
sinx = 2™ sinz—n HCOSE' x € C, n=12,..

i=1
. . . X , , . . Iy
Mivel lim,,_, o, 2™ sin - = x, ezért felirhato az alabbi végtelen szorzat

e}

X
sinx = x | |cos—., x € C
21
i=1
1 .
Az x helyére Eﬂ'-t helyettesitve:
2 T T T by
—=(C0S—*COS= * COS— * ... *COS—— °
n 4 8 16 2i+1
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T x 1 L x 1 1
Hasznaljuk  fel, hogy cos? =3 (1+ cosx), amibdl: cos> = ’E +cosx,

ha0<x < 57 mivel ezen az intervallumon a cos fliggvény nem-negativ. Adédik:

N =
_|_
N =

iv. Wallis formulaja n-re

Oxford, 1655

John Wallis élete derekdn az angol parlamenti kriptografiai részlegét vezette. Nem véletleniil
valasztottak 6t erre az igen fontos és nehéz pozicidra. O volt koranak egyik legnevesebb
angol matematikusa, kreativ, Ujit6 gondolkodasmoddja tokéletessé tette a munkara. JAl
mutatja Ujitd készségét, hogy maig hasznaljuk kilonboz6 jeldléseit és fogalmait, hogy mast
ne emlitstink, a végtelen mindenki szdmdara ismert szimbdélumat: co; vagy a racionalis
hatvanykitevé x% = {/xe ilyen formaju hasznalatat. Persze 6 is foglalkozott a szdmunkra
legérdekesebb matematikai objektummal, a 7 szdammal. Nézziik hat a Wallis-formulat z-re.

(Ezattal nem Wallis gondolatmenetét kovetjiik a formula felé vezet6 Uton, hanem Euler egy

eredményén keresztiil jutunk el hozza.)

A legrévidebb ut mindig a komplex”

/J. Hadamard/”’
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Vegyiik Moivre ismert formuldjat: (cost + isint)* = coskt + i sinkt, ahol t valds szam.
Bontsuk ki a zardjelet, és valasszuk szét a valds és képzetes részt a bal oldalon. Ebbd4l a

képzetes részbdl:

k
sinkt = sint [k cosk=1t — (

3) cos¥3tsin*t+--|, k€N

Ha k paratlan, akkor minden cosinusos tag paros hatvanyon szerepel, igy cos?¥t =

= (1 — sin?t)* miatt sin kt felirhaté mint sin t egy k-ad fokud (k = 2n+1), valds egyiitthatds
polinomja.
A sinkt = P(sint) egyenletnek k kiilénb6z8 valés gyoke van, méghozza sin%,i =

0,+1,... +n pontokban. Tehat felirhaté gyoktényezds alakban:
n .
. . . l7T
sinkt =C 1_[ (sm t — sin E)'
i=—n

ahol a C konstans értékét ugy hatdrozhatjuk meg, hogy t-vel végigosztjuk az egyenletet,

majd kiszdmoljuk mindkét oldal hatartékét, ha t-vel tartunk 0-ba:

n .
k=cC H'(—sinl—ﬂ)
)

i=—n

Itt ez az Uj aposztréfos produktum azt jeldli, hogy az i = 0 esetet kihagyjuk bel6le.

Innen minden kt helyére x-et irva kapjuk:

sm sin?
smx—ksm— | | +1 ksm—| |

g im 7r
i=—n Sln_ sin
Tovabba, mivel
X
X SIHE x
lim k sin— = x, lim — = —
SIHF

Euler formulaja adddik:

sinx = x H(l —@>
i=1
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Ide x = %-t helyettesitve, és atrendezve kapjuk a Wallis formulat z-re:

b4 22 4 4 6 6 2n 2n
2 noo1 33557 7 2n—-1 2n+1

Megijegyzésként tegylik hozzda, hogy ebbdl a formulabdl kapta Lord Brouncker ra egy évre az
aldbbi végtelen tortet n-re:
T 1
a4 2
4 14 1
2+

32

2
2+5—72
2+ —

Ha mar pedig végtelen torteknél tartunk, ugorjunk egy kicsit el6re, és nézzik a kovetkezé

fejezet f6szerepl6jének, Eulernek végtelen tortes alakjat n-re:

T=3+

1+——
292 + L

Ez az ugynevezet regularis végtelen tort alak, ami azt jelenti, hogy minden szamlaléban 1-es
szerepel. Tudjuk, hogy minden valds szamnak |étezik ilyen alakja, bar példaul a 7 esetében
azt nem tudjuk, hogy mi az Osszefliggés a szamok kozott a tortben. Euler is csak a 1 szam

pontos tizedesjegyeibdl szamolta ki egyenként 6ket.

2
v. Euler sora n°-re

Berlin, 1941

Nagy Frigyes porosz kirdly nagy faba vagja a fejszéjét: meg szeretné alapitani a Berlini
Tudomanyos Akadémiat. Nem szeretne lemaradni a tudomanyos kutatds teriiletén sem a

haladd eurdpai birodalmaktdl, koztik legf6képp a minden téren nagy rivalis oroszoktdl. Kit
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kérjen hat fel ennek a hatalmas munkanak a megvalésitdsara? A valasztas nem eshetett
masra, mint arra a Leonhard Eulerre akit, nemcsak hogy a Szentpétervari Tudomanyos
Akadémiardl lehetne németfoldre csabitani, hanem mar ekkor is az egyik legnagyobb és
legtehetségesebb matematikusnak szdmitott Eurdpdban. A svajci Euler kézséggel el is
fogadta a lehetGséget, hiszen mindig is szerette a kihivasokat, rdaddsul Gjra anyanyelvén

dolgozhatott, neves matematikusok korében.

Mint utélag kidertlt, j6 dontés volt, hogy véllalta a berlini kihivast. Euler nemcsak koranak,
hanem minden id6k egyik (ha nem legnagyobb) alakja a matematikaban, itt publikalta a
legfontosabb miiveit, itt ért tudomanyos kutatdsanak a csucsdra. Felsorolni is lehetetlen, mi
mindent hagyott rank Orokségil, igy csak a szamunkra fontos, a m-vel kapcsolatos
azonossagait emlitjik, és azt az aproé tényt, hogy 6 volt az elsd, aki ténylegesen n-vel jelolte
ezt a bizonyos valds szamot, amir8l mar annyit beszéltiink... Nézziik hat az Euler-féle sort 72

kifejezésére.
A sinus flggvény jol ismert hatvanysora:

x3 x> x7
smx—x——+§—7i---

Ebbe x helyére mx-et helyettesitve, majd mindkét oldalt rx-el leosztva

sinzx 1, ., 1 1
p— —1—§7rx +§7rx —aﬂ'x +-

alakhoz jutunk. Viszont ennek az egyenletnek a bal oldala nagyon ismerds! Valdban! Az el6z6

Wallis-formulds fejezetbdl tudjuk, hogy

e}

sinx H( > ﬂ2>

2

azaz

1 1 1 sinx | T— X
72,42 _ — 6,6 p— — -
1 3'7rx +5'7rx 7'7rxi = —|'|<1 )
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sin x

Megkaptuk tehat a két kilonb6z6 valds egyitthatés polinom alakjaban torténd

felirdsat. Mint tudjuk, két polinom akkor egyenlS, ha minden hatvanykitevé egyiitthatdja

egyenld. Ha a jobb oldalon all6 végtelen szorzatban kibontjuk a zaréjeleket,

x? 1 1 1 5
[1(0-5)- 1= oo
i=1

hiszen a végtelen sok tényez8bdl akkor kapunk x2-es tagot, ha pontosan egy az, amikor nem
az 1-el szorozzuk a zaréjelbdl. Epplgy, mint a véges esetben, csak most az egyiitthaté maga

is végtelen Osszeg lesz.

Innen a két polinomban az x? egyiitthatdit dsszehasonlitva kapjuk az Euler sort 7%-re, hiszen:
2 1 1 1
3T ‘(T?*?*“')
azaz
2 i 1
6  Lai?’
i=1

Erdekességképpen ugyanezzel a gondolatmenettel nézhetjiik 7 minden paros hatvanyanak a

sorosszegét, példaul:

n4_1§:1 1_15:1 1 1)\ 1012 1
51 2 iz j2 242 2oz 24uiz\6 i
i#] i=1 j=1 i=

innen
il_z ﬂzil a* 3 % n? gt _7T4
i+ “\6e iz 5! 6 6 5l 90
i=1 =1
tovabba:
7 _il 78 _il
945  £Li%’ 9450 Lui8'™"
i=1 =1
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4. A kozelitések és formuldk 0©Osszehasonlitasa
konvergenciajuk szerint

Ebben a részben azt nézzilk meg, hogy az eddig megismert formuldk, és kozelitések
mennyire gyorsan konvergalnak a n-hez. Ez azért fontos, mert ez alapjan eldénthetjik, hogy
melyek haszndlhatdk, és melyek kevésbé hasznalhatdok, amikor szamitdgéppel akarunk minél

pontosabb értéket meghatarozni.
Nézzik a kozelitéseket:

1. A gyakorlati kézelitésnél egyre nagyobb oldalszamu szabdlyos sokszogeket irunk az
egység sugaru korbe, és ezeknek szamoljuk a kerliletét a cosinus tétel segitségével. Az igy

kapott sorozat a kovetkez6:

Program:

for k=1:5

K=10" (k) ;

x (k)=1/2*K* (2-2*cos (2*pi/K) )" (1/2);
end

Lassuk az eredményeket:

K GY,
10t 3.090169943749474
102 3.141075907812832
103 3.141587485880718
10* 3.141592602240082
105 3.141592651753950
i) 3.141592653589793

A tablazatbdl azt lathatjuk, amire az eddigi ismereteink alapjan szamithattunk, nevezetesen,
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hogy elég lassu igy a konvergencia. Ahogy Archimedes, mi is 3 pontos tizedesjegyet kaptunk
a nagyjabdl 100 oldalu szabaly sokszog esetén. Viéte 393.216 oldalu sokszoge 9 pontos
tizedesjegyre volt elég, ami szintén nagyjabdl ardnyban is van azzal, hogy a mi 100.000 oldalu

sokszogiink 8 pontosat hatarozott meg.

2. A Leibniz-sor esetében az alabbi sorozatot definialjuk:

n .
—1)¢
L,=4- E (. );
20+ 1
i=0

Program:

for k=1:5

K=10" (k) ;

for n=1:K
leibnizsor(n)=((-1)"(n+1))*(1/(2*n-1)) ;

end

X (k)=sum (leibnizsor) *4;

end

Az eredmények a kovetkez6 tablazatban foglalhatdk ossze:

K L,
10t 3.041839618929403
102 3.131592903558554
103 3.140592653839794
104 3.141492653590035
105 3.141582653589780
i) 3.141592653589793

Ahogy azt emlitettik, hogy ez a sor alkalmatlan a gyors kozelitésre, ezt a tapasztalat is
igazolta. Latjuk, hogy a sorozat 100.000 tagja is csupdan 4 tizedesjegy pontossaggal adja meg

1 értékét. Persze adhatunk trividlis also és felsé korlatot a kozelitésre:

<l|4m - L,| <

2Zn+1 2n—1

hiszen tudjuk, hogy minden paratlan n-re L, > m, és minden parosra L, < m. Tehat L,

nagyjabadl i pontos tizedesjegyet ad meg.

3. Nézzik Viéte formuldjanak sorozatos alakjat:
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Program:

for k=1:5
K=5*k;
for n=1:K
vietesor (1)=(1/2)"(1/2);
vietesor (n+l)=((1/2)+(1/2) *vietesor (n)) "~ (1/2);
end
x (k)=2* ((prod(vietesor) )™ (-1));
end

Az eredmények ebben az esetben:

K Va

5 3.141277250932773
10 3.141592345570118
15 3.141592653288993
20 3.141592653589500
25 3.141592653589793
s 3.141592653589793

Nem véletlen, hogy a Viete formuldjabdl készitett sorozatunkban nemhogy logaritmusos
lépéskozzel nézziik a tagokat, de a legnagyobb a 25. tag, amit vizsgdlunk. Hogy miért? Az
kiolvashat6é a tablazatbdl, hiszen lathato, hogy a V,s mar 14(!) tizedesjegy pontossaggal
meghatdrozza  értékét. De mar a 10. tag pontosabb, mint az el6z6ekben vizsgalt Leibniz
sorozatndl a 100.000. tag. (Ennél pontosabb kozelitést mar nehezen szamolhatunk a
MATLAB-bal a kerekitési hibak miatt.) Ez a leghatasosabb mddszeriink eddig, és latni fogjuk,

hogy ez is marad a legjobb.

4. A Wallis Formuldjabal készitett sorozatunk:

n
2
” 5 1—[ 2n 2n
| ) 2n-1) (@2n+1)’
l:
Program:
for k=1:5
K=10" (k) ;
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for n=1:(K/2)
wallissor(n)=(2*n) "2/ ((2*n-1)* (2*n+1)) ;

end

x (k)=prod(wallissor) *2;

end

Az program eredményei:

K Wa
10t 3.002175954556906
102 3.126078900215411
103 3.140023818600600
104 3.141435593589904
10° 3.141576945822890
i 3.141592653589793

Ismét egy nagyon lassan konvergdld sorozat. A 100.000 tag is csak 4 pontos tizedesjegyet tud

felmutatni, azaz a konvergenciaja hasonlé sebesség(i, mint a Leibniz féle sorozaté.

5. Végiil nézzik az Euler-féle sorok konvergencidjanak sebességét:

n
. 1
E] = Zl—] j=248; C,=6,C,=90,Cs = 9450;
-

l
Programok:

for k=1:5

K=10" (k) ;

for n=1:K
eulerjsor(n)=(1/n)"7j;

end

x (k)= (C(j*sum(eulerjsor) )" (1/3);

end

A programok eredményei:

K E2 E} ES
10! 3.049361635982070 3.141384622466971 3.141592649701167
102 3.132076531809105 3.141592415307368 3.141592653589793
103 3.140638056205995 3.141592653348270 3.141592653589793
10* 3.141497163947215 3.141592653589592 3.141592653589793
10° 3.141583104326457 3.141592653589791 3.141592653589793
n 3.141592653589793 3.141592653589793 3.141592653589793
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Itt harom kiilonb6z6 esetrdl beszéliink. Lathatdan, és varhatdan, minél nagyobb kitevGket
hasznalunk, anndl gyorsabb a konvergenciank. Mig a négyzetes Euler sorbdl készitett sorozat
olyan lassu, mint a Leibniz, vagy Wallis sorozaté, addig a nyolcadik hatvanyos verzié mar a

100. tagnal 14 pontos tizedesjegyet ad.
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