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Bevezetés

A dolgozat témaja grafok éleinek antimagic cimkézése. A cimkézés azt jelenti, hogy a
graf éleihez szamokat rendeliink egy adott halmazbdl. Az élszamozasoktol kiillonbozé tu-
lajdonsagokat varhatunk el: legyen antimagic, magic, edge-graceful, gyengén antimagic,
gyengén magic vagy egyiptomi cimkézés. Vizsgalhatjuk a pontok és élek egyidejii szdmozasét
is, gy jutunk a graceful és a totdlisan magic grafok témakoréhez. Az elobbiek koziil a dolgo-
zat {6 témaja az antimagic cimkézés lesz, melynek lényege, hogy gy frunk szamokat a graf
éleire, hogy barmely két pontban kiillonboz6 legyen az illeszkedd éleken a szamok Osszege.
Egy tetszoleges grafot antimagicnek hivunk, ha létezik az éleinek ilyen cimkézése.

Az antimagic cimkézés kérdéskore 1990-ben mertilt fel, &m az altalanos sejtésre, miszerint
Ky kivételével minden Osszefliggé graf antimagic, még senkinek sem sikeriilt bizonyitast
talalnia. Meglep6 modén a kérdés még fakra is nyitott. Tobb specialis grafosztalyra viszont
igazoltdk az allitast, ezeket fogjuk attekinteni a dolgozatban.

Az elso fejezetben kimondjuk az antimagic cimkézés definiciéjat, majd bemutatjuk a fen-
tebb emlitett kapcsolddo él- és pontszamozasokat, valamint a koztiik adodo osszefiiggéseket.
Eloszor a magic grafokkal foglalkozunk, mely az antimagic cimkézés ellentéte olyan értelem-
ben, hogy itt azt koveteljiik meg, hogy minden pontban azonos legyen az illeszkedo éleken
a szamok Osszege. Ez igen ritkan teljesithet6, am azt belatjuk, hogy a teljes grafok élei
a természetes szamokkal cimkézhetok magic mdédon. Ezutan az egyiptomi cimkézéseket
vizsgaljuk meg, ahol a természetes szamok reciprokait irjuk az élekre. Ezen szamozasok meg-
oldhatésaga szorosan Osszefligg az Osszes temészetes szamot haszndld, igynevezett gyengén
magic és gyengén antimagic szamozasokkal. A kovetkezd érintett téma a totdlis magic
cimkézések lesznek, ahol éleket és pontokat is szamozunk. Végiil attekintjiikk a graceful és
edge-graceful grafokat. Az antimagic cimkézéshez hasonléan ezekkel kapcsolatban is szamos
nyitott kérdés var még valaszra.

A masodik fejezetben ismertetjiik az antimagic cimkézéssel kapcsolatos fontosabb eredmé-
nyeket. ElOszor a stirti grafokat vizsgaljuk. A téma eddigi egyik legjelent6sebb eredményének
bizonyitasa is szerepelni fog, mely szerint az egyenletesen stirti grafok cimkézhetck antima-
gic modon. A magas, legalabb n — 2 fokszamu ponttal rendelkezd, valamint a teljes paros

grafokra is bizonyitottak mar a cimkézés 1étezését. Ezutan a specialis tulajdonsagu klik-



ket tartalmazo grafokra koncentralunk és rajuk is belatjuk az antimagic tulajdonsig tel-
jesiilését, majd megmutatjuk, hogy ez a klikk 1étezése ekvivalens a graf bizonyos médon valo
felbonthatdsdgaval. A harmadik vizsgalt csoport pedig a regularis paros grafok lesznek. A
parositasok elméletének segitségével a fokszamok paritasa szerint szétbontva mindkét cso-
portra belatjuk az antimagic cimkézés 1étezését.

A harmadik fejezetben a kombinatorikus nullhelytétel alkalmazasara tériink ki, az anti-
magic tulajdonsag kovetelményeit egy polinomként felirva a tétel felhasznalasaval nyerhetiink
érdekes eredményeket. Végiil definialjuk a halmaz-antimagic tulajdonsagot és megfogalma-
zunk egy sejtést a fdkra, melyet a kombinatorikus nullhelytétel segitségével egy polinom

maximalis foku tagjara vezetiink vissza.



1. fejezet
Grafok cimkézése

A kovetkezékben a G = (V, E)-vel grafokat, m = |E|-vel a graf éleinek, n = |V|-vel
a graf pontjainak szamat, d(u)-val az u pontra illeszkedd élek halmazéat fogjuk jelolni. Az
élszamozason egy olyan fiiggvényt értiink, mely a graf éleihez egy adott halmazbdl valasztott
szamokat rendel. A cimkézés megaddsa utdn w(v) egy adott v € V cstcsra a v-re illeszkedd
éleken a szamok Osszegét, azaz a pont silyat fogja jelolni. Elek és pontok egyidejii szamozasa
soran pedig w(e) egy e € E élnél az élre és a végpontjaira irt szamok Osszegét, mig w(v)
egy v € V cstucsnal a ré illeszkedd élekre és v-re irt szamok 0Oszegét fogja jelenteni. A
kovetkezékben grafon mindig iranyitatlan és egyszerl, azaz tobbszoros és hurokélmentes

grafokat fogunk érteni.

1.1. Antimagic grafok

1.1.1. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot antimagicnek hivunk, ha létezik olyan
o: E— {1,...,m} bijekcid, hogy minden u,v € V esetén

> ele)# > ple).

e€d(u) e€d(v)

A kovetkezo sejtést Ringel és Hartsfield fogalmaztak meg 1990-ben.
1.1.1. Sejtés. Minden osszefiiggo graf antimagic, kivéve Ko —t.

A sejtés egyelore makacsul ellendll mindenféle bizonyitasi préobéalkozasnak, s6t még fakra
sem sikeriilt igazolni. A kovetkezokben definidlunk néhény, az antimagic tulajdonsdghoz

kotodd mas cimkézést és attekintjiikk az ezekkel kapcsolatos tételeket és Osszefiiggéseket. A

dolgozat {6 témaja az antimagic szamozas, igy azzal késébb bévebben foglalkozunk.

1.1.2. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot gyengén antimagicnek hivunk, ha létezik olyan
v : E — N injektiv figguény, hogy minden u,v € V' esetén

Y wle)# Y wle).

e€d(u) e€d(v)



Az antimagic tulajdonsdggal ellentétben a gyenge antimagic szamozas létezése konnyen

bizonyithaté minden Osszefiiggd, Ko-t0l kiilonbozo graf esetén.
1.1.1. Tétel. Minden dsszefiiggd graf gyengén antimagic, kivéve Ky — t.

Bizonyitds: Legyen G = (V, E) Osszefiiggd graf, éleinek szdma m, pontjainak szdma legaldbb
3. Tetszoleges mdédon rendezziik sorba G éleit, majd legyen a hozzarendelés a kovetkezo:
e; — 271 (i =1,...,m). Ekkor minden pontban kiilonbozd a befuté éleken a szdmok 6sszege,
hiszen igy az illeszkedo élek sorszamai altal meghatarozott kettes szamrendszerbeli szamokat
kaptunk, melyek csak akkor egyeznének meg két kiilonboz6 pont esetén, ha mindkettobe
ugyanazon élek futnanak be. Ez a két pont azonban egy Ks-t alkotna, de mivel a graf

Osszefliggd és kiilonbozik K>-t0l, ez ellentmondas, igy gyengén antimagic. m

1.2. Magic grafok

1.2.1. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot magicnek hivunk, ha létezik olyan
o: E—{1,...,m} bijekcid, hogy minden u,v € V esetén

e€d(u) ecd(v)

Az antimagic grafokkal ellentétben a magic grafok ritkak, az 5-nél kevesebb pontbdl allé
grafok koziil csak K ilyen. A nagyobb pontszamuak kozil példaul K33 magic. A teljes
paros grafok esetén a magic tulajdonsag kovetelménye megfeleltethetd a klasszikus blivos
négyzet feladatnak. Az ekvivalens forma az, hogy egy m x n-es matrixot toltiink fel 1 és
mn kozotti szamokkal gy, hogy minden szamot egyszer hasznalunk és minden sorosszeg és
oszlopOsszeg megegyezik.

Az antimagic tulajdonsaghoz hasonléan a magic esetben is definidlhatjuk a gyengitett

valtozatot.

1.2.2. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot gyengén magicnek hivunk, ha létezik olyan
v : E — N injektiv figguény, hogy minden u,v € V esetén

> wle)= Y ple).

e€d(u) e€d(v)

A gyengén magic tulajdonsdg lényegesen gyakrabban teljesiil, néhany egyszertibb grafosztaly

minden tagjara igazolhat6. A kovetkezd tétel a [9]-es cikk eredményét mutatja be.

1.2.1. Tétel. Legyen G legaldbb 5 pontu teljes grdf. Ekkor G gyengén magic.



Bizonyitds: Keressiikk meg az 0sszes paros hosszu kort a grafban, majd soroljuk fel 6ket 1-t6l
N-ig, ahol N a paros korok szama a grafban. Minden k-ra irjunk a felsorolasban k-adik kor
éleire valtakozva +3"* értékeket. Ezutdn minden élre dsszegezziik a rajuk irt szdmokat.
Ahhoz, hogy a kapott szdmozéas gyengén magic legyen, teljesiilnie kell, hogy minden
pontban azonos legyen a befuté éleken a szamok Osszege és barmely két élen kiilonbozo
cimke szerepeljen. Az els6 kdvetelmény a konstrukciébol adédodan trividlisan teljestil, hiszen
barmely kor hozzajarulasa egy adott ponton vett Gsszeghez 0. A masodik tulajdonsag el-
lenérzéséhez minden élre listazzuk azon koroket, melyek tartalmazzak az adott élt. Vilagos,
hogy barmely két élre van olyan péros kor, mely koziilitkk csak egyiket tartalmazza. Igy
nincs két olyan él, melyekre a hozzajuk tartozo lista megegyezne, ezért az korok altal meg-
hatarozott osszegek is kiilonbozoek. Ezt tgy lathatjuk be, hogy az 0sszegeket olyan harmas
szamrendszerben irjuk fel, ahol a szamjegyek 0,+1, —1. Mivel minden lista kiilonbozik, az
altaluk meghatarozott harmas szamrendszerbeli szamok is kiilonbozéek lesznek, vagyis a
masodik tulajdonsag is teljesiil. Végiil mivel a teljes grafok regularisak, tetszolegesen nagy
konstanst adhatunk minden él cimkéjéhez, ezzel egyik kovetelmény teljesiilését sem rontjuk

el. fgy mar nem hasznalunk negativ cimkéket, vagyis a graf gyengén magic. m
1.2.2. Tétel. Legyen G = K,,,, teljes pdros graf. Ekkor minden n > 2-re G gyengén magic.
A bizonyitas az el6z6 konstrukciéhoz hasonlé médon torténik.

1.2.3. Tétel. Legyen G legalabb 5 ponti graf, melynek minden pontjanak fokszama legalabb
5 + 1. Ekkor G gyengén magic.

1.2.1. Kovetkezmény. Minden legalabb 5 ponti teljes graf gyengén magic.

Bizonyitds: A teljes grafokra teljesiil, hogy minden pont fokszama legalabb 7 + 1, igy al-

kalmazhatd az elozo tétel. m

A kisebb pontszamau teljes grafok koziil Ky gyengén magic, K3 és K4 azonban nem.

1.3. Egyiptomi cimkézések

A kovetkezokben a grafok egyiptomi szamozéasardl lesz sz6. Természetes szamok he-
lyett ezek reciprokait fogjuk haszndlni a grafok éleinek cimkézésére. A fejezet az [1]-es cikk

eredményeit mutatja be.

1.3.1. Definicié. Jelolje az U halmaz az 1-nél nagyobb természetes szimok reciprokainak

halmazdt, azaz U ={=: neN, n>2}



1.3.2. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot egyiptomi magicnek hivunk, ha létezik olyan
¢ E — U injektiv fiigguény, hogy minden u,v € V' esetén

dowle) = ple).
)

e€d(u) e€d(v

1.3.1. Tétel. Egy G = (V, E) grdfnak akkor és csak akkor van gyengén magic szdmozdsa,

ha van egyiptomi magic szimozdsa.

Bizonyitds: Legyen G = (V, E) grafegy f : E(G) — Q cimkézéssel. Egy k € {UUN} szdmra
legyen f%*) . E(G) — Q szdmozés az f-cimkézés k-kiterjesztése, melyet tigy értelmeziink,
hogy f*)(e) = kf(e) minden e € E-re.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény egy egyiptomi magic szamozas. Vegyiik a kovetkezo k

szamot:
1 1 1
k=l ——, .., —],
f(el) f(€2) f<€m>
ahol [z1,xs, ..., x,] az x; szdmok legkisebb kozos tobbszorosét jeloli. Tekintsiik most erre a

k-ra és az f egyiptomi magic szdmozasra az f*) kiterjesztést. Mivel f injektiv, ezért £ is
injektiv, mert f*(e) = kf(e). A k szdm vélasztdsa miatt minden f*)(e) egész. Tovabbd w;
konstans G pontjain, mivel f egyiptomi magic szamozas, igy kw; is konstans, azaz f® G
gyengén magic szamozasa.

Legyen most f a G gréaf éleinek gyengén magic szamozéasa. Legyen

E = 2[f(61), f(ez), ceey f(€m>a wf('Ul)],

majd tekintsiik az f fliggvény k-kiterjesztését, ahol k = % Mivel & minden f(e;)-nek

tobbszorose, igy f*)(e) = kf(e) = % € U minden e € FE-re. Az f szdmozéas gyengén

magic, ezért injektiv és a w;(v) konstans a pontokon, gy f*) = fk is injektiv és kw;(v)

konstans marad a pontokon, vagyis f*) egyiptomi magic szdmozés. m
1.3.1. Kovetkezmény. Minden magic graf eqyiptomi magic 1s.

Bizonyitds: A magic grafok gyengén magicek is, igy az el6z6 tétel alapjan egyiptomi magic

szamozasuk is van. m

1.3.3. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot egyiptominak hivunk, ha létezik olyan ¢ : E — U

mjektiv figguény, hogy minden u,v € V' esetén

Y wle)# Y wle).

e€d(u) ecd(v)

1.3.2. Tétel. Minden 0sszefiiggd graf egyiptomi, kivéve Ko — t.



Bizonyitds: Azt fogjuk megmutatni, hogy a gyengén antimagic tulajdonsagbdl levezethetd
az egyiptomi. Az el6zéekben mar beldttuk, hogy minden Osszefiiggd graf (kivéve Koy — t)
gyengén antimagic, igy ebbol kovetkezik a tétel.

Legyen GG gyengén antimagic, f az élein értelmezett gyengén antimagic szamozéas. Legyen

K= 2[f(61)7f(62)7 RN f(em)awf(vl)vwf(UZ)? s >wf(vm)]'

Tekintsiik az f fliggvény k-kiterjesztését, ahol k = % Mivel &’ minden f(e;)-nek tobbszorose,
fgy f®(e) = kf(e) = {9 € U minden e € E-re. Tovabba f® injektiv, mivel f is injektiv,
valamint w® is injektiv a pontokon, mert Wy = kwy és wy injektiv volt G gyengén anti-

magic tulajdonsdga miatt, azaz f*) egyiptomi szdmozés. m

1.4. Totalisan magic grafok

Ebben a fejezetben a totdlis cimkézéseket tekintjiik 4t az [5]-0s és [6]-os cikk alapjan. A

totalis azt jelenti, hogy éleket és pontokat egyszerre szamozunk.

1.4.1. Definicié. Egy G = (V, E) n ponti, m éli grdfot totdlisan él-magicnek hivunk, ha
létezik olyan ¢ : EUV — {1,...,m + n} bijekcié és olyan k magic konstans, hogy minden
e=uv € E élre

p(u) + p(v) + p(e) = k.

Lathato, hogy ha ¢ szdmozas a pontokon, akkor az mar meghatarozza az élek szamozasat
is, mert barmely (z,y) élre - ha a magic konstans k - p(e) = k—¢(x) —p(y). Mivel a cimkék
osszege az elsé m + n szam Osszege, ezért k a pontok cimkézése utan mar meghatarozott,
igy az élek szamozasa valoban egyértelmii. Természetesen nem minden pontszamozas fog
él-magic cimkézésre vezetni, lehetséges, hogy k-ra nem egész értéket kapnank vagy az élek

kozott ismétlodo szam 1ép fel.

1.4.1. Tétel. A K, teljes grafnak akkor és csak akkor van totdlisan él-magic szdmozdsa, ha

n=2,3,5 vagy 6.

A teljes grafok a lehetd legsiirtibb grafok, a sok él miatt nagyon sok osszegnek kellene
megegyeznie, nagy k értékekre ezt nem lehet elérni. A teljes paros grafokra és a korokre

azonban megoldhaté a cimkézés.
1.4.2. Tétel. Minden teljes pdros grafnak van totdlisan él-magic szamozdsa.

4.3. Tétel. Minden n hosszu kornek, ahol n pdratlan, van totdlisan él-magic szdmozdsa

1.4.
k = 5(5n + 3) magic konstanssal.
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4.4. Tétel. Minden n hosszu kérnek, ahol n pdros, van totdalisan él-magic szimozdsa

1.4.
k = 5(5n +4) magic konstanssal.

A totélisan él-magic cimkézéshez hasonlé mdédon bevezethetjiik a totdlisan pont-magic

cimkézést is.

1.4.2. Definicié. Egy G = (V, E) n ponti, m €li grdfot totdlisan pont-magicnek hivunk, ha
létezik olyan ¢ : EUV — {1,...,m + n} bijekcid, hogy minden u,v € V esetén

D ele) + o) = > ple) + o).

e€d(u) e€d(v)

Tekintstink néhany egyszerii grafosztalyt, melyeknek ismert a totalisan pont-magic tu-

lajdonsaga.
1.4.5. Tétel. Minden kornek létezik totdlisan pont-magic szdmozdsa.
1.4.6. Tétel. Minden legaldbb 3 hosszi utnak létezik totalisan pont-magic szamozdsa.

A teljes paros grafokra viszont mar nem teljesiil minden esetben a totalisan pont-magic

tulajdonsag.

1.4.7. Tétel. A K,,,, teljes pdaros grafnak nincs totalisan pont-magic szamozasa, ha

n>m-+1.
1.4.8. Tétel. A K,,,, teljes pdros grdafnak van totdlisan pont-magic szamozdsa, ha n > 1.

Ismert tehat, hogy teljes paros grafok esetén a pont-magic tulajdonsag teljestil, ha a két
pontosztalyba egyforma szamu pont tartozik, és nem teljesiil, ha 1-nél nagyobb a kiilonbség.
Azonban azt nem tudjuk, hogy a tulajdonsig fenndll-e akkor, ha pontosan 1 a pontok

szamanak kiilonbsége.
1.4.1. Sejtés. Minden K, 11 teljes pdros grafnak van totdlisan pont-magic szdmozdsa.

A teljes grafok esetén az eredmény a pontok szamanak paritasatol fiigg, paros esetben a

kérdés még nyitott.
1.4.9. Tétel. Pdratlan n-re a K, teljes grdafnak van totalisan pont-magic szamozdsa.
1.4.2. Sejtés. Minden legaldbb 3 ponti teljes grafnak létezik totdlisan pont-magic szamozdsa.

Definidlhatjuk a totalisan magic cimkézést is. Ez egy olyan pont- és élszamozas, ahol

egyszerre koveteljiilk meg a pontokra és élekre is az egyezést.

11



1.4.3. Definicié. Egy G = (V, E) n pontu, m éli grdfot totdlisan magicnek hivunk, ha
létezik olyan ¢ : EUV — {1,...,m+ n} bijekcio, és k magic konstans, hogy minden v € V

esetén

> ele) +olu) =k

e€d(u)

valamint minden e = uwv € E élre

p(u) + o) +ple) = k.

Jelenleg Gsszesen harom 0Osszefiiggd totdlisan magic grafot ismeriink, ezek a Ky, K3 és P
grafok. Nem 0Osszefiiggo totalisan magic grafbdl viszont végtelen sok létezik, példaul 2k + 1

darab diszjunkt K3 unidja mindig totalisan magic.

1.5. Graceful grafok

1.5.1. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot gracefulnak hivunk, ha létezik olyan ¢ : V —
{0,...,m} injektiv figguény és v : E — {1,...,m} bijekcid, hogy minden e = uwv € E esetén

A problémét A. Rosa 1967-es cikkében vetette fel. Néhany egyszeriibb grafosztaly minden
tagjara igazoltak mar a graceful cimkézés létezését, itt azonban fel sem meriil a sejtés,
mely szerint minden graf graceful lenne. A legfeljebb 5 pontiak koziil erre K5, C5 és két,
egy pontjukkal érintkezo K3 is ellenpéldat szolgdltat. Ezen harom eset kivételével azonban

minden legfeljebb 5 pontu graf graceful.

1.5.1. Tétel. Minden P, ut és S, csillag graceful.

1.5.2. Tétel. Egy K, teljes grdaf akkor és csak akkor graceful, ha n < 4.

1.5.3. Tétel. Egy n hosszu kor akkor és csak akkor graceful, ha n vagy n-1 oszthato 4-gyel.
A témaban legismertebb sejtés Ringel és Kotzig nevéhez kotodik.

1.5.1. Sejtés (Ringel-Kotzig). Minden fa graceful.

Szamitogép segitségével igazoltak, hogy minden fa graceful, melynek legfeljebb 35 pontja

vall.

1.5.2. Definicié. Egy G = (V, E) n ponti és m €li grifot edge-gracefulnak hivunk, ha létezik
olyan ¢ : E — {1,...,m} bijekcid, hogy minden u,v € V esetén

Yowle)# Y wle) (modn).

e€d(u) e€d(v)
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Az edge-graceful cimkézést S. Lo vezette be 1985-ben, a témaban az eddigi legjelentosebb
eredmény is az 6 nevéhez kotodik.

Egy edge-graceful szamozéas biztosan antimagic is, mert a kiilonb6zé maradékosztalyba
tartozo Osszegek sziikségképpen nem egyenléek. Egy antimagic szamozéas esetén az edge-
graceful tulajdonsag teljesiiléséhez viszont azt is ellendrizni kell, hogy a kapott Osszegek
kiilénb6z6 modulo n maradékosztalyba tartoznak-e, igy az edge-graceful tulajdonsag erésebb

az antimagicnél. A kovetkez6 két tétel a [3]-as cikk eredményeit mutatja be.

1.5.4. Tétel. Legyen G = (V, E) n ponti és m €l grdf, mely eléall G = HU fU...U f,
alakban, ahol H = (V, E') edge-graceful és f;-k 2-faktorok. Ekkor G edge-graceful.

Bizonyitds: Legyen G = HU fiU...Uf, és |V(G)| = |V(H)| = n és legyen w edge graceful
cimkézése H-nak. A bizonyitas r-szerinti indukcioval torténik.

Ha r = 0, akkor G = H, igy w edge graceful cimkézése G-nek is. Legyen most r > 0,
majd tdavolitsunk el egy 2-faktort, f.-et G-bol. Az indukcios feltevés szerint G' = G — f, edge
graceful, legyen w’ edge-graceful cimkézése G' = (V, E')-nek. Megalkotunk egy edge-graceful
cimkézését G-nek, felhaszndlva az |E'| + 1, |E'| + 2,...,|E’'| + n szdmokat, melyek modulo
n azonosak a 0,1,...,n — 1 cimkékkel. Ha a pontokon vett ¢sszegek G’-ben az f,-ben 1év§
V1€1U2€y . . . Vg1 KOrTe aq,as, . .., ar, akkor 1 < i < k-ra cimkézzik az e; élt b;-vel, ami az
a; inverze a < Z,,+ > csoportban. Az 1j osszeg a v; ponton (1 <4 < k)-ra b1y modulo k,
ezek kiilonbozoek minden ¢-re. Ezt minden f,.-beli korre elvégezve G-nek egy edge-graceful

cimkézését kapjuk. m

Ismert, hogy minden 2d-reguléris graf felbonthaté 2-faktorokra, igy az alabbi kovetkezik

az el6z6 tételbdl.

1.5.5. Tétel. Legyen G = (V, E) 2d-reguldris graf. Ha G tartalmaz 2-faktort, mely t kérbdl

all és minden kor hossza k, ahol k és t pdratlan szdmok, akkor G edge-graceful.

Bizonyitds: A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy a ¢ darab k hosszu korbdl allo G
graf edge graceful minden péaratlan k,t-re. Az i-edik kort, ahol (1 < i < t) cimkézziik
i—1,t+i—1,2t+i1—1,...,(k—1)t+1i— 1-gyel ebben a sorrendben, igy G-nek edge-graceful

cimkézését kapjuk. m

Lathatd, hogy egy 2-faktor paros szamu ponton nem lehet edge-graceful, mivel ha n
paros, akkor > i # 0 (mod n), ugyanakkor 23" i = 0 (mod n), ezért a pontokon
vett Osszegek nem lehet mind kiilonboézoek modulo n.

A kovetkezd tétel Lo-feltételként ismert.
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1.5.6. Tétel (Lo). Legyen G egy n ponti és m éli grdf. Ekkor G csak akkor lehet edge-

graceful, ha
n(n—1)

m(m+1) = 5

(modn).

Lo igazolta, hogy a feltétel sziikséges ahhoz, hogy egy graf edge-graceful legyen. Azonban

a mai napig nyitott kérdés, hogy az elégségesség is teljesiil-e.
1.5.2. Sejtés. Tegyuik fel, hogy G grifra teljesul a Lo-feltétel. Ekkor G edge-graceful.

Korok, utak és teljes grafok esetén az edge-graceful tulajdonsdg teljesiilését a pontok

szamanak paritasa és néggyel valo osztasi maradéka befolyasolja.
1.5.7. Tétel. C,, és P, edge-graceful, ha n pdratlan, és nem edge-graceful, ha n pdros.

1.5.8. Tétel. Az n ponti teljes grdf edge-graceful, ha n 2 (mod4).
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2. fejezet

Tételek az antimagic tulajdonsagra

Ahogy az elozokben lattuk, nyitott kérdés, hogy minden 6sszefliggd gréafra teljesiil-e, hogy
létezik antimagic cimkézése. Ebben a fejezetben olyan grafosztélyokat fogunk attekinteni,

melyekre mar ismert az antimagic tulajdonsag létezése.

2.1. Siira grafok

A siir(i és a nagy maximalis fokszamu ponttal rendelkezé grafok vizsgdlata sordn a [4]-es
cikk eredményeit mutatjuk be.

A kovetkezo tétel azt mondja ki, hogy ha a graf minden pontjanak elég nagy a fokszama,
akkor a graf antimagic. Ez megfelel a természetes intuiciénak is, vagyis sok él esetén
tobbféleképpen, rugalmasan cimkézhetiink, igy nagyobb eséllyel taldlhatunk antimagic szamo-

zast.

2.1.1. Tétel. Létezik olyan C abszolut konstans, hogy minden n pontiu grdf, melyben minden

pont foka legalabb C' - logn, antimagic.

Valdjaban ennél egy kicsivel er6sebb korlat is igaz, elég ugyanis, ha minden pont foka

legaldbb Q(lolo#) A bizonyitas valdszintliségszamitasi eszk6zokon alapul, tovabbd néhany
g logn

analitikus szamelméleti és kombinatorikus technikdn. A kovetkezé négy lemma a bizonyitéds

alapjat adja. Az elso kettore a harmadik bizonyitasdhoz van sziikség, melyet itt nem kozliink.

A harmadik és negyedik lemmat felhasznaljuk a tétel bizonyitasa soran.

2.1.1. Lemma. Legyent > 0 egész, A C {1,2,...,t}, | A|>t—2d, ahold < % és legyen
p=|t- \/C_ZJ Legyen w = er p-dik eqységqyok, aq,as véletlenszerii elemek A-bol egyenletes
valosziniséqgel vdlasztva. Ekkor léteznek olyan ci és co pozitiv abszoliut konstansok, hogy a

kovetkezok teljestulnek:
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1. Legyen = olyan, hogy 0 < = < Vd vagy p — Vd < & < p egész, ekkor legaldbb ¢,

valosziniséggel
W + w2 min(z,p — r)?
| 2 - g

2. legyen  olyan, hogy Vd < x < p — Vd egész, ekkor legaldbb ¢; valdsziniiséggel

walm + wagl‘

9 ISl_CQ.

2.1.2. Lemma. Létezik olyan ¢y pozitiv abszolut konstans, melyre teljesilnek a kovetkezok.

L
307

Legyenek a;1, aip (1 <1i < d) pdaronként kiilonbozé elemei a {1,2,...,t} halmaznak egyenletes

Legyenek t és d egészek, |cy -logd| < d < és legyenek p és w mint a 2.1.1 lemmdban.

valosziniséggel vdlasztva. Legyen tovdbba

d wailm _|_ waiQm

1. legyen z olyan, hogy 0 < x < \/d vagy p — Vd < & < p egész, ekkor

| T(ZL‘) |< 6min(:c,p—z)2

legalabb 1 — t% valosziniséggel

2. legyen z olyan, hogy Vd < © < p — \Vd egész, ekkor
1
| T(x) |< 2

legalabb 1 — t% valosziniséggel.

2.1.3. Lemma. Létezik olyan ¢y és co pozitiv abszolit konstans, melyre teljesilnek a kovet-
kezdk. Legyenek t és d egészek, |cy-logd| < d < %

kiilonbézd elemei a {1,2,...,t} halmaznak egyenletes valdsziniiséggel vdalasztva. Minden i-re

. Legyenek a;1, apn (1 <i < d) pdronként

((1 <i < d) vdlasszunk j;-t (i € {1,2}) figgetlendil és egyenletes valosziniséggel és legyen

d

Q= Zaiji

=1

Ekkor minden S € N-re a valosziniisége, hogy QQ = S legfeljebb % legaldbb 1—}2 valosziniséggel.
A kovetkezo6 tétel Lovasz lokalis lemmaként ismert.

2.1.4. Lemma (Lovasz). Legyenek p és r pozitiv konstansok és p(r + 1) < % Legyenek
Ai-k olyan események, hogy minden i-re A; legfeljebb r mdsik eseménytdl nem figgetlen és

P(A;) < p minden i-re, akkor P(A;, Ay,..., A.) >0
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A lemmadk kimonddasa utan mar kovetkezhet a tétel bizonyitasa.
Bizonyitds: Legyen ¢ megfeleléen nagy pozitiv konstans olyan, hogy minden elegendden

nagy pozitiv egész n-re és minden ¢ € [, dn]-re, ahol d = |clogn] teljesiil, hogy

t
logt| +1<d< — —1,
lclogt] +1<d< 30
ahol ¢; a konstans a 2.1.3 lemmabdl. A bizonyitashoz az kell, hogy minden elegendden nagy

n-re, ha G graf n pontud, m éli és minden pont foka legalabb d, akkor G' antimagic.

Elso fazis: Keressiink két olyan szomszédos pontot, melyek foka legaldbb d + 1, majd
az Oket Osszekoto élhez rendeljiik hozza a legnagyobb, eddig még nem hasznalt szamot és
toroljiik az élt. Jeloljik G'-vel azt a grafot, mely mely ezen 1épés addig torténd ismétlésével
keletkezik, amig méar nem marad térolhet6 él. Jeloljiik a pontosan d foku pontokat G'-ben
A-val és legyen a legaldabb d + 1 foku pontok halmaza B. Lehetséges, hogy a B halmaz tires,
de mindenképp fliggetlen ponthalmazt alkot G’-ben. Ekkor minden v € V-re adddik egy
részosszeg, jeloljilk r(v)-vel, amely a torolt élekre irt szdmok Osszege. Jeldlje t < m a G’
részgraf éleinek szdmét. Ekkor t € |2, dn]. A tovabbi célunk az {1,2,...,t} halmaz ele-
meit hozzarendelni G’ éleihez gy, hogy minden pontban kiilénb6zo legyen a befuté élekhez

rendelt szamok Gsszege, r(v) értékét is beleértve.

Mdsodik fazis: Bontsuk fel G' éleit & parra (feltehetjiik, hogy ¢ paros) a kovetkezéképpen:

jelolje v fokat d'(v) a G grafban. Ezutan minden v € B-re valasszunk tetszolegesen egy F'(v)

halmazt a v-vel szomszédos élek koziil ugy, hogy |F(v)| paros és
[(d'(v) = |F(v)]) —d| < 1.

Ekkor barmely két kiilonbozé u,v € B-re F(u) N F(v) = (. Bontsunk fel minden F(v)-t

parokra, tetszoleges médon. Legyen

(t = U F(0)])
5 .

k=

Bontsuk fel G’ maradék éleit (melyek nincsenek (J, .5 F'(v)-ben) k parra gy, hogy semelyik
két parban 1évo élnek ne legyen kozos végpontja. Ezt meg tudjuk tenni, mert a grafban
elengendéen magas a minimum fokszam, igy van teljes parositasa. Végil jeloljiilk minden
e € G'-re p(e)-vel azt az élt, mely e pérja.

t

Harmadik fazis: Véletlenszerlien osszuk fel a meglév6 t cimkénket 5 parra. Ezutan

a véletlenszeriien valasztott parokat rendeljiik hozza tetszéleges médon az elozé fazisban

készitett élparokhoz. Jeldlje minden e € G'-re L(e) azt a szampart, melyet hozzarendeltiink
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a {e,p(e)} parhoz. Vilagos, hogy L(p(e)) = L(e).

Negyedik fazis: Minden v € B-re f(v) jeldlje az F'(v) élekhez rendelt szdmok Osszegét.

Vegyiik észre, hogy ugyan még nem jeldltiik ki, hogy melyik él melyik szdmot kapja (két
vélasztas lehetséges), f(v) mégis jol definidlt. Jellje most minden v € B-re H(v) azon élek
halmazat G’-ben, melyek szomszédosak v-vel, de nincsenek benne F'(v)-ben. Azon élekre,
melyek A-ban vannak, jeldlje H(v) azon élek halmazat, melyek szomszédosak v-vel G’-ben.
Vegyiik észre, hogy d +1 > |H(v)| > d — 1mindenv € V-re és |H(v)| = d mindenv € A-ra.
Valamint minden v € V-re jelolje a szamparok halmazat {L(e) : e € H(v)}. Ekkor Gsszesen
MW killonbozé valasztas létezik a cimkézésre és minden lehetséges vélasztashoz tartozik
egy Osszeg. Jelolje a lehetséges Osszegeket Q(v), ekkor |Q(v)] < 2H®I. Ekkor a 2.1.3. lemma
miatt egy megfelel6 C konstansra legaldbb 1 — tiz valészintiséggel egyik konkrét Q(v) érték

sem all fenn tc713 (vagy nagyobb) valészintiséggel a 2/ Jehetséges esetbél.

Otédik fdzis: Minden {e, p(e)} parnal feldobunk egy érmét, hogy eldéntsiik, az élek melyik
szamot kapjdk L(e)-bol. Mind a % valasztas egymastol fiiggetleniil torténik. Vegyiik észre,
hogy a minden v € B-beli pont végss silya egy véletlen véltozd, melyet r(v) + f(v)-hez
adunk és eleme Q(v)-nek, tovdbba az érmedobéstdl fiigg. Hasonléan, minden v € A-beli
pont végsé silya szintén egy véletlen véltozd, melyet tigy kapunk, hogy r(v)-hez hozzdadjuk
Q(v) egy elemét. Azt szeretnénk latni, hogy pozitiv valdsziniiség adddik arra, hogy minden
pont végs6 stlya kiilonboz6. Egy (u,v) pontparra legyen B(u,v) az az esemény, amikor u
és v végso sulya megegyezik. Azt kell belatnunk, hogy pozitiv a valdszintisége, hogy egyik

B(u,v) sem kovetkezik be. A negyedik fazisban kapottak szerint:

Cy Cy
< <2 .
T tVd T n/d®

Belatjuk, hogy a B(u,v)-k legfeljebb O(nd) eseményt kivéve minden mas eseménytol fiigget-

P(B(u,v))

lenek. Jeldlje Z azon pontok halmazat, melyek H(v) U H(u)-ban 16v6 élek végpontjai, vala-
mint az 6ket 6sszekotd éleket. Vilagos, hogy |Z] < 6(d + 1) + 2. Azok a B(z,y) események,
ahol sem x, sem y nem eleme Z-nek, fiiggetlenek B(u,v)-t6l. Ekkor B(u,v) fiiggetlen minden
mas eseménytol, kivéve legfeljebb (6(d 4 1) + 2)n mésik eseményt. Tovabba
20
n/d?

megfeleléen nagy n-re. Hasznaljuk a Lovasz-féle lokdlis lemmat, amibdl kovetkezik, hogy

(6(d+1)+2n+1)< %

pozitiv a valészintisége, hogy egyik B(u,v) sem kovetkezik be. Ez éppen azt jelenti, hogy

nincs két olyan pont, melyek végso sulya megegyezik, azaz létezik antimagic szamozas. m

A vézolt bizonyitas nem konstruktiv, nem tudunk megadni egy valéban megfelel6 cimkézést,

am belattuk, hogy létezik ilyen.
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2.1.1. Kovetkezmény. Minden 2-nél tobb ponti teljes grdf antimagic.

Bizonyitds: A teljes grafokra teljestil a 2.1.1. tétel feltétele ¢ = 1 konstanssal, igy valéban
teljesiil az antimagic tulajdonsag. m

2.2. Nagy maximalis fokszamu grafok

2.2.1. Tétel. Legyen G legalabb 4 ponti grdf és A(G) > n — 2. Ekkor G antimagic.

A tétel bizonyitasdhoz négy lemmat hasznalunk fel. A tételt egy lemma keretében el6szor
A(G) = n — 1l-re bizonyitjuk.

2.2.1. Lemma. Legyen G legaldbb 3 ponti graf és A(G) =n — 1. Ekkor G antimagic.

Bizonyitds: Jelolje m G éleinek szamat és legyen v € V' az a pont, melynek foka n — 1.

Rendeljiik a kiilonboz6 1,2, ..., m —n+ 1 szamokat tetszéleges modon azon m —n + 1 élhez,
melyek egyik végpontja sem v. Jelolje v pont n — 1 szomszédjat vy, vs, ..., v,_1 Ugy, hogy
w'(v;) < w'(viyp1) minden i = 1,2, ..., n—2, ahol w'(v;) a mér meglévé szdmoknak az Osszege

azon éleken, melyek befutnak v;-be. Ezutan rendeljiik az m —n+ 1+ szdmot a (v, v;) élhez
minden ¢ = 1,2,...,n — l-re. Ekkor a végs§ szamozasban w(v;) = w'(v;) + m —n + 1 + 1,
igy minden vy, v, ..., v, stlya kiillonb6z6. Tovabba w(v) = (n — 1)(m —n+ 1) + @,

igy w(v) nagyobb minden méas w(v;)-nél. Ebb6l kovetkezik, hogy G antimagic. m

2.2.1. Definicib. Legyen S pozitiv egész szamok eqy halmaza, G = (V, E) grdf, valamint
H C E a G éleinek részhalmaza. A G grdf S-részleges cimkézése eqy ¢ : H — S injektiv

leképezés.

Egy S-részleges cimkézés kiegészitésén azt értjiik, hogy azon élekhez is rendeliink S-beli

szamot, melyek még nem kaptak cimkét.

2.2.2. Lemma. Legyen G = (V, E) n ponti és m éli graf. Legyen S a pozitiv egész szamok
egy részhalmaza gy, hogy |S| = m + 2. Legyen ¢ S-részleges cimkézés, melyre igaz, hogy
nincs [5] pont, melyeknek azonos a silya. Ekkor megadhato ¢ S-részleges cimkézés olyan
kiegészitése, hogy tovdbbra se legyen [5] azonos silyi pont.

2.2.3. Lemma. Legyen G = (V, E) n ponti grdf, és legyen A(G) =n —2. Ha |[E| =m >

2n — 4, akkor G antimagic.

Bizonyitds: Feltehetjik, hogy n > 5, mivel n < 4-re az egyetlen graf, mely kielégiti a

feltételeket, Ko, ez pedig antimagic. Jelolje v, azt a pontot, melynek fokszdma n — 2.
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Legyen v, az egyetlen cstics, amely nem szomszédos v,-nel. Tekintsiik azt a G* részgrafot,
melyet ugy kapunk, hogy G pontjai kozil kihtizzuk v,-et. Ekkor G*-nak n — 1 csicsa van.
Jelolje F' az éleknek egy olyan halmazat G*-ban, melyek egy erdét alkotnak. Toroljik F
éleit G*-bol, majd az igy kapott részgrafot jeloljiik G'-vel. Vilagos, hogy |F| < (n—1)—1=
n — 2. Rendeljiik hozza tetszoleges modon F' éleihez a leheto legkisebb paros szamokat, azaz
2,4,...,2|F|-et. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen 2|F| < 2n — 4 < m. Ezutan bontsuk fel
G" éleit éldiszjunkt korokre, jeloljék ezeket Cy,Cy,...,C,. Cimkézziikk C; éleit sorrendben
1 = 1-t0l © = p-ig. El6szor hasznaljuk a maradék paros sulyokat, majd ahogy azok elfogytak,
valtsunk at a paratlan szamok hasznalatara sorrendben a legkisebbel kezdve. Ekkor minden
kor minden éle cimkézésre kertilt a koron beliil azonos paritassal, legfeljebb egy kor tartalmaz
paros és paratlan élsilyokat is, a paros és a paratlan sulyt élek is egy-egy utat alkotnak ebben
a korben. Az utébbi esetben pontosan két pont rendelkezik G*-ban paratlan sullyal, ¢ket
tudjuk ugy jelolni, hogy koziiliik egyik sem v,,_1, hiszen C;-nek legalabb harom pontja van.
Az els6 esetben minden G*-beli pont Osszsilya paros. Megmaradt még az n — 2 legnagyobb
paratlan cimke a v,,-re illeszkedé élekre. A megmaradt cimkék a ¢t,t+2,...,t+ 2n — 6, ahol

t+2n —6 vagy m vagy m — 1, az m paritasatol fiiggéen. Feltehetjiik az altanossag elvesztése

nélkil, hogy G* cimkézése utan we«(v1) < wes(v2) < ... < wg+(vy—2). Ha minden wes(v;)
péros, akkor miutan megcimkéztiik (v;,v,)-et t + 2i — 2-vel minden ¢ = 1,2,...,n — 2-re,
akkor vy, vy, ..., v, 9 Osszsilya kiillonboz6 és paratlan, mig v, _; Osszsilya paros. Tovabba

v, Osszsulya egyértelmiien a legnagyobb az oOsszes pont koziil. Ezekbol kovetkezik, hogy G
antimagic.

Most tegyiik fel, hogy pontosan kettd, j és k indexti we«(v;) és we+(vg) paratlanok gy,
hogy 1 < j <k <n—2 Mivel n—2 > 3, igy a 3 paratlan cimke legaldbb ¢,t + 2,¢ + 4.
Rendeljiink hozza koziilik kettdt (v, v;)-hez és (v, vy)-hoz, igy garantéljuk, hogy v; és vy
osszstulya paros, de kiilonb6zo6 v,,_1-t0l, ami szintén paros és kiilonb6zo az osszes tobbitdl is.
A harmadik megmaradt paratlan cimkét ¢,¢ + 2, ¢ + 4 koziil a tobbi n — 5 paratlan cimkével
egyiitt rendeljitk hozza sorrendben a tébbi ponthoz {vy, ..., v,_2}, kivéve {v;, v, }-t. Mivel
a teljes sulya ezeknek a pontoknak paratlan és kiilonbozo, és v, silya az 6sszes pont koziil a

legnagyobb, G antimagic. m

2.2.4. Lemma. Legyen G = (V, E) n ponti grdf, és legyen A(G) =n —2. Ha |[E] =m <

2n — 5, akkor G antimagic.

Bizonyitds: Ugyanﬁgy, mint az el6z6 bizonyitas kezdeti 1épésében, ezuttal is feltehetjiik,
hogy n > 5, az n = 4 esetet konnyen ellenérizhetjiik. Az el6zé bizonyitashoz hasonléan
jeloljiik v,-nel az n—2 foku pontot és legyen v,,_1 az az egyetlen pont, amely nem szomszédos
vp-nel. Ha v, 1 izoldlt pont, akkor vegytlik azt a részgrafot, melyet v,,_; kivételével a tobbi

pont alkot, igy az els6 lemma szerint a részgrafnak van antimagic szamozasa, v,_; Osszsilya
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pedig 0, igy a graf antimagic. Tegytik fel most, hogy v, nem izoldlt pont. Ahogy az elébb,
G* legyen az Osszes pont altal alkotott részgraf, kivéve v,-et. Jelolje G* éleinek szamat s.
Ekkor s =m — (n —2) < (2n—5) — (n —2) = n — 3. Vegyiik észre, hogy s < . Ez alapjan
G* minden élét cimkézhetjiik paros sulyokkal. Harom esetet kiilonboztethetiink meg.

Elsd eset: ha m = 2n—>5, és s = n— 3 és felhasznaljuk az Gsszes paros sulyt G* cimkézése
soran. Ezutan hasznaljuk az n — 2 paratlan silyt a v,-re illeszked6 élekre. Rendeljiik ugy az
élekhez a szamokat, hogy minden vy, vs, ..., v,_s-nek kiilonbozo és paratlan legyen a teljes
silya, v,_; sulya péros, v,-nek pedig a legmagasabb a silya az 0sszes pont kozil. fgy G
antimagic.

Masodik eset: legyen most m = 2n — 6 vagy m = 2n — 7, ekkor n — 3 paratlan cimkénk
van és m —n + 3 = s + 1 paros cimkénk. Rendeljiik hozzd az els6 s — 1 paros szamot G*
éleihez egy kivételével, ezt jelolje e = (z,y). Feltehetjiik, hogy v; nem eleme {z,y}-nak,
mert n > 5, igy n — 2 > 3. Legyen 71 és ry a két legnagyobb paros suly. Valasszuk koziiliik
az egyiket az e él cimkézéséhez. Jelolje a; a vy csucs jelenlegi teljes sulyat és as a v,
jelenlegi teljes silyat. Ha v, _j-re illeszkedik {z,y}, akkor valasszuk ri-et az e él sulyanak
akkor és csak akkor, ha ry + a; nem egyenlo ay + r1-gyel. Egyéb esetben valasszuk ro-t az e
él cimkézéséhez, igy r1 +a; nem egyenl6 as +ro-vel. Ha v,,_1-re nem illeszkedik {x,y}, akkor
és csak akkor valasszuk ri-et az e él sulyanak, ha r, 4+ a; nem egyenld as-vel. Egyéb esetben
valasszuk ro-t az e él cimkézésére, igy ebben az esetben r; + a; nem egyenld as-vel. Az
Osszes el6z6 esetben megmutattuk, hogy tudunk e-nek olyan silyt valasztani, hogy (v, v1)
-hez valasztva egy masik silyt vy teljes stlya paros és kiilonbozik v, _; teljes silyatol, mely
szintén paros. A tobbi n — 3 él, amelyek illeszkednek v,-re megkapjdk a paratlan cimkéket
igy garantaljuk, hogy v, vs, ..., v,_o silyaik péaratlanok és kiilonbozok. Végezetiil latszik,
hogy v,, teljes stulya a legnagyobb minden pont koziil, igy G antimagic.

Harmadik eset: ha m < 2n — 8, akkor legalabb s + 2 paros sulyunk van. Jelolje S

az s + 2 legnagyobb paros sulyt. Rendeljik hozza a legnagyobb paros cimkét egy v, _i-re
illeszkedo élhez. Ez lehet m vagy m — 1, m paritasatol fiiggden. A 2.2.2. lemma alapjén ezt

a hozzarendelést kiegészithetjik G* egy teljes cimkézésére, amely csak S elemeit hasznalja

n—1

5—| + 1 darab pont, melyek teljes stilya pozitiv és megegyezik.

ugy, hogy nincs olyan [
Tekintsiik most a maradék n — 2 sulyt. Tudjuk, hogy koziiliikk x paros és n — 2 — x paratlan,

éss+x<n—2—x<s+x+1Ebbdl adddik, hogy x < ”T’?’ minden esetben. Feltehetjiik

az altaldnossag elvesztése nélkiil, hogy wew(v1) < wew(v2), <, ..., < wgy(v,—1). Jeldljik a
maradék = paros cimkét {ry,rq,...,r,}-vel. A paratlan cimkék az 1,3,5,...,2n — 5 — 2z.
Rendeljiik hozza a v;, v, élhez r;-t minden ¢ = 1,2, ... z-re. Rendeljiik hozza a v;, v, élhez

a paratlan 2¢ — 2x — 1 cimkét, ahol i = x+ 1,24+ 2,...,n — 2. Itt két eset lehetséges. Ha az
Osszes i = 1,2,...,x-re Wgs(V;) + i # waw(vn_1), akkor vy, v, ... v, v,_1 teljes stlya paros

és kiilonbozo, ugyanakkor v,y1, Vg9, ..., v, o paratlanok és kiilonbozok. Végiil v, silya a
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legnagyobb minden pont koziil, igy G antimagic.

A miésik esetben feltehetjiik, hogy néhany i-re we.(v;) + 1 = wew(vy—1). Tegyiik fel,
hogy 7 minimélis ezzel a tulajdonsdggal. Tudjuk, hogy weg.(v;) > 0. Valéban, hiszen mas
esetben wegy(v,—1) = 14, de ez lehetetlen, mert van egy olyan v,_;-re illeszkedd él, melyhez
a lehet6 legnagyobb paros cimkét rendeltiitk hozza, amely nagyobb r;-nél. Legyen Z =
{7 7 >4 wa(v) = wev;)}. Fentebb szerepelt, hogy G*-ban nincsen [25%] + 1
darab pont, melycknek azonos pozitiv osszsilyuk van. Ez alapjan |Z| < [25%]. Jelolje
k a Z halmaz legnagyobb elemét. Vegyiik észre, hogy k+z —i+1 = |[Z|+ 2 < n —
2. Médositsuk a (vj,v,) él cimkézését minden j = i,...,k + (v — i 4+ 1)-re. Cimkézziik
(Uktj, Un)-€t az 14,1 paros szammal minden j = 1,...,x — i + l-re, valamint cimkézziik
(vj,v,)-et a paratlan 2(j — i) + 1 szdmmal minden j = ¢,..., k-ra. Vegyik észre, hogy
most minden vy, ...,V 1, Vki1, ..., Vpre_ir1 pont kiilonbozé péros teljes sullyal rendelkezik
és ezek v,,_1-t6l is kiillonboznek, mely szintén paros, wgs(v,—1). Tovdbba minden v, . . ., vg-ra
€S Vkaz_ivo, - - -, Un_o teljes stlya paratlan és kiillonbozoek. Végiil v, teljes silya a legnagyobb
minden pont kozil. fgy G antimagic. m

A 2.21.,2.23. és 2.2.4. lemmak lefednek minden esetet, igy ezekbdl méar automatikusan

kovetkezik a 2.2.1. tétel.

Ezzel belattuk, hogy azok az n pontu grafok, melyeknek a maximalis foku pontjanak
fokszama legalabb n — 2, antimagicek. Kérdés, hogy valamilyen n-t6l fiiggd k-ra igaz-e,
hogy ha egy graf maximalis fokszama n — k, akkor a graf antimagic. A kovetkezd tétel nem
az antimagic cimkézés létezését mondja ki, hanem egy anndl kicsivel gyengébb allitast. Az
antimagic tulajdonsdgot gyengithetjiik, ha az m élre m-nél tobb szam koziil valaszhatunk.
A 2.2.2. tétel a [3]-as cikk eredményét mutatja be.

2.2.2. Definicié. Egy G = (V, E) grafot k-antimagicnek neveziink, ha létezik olyan ¢ : E —
{1,...,m+ k} bijekcid, hogy minden u,v € V esetén

ol # Y wle)
)

e€d(u) e€d(v

Ezzel a jeloléssel az antimagic grafokat O-antimagicnek tekinthetjiik.

2.2.2. Tétel. Legyen G = (V, E) n ponti grdf és A(G) > n — k, ahol k > 3 fiiggvénye

n-nek. FEkkor a kovetkezok teljestlnek:
1. G (3k — 7)-antimagic.

2. Han > 6k?, akkor G (k — 1)-antimagic.
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Bizonyitds: Az els6 éllitast bizonyitjuk. Legyen G = (V, E) graf és |V| = n, |[E| = m, a
maximalis fokszamu pont foka pedig n — k, ahol k > 3. Legyen v € V az n — k foku pont,
V1, V2, . . ., Up_k & szomszédjai, valamint A = {uy,usg, ..., ux_1} a tobbi pont halmaza, melyek
nem szomszédosak v-vel. Osszuk fel G éleit harom halmazra, azaz legyen E = E; U Fy U Ej,
ahol By = {(v,v;)|1 < i < n —k}, legyen F5 azon élek halmaza, melyeknek legalabb egy
végpontja az A halmazban van, és legyen F3 = F — E; — E5, ez lehet akar iires halmaz is.
El6szor cimkézziik Ey éleit a legkisebb szamokkal oly médon, hogy az uq, us, ..., ur_1-hez
tartozd Osszegek kiilonbozéek legyenek. Amikor az (u;, u;) élt cimkézziik, akkor 2k — 6 tiltott
érték van, az (u;, v;) él cimkézésénél pedig k — 2 tiltott cimke van u;-re. A miivelet soran |Es|
cimkét hasznalunk az {1,2, ..., |Es| + 2k — 6} halmazbdl. Ha k > 4, akkor 2k —6 > k —2 és
ha k = 3, akkor igazolhatjuk azt, hogy | Fs| cimke elégséges az esetek atnézésével. Jegyezziik
meg, hogy a pontokon kapott uy,us,...,ur_1 Osszegek a pontok végleges stulyai, a tovabbi
cimkézés soran mar nem fognak valtozni. Jeloljiik ezeket a végsd Osszegeket az u; pont esetén
a;-vel.

Kovetkezzen most az E3-beli élek cimkézése, hasznaljuk a leheto legkisebb rendelkezésre
allo szamokat, majd cimkézziik ezekkel Fs éleit tetszoleges médon. Jeloljiik a kapott részossze-
geket a v; pontokon w(v;)-vel, feltehetjiik, hogy w(vy) < w(vy) < ... < w(vy_k).

Ezutan cimkézziik az E:-beli éleket az n—1 legnagyobb szam hasznélataval, ezek legyenek
by < by < ... < b,_1. Ez lehetséges (hiszen m + 3k — 7 cimkénk van még) a kovetkezd
modon: cimkézziik a (v,vy) élt b;,-gyel, ahol 1 <i; < n — 1 a legkisebb olyan egész, melyre
w(vy)+0b;;, # a; minden 1 <t < k—1-re. Tudjuk, hogy i; 1étezik, mivel n — 1 cimkénk van és
csak k — 1 feltételiink. Ezutan tegyiik ugyanezt a (v, vy) éllel és b;,-vel, ahol i; < iy <mn —1
a legkisebb egész gy, hogy w(vy) + b;, # a; minden 1 <t < k — 1 -ra. Ekkor n — k — 1 még
nem cimkézett él, n — 1 — iy cimke és legfeljebb & — 1 — (i3 — 1) feltételiink van, mégpedig
w(vy) + by, > a; valamennyi 1 < ¢t < k — l-re és w(vy) + by, > a;. Folytassuk ezt az
Osszes Ei-beli élre, azaz (v,v;) él cimkézése utan van még n — k — j cimkézetlen él, valamint
n — 1 —i; cimke és legfeljebb k — 1+ (j — ;) feltétel. Igy kapunk egy w’ cimkézést, melyre
W(v) <Ww(vg) < ... <wW(vp—p) ésw'(v;) # w'(uj) minden 1 <i<n—kraésl<j<k—1-
re. Végil latszik, hogy v a maximalis fokszamu pont és a szomszédai kaptak a legnagyobb
cimkéket, igy v Osszstlya a legnagyobb. Ebbol kovetkezik, hogy G antimagic.

A masodik allitds bizonyitasa az els6hoz hasonlé médon torténhet. m

2.3. Teljes paros grafok

A teljes grafokhoz hasonldéan a teljes paros grafokra is bizonyithatd az antimagic tulaj-

donsag.
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2.3.1. Tétel. Minden teljes pdros grdf antimagic, kivéve Ko-t.

Bizonyitds: A bizonyitéas soran a graf helyett a kényelmesebb, ekvivalens matrixalakot fogjuk
haszndalni. A tetel bizonyitdsahoz igy a kovetkezd allitdst kell belatni.

Minden m,n egészre, ahol m +n > 1, az m X n-es matrix feltoltheto az 1,2,...,mn
kiillonboz6 pozitiv egész szamokkal gy, hogy az m + n sorban és oszlopban 1év6 szamok
Osszege paronként kiilonbozdek.

Bizonyitas: Feltehetjiik az altalanossdg elvesztése nélkiil, hogy m < n. Az m = 1 eset
trivialis, igy feltehetjiik, hogy 2 < m < n. Tovabba feltehetjiik, hogy n > 4, mivel konnyen
ellendrizhetjiik, hogy K2, Ko 3, K33 antimagicek. Ezutdn megmutatjuk, hogyan rendeljik
hozza a meglévo, kiilonbozé 1,2, ..., mn szamokat az A-val jelolt m x n matrix cellaihoz.
Rendeljiik az (i — 1)n + 1,...,in szdmokat az i-dik sor celldihoz, i = 1,2,...,m. Ez a
hozzarendelés a sorokon beliil monoton névekvd, ha i paratlan vagy i az utolsé sor. A tobbi
esetben ez monoton cstkkend. Jelolje R(i) az i-dik sorban 1évé szamok osszegét és C(j)
a j-dik oszlopban 16v6 szdmok Osszegét. Vildgos, hogy R(i) — R(i — 1) = n? minden i =
2,3,...,m. fgy a sorosszegek kiilonbozbek és szamtani sorozatot alkotnak n? kiilonbséggel.
Ha m paratlan, akkor C'(j) — C(j — 1) = 1 minden j = 2,3,...,n-re és ha m péros, akkor
C(j)—C(j—1) = 2. Mindkét esetben igaz, hogy C'(n)—C(1) < 2(n—1). Mivel 2(n—1) < n?,
igy legfeljebb egy oszloposszeg megegyezik egy sorosszeggel. Legyen ez az egy specialis par
C(j) = R(i). Vildgos, hogy i < m, mert a legutols6 sor tartalmazza az n legnagyobb elemet
ésn>m.

Tegyiik fel, hogy ¢ > 1. Ha i paros, akkor A(i,1) — A(i — 1,1) = 2n — 1. Ha ¢ paratlan,
akkor A(i,n) — A(i — 1,n) = 2n — 1. Mindkét esetben kicserélhetjiik az értékeket két
szomszédos cellaban az i-edik és az ¢ — 1-dik sorban, melyek kiilonbsége pontosan 2n — 1.
Vegyiik észre, hogy az oszloposszegek nem valtoznak, valamint a sordsszegek sem, kivéve az
i-edik és az i — l-edik sort. Az i-edik sor 1j Osszege R(i) — 2n + 1 és az i — l-edik sor 1]

Osszege R(i — 1) + 2n — 1. Tovabba
R(i)—2n+1)—(RGi—1)+2n—1)=n*—4n+2>0,han > 4.

Igy minden sordsszeg kiilonbozé maradt, de most R(i) — 2n + 1 kisebb C(1)-nél, {gy minden
sor- és oszloposszeg kiilonb6zo.

Tegyiik fel most, hogy ¢ = 1. Ha m > 3, akkor A(2,1) — A(1,1) = 2n — 1, igy mikor
kicseréljiik oket az el6zbéek szerint, akkor minden sorosszeg kiilonboz6 marad, mig az els6
oszlop 1j 6sszege R(1) + 2n — 1-re véltozik, amely nagyobb C(n)-nél. Végezetiil ha i = 1 és
m = 2, akkor egyszertien rendeljiik a paratlan szamokat sorrendben az elsé sor elemeihez és
az Osszes paros szamot sorrendben a masodik sor elemeihez, igy a legnagyobb oszloposszeg
4n — 1, mig a legkisebb sorésszeg n2, és n? > 4n — 1. Igy a méatrixot meg tudtuk szdmozni

az elvart modon, vagyis az ekvivalencia miatt minden teljes paros graf antimagic. m
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2.4. Split és felbonthaté grafok

Ebben a fejezetben egy algoritmust ismertetiink, mellyel antimagic cimkézést hozhatunk
létre olyan grafokra, melyek tartalmaznak bizonyos specidlis tulajdonsagu klikket. Meg-
hatarozzuk, melyek ezek a grafok, majd adunk egy feltételt a graf pontjainak fokaira, mely
garantilja az antimagic tulajdonsdgot. A split és felbonthaté grafok vizsgélata soran a [2]-es
cikk eredményeit mutatjuk be.

Legyen G = (V, E) gréf, definidljuk G pontjaira a szomszédok zart és nyilt halmazat:
minden v € V-re Ng(v) = {u € V : wv € E} a nyilt, Ng[v] = Ng(v) U (v) a zart halmazt
jeloli. Ha W C V a G pontjainak egy részhalmaza, akkor az altaluk feszitett részgréafot
jelolje G(W). A klikk olyan részhalmaza a graf pontjainak, amely teljes részgrafot feszit.
Egy ponthalmaz fiiggetlen, ha a pontok kozott nem fut él. Egy grafot split grafnak neveziink,
ha a pontjainak halmaza felbonthato két részre tigy, hogy az egyik halmaz pontjai klikket,

a masik pontjai fiiggetlen halmazt alkotnak.

2.4.1. Tétel. Legyen G = (V, E) legaldbb 3 ponti dsszefiiggd grdf. Tegyiik fel, hogy G
tartalmaz egy olyan B klikket, hogy minden v € V-re vagy Ng(v) € B wvagy B C Ng[v]
teljesil. Ekkor G antimagic.

Bizonyitds:  Algoritmikus uiton bizonyitunk, megadunk egy konkrét antimagic cimkézést.
Jelolje A azon v € V pontok halmazat, melyek nincsenek B-ben és Ng(v) € B. Jelolje
A={ay,a9,...,a)4} és B ={by,by,...,bp} az Ailletve B halmaz elemeit, ahol a pontokat
a fokszamuk alapjan névekvo (nem csokkend) sorrendben indexeljiik. Az A-beli 1 fokszamu
pontok kozotti sorrendet gy hatarozzuk meg, hogy a B-beli szomszédjaik fokszama alkosson
novekvé (nem csokkend) sorozatot. Legyen tovabbd C' = V(G) — A — B. Vegyiik észre,
hogy A fliggetlen ponthalmaz, mivel B C Ng[v] nem teljesiilhet a pontjaira, hiszen A és B
diszjunkt, igy Ng(v) € B miatt A pontjainak szomszédai csak B-ben lehetnek. Tovabba C'
elemei szomszédosak B Osszes csiuicsaval a feltételek miatt.

A cimkézéshez jeloljik az A és B kozotti éleket a;b;-vel és rendezziik ket abc-sorrendbe,
majd kezdjiikk el a szamozast a legkisebb szdmmal, sorrendben haladva. Ezutan azokat
az éleket szamozzuk meg tetszoleges modon a még meglévo legkisebb szamokkal, melyek
mindkét végpontja C-beli. Definidljuk a g fiiggvényt a C' pontjain gy, hogy g(v) értéke
legyen a stlyok osszege v C-beli szomszédjain. Indexeljiik C' pontjait C,Cs, ..., Cig-vel
ugy, hogy a pontok g(v) szerint névekvé (nem cstkkend) sorozatot alkossanak. Rendezziik
ezutan a ¢;b; éleket is abc-sorrendbe, majd rendeljiik hozzajuk sorrendben a még meglévo
legkisebb szamokat. A B-beli pontokra definidljuk a ¢'(v) fiiggvényt, legyen ¢'(v) értéke
azon éleken 1évé szamok Osszege, melyek B-n kiviilrél futnak be a pontba. Mostanra az

Osszes ilyen él kapott cimkét. Jeloljitk B pontjait b}, 05, ... ,bi B|.Vel7 és rendezziik sorba oket
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a ¢'(v) értékiik alapjan novekvd (nem csokkend) sorrendbe. Rendezziik a B-ben futé bl
éleket abc-sorrendbe és cimkézziik 6ket a megmaradt szamokkal a legkisebbtdl kezdve.

Ezutan bizonyitjuk, hogy a kapott cimkézés antimagic. Minden v € V-re w(v) jeldlje a
befuté éleken a szdmok Gsszegét. Vegyiik észre, hogy ¢ € C-re és a;,a; € A-ra, ahol i < j,
teljesiil, hogy dg(a;) < dg(a;) < dg(c), ahol a d(v;) a pont fokszaméat jeloli. Ha ny,ng, ng
tetszoleges szadmok olyan éleken, melyek illeszkednek sorrendben aj;, aj, ¢ csucsokra, akkor
ny < ng < ng. EbbOl kévetkezik, hogy w(a;) < w(a;) < w(c), igy w injektiv A-n, s6t w
kiilonbozo értéket ad barmely a € A és ¢ € C pontokra.

Tekintsiink most egy ¢ € C' pontot, w(c) ekkor g(c) és azon élekre irt szamok Gsszegébol
all, melyek a c pont és a B halmaz kozott futnak. Tovabba c¢;,c¢; € C' pontokra ¢ < j esetén
teljestil, hogy ¢(¢;) < g(c¢;) és minden b € B-re a ¢;b élre irt szdm szigordan kisebb mint a
c;b él cimkéje, igy f(c;) < f(cj), vagyis f injektiv C-n. Tovabba tetszbleges u € AU C és
b € B-re legyen v b-t6l kiilonboz6 szomszédja u-nak, ekkor v is szomszédos b-vel és az uv
él cimkéje kisebb, mint a bv él cimkéje, igy f(u) < f(b). Ha u-nak nincsen b-t6l kiilonb6z6
szomszédja, akkor sziikségképpen b-nek van u-tdl kiillonb6z6 szomszédja (mert G Osszefiiggd
és nem K>), igy ebben az esetben is f(u) < f(b).

Végiil megmutatjuk, hogy w kiilonboz6 értéket vesz fel B pontjain. Ez trividlisan teljesil,
ha |B| = 1. Tekintsiik el6szor a |B| = 2 esetet. Ekkor AU C nem iires, mivel G nem Kj.
Ha A nem iires, akkor tartalmaz olyan pontot, amely szomszédos bi-gyel vagy bs-vel. Mivel
dg(by) < dg(be), igy az A-bAl bi-be érkezd élek hozzédjaruldsa w(b;)-hez szigorian kisebb,
mint az A-bol be-be érkezd élek hozzdjaruldsa w(be)-héz a konstrukeié miatt. Minden C-beli
pont esetén, amely szomszédos bi-gyel és bo-vel a by-be futd él cimkéje kisebb, mint a by-be
futé él cimkéje. Mivel AU C' nem iires, igy ebbdl kovetkezik, hogy f(b1) < f(by). Tegyiik
most fel, hogy |B| > 3. Legyen bj és b; B-beli pontok és i < j, definici6 szerint g'(b;) < g'(b]).
Mivel minden mds bj, B-beli pont szomszédos mind bj-vel és b’-vel és a bib) él kisebb cimkét

kapott, mint &b}, él, igy vilagos, hogy w(b;) < w(b}), vagyis G antimagic. m

Az el6z6 tétel tehat adott egy feltételt, mely szerint ha a graf tartalmaz bizonyos tulaj-
donsdgu klikket, akkor antimagic. A kovetkezd tétel karakterizalja a fenti tulajdonsagot.

A tétel kimondésa el6tt sziikséges bevezetni egy kétvaltozos, grafokon értelmezett miivele-
tet, melyet o fog jelolni. Az els6 input egy split graf, melyen meg van adva a pontok
kétrészes particiéja. Az egyik részhalmaz fiiggetlen pontokbdl all, jeloljik ezt A-val, a masik
ponthalmaz pedig egy klikk, ez legyen B. Jelolje ezt a grafot S(A, B). A masik input egy
tetszéleges H graf. Ekkor S(A, B) és H kompoziciéja, melyet S(A, B)o H-val jeloliink, legyen
a kovetkez6: vegylk S(A, B) és H diszjunkt uniéjat, majd hizzuk be az Gsszes lehetséges
élt minden B és H-beli pont kozott.

Ha G tartalmaz H és S nem iires részgrafokat, ahol S felbonthaté A-ra és B-re az

26



el6bbi médon és G = S(A, B) o H, akkor G-t kanonikusan felbonthaténak nevezziik. Ha ez
nem teljestil, akkor G felbonthatatlan. Tyshkievich [8]-ban megmutatta, hogy minden graf
el6all S1(Aq, By)o...oSk(Ay, Bi) o H felbonthatatlan gréafok kompoziciéjaként (a o miivelet

asszociativ). A felbonthatatlan grafok pontosan azok, melyekre k& = 0.
2.4.2. Tétel. A kovetkezok ekvivalensek minden G grdfra:

1. G tartalmaz egy olyan B klikket, hogy minden v € V-re Ng(v) C B vagy B C Ng|v]

2. G split vagy kanonikusan felbonthato.

Bizonyitdas: Tegyiik fel, hogy teljesiil az elsé tulajdonsag. Legyen A azon pontok halmaza,
melyek nincsenek a B klikkben és Ng(v) € B, tovabba legyen C' = V(G) — A — B. Ekkor
A fiiggetlen ponthalmaz. Ha C' iires, akkor G split graf. Ellenkezd esetben pedig G el6all
G'(A, B) o C-ként, ahol G' = G[AU B.

Tegyiik most fel, hogy a masodik tulajdonsag teljesiil. Ha G split, akkor G pontjainak
halmaza felbonthato egy A fliggetlen ponthalmazra és egy B klikkre. Ha G kanonikusan
felbonthaté, akkor felirhaté G = S(A, B) o H alakba, ahol S és H a G-nek részgrafjai.
Mindkét esetben Ng(v) C B vagy B C Ng[v] minden v € G pontra. m

2.4.3. Tétel. Minden legaldbb 3 pontu oOsszefiiggd graf, amely split vagy kanonikusan fel-

bonthato, antimagic.

Bizonyitds: A tétel 2.4.1.-bdl és 2.4.2.-bol automatikusan kovetkezik. m

A legalabb 3 ponti kanonikusan felbonthaté grafok akkor és csak akkor osszefiiggdk, ha
nincsen izolalt pontjuk. A split ([10]-es cikk) és a kanonikusan felbonthat6 ([11]-es cikk)
grafok pontjainak fokszamait vizsgalva a kovetkezo elégséges feltételt kapjuk az antimagic

tulajdonsagra.

2.4.4. Tétel. Legyen G = (V,E) n ponti grdf (n > 3), a pontok fokszdmainak sorozata
csokkend (nem novekvd) sorrendben (dy,ds,...,d,) és d, > 0. Ha létezik p és q egész
szamok, melyekre 0 < p+q < n és

n

p
ddi=pn—q-1)+ > d
i=1

i=n—q+1

akkor G antimagic.
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2.5. Regularis paros grafok

A kovetkezdkben belatjuk, hogy k > 2 esetén minden k-regularis paros graf antimagic.
A bizonyitas felhasznélja a teljes parositdsok elméletét, miszerint minden regularis paros
graf tartalmaz 1-faktort. Ebbdl indukcioval kovetkezik, hogy minden k-regularis paros graf
felbonthat6 k darab 1-faktorra. A paros graf pontosztédlyait a szokasos médon A-val és B-vel,
az egyes pontosztalyok eleminek szamat pedig n-nel fogjuk jelolni. Az élek egy csoportjanak
cimkézése utan az egyes pontokon vett aktudlis értéket részosszegnek fogjuk nevezni. A
bizonyitas alapotlete az, hogy szamozzuk egy kivételével az Osszes 1-faktort tgy, hogy a
kapott részosszegek a pontokon A-ban 3 tobbszordsei, mig B-ben 3-mal nem oszthato szamok
legyenek. Végiil az utolsé 1-faktor segitségével kikiiszoboljiik, hogy A-n és B-n beliili legyen
két olyan pont, melyekre megegyezik a befutd éleken a szamok Osszege. Ezt tgy érjik el,
hogy méar csak 3 tobbszoroseiként el6allé cimkéket hasznalunk, igy az elobbi tulajdonsagot
sem rontjuk el. A tételt kiilon bizonyitjuk péaros és paratlan fokszamu grafokra, miutan

megvizsgaltuk a k = 2 esetet.
2.5.1. Tétel. Minden kor antimagic.

Bizonyitds: Legyen a kor hossza n, majd rendeljiik a kor éleihez rendre az 1,3,...,n,n —
1,...,4,2 szamokat. Az 0sszegek sorrendben 4,8, ...,2n—6,2n—2,2n—1,2n—4,...,10,6, 3.
Az egymast koveto novekvo szamok 2 paros szamu tobbszorosei, a csokkendk pedig 2 paratlan
szamu tobbszorosei (valamint megjelennek a 3 és a 2n — 1 paratlan szdmok), igy semelyik

két pontban nem egyezik meg az Osszeg, a graf antimagic. m

2.5.2. Tétel. Legyen Gy és Gy requldris antimagic grdafok. Ekkor G1 és Gy diszjunkt unidja

1S antimagic.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy G5 pontjainak fokszama legalabb akkora, mint (G; pontjainak
fokszéma. Legyen m; = |E(G,)|. Cimkézziik G, éleit antimagic médon az m; darab legki-
sebb szamot hasznalva, a feltétel alapjan ezt megtehetjiik. Cimkézziik G5 éleit is antimagic
moédon ugy, hogy minden élre irt szamhoz hozzdadunk m, konstanst. Jelolje k a G5 pont-
jainak a fokat. Ekkor minden (G5-beli ponton vett Osszeg kmq-gyel nétt, igy G5 pontjain
tovabbra is killonboznek az osszegek. Igy sem Gy, sem G, pontjain beliil nincs egyezés.
Tovabba nem lehet egyezés egy 1 és egy Go-beli pont kozott sem, mivel minden G-beli
ponton vett Gsszeg kmq-nél szigoruan kisebb, mig ugyanez G-beli pontok esetében kmq-nél

szigorian nagyobb. fgy az unioként kapott graf valoban antimagic. m

Altaldnosan is igaz, hogy ha egy reguléris grafon vett szdmozas esetén minden cimkéhez

ugyanazt a konstanst adjuk, akkor valtozatlanok maradnak azon pontok, melyekre a befuté
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éleken a szamok Osszege megegyezik. Ebbol kovetkezik, hogy egy antimagic szdmozas nem

romlik el, ha minden cimkéhez ugyanazt a konstanst adjuk.
2.5.3. Tétel. Minden 2-reguldris paros grdf antimagic.

Bizonyitds: Minden 2-regularis paros graf korok diszjunkt uniéjabol all. A 2.5.1. tétel

szerint ezek antimagicek, a 2.5.2. tétel szerint pedig a diszjunkt unigjuk is. m

2.5.1. Regularis paros grafok paratlan fokszammal

Ahogy korabban szerepelt, minden k-reguléris paros graf felbonthato 1-faktorokra. Ha k
péaratlan és legalabb 5, akkor G felbonthaté egy (21+2)-faktorra és egy 3-faktorra, ahol I > 0.
A cél az lesz, hogy ennek a két grafnak a specidlis cimkézését kombindlva kapjunk G-re egy

antimagic cimkézést. A k = 3 eset kiilon kezelendd, ezt onallé tételként bizonyitjuk.
2.5.4. Tétel. Minden 3-requldris pdros graf antimagic.

Bizonyitds: Mivel G-ben |E| = 3n, {gy minden modulo 3 maradékosztalyban ugyanannyi
elem van a cimkék koziil. Kényelmesebb lesz, ha a j-cimke jelolést hasznaljuk az elsé n
pozitiv szamra, ha azok kongruensek j-vel modulo 3. Ekkor j € {0, 1,2}.

Bontsuk fel G-t egy 1-faktorra és egy 2-faktorra, jeloljiikk ezeket Hi-gyel és Ho-vel. A O-
cimkéket H; éleire, az 1-cimkéket és a 2-cimkéket H, éleire fogjuk hasznélni oly médon, hogy
a részosszeg minden A-beli pontra 3n alaki legyen. Ezt gy érjiik el, hogy minden @ értéki
1-cimkét parba allitunk egy 3n — ¢ értékli 2-cimkével. FEzen parok Osszege 3n és minden
A-beli pont esetén a parok koziil vagy egyet sem haszndlunk, vagy mindkettét. Ezutan a
Hi-beli élek 0-cimkéket kapnak gy, hogy minden A-beli pontra kiilonbozdek legyenek a
pontok stlyai.

Eddig minden A-beli ponthoz a Hs-beli élekre a parok kozil valaszottunk két cimkét,
de nem dontottiik el, hogy a parokon beliil melyik él melyik cimkét kapja. Prébéljuk meg
ezeket a valasztasokat ugy megtenni, hogy a B-beli pontokon vett 0sszegek ne legyenek 3
tobbszorosei. Megmutatjuk, hogy minden Hs-beli komponens esetén ez legfeljebb egyszer
nem fog sikeriilni.

Jeloljon C egy olyan kort, mely Hs egy komponensét alkotja. Az A ponthalmaz minden
pontjahoz egy 1-cimke és egy 2-cimke fut be. Ahogy végigfutunk C élein, egy A-beli pontot
érintve egy 1-cimkét 2-cimkének kell kévetnie és forditva, mivel két 1-cimke vagy két 2-cimke
Osszege nem lenne 3 tobbszorose. Ha |V (C') N A| péros, akkor tudjuk vgy cimkézni a kor
éleit, hogy minden B-beli ponton 3-mal nem oszthato Osszeget kapjunk oly mddon, hogy
a kor élein végigfutva mindig A-beli pontnal valtoztatjuk az 1- és 2-cimkéket. Ha viszont

[V (C) N A| péaratlan, akkor a C' korbél egy B-beli pont egy 1-cimkét és egy 2-cimkét fog
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kapni. Nevezziik ezeket a B-beli pontokat rossznak. Egy Hs-beli korben csak akkor van
rossz pont, ha a kor hossza legalabb 6, igy legfeljebb § B-beli pont lehet rossz. Jelolje m a
rossz pontok szamat.

Hogy elkeriiljik az Osszegek egyezését az A-beli pontok és B-beli rossz pontok kozott,
ezért cimkézziink gy, hogy a rossz pontokon vett 6sszeg kisebb legyen, mint barmely A-beli
ponton vett osszeg. Tovabba legyenek az ezen pontokon vett Ha-beli részosszegek egyenloek.
Tekintsiik a cimkéket 1-t6l 3m — 1-ig, rendezziik Oket j és 3m — j parokba. Az Gsszeg igy
minden par esetében 3m, ami legfeljebb n. Jeldljiik ki az eredeti parokat A csicsaindl gy,
hogy minden B-beli rossz pont a par két tagja koziil a kisebb értéket kapjak és a rossz
pontokon a két él cimkéjének osszege 3m legyen az tjabb parositas szerint.

Ezutan cimkézziik H; éleit. Harom dolgot kell elérniink: az oOsszegek egyezésének el-
keriilését B jo pontjai kozott, az egyezések elkeriilését B rossz pontjai kozott, valamint A és
B rossz pontjai kozott.

Tekinstiik eloszor a harmadik célt. A 0-cimkék barmilyen Hi-beli hozzarendelése esetén
az Osszegek A-ban a {3n+3,3n+6,...,6n—3,6n} halmaz elemei lesznek. Annak érdekében,
hogy a B-beli rossz pontokra vett osszegek 3n + 3-nél kisebbek legyenek, hasznaljuk a leg-
kisebb 0-cimkéket a rossz pontokra. Mivel legfeljebb % rossz pont létezik, igy a legnagyobb
ehhez hasznalt 0-cimke az n lehet. fgy minden rossz pontra vett Osszeg legfeljebb 2n, vagyis
kevesebb 3n-nél. Tovabba a rossz pontokon vett osszegek 3m plusz a kiilonbozoé 0-cimkékkel
egyenloek, igy ezek is kiilonboznek, vagyis sikeriilt a masodik célt is megvaldsitani.

Az els6 cél eléréséhez jelolje by, bo, bs,... a B-beli j6 pontokat oly moédon, hogy ezek
n6vekvo (nem csokkend) sorrendben kovessék egymadst a Ho-beli élekre szdmitott részosszeg
tekintetében. Rendeljiik a hatralévo 0-cimkéket a by, bs, . .. pontokba befuté Hi-beli élekhez
novekvo sorrendben. Mivel a 0-cimkék mind kiilonbozoek, igy a pontokon vett Osszegek is
kiilonbozoek lesznek, vagyis az elso célt is sikertilt elérni, B jo pontjai kozott sincsenek olya-

nok, melyekre az 0sszeg megegyezik, igy a graf antimagic. m

A magasabb paratlan fokszamu regularis grafokra két részgraf segitségével fogunk anti-
magic cimkézést konstrudlni. Az elézéekhez hasonléan az elsé cimkézés soran célunk lesz,
hogy az A-beli pontokon a részosszegek megegyezzenek, de ezittal azt is garantalnunk kell

majd, hogy a B-beli 0sszegek ne legyenek az A-beli 6sszegekkel kongruensek modulo 3.
2.5.1. Lemma. Legyen G = (A, B, E) eqy (21 + 2)-requldris pdros grdf, ahol |A| = |B| = n.
Ekkor G-nek létezik olyan cimkézése, hogy minden A-beli ponton vett osszeg t, valamint a

B-beli ponton vett osszegek nem kongruensek t-vel modulo 3.

2.5.2. Lemma. Legyen G = (A, B, E) 3-requldris paros graf és B = {by,bs,...,b,}. Ekkor
G cimkézhetd az {1,2,3,...,3n} szamokkal 1igy, hogy minden b; ponton az dsszeg 3n + 3i és

minden i-re pontosan eqy A-beli élen vett dsszeq 3n + 3i.
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Bizonyitds: Bontsuk fel G-t harom 1-faktorra, jelolje ezeket R, S és T'. Rendeljiik a 3i — 2
cimkét R azon éléhez, mely b;-re illeszkedik, majd jelolje a; ezen pontok parjat R-ben minden
i-re. Rendeljiik a 3n + 3 — 3¢ szdmot azon S-beli élhez, mely a;-re illeszkedik, majd jeloljiik
a; S-beli parjat bi-vel. Végiil T cimkézése soran irjunk 3i — 1-et a b}-re illeszkedd T-beli élre,
majd jeloljiik az él A-beli végpontjat aj-vel. Ekkor azonos 1-faktorba tartozé élek azonos
modulo 3 maradékosztalyba tartozé cimkét kaptak.

Vizsgdjuk meg a pontokhoz tartozo osszegeket! Minden B-beli pont esetén az S UT-hez
tartozoé részosszeg 3n+ 2. fgy R cimkézésével egytitt a b; ponton kapott teljes osszeg 3n+ 3i.
Hasonlbéan adddik, hogy minden A-beli pont esetén az R U S-beli részosszeg 3n + 1, a végsd

Osszeg pedig minden aj-re 3n + 3i. m
2.5.5. Tétel. Minden reguldris pdros grdf, ahol a pontok fokszdma pdratlan, antimagic.

Bizonyitds: Legyen G = (A, B, E) regularis paros graf, ahol a pontok fokszama k. A k =3
esetet mar lattuk. Legyen most k£ > 3, ekkor k felirhaté k = 2[+5 alakban, ahol [ > 0. Ekkor
fel tudjuk bontani G-t egy 3 faktorra, jelolje ezt Hs és egy (214 2) faktorra, ezt jelolje Hypyo.
Cimkézziik Hoyo-t a 2.5.1. lemma szerint, ez az 1 és (21 + 2)n kozdtti szdmokat hasznalja.
Adjunk hozza minden cimkéhez 3n-et, igy az 1 és 3n kozotti cimkék megmaradnak Hj élei
szamara. Minden ponton vett Osszeg igy 3n (2] + 2)-vel n6, ami 3 tobbszorose, igy az el6z6
lemmaban vizsgalt kongruenciakovetelmény igaz marad az 1j szamozasra is.

Jelolje by, by, ... B pontjait, névekvé (nem csdkkend) sorba rendezve Oket a Hopyo-beli
élekre vett részosszegek szerint. Cimkézziik Hj éleit a 2.5.2. lemma szerint. Mivel minden
Hjs-beli élekre vett részosszeg a pontokon 3 tobbszorose, igy Hoio cimkézése megold minden
lehetséges egyezést A és B pontjai kozott. Mivel a b; pontok a Hyyo-beli részosszeg szerint
novekvé sorrendben vannak rendezve, igy H3 cimkézése megold minden lehetséges egyezést
B pontjai kozott. Hasonléan, mivel Hy,o-beli részosszegek A pontjain megegyeznek, igy Hs
cimkézése megold minden lehetséges egyezést A pontjain beliil is. Mivel megkaptuk, hogy
minden ponthoz tartozd osszeg kiilonboz6, minden paratlan fokszamu regularis paros graf

antimagic. m

2.5.2. Regularis paros grafok paros fokszammal

2.5.3. Lemma. Legyen n pozitiv egész szdm. Han pdros, akkor feloszthatjuk az{1,2,...,3n}
halmaz elemeit olyan szamhdrmasokra, hogy minden hdrmasban az o0sszeq 6n+3 vagy 3n. Ha
n pdratlan, akkor feloszthatjuk a {1,2,...,3n} halmaz elemeit harmasokra gy, hogy min-
den hdrmasban a szamok d6sszege 6n vagy 3n. Tovdbbd minden szamhdrmas pontosan egyet

tartalmaz minden modulo 3 maradékosztalybol.

Bizonyitds: Tegytk fel, hogy n paros. Osszuk fel a szdmokat harmasokra gy, hogy minden

hérmason beliil az 6sszeg 3n vagy 6n+3. Legyenek a harmasok (3n—3i+3,3n—3i+2,6i—2)
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és (3¢,31 —1,3n — 67+ 1) minden 1 <14 < 5. Az els6 tipusti harmasban 1év6 szamok Osszege
igy 6n + 3, a masodik tipusu harmasban 1év6 szamok Osszege pedig 3n.

Tegyiik most fel, hogy n paratlan. Osszuk fel a szamokat harmasokra gy, hogy minden
harmason beliil az Gsszeg 3n vagy 6n. Legyenek a harmasok (3n —3i+3,3n — 3i+2,6i — 5)
minden 1 < ¢ < [§]-re és (37,31 — 1,3n — 6i 4 1) minden 1 <4 < [F]-re. Az elsé tipusu
harmasban 1év6 szamok 0Osszege igy 6n, a masodik tipusi harmasban 1évé szamok Osszege

pedig 3n. m

2.5.6. Tétel. Minden reguldris paros grdf, ahol a pontok fokszama pdros és legaldabb 8, an-

timagic.

Bizonyitds: Legyen G = (A, B, E) regularis péros graf, ahol a pontok fokszama paros és
legalabb 8. Bontsuk fel G-t két 3-faktorra és egy (20 + 2)-faktorra, ahol [ > 0, jeldljiik ezeket
G, Hs, Hyj o-vel. Cimkézziik Hopio éleit a 2.5.1. lemma szerint ugy, hogy a legkisebb 6n
cimke kivételével hasznaljuk az 0sszes rendelkezésre alld szamot. Ez megold minden egyezést
A-beli és B-beli pontokhoz tartozé osszegek kozott.

Osszuk fel most a {3n+1,3n+2,...,6n} cimkéket harmasokra a 2.5.3. lemma szerint.
Cimkézziik G3 éleit gy, hogy minden A-beli pontba befuté Gs-beli éleken egy harmasban
szereplé szamok legyenek. Biztositanunk kell, hogy minden B-beli ponton vett Osszeg 3
tobbszorose legyen. Osszuk fel a 3-faktort harom 1-faktorra, majd hasznaljuk a 0-cimkéket
az els6 1-faktoron, az 1-cimkéket a masodik 1-faktoron, a 2-cimkéket pedig a harmadik
1-faktoron.

Ezutan vizsgéljuk a Hy 1o és G5 unidjahoz tartozo részosszeget a pontokon, jelolje ezeket
b; a B pontjain névekvs (nem csokkend) sorrendben. Cimkézziikk Hs-at a 2.5.2. lemma

szerint. Ez megold minden egyezést A-n és B-n beliil is, vagyis a cimkézés antimagic. m

2.5.4. Lemma. Legyen n pozitiv egész szam. Legyen H azon pozitiv egész szamok halmaza,
melyek 4n-nél kisebbek és nem kongruensek 0-val modulo 4, azaz H = {1,2,3,5,6,...,4n —
2,4n — 1}. Ha n pdros, akkor feloszthatjuk H elemeit hdarmasokba gy, hogy az egyes
szamhdrmasokon belil az dsszeq vagy 4n — 2 vagy 8n + 2. Ha n paratlan, akkor felosz-
hatjuk H elemeit szamhdarmasokba gy, hogy minden hdrmason belul az 0sszeqg 4n — 2 vagy
8n — 2. Tovdbbd minden szamhdrmas pontosan eqy elemet tartalmaz minden nemnulla mo-

dulo 4 maradékosztalybol.

Bizonyitds: Tegytk fel, hogy n paros. Osszuk fel a szdmokat harmasokra gy, hogy minden
hérmason beliil az 6sszeg 8n+2 vagy 4n — 2. Legyenek a harmasok (4n—8i+1,4i—2,4i—1)
és (8t —3,4n — 4i+2,4n — 4i + 3) minden 1 < ¢ < § esetén. Az elsé tipusi hdrmasban 1év6

szamok oOsszege igy 8n + 2, a masodik tipusi harmasban 1évo szamok Osszege pedig 4n — 2.
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Tegyiik most fel, hogy n paratlan. Osszuk fel a szamokat harmasokra gy, hogy minden
hédrmason beliil az 6sszeg 8n — 2 vagy 4n — 2. Legyenek a harmasok (8 —7,4n —4i+2,4n —
47+ 3) minden 1 <7 < [§] és (4n — 8i+ 1,4 — 2,40 — 1) minden 1 < i < |3 esetén. Az
els6 tipust harmasban 1évé szamok Osszege igy 8n — 2, a méasodik tipust harmasban 1évo

szamok Osszege pedig 4n — 2. =
2.5.7. Tétel. Minden 6-regquldris pdros graf antimagic.

Bizonyitds: A bizonyitas soran feltessziik, hogy n péaratlan. Az érvelés hasonléan miikodik
paros esetben is, igy a részletektol itt eltekintiink. Bontsuk fel G-t egy 1-faktorra, egy 2-
faktorra és egy 3-faktorra, legyenek ezek H,, Ho, H3. Cimkézziik Hs-at a 4n-nél kisebb és
néggyel nem oszthatd szamokkal gy, hogy minden B-beli ponton vett részosszeg Hs éleire
kongruens 2-vel modulo 4 és a részosszeg minden A-beli ponton 4n — 2 vagy 8n — 2. Ennek
eléréséhez a Hj éleire szant cimkéket harmas csoportokra osztjuk a 2.3.6. lemma alapjan.

Minden A-beli pontra egy harmas elemeit hasznaljuk. Felbontjuk Hs-at harom 1-faktorra,
az 1-cimkéket (modulo 4) hasznaljuk az els6 1-faktorra, a 2-cimkéket a masodikra, végiil a 3-
cimkéket hasznaljuk a harmadik 1-faktor éleihez. Ez garantalja, hogy minden B-beli ponton
a részosszeg 2 legyen modulo 4.

Ezutan cimkézziikk Hs éleit a 4n + 1 és 6n kozotti cimkékkel gy, hogy minden A-beli
ponton 10n + 1 legyen a részosszeg és minden B-beli ponton nem kongruens 10n + 1-gyel
modulo 4. Ehhez felbontjuk a Hy cimkézéséhez szant szamokat parokra tgy, hogy a parokon
beliil a szdmok oszege 10n + 1 legyen. Tekintsiik a parokat modulo 4. Kétféle par lehetséges,
az egyiken beliil 1év6 szamok 1,2, a masikba tartozé szamok 0,3 maradékoszalyokba tartoznak
modulo 4.

El szeretnénk kertilni, hogy két olyan cimkét haszndljunk egy B-beli pontra, melyek
osszege 3 modulo 4. A korokon hasznaljunk tetszéleges cimkeparokat tigy, hogy legaldbb egy
(1,2) és egy (0,3) part hasznalunk. Minden koron tgy cimkézziink, hogy elészor hasznéljuk
a tetsz6leges médon kivalasztott (1,2) parokat, majd alternéaljuk dket (1,2),(2,1),(1,2),...
médon. Ezutén vegyiik a kivalasztott (0, 3) parokat és 6ket is alternaljuk (0, 3), (3, 0), (0, 3), . ..
moédon. Mivel legaldbb egy (1,2) és legaldbb egy (0,3) part hasznalunk, ennek sordn nem
iitkoziink problémaba. Fzzel elkertiltiik, hogy a B pontjain vett részosszegek 3-mal legyenek
kongruensek modulo 4.

Tekinstiik most a részosszegeket HoU Hs-ban. A részosszeg minden A-beli pontra 14n—1
vagy 18n — 1 mivel n péaratlan, igy a részosszeg minden A-beli ponton 1-gyel kongruens
modulo 4. A B pontjain vett részosszegek viszont nem kongruensek 1-gyel modulo 4. A
H, cimkézése soran hasznalt szamok mind 4 tobbszorosei, igy az el6z6 tulajdonsagokat nem
rontjék el, vagyis nem egyezhet meg semelyik két A és B-beli pontokhoz tartozé Gsszeg sem.

Hivjunk egy A-beli pontot kicsinek, ha a hozza tartozéo Hy U Hs-beli részosszeg 14n — 1,
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egyéb esetben hivjuk nagynak. H; cimkézése utan semelyik két nagy és semelyik két kis
pont kozott nem egyezhet az Osszeg, mert ezen pontok kiillonbozé cimkét kapnak. Tovabba
H, cimkézése utan a kis pontok kozotti lehetd legnagyobb 0sszeg 14n—1+44n = 18n—1, mig
a leheto legkisebb nagy ponton vett 6sszeg 18n — 144 = 18n+ 3, igy nem egyezhet az Osszeg
egyetlen nagy és kicsi pont esetén sem, mert minden nagy ponton vett 6sszeg hatarozottan
nagyobb minden kis ponton vett 0sszegnél.

Mar csak azt kell biztositanunk, hogy B-beli pontokon beliil ne egyezzenek az Osszegek.
Jeloljiik b;-vel a B-beli pontokat és rendezziik 6ket névekvd (nem csokkend) sorrendbe a
Hsy U Hs-beli részosszegiik alapjan. Haszndaljuk H; cimkézése soran a 4¢ szamot a b; pontra
illeszkedo élhez. Ezzel garantalni tudjuk, hogy minden B-beli ponton vett 0sszeg kiilonbozé

legyen. fgy a kapott cimkézés antimagic. m

Mar csak a k = 4 eset maradt, ez bonyolultabb a k = 6 esetnél is. A 6-regularis grafnél a
2-faktort cimkéztiik gy, hogy ne legyen egyezés egy A-beli és egy B-beli pont kézott, majd
az 1- és a 3-faktorral oldottuk meg, hogy ne legyenek egyezések sem A-n, sem B-n belil. A
4-reguléris grafokhoz tartozé bizonyitas hasonld, de itt a 2-faktor hianyzik, igy nem tudjuk
garantalni, hogy minden B-beli ponthoz tartozé 6sszeg kiillonbozzon minden A-beli ponthoz
tartozé Osszegtél modulo 4. fgy a 3-regularis grafokhoz hasonléan be kell vezetni a rossz
és a jo pontokat B-ben. A rossz pontokat a 3-reguléris esethez hasonlé médon kell majd

megoldanunk.
2.5.8. Tétel. Minden 4-requldris pdros graf antimagic.

Bizonyitds: A bizonyitas soran feltessziik, hogy n paratlan. A bizonyitas hasonléan megy
paros n esetén is, igy most a részletektdl eltekintiink. Felbontjuk G-t egy 1-faktorra és egy
3-faktorra, jeloljik ezeket Hi-gyel és Hs-mal. Hj3 cimkézése soran hasznaljuk majd azon
cimkéket, melyek 4n-nél kisebbek és nem 4 tobbszorosei, igy a Hs-beli részosszeg minden
A-beli pontra 4n — 2 vagy 8n — 2. Ennek eléréséhez particionaljuk a 3-faktor cimkézéséhez
szant szamokat harmasokra a 2.5.4. lemma szerint. Minden A-beli pontba befutd 3 élen
egy szamharmas elemei lesznek. Tekintsiik B pontjait, ha a hozzajuk tartozd részosszeg 2
modulo 4, akkor hivjuk a pontot rossznak, egyéb esetben jonak. Rendeljiik a szamharmasokat
elemeit A pontjaihoz gy, hogy elegendéen kevés rossz pont legyen B-ben. Kezdetben csak
egy modulo 4 maradékosztalyt rendeliink az élekhez, azaz egyet, kettot vagy harmat. Ez mar
meghatarozza, hogy mely B-beli pontok lesznek rosszak. Ezutan tgy cimkézziik az éleket,
hogy a rossz pontokon vett legnagyobb részosszeg elegendden kicsi legyen. Mivel minden B-
beli rossz ponton és minden A-beli ponton vett dsszegek azonos modulo 4 maradékosztéalyba
tartoznak, igy az Osszegek egyezésének elkeriilése érdekében garantalnunk kell, hogy minden

rossz ponton vett Osszeg kisebb legyen barmely A-beli ponton vett osszegnél.
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Bontsuk fel Hs-at 1-faktorokra. Az els6 1-faktor éleit az 1 (modulo 4) maradékosztalyba
tartozo szamokkal, a masodik 1-faktor éleit a 2, a harmadik 1-faktor éleit pedig a 3 (modulo
4) maradékosztalyba tartozd széamokkal cimkézziik. fgy viszont minden B-beli pont rossz
lesz. A javitashoz tekintsiink egy 2-faktort, melyet 1- és 2-cimkékkel szamoztunk, majd
vizsgaljunk egy kort a 2-faktoron beliill. Vélasszunk egy A-beli pontot a korben, majd
valasszuk ki minden masodik A-beli pontot a korén. Minden kivalaszotott pontnal cseréljiik
ki az 1 és 2 cimkéket az illeszkedo éleken. Ha a kor hossza 4 tobbszorose, akkor minden pont
jo lesz rajta, egyéb esetben egyetlen rossz pont marad. A korben igy csak akkor maradhat
rossz pont, ha a hossza legalabb 6, igy legfeljebb % pont marad rossz. Ezutdn a kovetkezdk
szerint tovabb csokkentjiik a rossz pontok szamat.

Ha egy pont rossz, tekinstiik a ra illeszkedd 3-cimkével elldtott élt, és egy 2-cimkével
ellatott élt, mely szomszédos az el6zovel. Nevezziik ezt a két élt rossz itnak. Ezutan cseréljiik
meg a cimkéket a két élen, hogy ezzel csokkentsiik a rossz pontok szaméat. Tekintsiik a rossz
utak altal meghatarozott részgrafot, minden komponens egy 1t vagy egy kor. Az utakon
cseréljiik meg a cimkéket minden rossz 1t esetén, igy megjavitottuk a rossz pontokat. A
koroket hasonléan kezelhetjiik, itt azonban minden koron marad egy rossz pont. Ezutan a
1épés utan legfeljebb a rossz pontok % része marad rossz, igy a graf pontjainak legfeljebb é
részét alkotjak. Azt is ellendrizni kell, hogy a cserékkel egyetlen j6 pontot sem rontottunk
el.

Ha egy jé ponton vett részosszeg 3 (modulo 4), akkor nevezziik nehéznek, ha 1 (modulo 4),
akkor legyen a pont konnyti. Miel6tt végrehajtjuk a cseréket, a konnyl pontokra illeszkedd
hédrmasok (1,1,3), a nehéz pontokra illeszkedé hérmasok pedig (2,2,3) (modulo 4). Igy
egyetlen konnyli pontndl sem hajtunk végre cserét. A nehéz pontokon a cimkék (2,3, 3)-ra
vagy (3,3, 3)-ra valtozhatnak, mindkét esetben megmarad a j6 tulajdonsag.

Végiil minden legalabb két rossz ponttal szomszédos A-beli pontra cseréljik meg a
szomszédos éleken a cimkéket megjavitva ezen pontokat. Ezutdn legfeljebb § rossz pont
lehet és minden A-beli pont legfeljebb egy rossz ponttal szomszédos. Ezutan cimkézzik az
éleken a meglévo szamokkal, igy a rossz pontokon vett Osszegek kicsik lesznek. Rendeljiik
az g legkisebb 1-cimkét rossz pontokra illeszkedd élekhez, igy ezen szdmok koziil a legna-
gyobb is kisebb lesz 4gn—nél. Hasonléan, hasznaljuk az ¢ legkisebb 2-cimkét a rossz pontokra
illeszked6 élekre, igy a legnagyobb ismét kisebb lesz 4gn—nél. Mivel minden 2-cimkével azo-
nos szamharmasban van egy 3-cimke is, az § legkisebb 3-cimke mér foglalt. Hasznaljuk
a kovetkezd § legkisebb 3-cimkét a rossz pontokkal szomszédos éleken, ezen cimkék koziil
a legnagyobb is kisebb 83”—nél. Végiil jeloljiik ki az 7 legkisebb 0-cimkét a rossz pontok-
kal szomszédos élekhez. Igy egy rossz ponton vett dsszeg kisebb 3(42) + 8 < 3n-nél. Igy

semelyik rossz ponthoz tartozd Osszeg nem egyezik semelyik A-beli ponton vett Gsszeggel

Seiml.
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Most biztositsuk azt, hogy semelyik két rossz ponthoz tartozé osszeg ne egyezzen meg.
Rendezziik a rossz pontokat a hozzajuk tartozé részosszeg alapjan novekvo sorrendbe, majd
az utolso 1-faktor éleihez a cimkéket novekvé sorrendben rendeljiik aszerint, hogy mely rossz
pontra illeszkednek. Miutan minden rossz pontra illeszkedd élt a fenti moédon cimkéztiik,
tegylik ugyanezt a jo élekkel és a maradék cimkékkel, azaz rendezziik oket novekvo sorrendbe
a hozzajuk tartozo részosszeg alapjan. Ez garantalja, hogy semelyik két johoz tartozd osszeg
nem egyezik meg. Nevezziink egy A-beli pontot kicsinek, ha a hozza tartozé részosszeg 4n—2,
mas esetben legyen nagy. Miutan az utolsé 1-faktor éleit is cimkéztiik, a leheto legnagyobb
kis ponthoz tartozé osszeg (4n+2)+4n = 8n—2, mig a lehet legkisebb nagy ponthoz tartozé
Osszeg (8n—2)+4 = 8n+2, igy nem lehet egyezhet meg egy nagy és egy kis ponthoz tartozé
osszeg sem. Minden kis ponthoz tartozé Osszeg és minden nagy ponthoz tartozd osszeg is

kiilonbozik az utolsd 1-faktor éleinek cimkézése miatt. fgy a kapott cimkézés antimagic. m
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3. fejezet

A kombinatorikus nullhelytétel

alkalmazasai

3.1. Az antimagic tulajdonsag gyengitése

Korabban szerepelt a k-antimagic cimkézés, ahol az élekre az els6 m természetes szam
helyett az elsé m + k all rendelkezésre. Ebben a fejezetben a [3]-as cikk eredményeit fogjuk
bemutatni.

Az élek cimkézését ugy is elvégezhetjiik, ha a pontoknak is van sulyuk és igy koveteljiik
meg, hogy ha a befutd éleken 1évé szamok Osszegéhez ezt az adott silyt adjuk, akkor a

pontokon kiilonbozoek legyenek a kapott Osszegek.

3.1.1. Definicid. Legyen G = (V, E) grdaf ésw a pontjain értelmezett w : V- — N sulyfiggvény.
G grifot (w,k)-antimagicnek nevezzik, ha létezik olyan ¢ : E — {1,...,m + k} injektiv

fuggvény, hogy minden u,v € V esetén

> wle) +wlu) # > ple) + w(v).
)

e€d(u) e€d(v

Az eddig vizsgélt antimagic tulajdonsag itt a (0, 0)-antimagicnek felel meg, ahol az elsé

nulla az azonosan nulla silyfiiggvényt jeloli.

3.1.1. Tétel. Legyen G = (V, E) grdf legfeljebb 1 izoldlt ponttal és izoldlt él nélkil. Ekkor

minden, a pontokon vett w sulyfiggvényre G (w,2|V| — 4)-antimagic.

Bizonyitds: Legyen {eq,ea,,...,en} tetszéleges indexelése G éleinek. Az i-edik 1épésben
az e; élt egy eddig még nem haszndlt szdmmal cimkézzik az {1,2,...,m + 2n — 4} hal-
mazbol ugy, hogy az él végpontjainak a cimkézés utani sulya kiillonbozzon az Osszes tobbi
pont jelenlegi sulyatél. Ez lehetséges mindkét végpontra, mivel legfeljebb 2n — 4 tiltott érték

l1étezik barmely fazisban, de mindig van legalabb 2n — 3 még nem haszndlt cimke. fgy mivel
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legfeljebb egy izolalt pont létezik és nincsen izolalt él, G szamozasa antimagic. m

A grafok antimagic cimkézéséhez felhasznalhaté a kombinatorikus nullhelytétel kovetkezo
valtozata, mely elégséges feltételt ad arra, hogy egy f polinom ne tiinjon el egy bizonyos

halmaz minden pontjaban.

3.1.2. Tétel. Legyen F tetszdleges test, f € Flx] polinom. Tegyiik fel, hogy deg(f) =
S ti, aholt; nemmegativ egészek és a [, i egyiitthatdja f-ben nem nulla, azaz [[L_, z¥
egy mazimdlis foki tagja f-nek. Ha S; C F és|S;| > t; + 1 minden 1 < i < n-re, akkor
létezik olyan s € S; x Sy X ... x S, melyre f(s) # 0.

Az antimagic tulajdonsag azon kovetelményét, hogy barmely két pontban kiilonbozé a
befuto éleken a szamok Gsszege és azon elvarast, hogy barmely két élre irt szam is kiillonboz6
legyen, fel tudjuk irni polinomként, kifejezések szorzataként olyan modon, hogy a cimkézés
pontosan akkor antimagic, ha a polinom nem nulla. A kombinatorikus nullhelytétel ezen
valtozata garantdlni tudja, hogy tudunk igy valasztani szamokat az élekre. Ez a bizonyitasi
forma nem konstruktiv, nem tudunk val6jaban megadni egy ilyen cimkézést, de garantalja,

hogy 1étezik ilyen, azaz a graf antimagic.

3.1.3. Tétel. Legyen G = (V, E), ahol |V| > 2 és G tartalmaz 1-faktort. Ekkor G (|V|—2)-

antimagic.

A tétel bizonyitdsahoz sziikség van a kovetkezd lemmaéra, mely a Dyson-sejtés specialis

esete.
3.1.1. Lemma. Minden k,n pozitiv egészekre legyenek cy,, konstansok H?:le(n_l) eqyutt-
hatou

VR (zy, ... x,) = H (zi — x;)*-ban.

n>i>j>1

Ekkor cip # 0.

A 3.1.3. tétel bizonyitasa kovetkezik.

Bizonyitds: Legyen G 2n pontd graf és M = {(u;,v;) : 1 < i < n} 1-faktor G-ben. A
G — M-beli m — n él cimkézhetd gy, hogy minden i-re és j-re u; és v; pontokra kiilonb6zé
legyen a befuté éleken a szamok osszege az 1,2,...,m — n + 2 cimkéket haszndlva a 3.1.1.
tétel alapjan. Minden v € G pontra jeldlje az eddigi cimkézés szerinti silyat w(v). Ezutédn
szamozzuk M éleit. Jelolje z; az (u;,v;) él cimkéjét. Azt szeretnénk elérni, hogy az Gsszes

pontban kiilonbozo6 legyen a befuté éleken a szamok Osszege, azaz
ritw(u;) # xj+wu), v +w(u) # rj+w;), z+w(v;) # xj+w(uy), 2 +w(v;) # z;+w(v;)

38



minden 1 <7 < j < n.re. Jegyezziik meg, hogy azt is szeretnénk, hogy w(u;) # w(v;), de
ez teljestil a G — M-be tartozé élek cimkézése miatt. Tovabba azt szeretnénk, hogy x; # z;
minden 1 < 7 < j < n, ekkor w-re injektiv cimkézést kapunk. Ehhez elégséges az, hogy
létezik egy T = (x1,x9,...,x,) Ugy, hogy minden 1 < ¢ < n-re -t a még nem hasznéalt
cimkék {1,...,m + 2n — 2} halmazabdl vélasztjuk és a vektor elemeibdl képzett polinomra
Prp(T) = i (i — ) (@i — 25 + wlug) — w(uy)) (2 — 25 + wlu;) —w(v))(2; — 25 + wlv;) —
w(uj))(z; —x; + w(v;) —w(v;)) # 0. A kombinatorikus nullhelytétel szerint ehhez azt kell
megmutatni, hogy a polinom féegyiitthatéja, []:, r¥ nem tiinik el, azaz nem 0 Py-ben,
ahol "  t; = deg(Py) és t; < 3n — 2 minden 1 < i < n-re. Ez a feltétel ugyanaz, mint
hogy f8egyiitthaté V> (7) = []

teljesiil V5-ra is, azaz a feltétel teljesiil. Mivel a polinom nem nulla, a vektor elemei épp egy

i>; (i —x;)>-ben nem tiinik el, ez viszont a 3.1.1. lemma miatt

antimagic cimkézést adnak meg az éleken. m

3.2. Halmaz-antimagic tulajdonsag és a kombinatori-

kus nullhelytétel kapcsolata

A k-halmaz-antimagic cimkézés a k-antimagic cimkézés altalanositdsa abban az értelem-
ben, hogy nem csak azt varjuk el, hogy az 1,2,..., m + k szamokkal tudjuk cimkézni a graf
éleit, hanem azt is, hogy ezt akkor is meg tudjuk tenni, ha minden élre egy tetszoleges, m+k
darab kiilonbozo egész szamot tartalmazo listabdl vélaszhatunk cimkét, ahol k > 0. Itt is
elvaras, hogy az élek kiilonbozo cimkéket kapjanak. Ez a kovetelmény k = 0 esetén erdsebb
az antimagic tulajdonsagnal, hiszen ekkor akarhogy adunk meg élenként m egész szamot,

léteznie kell a cimkézésnek.

3.2.1. Definicié. Legyen k > 0 egész szam, G = (V,E) grdf, éleinek halmaza |E| =
€1,62,...,em. Legyenek H; halmazok, melyek minden i-re m +n egész szamot tartalmaznak.
FEkkor G k-halmaz antimagic, ha tetszdleges H; halmazokra létezik ¢ : E — UH; injektiv

fiiggvény, melyre p(e;y € H; és minden u,v € V esetén

EOE D INL0)
)

e€d(u) e€d(v

Korabban szerepelt a sejtés, mely szerint Ky kivételével minden fa antimagic. Kénnyen
cafolhaté azonban, hogy minden fa 0-halmaz-antimagic lenne, vagyis hogy m tetszoleges
szammal megoldhaté a cimkézés. Tekinstiik ehhez Py-et, azaz a 4 pontbdl all6 utat. Legyen
H ={-1,0,1} a felhasznalhaté cimkék halmaza. Ekkor a két belsé ponton lehetséges Gssze-
gek -1, 0 és 1, az ut végpontjaiba futé éleken szintén ugyanez a harom szam allhat, igy nem

fordulhat el6, hogy a 4 pontban 4 kiilonb6z6 0sszeg jelenjen meg.
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Vizsgaljuk most a fakat az 1-halmaz antimagic tulajdonsidg szemponjabdl. Legyen G
n pontd fa graf, H = {xy,z9,...,x,} tetszbleges egész szamokbdl all6 n = m + 1 elemi
halmaz. Egy cimkézés pontosan akkor megfelel6, ha barmely két él kiillonb6z6 szamot kap,
és nincs két olyan pont, melyekre az illeszkedo éleken a szamok Osszege megegyezik. Ezt a

két kovetelményt egy m-valtozds polinom formajaban tgy irhatjuk fel, hogy

H(azl — ;) H( Z x; — Z xj) # 0.

i#£j utv 2;€6(v) z;€8(u)
A fenti szorzat pontosan akkor nem nulla, ha egyik tényezéje sem nulla. Az els6 produktum
garantdlja, hogy a cimkézés injektiv, a masodik pedig azt, hogy a pontokon kiilonbozdek a
befuto élekre irt szamok Osszege, azaz az x1, s, ..., x, vektor G élein épp egy 1-halmaz-
antimagic cimkézést ad meg.

A kombinatorikus nullhelytétel szerint minden r véltozés, > ._, t; fokd polinomra igaz,
hogy ha minden ¢ valtozdjanak értékeit legalabb ¢;+1 elembol vélaszhatjuk és a foegytitthatd
nem tinik el, akkor a polinom nem azonosan nulla, amibdl kévetkezne az 1-halmaz-antimagic
cimkézés 1étezése fakra.

Szamitsuk ki a fenti polinom maximaélis fokszamat! Az elsé produktum esetén az n — 1
él kozil valasztunk ki parokat minden lehetséges médon. Ez (”;1) tényezot jelent, melyek

”) és

mind 1 fokszamuak. A masodik produktumban pontparok szerepelnek, ezek szama (2

ezen tényezok is 1 fokszamuak. Az el6z6ekbol kapjuk, hogy a polinom teljes fokszama

2 2 2 2

A legmagasabb foki tag ], #7~" alakd, azaz minden élhez tartozé véltozé fokszama ponto-
san n—1. Az élekre irhaté értékeket tartalmazé H halmaz elemszama pontosan n, igy a kom-
binatorikus nullhelytétel elsé feltétele teljesiil. Azt kellene még beltni, hogy [, 2" # 0.

Ha ezt sikeriilne belatni, akkor ezzel a lehet6 legerésebb halmaz-antimagic tulajdonsagot
érnénk el a fakra, hiszen kordbban lattuk, hogy a 0-halmaz antimagic cimkézés nem adhaté

meg minden fara.
3.2.1. Sejtés. Minden fa 1-halmaz-antimagic.

Ebbol az a specialis eset is kovetkezne, amikor a H; halmazok azonos szamokat tartalmaz-
nak, vagyis hogy minden n pontu fa cimkézhetd antimagic médon tetszélegesen megadott n

szam hasznalatéval.
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