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1. fejezet
Bevezetés

A gyakorlatban stirtin meriilnek fel Az = b alakt linearis egyenletrendszerek, melyeknek
a b jobboldala mért adatokat tartalmaz. A mérési eljaras illetve a mérémiiszerek hibaja
miatt a b vektor nem pontos. Ekkor felmeriil a kérdés, hogy érdemes-e megkeresni az
egyenletrendszer pontos megoldasat, mivel a mért adatok pontatlansaga kovetkeztében a
megoldas nem oldja meg a felmeriilg gyakorlati feladatot (pontosan). Tovabbé gyakran az
egyenletrendszer nagy méreti, ekkor a direkt megoldasa nagy tarhelyet igényel, mely sok-
szor nem all rendelkezésiinkre. Ilyen esetekben szoktak iteracios modszereket alkalmazni.
A kovetkezd fejezetben néhéany, széles korben ismert, iteracios modszert emlitiink meg,
melyekrsl bovebb leirast az [1] konyvben talalhatunk.

A probléma nehezebben kezelhets, ha az egyenletrendszer jobb oldaldnak kis meg-
valtoztatasa esetén a megoldas nagy mértékben valtozik. Az ilyen egyenletrendszereket
(és a hozza tartozd A méatrixot is) rosszul kondicionaltnak nevezziik (ennek mérdszamal!);
cond(A) = ||A||]|A7Y|| a métrix kondicioszama). Minél nagyobb egy matrix kondicioszama,
annal nagyobb hibat eredményez a megoldasban a mért adatok hibaja. Ilyen probléma
stirtin felmeriil a gyakorlatban (példaul interpolacional, differencialegyenletek numerikus
megoldasanal).

A 3. fejezetben harom Krylov-alterekre épiil§ iteracios modszert mutatok be (GM-
RES, LSQR, BiCGStab), melyeket a [2]| és [3] konyvek alapjan dolgoztam fel. Mind a
harom modszert elterjedten alkalmazzak. A modszereket a 4. fejezetben alkalmazom, il-
letve hasonlitom Gssze egy elliptikus parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldasan
keresztiil. Fiz a probléma is egy rosszul kondiciondlt egyenletrendszerre vezet, melynek
érdekessége hogy nem sziikséges a felmeriil6 rendszert pontosan megoldani, elég egy meg-

felel6 kozelitését megadni a megoldasnak. Ekkor a parcialis differencidlegyenlet megoldasa



még pontos lesz.
A modszerek Osszehasonlitasara a MATLAB programot hasznaltam, a modszerek
MATLAB-beli kodjai a dolgozat végén olvashatoak.



2. fejezet

Klasszikus 1teracios modszerek

2.1. Fixpont iteracié

2.1.1. Definicié. Legyen X Banach-tér, f, : X — X fiiggvény. Iterdcios sorozatnak

neveziink egy olyan (x,) C X sorozatot, melyet a kévetkezd rekurzidval kapunk:

Tpt1 = fn(xn)

Legyen A € RV*N regularis, és b € RY. Tekintsiik az Ax = b linearis egyenletrendszert,
illetve ennek egy atalakitasat: Ax = b akkor és csak akkor teljesiil, ha x = Bx + f, ahol
B e RV*N_ f ¢ RV,

2.1.2. Definicié. Jeldlje o(B) a B mdtriz spektrilsugardt, azaz
o(B) = max |Ail, ahol \; a B mdtriz sajdtértéke (i=1..N)

2.1.3. Tétel. Ha o(B) < 1, akkor tetszdleges xy € RN kezddvektor esetén az x,,, =
Bz, + f iterdcios sorozat konvergens, és az x = Bx + [ egyenlet egyetlen megolddsihoz

tart.



2.2. Az egyszeri iteracid

Legyen A € RV*N regularis, és b € RV. Vw > 0 esetén
Axr = b
wAr = wb

T+wAr = x4+ wb
r = (I —wA)z+wb

2.2.1. Allitas. Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit. Ekkor minden elég kis w > 0-ra az
Tpp1 = ([ —wA)z, +wb tetszdleges vy € RN pontbdl inditott iterdcids sorozat konvergens,

és hatdrértéke az Ax = b linedris egyenletrendszer egyetlen megolddsa.

2.2.2. Megjegyzés. Elég kis w alatt azt értjik, hogy o(I — wA) legyen 1-nél kisebb.
Kiszamithatoé az optimalis paraméterérték: w := 2/(Ay + A1), ahol Ay az A métrix leg-
nagyobb, A; a legkisebb sajatértéke (ekkor lesz ||I — wA| minimalis). (Ekkor a 2.1.3 tétel

értelmében a sorozat konvergens).

2.3. A Jacobi-, és a Gauss-Seidel-iteracio

Legyen A € RY*N regularis, és b € RY. Tegyiik fel tovabba hogy A diagonélelemei
nem zérusok, azaz a; # 0, ¢ = 1...N. Tekintsiik az A métrix kovetkez6 felbontasat:
A= L+ D+U, ahol L, illetve U az A matrix szigorian also, illetve fels§ része, D f6atloja
megegyezik A fGatlojaval, minden mas eleme 0.

Jacobi-iteracio:

Az = b
(U+D+L)x =0
Dr = —(U+L)x+b
r = —D YU+ Lxz+D"



Az iteracios sorozat: x,,1 = —D Y (U + L)z, + D7'b

Gauss-Seidel-iteracio:

Ar = b
(U+D+L)x = b
(L+D)x = —Uz+b
t = —(L+D)'Uz+(L+D)""b

Az iteracios sorozat: x,41 = —(L + D) Uz, + (L + D)~ '

2.3.1. Megjegyzés. A feltételiink szerint D és (L + D) invertalhatoak.

2.3.2. Definicié. Egy A € RY*N mdtrizot soronként diagondlisan domindnsnak neve-

ziink, ha minden sordra igaz:
N

|aii| > Z |aij]

J#ij=1
2.3.3. Tétel. Legyen A diagondlisan domindns. Ekkor a Jacobi- és a Gauss-Seidel iterd-

ciok konvergensek, hatdrértékiik az eqyenletrendszer egyetlen megolddsa.

2.3.4. Tétel. Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz. Ekkor a Guass-Seidel iterd-

ci0 konvergens.

2.4. A konjugalt gradiens moédszer
Legyen A € RV*N szimmetrikus, pozitiv definit és b € RY.

2.4.1. Allitas. Jeloljik < x,y >:=< Ax,y >. Az igy definidlt funkciondl skaldrszorzat,
ezt az A dltal generdlt skaldrszorzatnak nevezzik. ||z||a == /< Ax,x >-et A-normdnak

hivjuk. Amennyiben A szimmetrikus, a most definidlt A-norma ekvivalens az eredetivel.

2.4.2. Definici6. F(x) =< Ax,x > =2 < x,b >. Ennek az F funkciondlnak egyetlen
minimumhelye van, ez éppen az Ax = b egyenletrendszer pontos megolddsa. F-et energe-

tikai funkciondlnak nevezzik.

Variacios modszereknek nevezziik azon eljarasokat, amelyek F-et minimalizaljak. A

konjugalt gradiens modszer is ebbe a csoportba tartozik.
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A modszer alapgondolata hogy az n-edik lépésben minimalizaljuk az F funkcionalt a d,,
iranyban (igy kapjuk x, 1-et), majd valasszunk egy 1j iranyt tgy, hogy az 1j irany A-
ortogonalis legyen az elézére (A-skalarszorzatuk 0).

Legyen zg € RY, tetszdleges kozelités, ro := Axg — b, dy := —ry. Feltehetjiik hogy ro # 0,

hiszen ekkor méar xy megoldasa az egyenletrendszernek.

nadn
ot 1= Tn + Andy, ahol A, 1= — =0 2 (2.1)
[l [ 4
Ty = Az, —b (2.2)
n 7dn
dn—i—l = —Tpy1 T+ /vbndm ahol Mp = % (23)
nllA

2.4.3. Tétel. Az iterdcio legfeljebb N lépés utdn véget ér.



3. fejezet
Krylov-altérre épulé modszerek

Jelolje ||.|| az Euklideszi-normét.

3.1. Az Arnoldi-iteracid

3.1.1. Definicidé. Krylov-altérnek neveziink eqy olyan alteret, amely a kovetkezd alakban
dall eld:

km(A,v) = spanf{v, Av, ..., A" 1}

ahol A € RV*N oy € RN, Amennyiben nincs félreértés ezl k,,-mel fogjuk jeléln.

A definiciobol konnyen lathatd, hogy = € k,, akkor és csak akkor ha x = p(A)v alakba
irhat6, ahol p egy legfeljebb m — 1-edfokt polinom. Az Arnoldi-iteracio felépit egy orton-

ormalt bazist k,,-ben. Erre tobbféle modszer létezik, az egyik:

3.1.2. Algoritmus. Arnoldi

1. Vdlasszunk eqy vy € Kk, vektort, amelyre ||vq] = 1
2. For j =1...m Do:

3. Vi1 = Av;

4. Foriv=1...7 Do:

5. hi; =< Av;,v; >

6. Vjp1 1= Vjp1 — Ny jv;

7. EndDo

8. hivrg = |lvjll

9. Ha hji1; =0 akkor Stop

10



10. Vjy1 = Uj—l—l/hj—i-l,j
11. EndDo

Az algoritmus minden lépésben kibgviti a bazist egy 4j vektorral, majd Gram-Schmidt

ortogonalizaciot hasznalva ortonormalizalja az igy kapott vektorrendszert.

3.1.3. Allitas. Tegyiik fel hogy az algoritmus nem dllt le az m-edik lépésig. Az 3.1.2

algoritmus dltal megadott vy, vy, ..., v, vektorok eqy ortonormdlt bazisdt alkotjdk k.,,-nek.

Bizonyitas. A konstrukcié kovetkeztében a vy, vs, ..., v, vektorok ortonormélt rendszert
alkotnak. Generaljak r,,-et, ha v; = p;_1(A)v; alakba irhatd, ahol p;_; egy legfeljebb
i — l-edfokt polinom. Ezt teljes indukcioval latjuk be. ¢ = 1-re trivialis teljesiil, a p = 1

polinommal. Tegyiik fel hogy minden k < j indexre mar tudjuk. Tekintsiik a v, vektort:

i j
hjsr v = Avy =Y hygop = Apj1(A)or — Y g a1 (Ao
k=1

k=1

ahol az utolsd egyenlGséget az indukcios feltétel felhasznalasaval kaptuk. gy Vjp1 =
p;(A)vy alakban irtuk fel igy az allitast igazoltuk. O

Jeloljiik V;,,-mel azt az ortogonélis N X m-es matrixot, amelynek oszlopai a vy, ve, ..., Uy,

vektorok, H,,-mel azt az (m + 1) X m-es méatrixot melynek nem nulla elemei a 3.1.2

algoritmusban definialt h; ; szamok. Ekkor H,, fels6-Hessenberg matrix, alakja:

hig hig his - him
haop hoo hos -+ haon
o— 0 hss hgs -+ han
0 0 A4z --- Nam
0 0 - 0 ‘i

3.1.4. Allitas. Ekkor fenndll a kivetkezd:
Avm - vm+1Hm

Bizonyitas. Tekintsiik az AV, matrix j. oszlopéat:
J+1
(AVin)j = Av; = > " hijoi = (Vingi H),
i=1

ahol az els6 egyenlGség egyszertien leolvashatd a 3.1.2 algoritmusbo6l. Ebbdl kévetkezik az

allitas. O

11



3.2. A GMRES-moé6dszer

A GMRES (Generalized Minimal Residual) mddszer az Arnoldi-iteraciora épiil. Legyen
km(A,10) = span{rg, Arg, ..., A" 'rg}

ahol 1o = Az — b, g tetszéleges kezdGvektor (altalaban xg = 0).

Minden x € k,, vektor felirhaté x = x¢+V,,y alakban, ahol V,,, oszlopai az Arnoldi iteracio
altal megadott ortonormalt bazisvektorok (tetszdleges vektor helyett vy := 1o/||ro||), v €
R™,

Definidljuk a kévetkezs funkcionélt:
Fy) = [Ib = Az| = [|b = A(zo + Viny)l| = llro — AViny|
Felhasznalva a 3.1.4 allitast, és hogy V,,+1 ortogondlis matrix:

I = AVinyll = llllrollor = Vinsa Hmyll = [Vinsa (lIrollzer = Hmy) | = Illlroll2e1 — Hmyll (3.1)

Ahol e; = (1,0,0,...,0)T € R™"!, Az z,, vektort tehat agy kapjuk meg hogy megkeressiik
azt az y vektort, amely minimalizilja az F(y) funkcionalt, és x,, := z¢ + V,,y. Ez a

kovetkezd algoritmust adja:
3.2.1. Algoritmus. GMRES

1. Vilasszunk egy o tetszdleges vektort, és ro == Axg — b, v1 :=10/||70||
2. For 5 =1...m Do:

3. Vjp1 1= Av,

4. Fori=1...5 Do:

5. hij =< Av;,vj >

6. Vjp1 1= Vjp1 — Ny jv;

7. EndDo

8. hjt1j = |lvj

9. Ha hj1; =0 akkor m := j és lépjiink a 12.s0rra
10 i1 = v/ hjsa

11. EndDo

12. Definidljuk a H,, mdtrizot.

13. Szamitsuk ki az y vektort, amely minimalizdlja az F(y) funkciondlt, majd x,, = xo + Vyy

12



Most foglalkozzunk az F'(y) funkcional minimalizalasaval:
Egy elterjedt eljaras, hogy Givens-forgatasok alkalmazasaval a H,, métrixot fels6 ha-
romszog alaktra hozzuk, majd az igy kapott egyenletrendszert oldjuk meg. Definidljuk a

forgatasi métrixot:

1
1
C; S;
P =
—S; C;
1
1
ahol (0, ...0,¢;, —s;,0, ...,0)” a matrix 7. oszlopa, P; € R(mT1)x(m+1),
hit1; Dy

S; = C;, = Sl
i1 i1
V2 (hE0)2 V2 (hE0)2
ahol hgi-_l) a mar ¢ — l-szer elvégzett forgatas utdn kapott matrix 7. sordnak i. eleme.
Legyen Q,, = PpPp_1...P1. Igy QH,, = R, ahol R,, € RmHxm _ag

_ R,
R, = ,
0
R,, € R™™ fels6-haromszog matrix. Igy
Fly) = lllroller = Hmyll = [|@mllroller — QmHmy]|

= [1Qullroller = Ryl = 1 fr, = Ryl

ahol QerOH€1 = 7771 = (ﬁlvﬁ% e 7ﬁm+l)T7 és legyen fm = (517627 e 7ﬁm)T (elhagthk
£, utolsé koordinatajat). Jeloljiik f, ;= (71,72, -+, Vm). Ekkor

4! 71
Io
2 V2
- 3 . .
fm: . :QmHT’0H€1:PQOAH?”oHel:Pm : = : )
' o CmYim
Bm-i—l 0 SV
igy specialisan
Bmt1 = —SmVm (3:2)

13



3.2.2. Allitas. Legyen m < N, ekkor az eddigi jeloléseket haszndlva:
1. Az AV, mdtriz rangja megegyezik R, rangjdval, és ha ., ,,, = 0, akkor A szinguldris.
2. Jelolje Y, az ||||roller — Hmyl| minimumbhelyét. Ekkor: y,, = R fin-
3. m lépés utdn:
16— Az = |Brosa

Bizonyitas. 1. Felhasznalva a 3.1.4 allitast és (), ortogonalitasat:
Avm = m+1Hm = m+1QﬁQmHm = m+1Q£Em

Mivel V,,41QF ortogonélis, ezért AV}, rangja megegyezik R, rangjaval, amely egyenl R,
rangjaval, hiszen csak egy 0O-sorban kiilonboznek. Ha r,, ,,, = 0 akkor R, rangja legfeljebb
m — 1, igy AV}, rangja is legfeljebb m — 1. Mivel rang(V,,) = m, ezért A szingularis.

2. Az eddigi eredményeket, illetve a Pitagorasz-tételt felhasznalva kapjuk:

Hiroller — Huyll* = [ fn — Ry lI* + 1Bl

Mivel R, teljes rangt, ezért a jobb oldal minimumhelye: y,, = R f,,..
3.
16— Azp|* = (b = Alzo + Vi) I? = 1 fn = B * + [Bsa [* = 1By [

Felhasznélva az eddigi eredményeket, illetve hogy v, = R ' fon. O

3.2.3. Kovetkezmény. Ezt az algoritmust hasznalva minden lépésben megkapjuk a hiba

normajat, ez egy megfelels leallasi kritériumot szolgéltat.

Az algoritmusbol leolvashato, hogy az m-edik 1épés el6tt a GMRES modszer csak a
9. sorban allhat le, azaz amikor az Arnoldi bazis felépitése soran v; = 0 valamely j < m

indexre.

3.2.4. Allitas. Legyen A reguldris mdtriz. Ekkor a GMRES algoritmus akkor és csak

akkor dll le a j. lépésben (azaz hji1; =0), ha az x; kizelitd megoldds pontos.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor hogy hjy1; = 0. Mivel A reguldris, ezért 0 # rj; = h%_l),

igy
hjy1,

Sj =
G-1
\/hj2+1,j + (hy;)?
A 3.2.2 allités els6 részebdl illetve (3.2) egyenletbdl kovetkezik:

rj = [[Az = bl = [Bj11] = |sjv;] = 0,

14



igy x; pontos.
Visszafele hasonléan, ha x; pontos, akkor s; = 0, igy h;j41,; =0. O

A H,, matrix felépitése O(m?) lépésben torténik, igy m novelésével, a lépések szama
kvadratikusan ng, tovabbé az x,, vektor kiszamitasahoz sziikséges a V,,, matrix eltarolésa,
melynek mérete N x m. Igy nagymeéretii egyenletrendszerek esetében a modszer memoria-
igénye nagy. Ennek felold4sa hogy az algoritmust néhany lépés utan tjrainditjuk a kapott,
jobb kozelitésbhol.

3.2.5. Algoritmus. Ujrainditott GMRES

1. 1o := Azxg — b, vy == ro/||7ol|

2. Készitsiik el a Arnoldi bdzist és a H,, mdtrizot.

3. Szamitsuk ki az y vektort, amely minimalizdlja F(y)-t, majd x,, = xo + Vy
4. Ha x,, meqgfeleld kézelitése a pontos megolddsnak megdllunk,

ha nem, xy := x,,, €s ugorjunk az 1. sorra

3.2.6. Megjegyzés. Egy ismert nehézség az djrainditott GMRES modszerrel, hogy ha

az. A matrix nem pozitiv definit, akkor stagnalhat (azaz a hiba norméja nem csokken).
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3.3. Az LSQR-moébdszer

Legyen A € RV*M p ¢ RV tekintsiik az Az = b egyenletrendszert. Mivel az A matrix nem
négyzetes, igy az egyenletrendszernek ritkAn van pontos megoldésa. Minimalizalhatjuk
azonban ||Az — b||-t, ezt nevezik a legkisebb négyzetek feladatanak. Tekintsiik a kovetkezd

bidiagonalizacios modszert:
3.3.1. Algoritmus. Bidiagonalizdlds

1. Legyen Biu; = b és oaqvy = ATy
2. Fori1=1,2,--- Do

3. Bir1tiv1 = Av; — oy,

4 Ha u;y = 0 akkor Stop

4. Qj11Vi41 = ATU@'—H — Bit1v;

5 Ha vy =0 akkor Stop

5. EndDo

Ahol i = 1,2, ...-re az (;,a; > 0 szamokat ugy valasztjuk hogy |lu;|| = ||vi]| = 1 legyen

(illetve ha u; = 0, akkor §; := 0, hasonléan ha v; = 0, akkor a; := 0). Jelolje U, € RV**
matrixot, melynek oszlopai az wu;, i = 1,..., k vektorok. Hasonloan jeldlje Vj, € RM** azt

a matrixot, melynek oszlopai a v; vektorok.

3.3.2. Allitas. U, és V, ortogondlis mdtrixok.

Bizonyitas. Azt kell tehat belatni hogy < w;,u; >=< v;,v; >= 0 minden ¢ < j parra,
illetve ||w;|| = ||vi]| = 1 minden ¢ = 1,2, ...-re. ||u;|| = [Jv;|| = 1 trividlisan kévetkezik oy, f;

valasztasabol. Az ortogonalitast teljes indukcioval latjuk be. Flészor tekintsiik:

Av; — aquy 1 2
< >=< = < Avy > — =

U, U2 Uy, HAvl _ OCIUIH ”AUl —_ alulu( Uy, AV OélHulH )

1 1
=~ (< AT >—q)=— (< > —qp) =
Ao —apar]] < A 0> T = g (S v v > )
1
(Oél — Oél) = 0

 [[Av = aqu|

16



ATUQ — 5201 1

< ’ > = < ) >= < ,AT > — 2y =
V1, V2 b1 [ATuy — Bovy | [ATuy — 521)1”( U1, A4 U Ba|lv1]]”)

1

= < Avy,ug > —fs) =

”ATU2 - 32211“( o Be)

1

= [ATws — Bovr| (< Baug + aquy, ug > —f2) =
1

= i e Pellual + e <wra > =) =0

Most tegyiik fel hogy minden 4, j < k, ¢ < j indexparra teljesiil < u;, u; >=< v;,v; >= 0,
valamely k > 2 természetes szamra. Ekkor
Avy, — au < ATw;, v, > —oy < wi, uy >

< Ui, Upyq >=< Uj, —————————— >=
A " Ave — agus| | Avy — cvptug|

Ha i = 1, akkor ATu; = ayvq, gy
< ATuy,vp > —a < ug,up >= g < U1, 05 > —Qg < Uy, Ug >=0

az indukcios feltevés miatt, igy < uq, ug1 >= 0.
Ha i # 1:

< AT’LLi,Uk > =0 < Ui, U > o < o;v; + 51'1)1',1,1}]{ > =0 < Ui, U >

< Uiy Ugt1 > =
o | Avy — ] [Ave — cpug

Ha ¢ # k, akkor az indukcios feltevés miatt < v;,vp >=< v;_1, v, >=< u;, up >= 0, igy
< Uiy Upy1 >= 0. Ha i = k:

< gV + Brvn_1, vk > —ag < ug,up > ogllvgl|? — o flugl*

< Uk, Ug+1 == ||AUk — akukH - “Avk — akuk” =0
Hasonl6an:
< Vi, Vgy1 > = <, ATUk+1 — Bry10k _ < Aviyugyr > —Bryr < v, v > _
AT U1 = Breravx] | AT w1 — Brravkl|

< Big1Uipr + @y, Uy > — By < v, U >
||ATUk+1 - 5k+1vk||

Mivel mar tudjuk hogy < u;, ugr1 >= O minden ¢ < k, igy ha i < k, akkor < w; 11, upiq >=

< Uj, Uy >=< 03,0 >= 0, igy < v, 0341 >= 0.
Ha ¢ =k:
< Brg1Ups1 + Qpip, Ukp1 > — Bt Br41 — Bt

< Vg,V >= — =0
oo ||ATUk+1 - 5k+1vk|| ||ATUk+1 - ﬂk+1vk||

Igy Uy, Vi ortogonélis matrixok. O
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3.3.3. Allitas. A vy, s, ...v; vektorok egy ortonormdlt bdzisdt alkotjdk kp(AT A b)-nek.

Bizonyitas. Mar lattuk hogy a vy, v, ..., v vektorok ortonormalt rendszert alkotnak, igy

csak annyit kell belatni hogy mindegyik vektor elsall v; = p;_1 (AT A)v; alakban, ahol p;_;

egy legfeljebb i — 1-edfokt polinom. Teljes indukcioval 1atjuk be, vi-re trividlisan teljesiil

az allitds a p = 1 polinommal. Tegyiik fel hogy valamely 7 indexig méar tudjuk. Ekkor

T
v = ATuy— Brage = A
A1 Vi1 = Uj+1 i+1V5 =
Bj+1 Bit1
T 2
AT Ay a;f;

Bit1 Bj+1 ! Bt

= ATAp; (AT A)voy — p; (AT A)vy — pjo(AT A)vy

amely egy kivant felirdsa a vektornak. [

A 3.3.1 algoritmus Osszefiiggései felirhatok matrixos alakban is:

Uk+1(ﬁ1€1)
AV,
AU

ahol ¢; € RF1 B, € REHD*E 49

0

e, = 11| < tsor

0

= b
= Up11Bi

T T
= ViBj + Qrp1Vk41€441

(05] 0 0
Ba az 0
0
By = . .53 .043
0 B
0 0

T
ATy — Binv;

vj-1 = By =

0
O

Br+1

Minimalizaljuk ||b — Az||-t az « € k., vektorok korében. Ekkor x = V},y,, alakba irhato.

Igy

1b — Az|| = |AViym — bll = [|Uns1Bimym — Uns1Brer| = || Bnym — Prea|

A GMRES modszernél latottakhoz hasonléan forgatasokkal elimindljuk a f6atlo alatti

elemeket (f3;). Példaként bemutatjuk az i. forgatast. Az (i — 1). forgatas utan kapott
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matrix:
01 2

02 3
Qi1B,_, =
Oic1 ¢

0;

i—a 0
ahol Q;_1 = P, (QO 2 1), és Py forgatasi matrix, ¢ = P, (igy Q;—; forgatasok

kompoziciéja), és B, -t tgy kapjuk meg B;_;-bsl hogy hozzavessziik utolsé oszlopnak

(0,..,0,;)"-t. Igy az i. forgatas:

1 01 ¢ 0 oo
1 Oic1 ¢ = 01 @
Ci S; gl 92 ¢i+1
—51 ¢ Bir1 Qg1 [

Itt a feliilvonassal jelolt értékek a kovetkezd iteracioban még megvaltozhatnak, a feliilvo-
nas nélkiiliek mar nem. Ebbd] kénnyen lathaté hogy Ry_; és Ry csak egy 1j sorban és
oszlopban kiilonboznek (Ry, bal fels6 (k — 1) x (k — 1)-es blokkja Ry_1). Ekkor

1B1e1 = Byl = |@mbrer — Ruymll = G — R

ahol QB = Ry, = (im) és Qmpbier = g,,, €s gm-et gy kapjuk hogy elhagyjuk g,,
utols6 elemét. Az elgbbihez hasonléan adodik hogy g, elsé k eleme megegyezik g,,_1-€el.
Amennyiben R, rangja teljes: y,, = R g ¢s 11 = ||b — Az|| = |, — Bl = |Yims1l-
Azonban vy, 1 és y,, elemei altalaban kiilénboznek, igy minden 1épésben djra kéne sza-
molni a vektort. Egy egyszerii 1épéssel azonban megkeriilhet$ y,, kiszamitasa. Tekintsiik
tehat: x,, = Vit = ViR g = Dy, ahol D, oszlopait az RL DI = VI rendszerbél
kaphatjuk meg. Mivel dy = x¢ = 0, igy

1
- e_(vk — Prd—1)
k

Tp = Tp—1 + Yedg

dy;

Mivel a k. 1épés utan 0y, ¢, és v, sem valtozik igy, nem kell megjegyezniink csak az utolso

iteracioban kapott értékeket.
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Ismeretes hogy ha egy = vektor minimalizalja az ||Az — b||-t, akkor megoldésa a Gauss-
féle normalegyenletnek, azaz AT Az = ATb, igy ||AT(Ax — b)|| = ||ATr|| = 0, ahol r =
Az — b. Igy a legkisebb négyzetek feladatanal ||ATr,,| megfelels megallasi kritériumot
szolgaltathat. Az LSQR-modszernél ez szinte ingyen adodik:

Alr, = AT(Az,, —b) = AT (AVpym — b) = ATUpi1 (Briym — Brer) =
= 7m+1ATUm+1Qg@€m+1 = 7m+1(VmB£ + am+1vm+1e%+l)Q£em+l =

iy T T
- ’Ym—f—leRmem—&—l + /ym+1am+1vm+1€m+1Qm6m+1 = Ym+1%m+1CmUm+1

hiszen, Tizemﬂ =(0,...,0)" és el 1 QL epy1 = cpp.
Ezek alapjan:
IAT Pl = mgr [Ym1 ]Gl (3.6)

3.3.4. Algoritmus. LSQR

1. Legyen frui = b, oaqvy = ATuy, wi = vy, 9 = 0, ¥, = B, 0, =y
2. Fori1=1,2,... Do

3. Bir1tiv1 = Av; — aju;

4 ip1Vig1 = Aluigy — i
5, 6; =\/0; + B2,

6. ci = 0;/9;
7

8

9

i = Bit1/0;

Vi = CiY;

Yie1 = —Si%;
10.  0iy1 = cioipa
11. Dit1 = Siliy1

12, xi=xi+ (/0w

13. Wit1 = Vig1 — (¢i+1/0i)wi

14.  Ha ||ATr;|| elég kicsi akkor Stop
15. EndDo

M 1épés utan az algoritmus biztosan véget ér, hiszen sy (ATA,b) = RM, igy ebben
a vektortérben minimalizaljuk ||ry/||-t, igy 2 biztosan megoldasa a Gauss-féle normal-
egyenletnek, ebb6l kivetkezendGen ||AT(Axy — b)|| = 0, igy az algoritmus ledll, z,; a

keresett megoldas.
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3.3.5. Megjegyzés. A szamitogép szamabrazolasi hibajanak kovetkeztében, a gyakor-

latban az algoritmus nem biztos hogy ledll M lépés utan.

3.3.6. Allitas. Legyen k < M a legkisebb olyan index, amire a1 = 0. Ekkor x;, megol-

dasa a Gauss-féle normdlegyenletnek, igy xx minimalizdlja ||r||-t.
Bizonyitas. A 3.6 egyenletet felhasznélva:

| AT 7kl = e [yl ekl
Itt Yer1 = =Sk = —(Bra1/0k) Yk, amely értelmes, hiszen

5
O =\ 0, + 587, = \/(Ck—loék)2 + B

ahol oy # 0, a feltétel miatt, ¢, = ék_l/ek_l, és 0,1 = 0 csak akkor ha (3, = 0, csak
akkor ha ay = 0, ami ellentmond a feltételnek, igy 6y # 0.
cx = 01/0), ahol 6, # 0 az elsbbiek szerint.

gy [|ATre|| = ars1|yesrl|ck| értelmes és ||ATry|| = 0, hiszen apyy = 0. O

3.4. A BiCG-modszer

Legyen most A € RV*N b € RV, A BiCG (bikonjugalt gradiens) modszer nem koveteli
meg az A matrix szimmetrikussagat, mint a konjugalt gradiens modszer. Tekintsiik a

koévetkezd biortogonalizacios eljarast:
3.4.1. Algoritmus. Lanczos-biortogonalizdcio

1. Vilasszunk vy, w; € RY wvektorokat, iigy hogy < vi,w, >:= 1
2. Legyen By = 61 =0, wy = vy = 0.
3. For j=1,2,..,m Do:

4. a; =< Avj,w; >

5. Vi1 = Avj — ojv; — Bjvjq

6. Wit = Aij — a;w; — 0jwj_y

7. §js1 =/ <Vjs1,Wj11 > | Ha 6,41 = 0 akkor Stop
8. Biy1 =< TVjy1,Wj41 > /6541

9. Wiy = @j+1/5j+1

10.  wjp1 = Uj1/654

11. EndDo

21



3.4.2. Megjegyzés. A (;, 0; skalarok valasztasa tobb médon is torténhet, annak kell tel-
jesiilnie, hogy §;6; =< v;, w; >, ez biztositja hogy < v;, w; >= 1 legyen. Az algoritmusban
azért igy valasztottuk, mert igy 0; = |5;].

Az algoritmusbol leolvashato, hogy v; € kn(A,v1), illetve w; € Ky, (AT, w;). Tovabb4 a
V1, Vs, ..Uy, vektorok egy bazisat alkotjék k,, (A, vy)-nek, a wy, we, ..., wy, vektorok i, (AT, w;)-

nek.

3.4.3. Allitas. Ha az algoritmus nem dll le az m-edik 1épés elétt, akkor a vy, vs, ..., Uy, €S

a Wy, W, ..., W, vektorok eqy biortogondlis rendszert alkotnak, azaz
<V, W5 >= 52']' ,]<m

ahol b;; a Kronecker-delta figgvényt jeloli, azaz

0 haij
Oij = o
1 hai=j

Bizonyitas. Az allitast teljes indukcioval fogjuk bizonyitani. A ;, ¢; skalarok megvé-

lasztasabol kovetkezik hogy < v;, w; >= 1. Egyszertien kapjuk:
< v, wy >=< Avy — aqup, wy >=< Av,w; > —ap < v, w; >=0

aq definicioja kévetkeztében. Hasonléan < wq, v; >= 0. Tegyiik most fel hogy a vy, v, ..., v;
és a wy, Wy, ..., w; biortogonalis rendszert alkotnak, belatjuk el6szor hogy < v, w; >=0
minden ¢ < j indexre. Ha ¢ = j:
< Vjt1,W; > = 5_ < AUj — QU5 — ijj,l,wj >=
Jj+1
1
= 5_(< Avj,wj > —oy < vj,w; > —/Bj < Vj-1,Wj >) =0

j+1

a; definici6ja, < vj,w; >= 1 miatt az elsé két skalarszorzat kiilonbsége 0, az indukciés

feltevést felhasznalva a harmadik tag 0.

1
< Vj41,W; > = 6_<< Avj,wl- > —oy < Vj,w; > _Bj < Vj-1, W4 >) =
Jj+1

1
= (5_(< Uj,ATwZ' > _Bj < Vj—1,W; >) =
j+1

= 5_(< v}, Bip1Wis1 + aw; — 6wy > =B < vj_q,w; >)
j+1
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1 < j — l-re a fenti skalarszorzatok elttinnek, ha = j — 1:

< Vjt1,Wj—1 > = 6_(< Vj, 5jwj + o qwjg — (%;111@;2 > —ﬂj < Vj_1,Wj—1 >) =
j+1
1
= —5'—"_1 (BJ <V, W; > _Bj < Vj-1,Wj-1 >) =0.
J

felhasznalva az indukcids feltételt, illetve hogy < v;,w; >= 1 minden 7 < j indexre.
Hasonl6an belathato hogy < w1, v; >= 0 minden ¢ < j indexre, ezzel az allitast belattuk.

O

Jelolje T, € R™*™ a kovetkez§ tridiagondlis matrixot:

aq 52
52 %) 53

5m71 App—1 5m

Om Oy

A 3.4.1 algoritmus alapjan felirhatok a kovetkezs Osszefiiggések:

AVm = Vme + 5m+1vm+1€%; (37)
AW, = W TL + Bpirwmerel (3.8)
WLAV,, = T,

ahol V,,,, W,,, rendre azokat a méatrixokat jeldlik, amelynek oszlopai a vy, ve, ..., v,,, illetve
a wy, Wy, ..., Wy, vektorok, (0,...0,1) = el € R™.
Vegyiik észre, hogy hasonlé miiveleteket végziink az A illetve az AT matrixokkal, valojaban
két linearis egyenletrendszert oldunk meg egyszerre, egyet az A, egyet az AT matrixszal.
Igy ha létezik egy ATa* = b* egyenletrendszer amit meg kell oldanunk, akkor ez a médszer
megfelels.

Valasszunk egy zo € RY kezd6 kozelitést. Legyen ry = b — Axg, és valasszuk v; =
ro/||70]]-nak. Hasonloan az el6z6 modszereknél latottakhoz az x,, kozelité megoldast z,, =

To + Viuym alakban keressiik. Igy:

16— Azl = 7o — AViuginll = Vins1B161 — Voss Tl = 8161 = Tonti|

ahol B = |rol|, és



Mivel T, teljes rangt (ha d;,1 # 0), igy Ym = T, (Bre1). Tekintsiik a T, métrix LU-

felbontasat, amely T, specidlis alakja miatt a kovetkezéképpen irhato fel:

1 m B
Ay 1 e B3
T, = LU, = Az 1 i

Tm—1 ﬁm

Ekkor
T = To + Vinm = To + Vi T (Brer) = xo + Vi U L (Brer) = o + PouLy (Bier)

ahol P,, = VmUn_ll, azaz P,U,, = V,,. Tekintsiik a szorzat utols6 oszlopat. U,, speciélis
alakja miatt:

U(m—1)ymPm—1 + UpmPm = 6mpm—1 + NMmPm = Um
igy pm az alabbi képlettel egyszertien szamithato a p,,_; illetve v, vektorokbol:

Um — Bmpm— 1
Mm

Pm =

Itt B,,-et a 3.4.1 algoritmus adja, \,,-et és n,,-et pedig a Gauss-eliminaci6 m-edik lépésébdl
kapjuk, azaz

B

B Tim—1

Am Nm = Oy, — )\mﬁm

Jelolje z,, = L '(Bie1), igy az elbbihez hasonléan L,,z,, = Bie1, L., specialis alakja

miatt:
“m—1
Zm =
( Cm )
és Gn = —AmCm_1. Ennek kovetkezményeképpen z,,-et minden iteracios 1épésben lehet
frissiteni:

Tm = Tm—1 + Cmpm

Jelolje r; = b — Axj-t, r; = b* — ATz} (a korabban emlitett dual egyenletrendszer).

3.4.4. Allitas. Minden r; és r;-‘ vektor felirhato r; = 0410511 €s r;-‘ = 0 11w;41 alakban,

W9y az 10,71, 75 €S az 15,77, ..., 7] vektorok biortogondlis rendszert alkotnak.
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Bizonyitas. Felirva r; definiciojat, illetve felhasznalva a (3.7) egyenletet kapjuk:
T = b— A.Tj =bH— A‘/Jyj =b— V}j}yj + 5j+1Uj+1€?yj = 0j4+1Vj+1

Hasonloan, a (3.8)-as egyenletet felhaszndlva kapjuk az allitast r7-ra. [
Definialjuk a Pr = W, (L))" matrixot. A p,, vektorokhoz hasonléan belathaté hogy p?,

linearis kombinaci6ja w,,-nek és p,,_1-nek.
3.4.5. Allitas. Minden i # j indexre < Apj,p; >=0.

Bizonyitas. (P:)TAP, = L, 'W,,AV,, U= LT, U '=1 [
Tudjuk hogy ;11 = T + fmpPm- EbbG] kovetkezik hogy

'm+1 = b— Axm-‘,—l =b- Axm - ,umApm =Tm — ,umApm

hasonloan
Tont1 = T — APy,
A 3.4.4 allitas kovetkeztében teljesiilnie kell:

0 =< Tmi1, 7y >=<Tm — i APm,Tr, >

amibdl kapjuk:

3
< Tm, Ty >

fim = < App, T, >

Tudjuk tovabba hogy pr ., linearis kombinacioja 7, -nak és p} -nak (mivel 7}, egy

iranyba esik wy,1-el). A p¥, vektorokat megfelels skalarral osztva kapjuk hogy:
Prt1 = Tma1 + Omby,
Ebbdl, felhasznalva a 3.4.5 allitéast:
< App, 1y, >=< AP, Dy — Oy 1 >=< Apm, P, >
Szintén a 3.4.5 allitasbol:

0=<pni1, Apm >=<r1,, 1 + 00Dy, ADm >

és ebbdl felhasznalva hogy Ap,, = —L%m(rmﬂ — )
o STmey AP > 1 < T —Tm > < T Tm >
" <P Apm > M < Dy Apm > < Ty T >

Ezek alapjan felirhato az algoritmus:
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3.4.6. Algoritmus. BiCG

1. Szamitsuk ki ro = b — Az, és vdlasszunk egy r§ vektort, melyre < ro,ry ># 0.
2. po =10, letve p; = 1r{.
3. For 3 =1,2,... Do:

4. py =<rj,15 > [ < Apj, pj >
d. Tjt1 = Tj + HiDj

6. 1w =75 — 1 Ap;

7o i == AT

8. 9]' =< 7’;5+1,Tj+1>/<7’j,7’;-<>
9. pj+1 =741+ 0;p;

10. pi =i+ 0p;

11. EndDo

Ha meg kell oldanunk a dual feladatot is, akkor valasszuk r} = b* — ATz}, és az algo-
ritmus 5. sora utan szurjuk be: 27, = x; + u;p;. Ugyanakkor ha nem oldunk meg dual
feladatot, az iteracié minden lépésében elvégziink egy szorzast A-val és AT-tal is,de a P}
vektor, melynek kiszamitasahoz az AT méatrixot hasznaltuk, nem jarul hozza kozvetleniil a
megoldas kiszamitasadhoz, csak a puj;, 0; konstansok megadasahoz. Felmeriil a kérdés hogy

el tudjuk-e keriilni az AT matrix hasznalatat.

3.4.7. Megjegyzés. Léteznek olyan gyakorlati problémak, melyeknél az A matrix csak
egy kozelitését ismerjiik, nem tudjuk (vagy nem sziikséges) explicit megadni. Ekkor alta-
laban az AT matrix nem all rendelkezésre. Egy egyszerii példa amikor a Newton-iteraci6
felhasznalasaval akarjuk megoldani az F'(u) = 0 egyenletet. Az iteracié minden lépésében
egy linearis egyenletrendszert kell megoldanunk, ezt meg tudjuk oldani a Jacobi-méatrix
explicit kiszamitasa nélkiil, felhasznalva hogy:

F(uy + ev) — F(uyg)

€

J(ug)v =

Ez lehet6vé teszi hogy egy tetszéleges v vektorra kiszamitsuk az értéket. Ugyanakkor nem

létezik hasonlo formula J(uy)?-hoz.

3.5. BiCGStab

Vegyiik észre hogy a BiCG modszerben a maradékvektor felirhato:
rj = ¢;i(A)rg
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alakban, ahol ¢;(t) egy j-edfoku polinom, amelyre ¢;(0) = 1. Hasonléan felirhatjuk:
p; = mi(A)ro

A 3.4.6 algoritmusban r7-ot és p; hasonlo képzési szaballyal &llitjuk eld, mint r;-t illetve

pj-t, az A matrix helyett A-ot hasznalva. fgy:
1= 0 (AT py = (AT

Az elgbbi felirds helyett a BiCGStab moddszer a maradékvektort a kovetkezd alakban
allitja eld:

ry = U5 (A)d;(A)ry
ahol 1;(A) arra szolgal hogy stabilizalja az eredeti algoritmus konvergenciajat. 1;(t)-t a

kovetkezd rekurziv képlettel kapjuk meg:

i(t) = (1 = wjt)ih;(t) (3.9)

ahol az w; paramétert kell meghataroznunk. A 3.4.6 algoritmusbdl leolvashatjuk:
Bisalt) = 04(t) = tmy() (310)
Tit1(t) = @j(t) +0;m;(0) (3.11)

A fenti egyenletekbdl egyszertien kapjuk:

Ui ®05(t) = (L= witds(0(65(8) — pytmy(8)) =
= (L= wit) (9 (1) 9;(1) — ptep; ()m;(t))
i

Vi(O)m(t) = i(t)(di(t) + 0, 1mia(t)) =
= Yj(t)e;(t) +0;-1(1 — wj1t)Y; 1 ()1 (2)

Jel6lje mostantol:
rj = ¥i(A)di(A)ro
pi = ¥i(A)m(A)ro
Felhasznélva az el6z6 képleteket kapjuk a rekurzidkat:
rise = (I —wA)(r; — 1 Ap;)
pi+1 = rip1+0;(1 —w;A)p;
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Tekintsitk most a 6; konstanst. A BiCG algoritmust tekintve 6; = p;,1/p;, ahol
pi =< ¢j(A)ro, ¢; (A" )rg >=< ¢;(A)*ro,r5 >

Azonban nem ismerjikk a ¢;(A)ro, ¢;(AT)rs és ¢;(A)*ry vektorokat, igy ezekbdl nem

tudjuk kiszamitani. Tekintsiik
P =< 6;(A)ro, 1, (AT)rg >=< ;(A)¢;(A)ro, 15 >=< 15,75 >
Masrészt 1;(AT) felirhato a kivetkezd alakban:
(A7) = n (ATY + 0 (AT 4 4]
Felhasznalva hogy ¢;(A)ry ortogonalis (AT )*r}-ra minden k < j indexre, kapjuk:

Py = < (Ao, vi(AT)rg >=

= < oy( Ao (ATYrg + 0 (ATY g+l >=

(4)
= < 6;(A)ro, n (ATYry >=< 6;(A)ro, sy (AT >=
1
ﬁp .
i IFJ

7
ahol ’yfj) a ¢;(t) polinom féegyiitthatoja. A 3.10 és 3.11 egyenletekbdl leolvashato hogy ¢,
és 7 f6egyiitthatoja megegyezik, tovabba felhasznalva a 3.9 egyenletet kapjuk a kovetkezd

Osszefiiggést a fGegyiitthatokra:

o , - .
77§]+ ) _ —wﬂﬁ” %ﬁ ) _ _’ujﬁa)

Egyszertien kapjuk az &sszefiiggést:

Pj+1 _ WjPj+1

Pj Hj Pj
amit felhasznalva _
9 = Hj Pi+1
e
Wi Py

Az elébbihez hasonlé eljarassal felirjuk a p; konstanst, felhaszndlva hogy ¢; és m; f6-
egyiitthatoja megegyezik:
w = < ¢j(A)TQ,¢j(AT)T8 > _ < ij(A)To,QSj(AT)TS > _
! < Ami(A)ro, mi(AT)ry > < Ami(A)ro, ¢ (AT)r§ >
< $i(A)ro, ¥ (A5 > <P(A)g(Arorg> P
< A’]Tj(A)’I"o,'(/Jj(AT)TS > < 14’(7%'(14)7'@‘(AA)’I“(),’f’a< > < Apj, ’I“S >
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Kovetkez6 1épésként meghatarozzuk az w; paramétert. Valasszuk meg w;-t tgy, hogy
minimalis legyen |[(I — w;A)Y;(A)p;(A)roll. Jeldljiik s; = r; — pjAp;, 1gy rj41 = (I —

w;A)s;. A paraméter optimalis értéke:

< ASj,Sj >
W, = ——7F7—"".
J < ASj,ASj >

Végiil
rjiy1 = 8; —wjAs; =r; — u;Ap; — w;As;
amibdl kapjuk:
Tjp1 = Tj + Wjpj + Wjs;.
Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezd algoritmust:

3.5.1. Algoritmus. BiCGStab

1. Szamitsuk ki ro = b — Az, r§ legyen tetszileges.

2. pg=1o

3. For 7 =0,1,... Do:

4. py =<rj,ry >/ < Apj,ry >

5. Sj = Tj — /,LjApj

6. wj; =< AS]‘,S]‘ > / < ASj,ASj >

T T = x4 pps £ w)s;

8. Tjit1 = 85 — CUjASj

9. szuj<Tj+1,TS>/(Wj<7’j,7’S >)

10.  pjp1 =711 +05(p; — w;Apj)
11. EndDo
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4. fejezet

Osszehasonlitas

4.1. Az alapmegoldasok médszere

Tekintsiik a kovetkezs problémat: Legyen Q C R? tartomany. Keressiik azt az v : Q — R

kétszer folytonosan differencidlhato fliggvényt, amelyre
u(z,y) =0 ha z € Q
és
u(z) = g(x) ha x € 00

ahol A a Laplace-operatort jeloli, 0€2 az Q tartomany hatéarét és g : 92 — R fiiggvény (igy
elgirtuk, hogy az u fliggvény milyen értékeket vesz fel a tartomany hataran, ezt nevezik
Dirichlet-peremfeltételnek). Tekintsiik a

Y :R*\ {0} = R
U(x) = log|lz||

fiiggvényt. Ekkor A ¢(x) = 0 minden x € R? \ {0} pontra. Vegyiink fel n darab pontot a
tartoméany hataran, ezeket jelolje: 71, @,, ...7,, és Gjabb n darab, tgynevezett forraspontot
a tartomanyon kiviil: x1, 2o, ..., x,. Az alapmegoldasok modszerében az u fiiggvényt a

kovetkez6 alakban keressiik:

u(x) = Za]@[)@ — ;)

ahol az a; egyiitthatok ismeretlenek. Ekkor a Laplace-operator linearitasa kovetkeztében

A u(x) = 0 minden x € Q esetén (a fenti fiiggvény minden = €  pont esetén értelmezett,
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hiszen x —z; #0 ).

Az o egyiitthatok a peremfeltétel felhasznalaséval szamithatok:
w(Ty,) :Zozjw(fk—xj) k=1,..,n
j=1

Ekkor:
Aij = 1/J(fz — Ij) bz = U(fk)

A megoldandé egyenletrendszer:
Aa =0b.

Ahogy tavolabb valasztjuk a tartoméanyon kiviili ; pontokat, a kapott A matrix kondicié-
szama (gyorsan) né, igy a pontos megoldas kiszamitasa egyre nagyobb problémét jelent.
Ugyanakkor nincs sziikségiink az o pontos értékérére: az u fiiggvény még gy is pontos
lehet hogy az a; egyiitthatok hibaja nem elhanyagolhato.

Legyen Q = [—1,1] x [—1, 1] négyzet, és tekintsiik az

u(z,y) = 102% — 10y* + 5xy + 4o — 2y

fiiggvényt. Erre teljesiil hogy A v = 0 minden x € €2 pontra. Vegyiink fel n darab pontot
a négyzet hatararol egyenletesen (a négyzet kozéppontjabol inditunk félegyeneseket, a fél-
egyenesek 27/n szoget zarnak be egymassal, a félegyenesek és a négyzet metszéspontjai
legyenek a hatarpontok), majd szamitjuk ki az u(7;) értékeket. A forraspontokat vegyiik
az origop kozépponti /2 sugari korrsl egyenletesen, ahol 7 > 1. Ezen probléma megolda-
sara fogjuk alkalmazni a bemutatott 3 modszert (GMRES, LSQR, BiCGStab), kiilonb6z6
n illetve r értékek esetén. Mindharom modszer toleranciaértéke 10~8, maximum iteracios
szama n. A modszereket a konvergencidhoz sziikséges iteracios szam, az egyenletrendszer
megoldasanak hibaja, és a keresett u fiiggvény hibaja (a tartoméany belsejében egyenle-
tesen felvett pontokban a pontos megoldas és az altalunk adott w fliggvény eltérésének
maximuma) alapjan hasonlitjuk Gssze.

Az adatokat a 4.1 abra tartalmazza. A matrix kondicioszama a forraspontok tavoli-
téasaval, illetve a hatdrpontok szdmanak névelésével ng. Megfigyelhets, hogy a GMRES
modszer minden esetben elérte a megfelelé pontossagot, mig a BiCGStab a maximum ite-
racios szam elérése utén allt le. A tablazatbol leolvashaté hogy tébb tesztesetnél, annak
ellenére hogy a GMRES modszer pontosabb megoldast adott az egyenletrendszerre, az
u fiiggvény hibéja nagysagrendileg azonos (példaul n = 10, r = 1,1;2;4 vagy n = 100,
r=1,1).
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A 4.2 abran lathato hogy a legnagyobb eltérés a tartomany hataran, a hatarpontok
kozott van, a tartomany belsejében a megoldas pontosabb. Ahogy tavolitjuk a forraspon-
tokat, a hatarpontok kozotti hiba csdkken.

A 4.4 abrarol leolvashatd, hogy ha noveljiikk a hatarpontok szadméat, nem kell nagy
tavolsdgokra felvenni a forraspontokat, hiszen r > 2 esetén az u fiiggvény hibajanak

valtozasa kicsi (méar r = 2 esetén is pontos).
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Pontok : . R .
7T Tavolsag Kondicioszam GMRES LSOR BiCGS5tab
r=1,1 11,18 B 10 10
r=2 529,32 B 10 10
I':|=1D 5
r=4 2,82-10* 8 10 10
r=10 4,21- 10° 8 10 10
& =11 2,06 - 10° 25 30 30
W -
r=2 3,18 - 107 24 30 30
TE f'.|=3|:| i 1%
S r=4 1,73 - 1012 18 30 30
3 r=10 6,88 - 1017 12 21 30
r=1,1 2,82 - 100 36 100 100
r=2 3,79 - 10'8 21 33 100
n=100 =
r=4 8,7-10 15 24 100
r=10 2,38 - 1047 10 7 100
r=11 11,18 203-107% | 201-107* | 201-1077
F=2 529,32 2,46- 10~ 4,7-107% 8,95 - 10+
n=10 =
r=4 2,82- 104 2,11-10-123 2,7-10°3 4,14 - 1077
r=10 4,21- 10% 5,7 - 1012 1,11- 104 2-10"2
= r=1,1 2,06 - 102 222-10~°% | 668-10~% | 1,79-10~%
3 r=2 3,18- 107 417-107°% | 282-107% | 3,45-107*
E F.'=3|] ﬂ 1% S —0 - —6 - -5
2 r=4 1,73 - 1012 3,31-10 1,05 - 10 5,33 - 10
r=10 6,88 - 1017 979-1077? | 472-1077 | 1.07-107*
r=1,1 2,82 - 101° 968-10"7 | 1.36-1077 | 4,47-107°
r=2 3,79 - 1018 439-107° | 798-1077 | 3,72-10~°
n=100
r=4 8.7 - 101 3,46-10°19 | 2,33-10-10 | g64-10~°
r=10 2,38 - 10'° 4,78-107% 8,8-10~% 4,91 -10~%
r=1,1 11,18 1,66 1,66 1,66
r=2 529 32 745-10"% | 747-107% | 7,44-1077
n=10 = —z > —3
r=4 2,82-10 1,2-10 44-10 1,510
r=10 4,21- 10® 4,8-107°% 1,19 -10~* 1,7 -10~2
_ r=1,1 2,06 - 10° 711-10~% | 709-10" | 7.09-107%
= L r=2 3.18 - 107 222-107% | 216-20"% | 1,79-107*
g r=4 1,73 - 1012 473-10"% | 4,88-10"7 | 299-10"F
r=10 6,88 - 1017 7.16-10~° | 1,97-10~% | 5,3-10°°
r=11 2,82 - 1010 3,14-10-5 3.06-105 | 2,46-10°5
cias r=2 3,79 - 1018 203-1007 | ZRR-10r? | 159-10°F
r=4 8,7 - 10%? 1,32-107%9 | 547-1071 | 2,94-10-5
r=10 2,38 - 10'° 1,34-107°% | 1,76-1077 | 1,35-107%

4.1. dbra. A tablazat a probléméra alkalmazott GMRES, LSQR és BiCGStab modszerek ite-
racids szdmat, az egyenletrendszer megoldasanak hibajat illetve a keresett w figgvény hibajat
tartalmazza. r jeloli a forraspontok tavolsdgat a tartomany szélétdl, n a felvett hatarpontok

szamat.
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4.2. dbra. A GMRES moédszer altal adott u fiiggvény hibaja n = 30 és r = 1.1 esetén.

10

I
—s— GMRES
—s— |SQR
—s— BiCGStab ||

10°

hibals)
s

0 10 20 30 40 50 50 70 80 90 100
lteracids szam

4.3. 4bra. n = 100 és r = 2 esetén a modszerek konvergenciaja.
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hiba(u)

hiba(u)

hiba(u)

tavolsag

10 ; ) i i ; )
4 5 3 7 8 3 10
tavolsag
: n=60
10° : . : : : . 10 : :
10°
z 10°
P
107
10"

tavolsag

4 5 6 7 8 9 10
tavolsag

4.4. dbra. A tavolsag fiiggvényében a kapott u fliggvény hibaja.

4.5. dbra. A kapott u fiiggvény n = 100, r
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5. fejezet
Osszefoglalas

Az el6z6 fejezetben Osszehasonlitottuk egy tesztfeladaton a bemutatott, Krylov-altérre
épiild modszereket. Megfigyelhets, hogy minden paraméterpar esetén (kivéve n = 100,
r = 10), a GMRES-mo6dszer mutatott a leggyorsabb konvergenciat. Azonban ez altala-
nossighban nem mondhat6 el. Mindegyik modszerhez 1éteznek olyan métrixok, melyekre
az adott modszer konvergél a legkevesebb iteracios lépés alatt. Ezért a gyakorlatban egy
probléméara tobb modszert is szokés alkalmazni, hogy lassuk melyik modszer teljesit a leg-
jobban. A tesztfeladatban hasznalt matrixok rosszul kondicionéltak, ugyanakkor a konst-
rukcio kdvetkeztében specidlis alakjuk miatt a modszerek gyors konvergenciat mutattak.
Egy altalanos rosszul kondiciondlt métrixra a médszerek nem igy viselkednek, a konver-
gencia lassabb, vagy egyaltalan nem kdvetkezik be. A bemutatott modszereknek szamos
valtozata létezik és hasznalt, ezekrl bévebben a [2] konyvben olvashatunk (példaul a mar

emlitett Ujrainditott GMRES-modszer).
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6. fejezet

A moédszerek MATLAB-ko6djail

function [x,hibal=gmres(A,b)

n=size(A,1);
Q(:,1)=b/norm(b,2);
v=A*Q(:,1);
H(1,1)=Q(:,1) > *v;
v=v-H(1,1)*Q(:,1);
H(2,1)=norm(v,2);
Q(:,2)=v/H(2,1);
[T,RI=qr(H);
T=T?;
g=T(1,1)*norm(b,2);
R=triu(R(1,1));
y = R\g;
f=1;
i=2;
x=0;
while norm(H*y-norm(b,2)*f)>10"-8 && i<=n;
v=A*Q(:,1);
for j=1:i
H(j,1)=Q(:,3) 2 *v;
v=v-H(j,1)*Q(:,3);

end
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H(i+1,i)=norm(v,2);
QC:,i+1)=v/H(i+1,1i);
if i==2
[T,Rl=qr (H) ;
T=T’;
elseif i>2
c=[T(i,:) O]*H(:,1i);
s=H(i+1,1);
c=c/sqrt(c~2+s"2);
s=sqrt(1-c~2);
T(i:1+41,1:i+1)=[c,s;-s,c]*[T(i,:) O;zeros(1l,i) 11;
R(1:i+1,1)=T*H(:,1);
end
if (i>1)
g=T(:,1)*norm(b,2);
opts.UT = true;
y = linsolve(triu(R(1:i,1:1)),g(1:1),opts);
x=Q(:,1:1)*y;
f=zeros(i+1,1);
£(1)=1;
hiba(i-1)=norm(H*y-norm(b,2)*f);
end
i=i+1;

end

function [x,hiball=1sqr(A,b)

n=size(A,1);
x=zeros(n,1);
q=b;
beta=norm(q) ;
u=q/beta;
q=A’*u;
alpha=norm(q) ;
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v=g/norm(q) ;

a=alpha;

d=beta;

W=V,

hil=norm(b);

hibal(1)=norm(A*x-b);

k=1;

while hil1>10"-8 && k<=n
k=k+1;
g=A*v-alphax*u;
beta=norm(q) ;
u=q/beta;
g=A’*u-betax*v;
alpha=norm(q) ;
v=q/alpha;
e=sqrt(a~2+beta~2);
c=a/e;
s=beta/e;
f=s*alpha;
a=c*alpha;
g=c*d;
d=-s*d;
x=x+(g/e)*w;
w=v-(f/e)*w;
hil=abs(d);
hibal=[hibal;hil];

end

function [x,hibal=bicgstab(A,Db)

n=size(A,1);
x=zeros(n,1);
ri=b-Axx;

rO0=ri;
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p=ril;

r2=ri;

hiba(1l)=norm(r2);

k=1;

while norm(r2)>10"-8 && k<=n
ri=r2;
mu=dot (rl,r0)/dot (Axp,r0);
s=rl-muxAx*p;
om=dot (Axs,s)/dot (Axs, 6 A*s) ;
X=X+MU*p+om*s ;
r2=s-om*Ax*s;
hiba=[hiba,norm(r2)];
th=mu/om*dot (r2,r0)/dot (r1,r0);
p=r2+th* (p-om*A*p) ;
k=k+1;

end
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