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Bevezetés

"Kérjiink meg valakit, hogy vegyen annyi papircetlit, amennyit csak szeretne, és
mindegyik cetlire irjon egy-egy kiilonboz6 pozitiv szdmot. A szamok nagysagrendje

0'% nagysagrend), vagy akar még ennél na-

1 egy kis hanyadatol egy googol-ig (1
gyobb szamig is terjedhet. Ezeket a cetliket irassal lefelé forditjak, és Osszekeverik
egy asztalon. Egyesével felforditjuk a cetliket. A cél az, hogy akkor alljunk meg,
amikor ahhoz a szdmhoz ériink, amelyr6l tgy gondoljunk, hogy az a legnagyobb a
sorozatban. Nem léphetiink vissza, hogy egy korabban felforditott cetlit valasszunk,
és ha mar az Gsszes cetlit felforditottuk, akkor természetesen az utolsot kell valaszta-
nunk." — ebben a megfogalmazasban jelent meg a googol nevi jaték Martin Gardner
[12] Mathematical Games cimi rovataban a Scientific American 1960-as kiadasaban.
Ezzel népszertsitette és elterjesztette ezt a problémat, melynek azota szamos eltéré
megfogalmazasa és valtozata sziiletett. A problémakor pontos eredetérsl Ferguson
[9] Who solved the secretary problem? cimii irdsa ad egy remek attekintést, és ebben

is megtalalhatd a googol probléma iménti megfogalmazasa.

Ezen dolgozat {6 célja a Szindbad-, valamint a titkdrnG-problémaként elhiresiilt
megfogalmazéisok néhany valtozatdnak mélyebb attekintése, és emellett kitekintést

adunk maés variaciokra és a témakor néhany alkalmazasi lehetGségére is.

Az 1. fejezetben Garrod [13| PhD disszertacioja alapjan a linearis rendezés ese-
tével foglalkozunk. Megfogalmazzuk a Szindbad-problémat, majd egy stratégiaval,
amelyrél késébb belatjuk, hogy optimalis, megadjuk a sikeres valasztas aszimptoti-
kus valoszintiségét.

A 2. fejezetben az el6z6leg emlitett irodalom 2. fejezete alapjan megfogalmazzuk
ikerparokra a titkdrnG-problémat, majd megadunk egy optimaélis stratégiat, mely
esetén meghatarozzuk a siker aszimptotikus valésziniiségét. Ezutan a fejezet hat-
ralévé részében a probléma altalanositasaként, a c-es ikrek esetével foglalkozunk,

melyre szintén talalunk egy optimdlis stratégiat.

A 3. fejezetben kissé eltdvolodunk az eddigiektdl, és ismeretlen részbenrendezése-
ket tekintiink. Els6ként Freij és Wistlund [11] cikke alapjan azt az esetet vizsgaljuk,

amikor semmit sem tudunk a részbenrendezett halmazrol, és megmutatjuk, hogy van
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olyan stratégia, amellyel barmely részbenrendezés esetén legalabb % valoszintiséggel
tudunk kivalasztani egy maximalis elemet. Ezutan Garrod [13] munkassaganak 3.
fejezetét felhasznalva olyan részbenrendezett halmazokkal foglalkozunk, melyeknek
maximalis elemeinek szama ismert. Megadunk egy olyan algoritmust, amely, ha csak
a maximalis elemek szamat és a részbenrendezés méretét tudjuk, legalabb % valoszi-
niiséggel sikeres. Tovabba belatjuk, hogy bizonyos részbenrendezett halmazok esetén
még ennél is jobb also korlatot tudunk adni a siker valdsziniiségére.

A 4. fejezetben az 1.1., a 2.1. és a 3.2. Szakaszban megadott algoritmusok ered-
ményességét teszteljiik. Az elsGt linearis rendezések, a masodikat ikerparok altal al-
kotott részbenrendezett halmazok, utébbit pedig megadott szama diszjunkt lancbol
allo részbenrendezés esetén futtatjuk, és a siker atlagos valosziniiségét vizsgaljuk.

Az 5. fejezetben Garrod [13] PhD disszertacidojanak 1.3. Szakasza alapjan meg-
emlitjiik a titkarnd-probléma néhany érdekes valtozatat, és az ezekhez kapcsolodo
eredményeket.

Végiil a 6. fejezetben Kumar, Lattanzi, Vassilvitskii és Vattani [20], valamint Ba-
baioff, Immorlica, Kempe és Kleinberg [5] munkéija nyoman kitériink a problémakor

alkalmazési lehetGségeire néhany valo élet altal ihletett feladat kapcséan.



1. fejezet

Linearis rendezés

1.1. SzindbAd és a haremholgyek

A hazai szakirodalomban a Szindbad-problémaként ismert megfogalmazas a leg-

elterjedtebb. Ennek vizsgalatahoz el6szor megfogalmazzuk az alapproblémat.

1.1.1. Feladat. Szindbadnak 100 holgybdl kell valasztania egyet oly mdédon, hogy
egyesével elmennek el6tte (aki mar elment, nem tér vissza), az elsé m holgyet el-
engedi, majd a tobbiek koziil kivalasztja az addigi legszebbet. Kérdés, hogy hogyan
valasszuk meg m értékét, hogy maximalizaljuk a siker valésziniiségét, és hogy mek-

kora valoszintiséggel valasztja ki ilyen médon valoban a legszebb hélgyet.

1.1.2. Allitas. Az eldzéleg megfogalmazott feladatban n hdremhélgy esetén m =
2+ O(1) vdlasztdssal lesz a siker valdszindsége mazvimdlis, és a siker aszimptotikus

valdszinidsége L.
e

Bizonyitas. Legyen A : a legszebbet valasztja, B, : a k. holgyet valasztja, By :

egyiket sem valasztja. Mivel By, B,,11, ..., B, teljes eseményrendszer, igy

n

P(4) = B(A|B)) - B(B) + 3 B(AIB) - B(B) =0+ 3 P(ABy)

k=m+1 k=m+1
A holgyek lehetséges sorrendjei: [ = 1-2-3-----n = nl. Az olyan lehetGségek

szama, amikor a k-adik helyen a legszebbet véalasztottuk,

n—1 (n—1)!-m

]ABk\:l-(k_1)~m-(k—2)!-(n—k)!:T,

mivel elészor 1-féleképpen kivalasztjuk a k-adik helyre a legszebbet, ezutan a fenn-
maradé (n — 1) holgy koziil kivalasztom, hogy kik legyenek az elsé (k — 1) helyen.
Koziiliik a legszebb az els6 m hely valamelyikét kell, hogy elfoglalja, a tobbi (k — 2)
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holgy sorrendje viszont tetszéleges lehet. Végiil az utols6é (n — k) holgy sorrendje

szintén tetszés szerinti. Ekkor

L413k| m
P(AB) = =
(4By) n! (k—1)n’
igy
P(A) = En P(AB) = En 1 _myl
N S k—1 n k
k=m+1 k=m+1 k=m

Tudjuk, hogy m megfelels valasztasa esetén P(A) maximalis, ezért m-re teljesiilnek
az alabbiak:

n—1 n—1
m 1 m—1 1
— - > — 1.1
n kK~ n Z k (1.1)
k=m k=m—1
n—1 n—1
m 1 m+1 1
— - > — 1.2
n kK~ n k (1.2)
k=m k=m+1

1> S 1
P k'
k=m-+1
Ezekbdl adodik, hogy
n—1 n—1
1 1
->1> —.
kK= = k
k=m k=m+1

1 n—1 n
1> Z - > . ?dx:[ln\x—i—l” :111m+1
k=m-+1
S n
e
“m+1
n
—<m-+1
e
1 1 m
___S_’
e n n

-~



mig a bal oldali egyenlGtlenséghdl a kovetkez adodik:

1 1 n—1 n—1
1< 7 S /m ; :[ln\x]]milzlnm_l

n—1

3
!
IA

_§_+ € .

Az eddigieket Gsszegezve azt kapjuk, hogy
1 1 _m 1 <t
e n _ n e

vagyis a megfelel6 m-re, amely maximalizalja P(A)-t, teljesiil, hogy

3 |0

.oom 1
lim — = -
n—,oo M [

9

valamint a siker valoszintiisége is ugyanehhez az értékhez konvergal, mivel
1 n—1
1< —<In
Z k — -1’
k=m
ahol a jobb oldali kifejezés hatarértéke

limlnn_1 hmlnn_izlimln(e-n_l):

n—00 m — n—00 = — n—00 n—e
e

_ 1
”) =Ilne+Inl=1.

€
n

1
= lim (lne—l—lnl

n—0o0

Tehat .
m — 1 1 1
lim P(A) = li — —l==-1=-
L ngso(nZk) 1
OJ
Vagyis a korabban megfogalmazott 1.1.1. Feladatnal akkor a legnagyobb a si-
ker valoszintisége, ha Szindbad a holgyek koziil az els6 L%J = 36-ot elengedi, és

azutan azt a haremhdolgyet valasztja, aki az Osszes addigi koziil a legszebb, a siker

valoszintsége pedig £ ~ 36,79%.

1.2. Az optimalis stratégia

Az el6z6 szakaszban meghataroztuk a siker valoszintségét, ha az 1.1.1. Feladat-
ban megfogalmazott, "elengedjiik az elsé m holgyet, majd a tobbiek koziil az ad-
digi legszebbet valasztjuk" moédon jarunk el. A kovetkezGekben igazoljuk, hogy ez a
stratégia valoban optimalis. Legyen [n] = {1,...,n}. Az optimalitas vizsgalataban

segitségiinkre lesz az alabbi tétel, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink [7].
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1.2.1. Tétel. Legyen A, C ... C A, o-algebrdk egy sorozata, és legyen W1y, ..., W,
valoszinidségi vdltozok eqy sorozata, melyre teljesil, hogy Wy minden t esetén A;-

mérhetd. Legyen Cia,) az (At)iep)-hez tartozd megdlldsi iddk osztdlya, és legyen

v* = sup E(W,).

TGC(At)

Definidljuk eqgymds utdn a vy, Yn_1,-..,71 valosziniségi valtozokat az aldbbi modon:

’Yn:Wm
Y = max{Wt,]E(”yHﬂAt)}, t=n—1,...,1

Legyen
7" = min {t Wy = %}.
Ekkor 7 € Ca,), €s
E(Wr+) = E(n) =v" > E(W;) minden 7 € Cia,) esetén.

l

A tétel kovetkezménye, hogy az a stratégia, amely az elsG olyan t-nél 4ll meg,
amelyre W; = v, vagy ekvivalensen, W; legalabb akkora, mint a ~,,; varhato értéke
A; ismeretében, valoban megallasi id6, és az optimalis értéket érjiik el vele.

Vezessiink be néhany 1j jelolést. Legyen P = {si,...,s,} halmaz, ahol az s;
elemek a haremholgyeket jelolik. Az s; jeloli a legszebbet, és minden ¢ < j esetén
s; = s;, vagyis egy kisebb indexd elemnek megfelel6 haremholgy szebb, mint egy
nagyobb indexii elemmel jel6lt. Legyen 2 = S(P) a P elemeinek permutacidinak
halmaza, és legyen m € Q a P elemeinek egy véletlenszerti sorrendje, ahol (i) je-
161i a sorbarendezés i-edik elemét, vagyis az i-edikként érkez6 haremholgyet. Legyen
(P )ten) valoszintiségi valtozok egy csaladja, ahol P, jeldli a t idSpontig latott harem-
holgyek altal indukalt (részben)rendezést. Legyen (F;).cn) 0-algebrak egy sorozata,

ahol minden Fi-t a Py, ..., P, valoszintiségi valtozok generdlnak, vagyis
Fi=o(P,...,P) =0(R),

ahol a masodik egyenl@ség azért igaz, mert P, egy olyan szamozott részbenrendezés,
amely meghatarozza a Py, ..., P, értékeket is. Ez szemléletesen latszik az 1.1. 4bran
is. Az F; o-algebrara azon informéacioként is tekinthetiink, amit a ¢ idépillanatban

tudunk arrél, hogy hol vagyunk éppen az €2 univerzumban. Mivel P; csak véges sok



P] HE ] ﬂ(l) P;_),: 11'(3) P4: TI'(3) P.':'.: TI'(3)

w(1) m(1) 7(1)

w(2) m(5) 7(4)

P : I =(1) m(2) 7(5)
w(2) 7(2)

1.1. dbra. A m = (s, S5, 81, 53, 84) sorrend esetén a P, (1 < t < 5) indukalt

részbenrendezések.

értéket vehet fel, ezért Fi-nek egyszeri a strukturaja; elemei a P, lehetséges értékei-
nek Gsképei (2-ban, és ezeknek az Gsképeknek az unioi. Ezeket az Gsképeket hivjuk F;

atomjainak. Definialjuk valoszintiségi valtozok (Z;).cpn csaladjat a kovetkezéképpen:
Zt = ]P)(ﬂ'(t) = 81|ft),

vagyis Z; annak a valoszintisége, hogy a t-edikként érkez& haremholgy az abszolut

legjobb, annak ismeretében, amit eddig tudunk. Ekkor igaz a kovetkezs allitas.

1.2.2. Allitas.
(1) A Z; lehetséges nemnulla értéke L.

(2) A Z; valdsziniségi valtozok figgetlenek.

Bizonyitas.
(1) Tudjuk, hogy Z; = ]P(ﬂ'(t) = 31].7-}), igy

P(ﬂ-<t) = 51, A)
Zt(w) = Z ]P(A) . XA(W)-
AEF:
A atom
Ha A € F;, és A az F; egy atomja, akkor
n n! . .
P(A) = (t) 1 (n—1)! _ B! (n—1t)! _ 17

mivel az els6é ¢t haremholgyet (Ttl)—féleképpen valaszthatjuk ki, és a sorrendjiiket egy-

értelmien megadja az A, mig a tovabbi (n — t) haremholgy sorrendje tetszdleges.
Tovabba

P(r(t) =51, A) =

L)t
nl — (1)

, ha 7(t) = max{n(1),...,7(t)},

0 egyébként.

Az egyenlGség azért all fenn, mert az 6sszes lehetséges sorrend szama n!, valamint, ha

7(t) alegjobb az elsé t elem kozott, akkor a kedvezd esetek szaméat ugy kapjuk, hogy
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a t-edik helyre egyértelmiien kivalasztjuk a legszebb haremhdélgyet, ezutan a tovabbi
(n — 1) koziil kivalasztjuk, hogy melyik (¢ — 1) holgy keriil az els6 (¢ — 1) helyre.
Az & sorrendjiiket egyértelmiien meghatarozza az A, mig a tobbi (n —t) haremholgy
sorrendje tetsz6leges. Ha pedig 7(t) nem a legjobb az els6 t elem kozott, akkor a siker
valoszintisége egyértelmien 0, mivel ha a t-edikként érkez6 holgy nem a legszebb az

elsé t holgy kozott, akkor nem lehet abszolit legszebb sem. Igy

amibdl kovetkezik, hogy

, ha 7(t) = max{n(1),...,7m(t)},

Sl

Zi(w) =

e

egyébként.

(2) Felhasznalva az el6z6 eredményt, tudjuk, hogy Z; értéke csak kétféle lehet, 0

vagy % Minden 1 <7 <n esetén legyen A; az az esemény, miszerint Z; = *

El6szor a paronkénti fiiggetlenséget bizonyitjuk. Ekkor elegend6 azt belatnunk, hogy
az A;-k fiiggetlenek, ugyanis ha A; és A; (i < j) fiiggetlen, akkor A; és A;, A; és A;,
valamint A; és A; is fiiggetlenek. Egyszertien adodik, hogy

1
P(A;) = P(az els6 i haremholgy kozott az i-edik a legszebb) = —.
i
Tovabba
(1= (—i—1)! 1

P(A:4;) = ]! N

mivel egy olyan sorrendet, amelynél az els§ ¢ haremholgy koziil az i-edik, az els6 j
koziil pedig a j-edik a legszebb, tigy tudunk megkonstrualni, hogy a j-edik helyre
kivalasztjuk a legszebbet, majd a fennmarad6 (j — 1) holgy koziil kivalasztjuk az
elsG ¢ helyre keriil6t, akik koziil a legszebbnek kell az i-edik helyen lennie, ezutan az
els6 (i — 1) helyen, illetve az i-edik és j-edik haremhdolgy kozotti (j — ¢ — 1) holgy
sorrendje tetszéleges. Igy

P(A;4;) = = P(A;)P(A;).

1
i
Hasonlo moédon lathatjuk be az Ag,,... Ay, (1 < ki < ... <k; < n, j > 2)

események fiiggetlenségét. Ekkor hasonlé gondolatmenet alapjan, mint a paronkénti
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fiiggetlenségnél,

L (570 Ty (ks — kiy — 1) - () — 1)1

=2 \k;

P(Ay, ... A ) = ——— — =
( k1 k]) k]'
' fei—1)!
B Z:z (ki_ﬂ.((ki—lii)_l—l)! ) (ki — ki1 — 1)!> ' (kl - 1)! B
= P —
(=1 {1
:— HE: (Ag) - - P(Ag)).
O

Vezessiik be a d,,,0,_1,...,07 valoszintiségi valtozokat a kovetkezGképpen:

611 = Zna
J; = max {Zt,E(5t+1|}"t)}, t=n-—1,...,1.
Ekkor az 1.2.1. Tétel felhasznaldsaval, ha Z;-nek megfeleltetjiik a W; valosziniiségi

valtozot, Fi-nek az A; o-algebrat és d;-nek a ~; valosziniiségi valtozot, akkor ado-

dik, hogy a megfogalmazott stratégia valéban optimalis. El6szor vegyiik észre, hogy

mivel a Z; valészintiségi valtozok fiiggetlenek, ezért 77, ..., Z; nem ad semmilyen
informaciot Z;.q, ..., Z, értékérdl, és igy ]E(5t+1|]-}) az J; 0sszes atomjan konstans,

és egyenl E(6;41)-vel. Ezutan definialjuk a
v:[n] = R, v(t) =E()

fiiggvényt. Figyeljiik meg, hogy az 1.2.1. Tétel kovetkeztében az a megéllasi idg,
amely megall az els§ olyan t-nél, amelyre Z, > E(641|F) = v(t + 1) teljesiil,

optimaélis. Definici6ja miatt
o(t) = E(max{Z,v(t+1)}) > v(t + 1),

igy v(t) monoton csokkend fliggvény, mig ezzel szemben %, a Z; lehetséges nemnulla
értéke, t-nek egy szigortian monoton névekvé fiiggvénye. Igy létezik egy olyan m,

melyre
v(t+1), hat<m, és

>wv(t+1), hat>m,

S|I+3 [

tehat az "elengedjiik az elsé m holgyet, majd a tébbiek koziil az addigi legszebbet

valasztjuk" stratégia valoban optimalis.
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2. fejezet

Hogyan valasszuk a legjobb ikreket

2.1. Ikerparok esete

Tobb, kiilonb6z6 modon megfogalmazott matematikai probléménak is a rész-
benrendezett halmazon torténé maximalis elem kivalasztasa all a kozéppontjaban.
A tovabbi fejezetekben a feladatnak a "titkarnG-probléma'-ként ismert formajat,

illetve ennek néhany valtozatat vizsgaljuk. Az alapprobléma igy szol:

2.1.1. Feladat. Egy titkarné6i dllasra n jelentkez6t interjivolunk meg egymas utén.
Minden egyes interji utan el kell donteniink, hogy alkalmazzuk-e vagy sem az adott
jelentkez&t. Ha alkalmazzuk, akkor a folyamat megall, ha pedig elutasitjuk, akkor
a kovetkez§ jelentkezével folytatjuk. A folyamat kézben minden idépillanatban is-
merjiik a mar meginterjivolt jelentkezdk sorrendjét. Mindegyikiik 6sszehasonlithato,
azonban a képességeiket semmilyen mas moédon nem tudjuk mérni. A cél a legjobb

jelentkezé kivalasztasa, barmely masik valasztas kudarcnak mindsiil.

Ebben a szakaszban m egypetéjl ikerpar altal alkotott részbenrendezett hal-
mazt vizsgalunk, amelyre gy is tekinthetiink, mintha a korabban megfogalmazott
titkarn6-probléma esetén minden elem pontosan kétszer fordulna els. ElGszor exp-
liciten definidljuk az m ikerparbol allo6 részbenrendezett halmazt, a tovabbiakban
pedig erre hivatkozunk.

Tekintsiink egy halmazt, amely két lanchol A&ll. Jelolje a két lancot
U= {uy,...,un} és V. = {v1,...,0,}, ahol u; és v; a maximalis elemek. Min-
den i-re 1 < i < m esetén teljesiil, hogy u; és v; nem 6sszehasonlithatéak. Tovabba

egy kisebb indexii elem jobb, mint egy nagyobb indext elem, vagyis
u; <v;, hai>j, ¢é wv; <u; hai<j.

Az wu; és v; elemekre az i-edik szinten lévé ikertestvérekként hivatkozunk. Ennek

az (U UV, <) részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat m = 4 esetén a 2.1.
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abra szemlélteti. Tegyiik fel, hogy az U UV halmaz elemeit egymés utan, egyenként

Uy vy
Uz V2
Uz vy
71,4 vy

2.1. abra. Az (U UV, <) részbenrendezés m = 4 esetén.

vessziik figyelembe egy véletlenszert m permutaci6 szerinti sorrenben, ahol az U UV
halmaz (2m)! lehetséges permutacioja koziil mindegyik azonos valdszintiséggel fordul
el6. Minden t id6re 1 <t < 2m esetén a {m(1),7(2),...,n(t)} halmaz altal indukalt
részbenrendezést tekintjiik. Példaul tegyiik fel, hogy adott a kdvetkez permutacio

m = 5 esetén:
™= (Us,vz,U1aU3,U57UhU4av5aU4,U2)

Ekkor a 7 4ltal a t = 6 id6pontig indukalt részbenrendezéseket a 2.2. dbra szemlélteti.

t=1 t=2 t=3 t=4
m(1) m(2) m(3) m(3)

w(1) I w(2) w(2)

m(1) w(1) m(4)
t=25 t=26

w(3) w(3) m(6)
w(2) n(2)
m(1) w(4) m(1) m(4)
=(5) w(5)

2.2. abra. A m = (ug, va, u1, vs, us, V1, ug, Vs, Vg, uz) sorrend esetén a P, (1 <t <

6) indukalt részbenrendezések.

A cél, hogy ugy valasszunk ki egy aktualisan figyelembe vett elemet, hogy maxi-
malizaljuk annak a valoszintiségét, hogy ez az elem u, vagy vy, vagyis a két maximalis
elem egyike. Tehat egy olyan 7 megallasi id6t keresiink, amelyre P(7(7) € {u1,v1})
maximalis. A 7 optiméalis megéllasi id6 csakis 7-t6l fiigg. A ¢ id6pillanatban a dontés

kizarolag csak a t id6pontig indukalt részbenrendezésektsl és az elemeik megjelenési
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sorrendjétdl fiigg. Példaul, ha a megéllasi id§ azt mondja, hogy a fenti 2.2. dbraban
vett permutaci6 harmadik eleménél alljunk meg, akkor ezt a megallasi id6t hasz-
nalva t = 3 id6pontban kell megallnunk U U V' barmely olyan permutacioja esetén,

ahol az els6 harom elem indexeinek sorozata szigori monoton csékken.

Az optimalis megallasi id6 megadasahoz el&szor definidljuk rekurzivan a kdvet-

kez6 megéallasi idéket:
7, = min {t > 71 o w(t) € max{m(1),7(2),...,7(t)}, és

{m(1),7(2),...,7(t — 1)} tartalmazza 7(t) ikertestvérét }

azzal a feltétellel, hogy 70 = 0, és hogyha valamely j-re a halmaz, amelynek a
minimumét vessziik, iires, akkor 7; = 2m, ahol m jeloli azon kiilénb6z6 szintek

szamat, ahonnan az ikerpéarok érkezhetnek. Legyen tovabba

m—1
2 1

k,, = min k:—m—l— -<57,
k =

és legyen
7=min {7 :a7(l),...,7(r;) elemek altal elfoglalt szintek szdma legalabb k, }.
Ekkor igaz a kovetkezd tétel.

2.1.2. Tétel. A 7 megdlldsi idd optimdlis.

Bizonyitas. Vilagos, hogy nincs értelme megéllnunk, ha az éppen megfigyelt elem
nem maximalis az eddig az id6pontig érkezd elemek kozott. Tovabba, ha még nem
lattuk az ikertestvérét, akkor megéri folytatnunk, mivel ha az adott elem az els6
szintrél valo, akkor amig megérkezik az ikertestvére, tovabbi, alacsonyabb szinti
elemeket lathatunk, igy még biztosabbak lehetiink abban, hogy az adott elem tényleg
az els@ szintrdl valo; ha pedig az adott elem nem az elsé szintrél valo, akkor van némi
esélyiink ezt kideriteni, ha az ikertestvére el6tt érkezik egy magasabb szintd elem.
Igy, ha maximalizalni akarjuk a P(7(7) € {us,v1}) valosziniséget, akkor sziikséges,
hogy olyan 7 megéallasi id6ket vizsgaljunk, melyek értéke megegyezik valamely 7;
értékkel.

A bizonyitas folytatésa el6tt az 1.2. Szakaszhoz hasonléan megadunk néhany
jelolést. Legyen 2 az U UV elemeinek permutacidinak halmaza. Legyen tovabbéa
n] ={1,...,n}, és legyen (P,)cpy valoszintiségi valtozok egy csalddja, ahol P, jeloli
a t idépontban latott részbenrendezést. Legyen (F):cpn o-algebrak egy sorozata,

ahol minden F;-t a Py, ..., P, valoszintiségi valtozok generdlnak, vagyis

Fo=o0(P,...,B)=0(F).
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Definidljuk valoszintiségi valtozok (Z;)icp, csaladjat a kovetkezSképpen:
Zy =P(n(t) € {ur, vi}|F).
Tovabba minden ¢ € [n] esetén vezessiik be az
L, = a 7(t) elem szintje
valoszintiségi valtozokat, igy
Zy =P(L = 1|F)

alakban is felirhato, mivel az L; = 1 eset pont annak felel meg, hogy a () elem az
elsG szintrol valo, vagyis maximalis.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a kovetkezs tételt |7].

2.1.3. Tétel. Legyen Ay C Ay C ... o-algebrdk eqy sorozata, és legyen Wi, Ws, ...
valdsziniségi vdltozok eqy sorozata, melyre teljesil, hogy W; minden t esetén A;-
mérhetd. Legyen Cia,) az (At)ien-hez tartozo megalldsi iddk osztdlya. Minden t € N

esetén legyen
Ay = {E(Wt+1‘~At) < Wt};

és tegyiik fel, hogy
AicAyc.és | JAa=q (2.1)
t=1

Legyen
7" = min {t : Wt Z E(Wt+1|At) }
Tegyiik fel, hogy P(1* < o0) =1 és B(W,+) létezik, tovabbd azt, hogy
lim inf/ W, =0.
t {r*>t}
Ekkor
E(WT*) > E(WT) VT € C(At)-
Ezt a tételt nem bizonyitjuk. O

Megjegyezziik, hogy ha (2.1) fennéll, akkor a (W, A )sen folyamatot monotonnak
hivjuk.
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Vegyiik észre, hogy ha 7, = 2m, akkor

Tip1 = min {t > 2m : 7w(t) € max{m(1),7(2),...,7(t)}, és

{mr(1),7(2),...,7(t — 1)} tartalmazza 7(t) ikertestvérét },

ahol 1 <t < 2m miatt a minimumot egy iires halmazon vessziik, igy 7,41 = 2m.
Ekkor a P(7 < oo) = 1 feltétel trividlisan teljesiil. Ugyanakkor, mivel Z; korlatos

valoszintiségi valtozo, E(Z,) biztosan létezik. Tovabba
lim inf/ Z; dP <lim inf/ 1 dP =liminf P(7 > t) =0,
LSt LS ¢

ahol az utolso6 egyenléségnél felhasznaltuk, hogy 7 véges. A f6 célunk a tovabbiakban,
hogy belassuk, hogy a (Z,,, F.,)ien folyamat monoton, igy alkalmazhatjuk az el6z6
tételt. Elgszor megjegyezziik, hogy ha 7, = 2m, akkor E(Z,,,,|F.) = Z,,, mivel
Ti11 ugyancsak egyenls 2m-mel. Igy csak azokat az i-ket sziikséges megvizsgalnunk,
melyekre 7; < 2m. A szakasz hatralévs részében tegyiik fel, hogy 7(7;) egy maximalis
elem a {m(1),...,7(7;)} halmazban, amelynek méar lattuk az ikertestvérét, és vannak
olyan elemek, amelyeket még nem lattunk.

A folytatashoz sziikségiink van a siker valoszintiségére a 7, megallasi id6 esetén.
Amikor 71-et hasznaljuk, megéallunk az els6 olyan lehetGségnél, amikor meglatjuk egy
mar korabban szerepld elem ikertestvérét, aki maximélis az adott idGpillanatban.
Jeloljiik ezt a valoszintiséget P(m)-mel. A siker valoszintiségét a kovetkezd lemma

fogalmazza meg:

2.1.4. Lemma. A 7 megdlldsi idd esetén

_2m—|—1
 3m

P(m)

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy
P(L, =1|L; =1) =1,

mivel (1) csak akkor lehet maximalis a 71 id6ben, ha a szintje legfeljebb L. To-

vabbé [ szerinti indukcioval belatjuk, hogy
2
P(L,, =1|Ly =1) = 3 Vi > 2. (2.2)

Ha [ = 2, akkor az egyenlGség teljesiil, mivel a 2. szintrél valdo méasodik ikertestvér
és a két ikertestvér az 1. szintrdl véletlenszerd sorrendben jonnek, igy akkor és csak
akkor nyerhetiink, ha ezen harom elem koziil valamely 1. szintrél valot latjuk meg

el@szor.
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Tegyiik fel, hogy valamely | > 2 esetén (2.2) teljesiil, és lassuk be az egyenlGséget
(I + 1)-re. Legyen 7" az a legkorabbi idGpont, amelyre a 7" id6pontban érkezé elem
szintje legfeljebb Ly = [ + 1. Elegend? ezzel az esettel foglalkoznunk, mivel azok az
elemek, amelyeknek szintje Li-nél nagyobb, nincsenek hatassal a sikeres valasztésra.
Ha 1 < L., <1+ 1, akkor ugyanaz a helyzet all fenn, mintha az els valasztott elem

a m(7') lett volna, és az indukcios feltevés kovetkeztében
P(L, =1{Li=l+1}Nn{l<L.<l+1}) =<

Egyébként pedig akkor és csak akkor nyerhetiink, ha az 1. szinten 1évG két ikertest-
vér valamelyikét hamarabb latjuk meg, mint a masodik ikertestvért az (I + 1)-edik

szintrél. Mivel 6k harman véletlenszerd sorrendben jonnek, igy
P(L, =1{Li=l+1}Nn{l <L, <l+1}) =

Tehat barmelyik esetben a siker valoszintisége % gy adodik, hogy

m

P(m) =P(L,, =1) =Y P(L, =1Ly =1) - P(L, =)

=1

1 & 1 2 2m + 1
= — P(L, =1L =10)=— {1 -1 ,
m ; (Ln L =1) m ( i 3( )) 3m
amivel bizonyitottuk a lemmat. 0

A kovetkezd kombinatorikai azonossag hasznos lesz a késébbiekben.

2.1.5. Lemma. Minden 1 <k <m — 1 esetén

m—k mjl m—1
1 k1)_£ 1
gj (%) m;j'

Bizonyitas. A bizonyitas soran megmutatjuk, hogy mindkét oldal megegyezik a
klasszikus titkdrnG-probléma esetén a siker valészintiségével. Ekkor az elemek kézott
linearis rendezés van, és a kdvetkezs stratégiat hasznéljuk: "utasitsuk el az els§ k
elemet, és utana fogadjuk el az els6 olyat, amelyik maximélis az eddig megfigyeltek

kozott". Legyen W az az esemény, hogy a legjobb jelentkez6t valasztjuk. Ekkor

- a bal oldal: Legyen 0 < j < m — k esetén B; az az esemény, hogy az els6 k
megfigyelt elem koziil a legjobb a (j+1)-edik szintrél valo. Ez azt jelenti, hogy a tobbi
(k —1) megfigyelt elem szamara m — (j+1) = m — j — 1 szint marad. Vegyiik észre,
hogy By, ..., By _i teljes eseményrendszer, mivel barmilyen j > m — k + 1 esetén a

tobbi (k—1) elem szamara legfeljebb m—(m—k+2) = k—2 szint maradna, ami pedig
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nem lehetséges. Ha tudjuk, hogy az elsé k megfigyelt elem koziil a legjobb szintje
(7 + 1), akkor csak akkor nyerhetiink, ha a legjobb j szintr6l a maximaélis elemet
latom meg elséként, igy P(W|B;) = %, mivel az elemek véletlenszerd sorrendben

jonnek. Igy felhasznalva a teljes valészintiség tételét és azt, hogy P(W|By) = 0

POV) = " B(W|B,)P(B;) -
e ()
=i %)

adodik, ahol P(B;) kiszdmolasanal az Gsszes eset szama (7)), mivel az Gsszes lehet-
séges m elem koziil tetsz6legesen ennyiféleképpen tudok k-t kivalasztani, a kedvezs
esetek szamanal pedig eldszor 1-féleképpen kivalasztom a (j+1) -edik szintd elemet,

uténa pedig a néla rosszabb (m—j—1) szint koziil kell kivalasztanom (k—1) elemet.

- a jobb oldal: 0 < j < m — 1 esetén legyen D, az az esemény, hogy a (j + 1)-
edikként megfigyelt elem maximalis a lancban. Ekkor

(1)
P(W) = P(W|D;)P(D;) =

3
L

<.
Il
o

—~
)
~—
i
[y

= P(W|D;)P(D;) =

<
[
=

—~
w
~—
i
—_

9

.| &

1
m

<
I
B

ahol (1)-nél azt hasznaltuk fel, hogy Dy, ..., D,, 1 teljes eseményrendszer, (2)-nél
azt, hogy ha a maximalis elem az els6 k kozott van, akkor biztosan nem nyeriink,
azaz P(W|D;) = 0, a (3)-mas atalakitasnal pedig azt, hogy annak a valészintsége,
hogy egy (j + 1)-edikként megfigyelt elem maximaélis, azonosan % barmely j esetén,
tovabba P(W|D;) = %, mivel az els6 j megfigyelt elem koziil a maximalis azonos
valoszintiséggel fordulhat el barmely pozicioban, igy annak a valdsziniisége, hogy

az els6 k kozott van, pontosan f Ezzel bizonyitottuk a lemmat. 0

Tovabbé sziikségiink van a kévetkezd allitasra is:

2.1.6. Allitas.



- )-[)- C 0
BEARARSMNE N
Y E-E )

ahol felhasznaltuk az ()

(mfl) - (mfl) AZONOSSAgot. O

r r—1

Jelolje Ny (i) azt az eseményt, hogy a 7; id6pontban a 7(1),7(2),...,7(7r;) ele-
mek altal elfoglalt szintek szama k. Megjegyezziik, hogy Ni(i) € F.,. A kovetkezs

két lemma segitségiinkre lesz a monotonitas vizsgalataban.

2.1.7. Lemma. Minden w € Ni(i) esetén
k
Z (W) = —.
(W)=
Bizonyitas. A kiilonb6z6 szintekrdl valo elemek azonos valoszintiséggel jelenhetnek
meg barmely pociziéban a véletlen sorrendben. Ha w € N (i), akkor az utolsé meg-

figyelt elem az eddigi egyik legjobb, valamint lattuk az ikertestvérét, és az utolso

elemmel bezarolag k szintet figyeltiink meg. Az ilyen esetek szama

k—1 k—1
(W) () ) oo () 2 () o
mivel (Z‘)—féleképpen valaszthatom ki, hogy az Gsszesen m szint koziil melyekrol 1at-
tam elemeket, ezutéan 1-féleképpen kivalasztom a koziiliik maximalis szintrél mindkét
elemet, majd a tobbi (k — 1) szint koziil kivalasztom azt az [-et, amelyrdl mindkét
elemet lattam. Az Osszes lehetséges sorrend meghatarozasahoz pedig eldontém, hogy
a kivalasztott elemekbdl a legjobb 2 koziil melyik keriiljon a 7;-edik helyre, a tobbi

(k 4 1) elem sorrendje pedig tetszdleges lehet.
Azoknak az eseteknek a szama, ahol w € Ni(i), és a 7;-edik elem az abszolit
legjobb

k—1 k—1
m—1 k—1 2 m—1 k—1

1- -1 . (k+D)! = -2 (k+1)!

2 (o) () Q) = () 2 2 () e

ahol hasonl6an szamolhatjuk Gssze az eseteket, mint az Gsszes esetszam meghaté-

rozasanal, azzal az eltéréssel, hogy 1-féleképpen kivilasztom az m lehetséges szint
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koziil a legjobbat, és a fennmarad6 (m — 1) szint koziil kell kivalasztanom a tovabbi
(k — 1) szintet. Igy adodik, hogy ha w € N (4), akkor

_ |Nw(@) N {7 (7;) € {ur,v1}}] _
| Nk (4)]|
)2 S () kD m-1R R
M2 Y ket mb- (R =1 m

Zr,(w)

2.1.8. Lemma. Minden w € Ni(i) esetén

Bizonyitas. A bizonyitas soran felhasznaljuk, hogy minden A € F,, esetén

/E(ZTiJrI"FTi) :/ZnHv
A A

valamint, mivel F,, véges, és igy a IE(ZT. +1|fn) valoszintiségi valtoz6 konstans F,

(3

minden atomjéan, igy

fA ZT¢+1
P(A) -

E(Z‘ri+1 ’“FTZ) (w) =

ahol az A az F,-nek azon atomja, amely az w-t tartalmazza. Tovabbé felhasznaljuk,

hogy definici6 szerint egy S esemény feltételes valosziniisége az F,, o-algebrara nézve
P (S|F,) = E(1(9)|F,).
Legyen

E= / E(ZTi+1"FTi)7
A

ahol az A az F,-nek azon atomja, amely az w-t tartalmazza. Ekkor elegendé azt

megmutatni, hogy

Tudjuk, hogy w € Ng(i), vagyis az els6 7; megfigyelt elem altal elfoglalt szintek
szdma k, igy 1 < L, <m — k + 1, ahol a fels¢ korlatot akkor kapjuk, ha az els§ 7;
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elem a legrosszabb £ szintrél valo. Ekkor

B= [ Z= [ Bl =UF) = [ BQ(L.. = DIF) -
A A A
= / YLy, =1)=P({L,,, =1}NA) =
A
m—Fk

P({L’Ti+1 = 1} N {Lﬁ = j + 1} N A) =

3 <.
Tl
o -

P(L

1

= 1{L,, =j+1}NA) -P(L,, = j + 1]A) - P(A) ,

Tit+1

J
ahol felhasznaltuk, hogy j = 0 esetén P({L.,,, = 1} N{L,, = j+1} N A) = 0, mert
az nem fordulhat els, hogy a 7;-edik és a 7;,1-edik elem szintje is 1. Mivel annak
a valdszintisége, hogy a 7;,,1 id6pontban a legjobb szintr6l kapunk egy elemet nem
fiigg a szinteknek a 7; idGig kialakulé mintajatol, a szorzat els6 tagja egyenls a siker
valoszintiségével, amikor j ikerpar koziil szeretnénk az egyik legjobb ikertestvért

kivalasztani a 7 megallasi id6 szerint, ami pontosan
: 25 +1
J

Tovabba

m—j—1
]P)(LTZ:j‘i_l‘A): ( k—1 )’

mivel A csak egy bizonyos mintat ad meg, ahogyan a valasztott k szintrél rendezziik
az elemeket, ezért a kedvez§ esetek meghatarozasanél 1-féleképpen kivalasztjuk a
(7 + 1)-edik szintet, utana a téle alacsonyabb (m — j — 1) szintrdl kell kivalasztanom
(k — 1)-et, az Osszes eset szamat pedig az adja meg, ahogyan m szint koziil k-t

tetszblegesen kivalaszthatok. Ezek kovetkezményeképpen adodik, hogy

E =

Z 1
30 3

2 m—k 1 k<1
— 2.2 2 AN 2 pa) =
3 m +3 ij (4)
=k
m—1
(2 (5 ) e
3 3m =



Igy teljes a lemma bizonyitéasa. U

Legyen A; = {E(Zn+1|]-"n) < Zﬁ} az az esemény, amely szerint a 7; id&ben
kinalkozo6 kifizetés legalabb akkora, mint a 7;,, id6ben kinalkozé kifizetés feltételes

varhato értéke.
2.1.9. Lemma. Minden w € Ni(i) esetén w € A; akkor és csak akkor, ha

2m
—+

- < 5.
k

3
f.?

j=k

<

Bizonyitas. Legyen w € N (7). Ekkor a 2.1.7. Lemma és a 2.1.8. Lemma kiévetkez-
tében w € A; akkor és csak akkor, ha

2 ]{3 m—1 1 k
g + 3_m (Z G 2) = E(Z’fi+1’fn)(w) S Zﬂ;(w) — E .

=k 7

Ebbdl ——Val val6 szorzas utan adodik, hogy

2m 1
s 1-23—2<3
i=k
2m w1
—m+ - <5
k =

O

Most mar be tudjuk fejezni a bizonyitast. Elegend6 azt megmutatnunk, hogy a
(Z.,, Fr,)ien folyamat monoton, vagyis azt, hogy A; C A;11 minden i esetén. Ekkor
ugyanis a 2.1.3. Tétel értelmében a 7 megallasi id6 optimAlis.

Legyen w € A;, és a 7; id6ben mar megfigyelt szintek szama legyen k, igy w €
Ny (7). Ekkor a 2.1.9. Lemma kévetkeztében fennall a kovetkezs egyenlStlenség:

2m
— +

- < 5.
k

3
fﬂ

j=k

<

A 7,1 id6pillanatban legalabb annyi szintet lattunk, mint a 7; idépillanatban, és
mivel k& novekedésével az egyenlGtlenség bal oldala csak csokkenhet, igy w € A;;4.
Ebbél kévetkezik, hogy A; C A;11 teljesiil, és mivel 7; = 2m esetén E(Zn+1|~’rn) =
Z,,, ezért biztosan van olyan A; esemény, amely bekovetkezik, tehat | J;o, A, = Q

valdéban fennéll, igy a tétel bizonyitasa teljes. U

Most, hogy bebizonyitottuk, hogy 7 optimalis megallasi id6, felmeriil a kérdés,
hogy ezt hasznalva mennyi a siker valoszintisége. Ezt fogalmazza meg a kdvetkezd
tétel.
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2.1.10. Tétel. Ha az opltimdlis T megdlldsi 1dot hasznaljuk, akkor a siker valdszi-

nisége
km—1 s m—1
1 < 2(m — ky, + 1) 1
P(L,=1)=— |2 km — | km — — - 1.

Bizonyitas. A m € S(€) permutacié esetén legyen
Ty = min {t can(l),m(2),...,7(t) elemek pontosan k,, szintet foglalnak el}.

Legyen tovabba

M, = {a (r(1),7(2),...,m(7:)) részbenrendezésnek

pontosan egy maximalis eleme van}
és

M, = {a (r(1),7(2),...,m(7:)) részbenrendezésnek

pontosan két maximalis eleme Van}.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a 2.1.6. Allitast, amelyb6l n =m — 1 és k = k,,, — 1

valasztassal
mfi“ m—j—1\ (m-1 2.3)
: km—2 ) \km—1) ‘
7j=1
mig n =m — 1 és k = k,, valasztassal
m—km .
m—j—1 m—1
= 2.4
> (50 - (%) &
7j=1

adodik. Tovabba sziikségiink van a kovetkezd kombinatorikai azonossagra is.

2.1.11. Allitas.
m_fﬂ, m—7—1 _(m

2o Ik~ ) T k)
7j=1
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Bizonyitas.

S () )
+.(.§‘>+(Sj)+.,. (")
()7

()

ahol felhasznaltuk a 2.1.6. Allitast, miszerint > fr (7= = (}). Ekkor n = m —1

és s = k,, — 2 valasztéassal pont a bizonyitando6 képlet adodik. 0

A bizonyitast a kovetkezG lemma beldtasaval folytatjuk:

2.1.12. Lemma.
k 1 s

Ml _kimz

s=0 r=1

2(m — ky, + 1)
20m —kp +1)+ 1

Bizonyitas. Fzen lemma bizonyitasa soran a szinteket olyan sorrendben szidmoz-
zuk, ahogy észleltiik 6ket (1,2, ..., k,,), nem pedig a részbenrendezésbeli poziciojuk
alapjan. Néhany elem ugyanarrol a szintrél érkezik, mint valamely korabbi elem,
ugyhogy egy vagy két elemet figyeliink meg ezen k,, szint mindegyikérdl.

Legyen 7.(j) az a legkisebb ¢, amelyre a 7(1),7(2),...,n(t) elemek pontosan j
szintet foglalnak el. Specidlisan 7, = 7.(ky,). Legyen tovabba i < j esetén B;(j)
az az esemény, hogy a m(1),7(2),...,7(7x(j)) elemek koziil pontosan egy valo az
i-edikként megfigyelt szintrél, vagyis az, hogy az elsd pillanatban, amikor mar pon-
tosan j szintet észleltiink, pontosan egy elemet lattunk az i-edik szintrél. Megje-

gyezziik, hogy P(B;(i)) = 1 minden i-re, mivel az els§ pillanatban, amikor mar i
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szintet észleltiink, i-edik szintd elembdl még biztosan csak egyet lattunk. Tovabba
vegylik észre, hogy B;(i) D B;(i+1) D ... D Bi(ky,), mivel barmely w € B;(j+1)-re
teljesiil, hogy a 7.(j+1) idépillanatban az i-edik észlelt szintrdél még csak egy elemet
lattunk, és ez biztosan teljesiil a 7,.(j) id6ben is, tehat B;(j) D B;(j + 1) minden

j-re. Tgy
P(Bi(km)) =
—P(Bi(i) N Bi(i +1) N ... N Bi(km — 1) N Bi(km)) =
=P (Bi(km)|Bi(i) N ... N Bi(ky — 1)) - P(Bi(i) N BZ( DN... N Bi(kn — 1)) =
= P(B; (k)| Bi(km — 1)) P(B(i)) N Bi(i +1)N... N Bi(ky — 1)) = ... =
= P(Bi(i) - P(Bili +1)|Bi(3) - (Bz<km>|Bz< 1),

A P(Bi(j + 1)|Bi(j)) valoszintiséget konnyedén meghatarozhatjuk. Tegyiik fel,
hogy a 7.(j) id6pontnal vagyunk, j szintrél figyeltiink mar meg elemeket, és koziiliik
pontosan egyet az i-edikként észlelt szintrdl lattunk. Ekkor 2(m — j) elem van olyan
szinteken, amelyeket még nem észleltiink, és a B;(j+1)-hez azt kiveteljitk meg, hogy
ezek koziil valamelyiket hamarabb lassuk, mint a mésodik elemet az i-edikként észlelt

szintrél. Ez a ((2(m — j) + 1) elem véletlenszerd sorrendben jon, igy a szimmetria

miatt
P(Bi(j + 1)|Bi(j)) = Q(ir(L —;)jl 1
Igy
P(Bi(km)) = P(Bi(1)) -]P’(Bi(i T OIBiD) - B(Bilkm)| Bilkn — 1)) =
1 k’ﬁl
- klj 2@%& ;:1;2 a

Legyen 1 < j < k,,, esetén Cl-j az az esemény, hogy az i-edikként észlelt szint a
j-edik legjobb az elsé k,, megfigyelt szint kozott. Ekkor C7 N B;(kn) a Bi(ky) egy
részhalmaza, és P(CY N Bi(kn)) = 7= - P(Bi(kyn)), mivel barmely CY N B;(ky,)-beli
esetnek egyértelmtien megfeleltethets egy CF N B;(k,,)-beli (j # k) eset gy, hogy a
megfigyelt k,, szint koziil a j-edik és k-adik legjobbak elemeinek indexeit felcseréljiik.

Erre mutat egy példat ¢ =4 és k,,, = 6 esetén a kovetkezd:

1
Us U7 Uz U % V10 U10 @ S C4 N B4(6)

5
Us V7 Us Ug Ug V1o Uro Us € Cy N By(6)
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A megfeleltetés kolcsondsen egyértelmd, igy |CF N Bj(kw)| = |C2 N B;(ky,)|
!Cfm N Bi(k)|- Mivel k,, ilyen particio van, ezért valoban P(C! N Bi(ky)) = & -
P(Bi(km)).

Legyen D; az az esemény, amikor B;(k,,) ¢s C} egyszerre fennall, vagyis, hogy
a T, id6pontig pontosan egy elemet lattunk az i-edikként észlelt szintrél, és ez az

eddig megfigyelt legjobb elem. Ekkor

P(D; )ynCy)

P(Bz(km)) =

~ 2(m =k, +r)—|—1

Végiil vegyiik észre, hogy M; a D, események diszjunkt unioja, igy

= P(Bi(

1
-

1
o

P(M,) =P(Dy) + P(Dy) + -+ P(Dy,)) =
1 k

e 2(m — Ky +1)
20m —kp, +7)+1

1 f[ 2(m — ky + 1)
B 2(m — ky +1) +1

Y

igy bizonyitottuk a lemmat. 0

Minden 2 < 57 < m — k,, + 2 esetén Mf legyen Mi-nek az a részesete, ahol
(r(1),7(2),...,m(7x)) egy méasodik legjobb eleme a j-edik szintrél valo. Ezek az
alesetek megadjak az M; egy particiojat, mivel a 7, idGig el6fordul6 szintek koziil a
masodik legjobb legalabb a 2. és legfeljebb az (m — k,,, + 2)-edik szint. El6bbi akkor
fordulhat el6, ha a 7,-ig észlelt szintek valamelyike az abszolit legjobb, utébbi pedig
akkor, ha az els§ 7, megfigyelt elem altal elfoglalt szintek az Gsszes koziil az utolsé
k., szint. Ekkor

(") -G —1)
() ’

mivel a kedvezs esetek és az Gsszes eset szamolasanal is, ha tudjuk, hogy melyik k,,

P(Mf|M1) =

szintr6l valasztunk elemeket, akkor arra kell figyelniink, hogy a kivalasztott elemek
halmazaban csak egy maximalis elem legyen, és hogy a m(7,)-nek valasztott elem-
nek az ikertestvérét ne valasszuk, és mivel ez a rész mindkét esetszamolasnél azonos,
ezért egyszertisithetiink vele. Az egyetlen kiilonbség tehat csak a szintek kivalasz-
tasdban van, amelyre az Osszes eset meghatarozasanal nincs kikotés, mig a kedvezd

eseteknél elGszor 1-féleképpen kivalasztjuk a j-edik szintet, ezutén a nala jobb (j—1)
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szintrdl kivalasztjuk a legjobb megfigyelt szintet, a tovabbi (k,, — 2) szintet pedig

tetsz6legesen vélaszthatjuk a j-nél rosszabb, (m — j) szintrél. Igy

(km 2) (-1
(i)

Hasonloan, ha minden 1 < j < m — k,,, + 1 esetén Mg—t ugy definialjuk, mint

P(M{) = P(M]|My) P(M;) = P(M,).

az Mz—nek az a részesete, ahol a (7r(1),7r(2), ooy (T )> halmaz maximalis elemei a

e,

(1)

(i)

Ha Mg adott, akkor a siker valoszintisége a 7 megallasi id6§ esetén, amely azt
2(j—1)+1 . 16
=Gon » vagyis egyenlS a

siker valoszintiségével a 7 megdllasi id6 hasznalataval azon a részbenrendezett hal-

P(M]) = P(M3|Ms) P(M,) =

(1 —P(M)).

mondja, hogy alljunk meg a kovetkezd 7;-nél, pontosan

mazon, amely a j-edik szint feletti (j — 1) ikerparbol all. Hasonloan, ha M adott,

akkor a 7 megéallasi id6vel a siker valoszintisége (j( _)1)

szintliségével, ha a 7 megallasi id6t hasznaljuk azon a részbenrendezésen, amely az

vagyis egyenlé a siker valo-

eddig észlelt masodik legjobb, j szintii elemtdl jobb (j — 1) ikerparbol &ll, és ahol az
eddig megkapott maximalis elemre gy tekintiink, mint az els6 véletlenszertd elemre,
amit megfigyeltiink a redukélt részbenrendezett halmazban. A kivetkezd kifejezés-
ben a masodik szummaban a j = 1 esetén adodo tag eltiinik, mivel M, esetén nincs

esélyiink arra, hogy egy maximalis elemnél alljunk meg. Ekkor

P =)= 3 Pl = IM)POH) + S P(Loy = 1ME)POE) =
L2 -1 ()
D | ()
m— km+1 +1 (];’”_Jl)
Lo 1—-P(M,)),
+ Z G 1 @ (1—P(M))

ahol mindkét szummat atindexelve adodik, hogy

m—km+1 . m—j—1 m—Fkm . m—j—1
2j+1 - 2j + 1 i
P(L, =1) =P(M) Z ‘73 .(kﬂin?)_i_(l_]P)(Ml))Z ]3- '(kn;nl):
p (i) = 5 L)
o S H O R (05
(;ZZ)
+ (1 - P(Ml))zzn 500D + S 5 (5

(i)
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Ebbél a (2.3)-mas és a (2.4)-es kombinatorikai azonossag, valamint a 2.1.11. Allit4s

és a 2.1.5. Lemma felhasznalasaval adodik, hogy

P(L, =1) =
o 3 0) 5 (o) 5, 5
= P(M) <§+% (@))>+(1—P(M1)) (i) EZZ)) _
m+ k, m+ k,, ke —om k. m—1
= TR () TR (1B () (2 = Y %) _

2m+km—(km—km'P(M1)) <3_ TS})]’

j=km

<

ahol P(M) helyére behelyettesitve a 2.1.12. Lemmaban szerepld formulat, a kivant
kifejezést kapjuk. O

2.1.13. Megjegyzés. A k,, definici6janak kévetkeztében konnyedén megmutathat-

juk, hogy barmely m esetén

m
km< ’7_-‘7
2
ugyanis, ha k > 7, akkor
m—1
2 1 2 1 2 m— %
Ty o< i m—k) <y T2 =5
k ' k k z z
=k 2 2

mindig teljesiil. Igy k,, értékét elegends az (%W—nél kisebb vagy egyenl§ egészek

kozott keresni.

Nézziink egy példat az eddigi eredményekre. Legyen m = 7. Ekkor k,, = k; = 4,

mivel k = 4-re

2-7+1+1+1_247<5
4 45 6 60 — 7

és k = 3-ra mar a forditott iranyu egyenl6tlenség teljesiil, azaz

2.7 1 1 1 1 337

3 +3+4+5+6_E>5'
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A siker valoszintisége pedig

1 8 80 960 37
P(L,=1)=—[18—(4—(14+=-4+—+ — —— || =
(L ) 21[8 < (+9+99+1287))(3 60)]
3001
= —— ~(,7939.
3780 ’
A kovetkezs tételek kimondjék a k,, kiiszobszam aszimptotikus viselkedését, és a
siker valoszintségének hatarértékét, amint m — oo. Mivel itt az m valtozik, igy az m

ikerparbol allé részbenrendezéshez tartozo megallasi id6t jelsljitk 7™ -mel. Tovabba

jelolje xg a 2x + Inx = 5 egyenlet megoldasat, igy xo ~ 2,12347.

2.1.14. Tétel. A k,, kiiszdbszamra mindem m € N esetén teljesiil, hogy

tovdbbd ennek kiovetkeztében
kmm 1
lim — = — = 0,4709.
m—oo M xo
Bizonyitas. A definicidja alapjan k,,-re teljesiil a kdvetkez6 egyenlGtlenség:
m—1
2m 1 2m ™1 m m
5> — - > — —de=2—+In|—|.
> km+jz,;j k‘m+/km:r P2 n(km>

Mivel 2xg 4+ Inxg = 5, és a 2x + In z szigorian monoton névekvd fiiggvény, ezért

m m
— < xy = — <k,
km Zo

Maésrészrél (k,, — 1)-re nem teljesiil a feltétel, igy a kovetkezd adodik:

2m o 1 2m m—1 2m m
- 1 1
ST )3 j<km—1+n(km—2)<km—2+n(km—2>’

J=km—1

és ennélfogva

m m
> = k, < —+2.
km—2 o .CL'O+

A hatéarérték pedig a Rendér-elv kovetkeztében adodik, mivel
1k, 1 2
— << — 4 =,
i m o m

ahol limy,, o, = = 0 miatt kdvetkezik, hogy

.k 1
lim — = —.
m—oo M X

O

A siker aszimptotikus valészintiségét a kdvetkezs tétel fogalmazza meg, amelyet

itt nem bizonyitunk [13].
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2.1.15. Tétel. Amikor a 7™ optimdlis megdlldsi idét haszndljuk, akkor a siker

valdsziniiségére teljestil, hogy

1 A(zg —1)2 2

m—00 Zo 37 ro—1

OJ

Tehat azt kaptuk, hogy a titkdrnG-probléma kénnyebb az ikerparok esetén, mint a
linearis rendezésre megfogalmazott, eredeti viltozat, ahol a siker valoszintisége nagy
m-ek esetén is % ~ 0.3679. Ez els6re meglepének tiinhet, mert azt gondolhatnank,
hogy mivel kevesebb 6sszehasonlitas lehetséges, ezért kevesebb informacionk is van.
Azonban a helyzet az, hogy ha Osszehasonlitunk két jelentkezGt, akkor itt harom
lehetséges kimenetel van kettd helyett, ami tobb informaciéval szolgal. Tovabba, ha
ugy tekintiink az ikerpérokra, hogy minden jelentkezd esetén két lehetdségiink van,

akkor intuitiven is gondolhatjuk, hogy ez a valtozat konnyebb, amit igazoltunk is.

2.2. A c-es ikrek

Ebben a szakaszban az el6z6ben megfogalmazott, m ikerpar altal alkotott rész-
benrendezést altalanositjuk. Tekintsiink egy halmazt, amely c lancbol all. Jel6lje a
lancokat 1 < i < ¢ esetén U; = {u},...,u"}, ahol u; a maximélis elem. Ekkor a
részbenrendezett halmaz elGall ugy, mint Uy U ... U U,, ahol egy rogzitett j esetén
az ug—k, vagyis az azonos szinten 1év6 elemek nem Osszehasonlithatoak, és minden

i1, J1, b2, J2 esetén
Ji J2 ‘ . .
w;; < u;, akkor és csak akkor, ha j; > ja.

Legyen

71—

79 = min {t > 79 7(t) € max {m(1),7(2),...,7(t)}, és
{m(1),m(2),...,7(t — 1)} tartalmazza 7(t) Osszes ikertestvérét },

azzal a feltétellel, hogy Téc)

= 0, és hogyha a halmaz, amelynek a minimumat vessziik,
iires, akkor a minimum cm-mel egyenld.

A Tl(c) az a megallasi idG, amely az elsG olyan elemnél all meg, amelyik maximalis
az Gsszes megfigyelt elem kozott, és amelynek mar az Osszes ikertestvérat lattuk. Tgy

a 2.1.4. Lemma a kovetkez&képpen altalanosithato:

2.2.1. Lemma. A Tl(c) megalldsi 1dével a siker valdsziniisége

pc<m>:ﬁ(1_%>.

1=2 c
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Bizonyitas. Minden 2 <1 < m esetén legyen N; az az esemény, miszerint az elem,

amelyet valasztunk, nem az i-edik szintrél valo. Ekkor

P.(m) =P(NyN... N N,,) =
= P(N,)P(Ny1 [Ny .. . P(No| N3 (... O Nyp).

Az N 1N... NN, feltételre nézve akkor és csak akkor lesz a kivalasztott elem az i-
edik szint valamely eleme, hogyha az ezen a szinten 1évG ¢ elem mindegyike korabban
érkezik, mint a nila jobb (i — 1) szinten 1év6 c(i — 1) elem. Igy a rossz esetek szama
1, az Osszes eset szdma pedig (‘j), mivel az elemek véletlenszerd sorrendben jonnek,

és igy ct elem koziil az els6 ¢ ennyiféleképpen alakulhat. Ennélfogva

1
és ebbdl mar kévetkezik a lemma kimondéasénal megfogalmazott egyenlGség. ([l

Az el6z6 szakaszhoz hasonléan megadhatunk egy optimélis megallasi id6t is.

7€) = min {T(C) ram(l),7(2),... ,W(Ti(c)) elemek altal

i

Legyen

és legyen

elfoglalt szintek szama legalabb k:ﬁ,‘;)}

2.2.2. Tétel. A 79 megdlldsi idd optimdlis az m-szintd c-es ikrekre megfogalmazott

titkdrnd-probléma esetén.

A bizonyitas a monoton esetre vonatkozo 2.1.3. Tétel felhasznalasaval torténik,

és lényegében hasonld a 2.1.2. Tétel bizonyitasahoz, igy arra nem tériink ki. 0

Habar a siker valoszintiségére lehet zart képletet adni, ez gyakorlati szempontbol
eléggé hasznalhatatlan. Ennek meghatarozésa nagyjabol ugyanolyan lépésekbdl all,

mint ahogyan az el§z6 szakaszban eljartunk. Mint korabban, legyen most is
L, = a w(t) elem szintje.

Tovabba annak jel6lésére, hogy egy m elemi alaphalmazbél hanyféleképpen valaszt-
hatunk ki ¢ megkiilénbéztethets, rq, ..., r. méretd halmazt, hasznaljuk a multino-

midlis egyiitthato jelolést:

( m ) m!
Tlyeo oy Tey M —T1 — ... —T¢ rlecoord e (m—ry— .0 —1)!
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2.2.3. Tétel. A 79 megdlldsi idével a siker valdsziniisége

P(L. =1)=

By blwereot

( cm ) T1—|—2T2+...+CTC.]€TW§)

i=1 T1+...+7‘c:k,(c> r1+2ro+...+cre
r1,ri>1
(C) m— k’<c)+1 m— 7 J—
k(°> 1
+ Z cg z - ) +
j=2 kfﬁ) k=2
m T1 c\Te
+ z : (7“1, STe,m— k(c>)< ) te (c) ™ Te

cm ’ (c)
rit..4r RG] (T1+27”2+-.-+C7“c) Tt 2rg . Fere Fm,

r1,re>1
j=2 (k?nz)) k=2 (Cck)

Bizonyitas. Sziikségiink van azon esemény valoszintiségének meghatarozasara, mi-
szerint az elsé pillanatban, amikor k) szintet lattunk, pontosan ¢ elemet figyeltiink

meg a legjobb szintrél. Legyen ez az esemény M,.

2.2.4. Lemma. Legyen 1 < i < c¢ egész. Ekkor

Z (rl,...,rcr,nmfks,fo (;) h T (g) A . 1 T

(r1+27“26—T..‘+crc) ! + 2T2 +.o.F Cre . ani)

P(M;) =
=kl

ri,ri>1
Bizonyitas. r1 + - +1r. = kfﬁ) esetén A, . legyen az az esemény, miszerint
amikor ry 4 2ry + - - - + cr. elemet lattunk mér, akkor azon szintek szama, amelyekrél

pontosan j elemet lattunk, egyenld r;-vel minden 1 < j < c esetén. Ekkor az A,, .
cm
T1+2ro+-tcre
Osszesen cm elem koziil vy + 2ry + - - - + er-t kell kivalasztanunk. A kedvezs esetek

valoszintiségének meghatarozasanil az Osszes eset szama ( ), mivel az

meghatarozasanal elgszor az m szint koziil ( )—féleképpen kivalasztom azt

7”17---77'C7m_k'(ni)
a k' szintet, amelyr6l megfigyelek elemeket, ezutdn pedig minden j-re azon r; szint
koziil, amelyekrdl j elemet lattam, (;) -féleképpen kivalasztom azon elemeket, amiket

észlelek. Tgy

o) O

P(Arhmﬂ‘c) - cm
(T1 +27‘2+...+c1‘c)

Legyen B,, ., az az esemény, hogy az els¢ pillanatban, amikor k}(,f) szintet figyel-
tiink meg, akkor azon szintek szdma, amelyekr6l pontosan j elemet lattunk, r;-vel

egyenl6 minden 1 < j < c esetén. Ekkor B, . csak akkor nem-iires esemény, ha
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r1 > 1, és ebben az esetben B, , akkor és csak akkor kovetkezik be, ha A, . is
bekovetkezik, és az utolsé megfigyelt elem az egyediili elemek egyike, vagyis egy olyan
elem, amelynek szintjérsl 6 az egyetlen elem, amit észleltliink. Szimmetria miatt az
egyediili elemek azonos valoszintséggel fordulhatnak el6 az els§ r{ 4+ 2ro + - - - + cr.
elem barmelyikeként, és ezért

1
4 2rg+ ... +ere

Végiil C,, . legyen az az esemény, miszerint B,, , fenndll, és pontosan i

P(B;,...r.

AT17"'7TC) =

elemet lattunk a legjobb szintrél. A legjobb szint azonos valészintséggel lehet az

r4 ... +r.= Y kivalasztott szint barmelyike, igy

T
’V’C|B’I”1 ..... rc) - ]ngi)

Ahhoz, hogy M; bekovetkezzen, legalabb egy olyan szintnek kell lennie, amelyrél

-----

pontosan egy elemet lattunk (az utoljara megfigyelt), és legalabb egy olyan szintnek
kell lennie, amelyrsl pontosan i elemet figyeltiink meg (a legjobb szint). Ezekkel a
kikotésekkel, ha M; bekévetkezik, akkor C,,  , is bekovetkezik valamilyen rq,..., 7,
konstansokkal, melyekre ry + ... + r. = kfﬁ), tovabba C,, ., -k diszjunktak, és
mindegyikiik M;-ben van. Ennélfogva

P(M) = Y P(Cp.)=

1 +‘..+rc:k£,f)

r1,ri>1

B S 05 [ ot :

cm ’ T )
4+ 2ro+ ... +ore kO
7‘1+...+7’c:k£5> (r1+27‘2+...+crc) m

r1,mi>1

amit bizonyitani akartunk. [

Legyen Mf az az esemény, miszerint az elsé pillanatban, amikor mar k‘ﬁﬁ) szintet
lattunk, akkor i elemet figyeltiink meg az eddigi legjobb szintrél, és ez a szint a j-
edik szint. Ekkor a siker valosziniiségeét az Mf feltételre nézve barmely i és j esetén a
kovetkezd lemma adja meg, melynek bizonyitasa konnyedén adodik a 2.2.1. Lemma

modositasaval, igy arra itt nem tériink ki.

2.2.5. Lemma.
(1)1 <i<c—1¢ésj=1 esetén

P(LT(C> = 1|MZ-1) = 1.

(2)1<i<c—16s2<j<m—k¥+1 esetén

P(L, = 1|M]) = (1 — (le_i)> ﬁ (1 —

c—1
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(3)i=1césj=1 esetén
P(L.« =1|M;) =0.

(4)i:0632§j§m—k7(ﬁ)+1 esetén

P(Ly = 1MJ) = ﬁ (1 - %) .

k=2 c

O

Ugyanolyan atalakitas kovetkeztében, mint a 2.1.15. Tétel bizonyitasanal, ado-
dik, hogy

P(M]) =

1

(k'z,%;_]l) Z (7”1, ’I”:/Lm k(c))( )rl . (z) e . r . L
(k??) (7”1+27’20—T|)—1...+c7”c) ri+2ra+ ... +or, krgg) '

Az {M{ 1< <, 1 <5< m— kO 1} események az eseménytér egy particidjat
adjak, igy

c m— k(c)Jrl
P(Lio=1)=> Y P(Lw=1M)PM)
1=1 7=1
amelybe a 2.2.5. Lemma alapjan behelyettesitve teljes a tétel bizonyitasa. 0

A kovetkezdekben a kS értékre adunk meg felsé és also korlatot. Ehhez segitsé-

giinkre lesz a kovetkez6 lemma.
2.2.6. Lemma. Minden ¢ > 2 egész és minden pozitiv eqész k és m, k < m esetén

(s @) S [er i e))<t

j=1 k-1 §=2 c

Bizonyitas. A fels6 korlat igazolasahoz elszor vegyiik észre, hogy a produktum

értéke legfeljebb 1. Felhasznalva a korabban mar bizonyitott
S0
B k
7j=1

kombinatorikai azonossagot, adodik, hogy

() ) m—k_m
o R A

k—1 k—1
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igy megkaptuk a fels korlatot.

Az also korlathoz elszor vegyiik észre, hogy

ct c cr—1 ct—c+1 ,C
= —. e/ >0,
c c c—1 1 -

mivel minden 0 < j < ¢ —1 esetén

ci—j ci—gi+@GE—-1)j5 .
= =1
c—J c—J c—J
Tovabbé felhasznaljuk a kovetkezé allitast:
2.2.7. Allitas. Egy rogzitett ¢ > 2 egészre minden j > 2 egész esetén
J J
[[a-i)=1-> i~

=2 =2

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk.

J =2 esetén

J = 3 esetén
3 3

1 1 1 1 1 1 1
||1—'—C: I-——)(1-=)=1—-——=F—>1—-———=1-) i~
i:2( ! ) ( 2(:)( 30) 20 3c+6c 20 30 ZZ

Tegyiik fel, hogy j-re igaz:

=2 =2

és belatjuk j + 1-re:
j+1 j j j (%)
[Ja-i=0-G+) ) JJa-i)=]]Ja-i)-G+DJJa-i") >
i—2 i=2 =2 =2

J Jj+1

S1=) i = (1) =1-) i
=2 =2

ahol (x)-nal felhasznaltuk az indukcios feltételt, valamint azt, hogy [[/_,(1—i~¢) < 1,
igy belattuk az allitast. ([l
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Ennélfogva

=2 1=2
J )
>1-> it>1-) i°>
=2 =2
1 0
>1———/ r “dr =
2 2
l.chrl d 1 1
=1———lim =1-—— =
2¢ dooo | —c+1], 2¢ (e—1)2¢1
- c+1
B 2¢(c—1)°

Mivel ez a korlat nem fiigg j-t6l, ezért kiemelhet§ a szummabol, amit ezutan ugyan-

ugy alakithatunk, mint kordbban, és ebbdsl mar kévetkezik az alsé korlat. 0

2.2.8. Tétel. Minden c > 2 és m > 1 egészek esetén

1 c+1 m
Z_ () « | 2
(2 2(20+1(c—1)—c—1))m<km_{2—"

Ebbol kovetkezik, hogy minden m > 1 esetén

lim k() = {T] .

c—00 2

Bizonyitas. Ha

c+1
L - 2¢(c—1)

1 c+1
E<|=— = —
- (2 2(2¢t (¢ —1) —c — 1)) mn 2 — 200(;11)7”

teljesiilne, akkor a 2.2.6. Lemma kovetkeztében
iy (m_j_l) J 1 c+1 m

— 11— — >(1——)(——1>2
2 [ (5 70) 11 ( (“))] 2(c— 1)) \k

j=1 i=2 c
c+ 1 2 — Qcc(jjl)
>(1-— o 1]1=1
2¢(c = 1) ) \1 - 55

adddna, azonban ilyen k értéket nem vehet fel a kfnc), igy igazoltuk az als6 korlatot.
Ha

p>1
=79

akkor a 2.2.6. Lemma kovetkeztében

ojL20 () ORI

j=1 k-1 §=2 c

igy kovetkezik a fels6 korlat is. U
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2.2.9. Megjegyzés. A siker valoszintiségére megadhatunk egy alsé korlatot. Ve-
gyiik észre, hogy a 2.2.6. Lemma bizonyitasa soran a 2.2.1. Lemmaban a Tl(c) meg-
allasi id6 esetén meghatarozott siker valoszintiségére adunk egy alsé becslést, igy

1
Pm) >1- S
2¢(c—1)
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3. fejezet

TitkArn6-probléma ismeretlen

részbenrendezésen

3.1. Ha semmit sem tudunk a részbenrendezésrol

A kovetkezGekben a titkdrné-probléma egy folytonos ideji valtozatat vizsgaljuk.

A feladatot a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg.

3.1.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy véges, nemiires részbenrendezett halmaz ele-
mei a [0, 1] intervallumon véletlenszertien jelennek meg, azaz egymastol fiiggetleniil,
egyenletes eloszlds szerint. Barmely pillanatban latjuk az addig az ideig feltiing ele-
mek altal indukalt részbenrendezést, és a feladatunk, hogy a folyamat megvaldsulasa

kézben egy maximalis elemet valasszunk ki.

Tehat a cél egy olyan stratégia megadasa, amellyel barmely P véges, nemiires
részbenrendezett halmaz esetén a siker valdsziniisége legalabb ¢ > 0. Nyilvanva-
loan egy ilyen, a folytonos idejii valtozatra megfogalmazott stratégia alkalmazhato
a diszkrét ideji valtozatnal is, mivel tudva, hogy P elemeinek szama n, mi magunk
is generalhatunk n véletlenszerd id6t, melyeket megjelenésiik szerint sorban hozza-

rendelhetiink az elemekhez.

Elgszor bevezetjiik az alabbi definiciot, majd megfogalmazzuk a stratégiat:

3.1.2. Definicid. Tegyiik fel, hogy egy véges, nemiires P részbenrendezett halmaz
elemeit kilonbozd, valos sulyokkal megjeloljik. Legyen zy a legkisebb siulyu elem P-
ben. Amig z; nem maximdlis, z;11 legyen a z;-tél nagyobb elemek kézil a minimdlis

stlyiu. Az igy keletkezd ldnc végsd elemét nevezziik P mohd mazimumdnak.
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1 81:4 23

82:1
2 3 83=3 =2
=0
A4 5 94 z
S5=—1 !
6 352_2 20
87:7
7 8 38=2

3.1. abra. Egy példa a moh6 maximumra. A részbenrendezés esetén a j elemek-
hez tartozo sulyok értéke s;. Ekkor a kialakulé moho ldncot a bekarikdzott z;

elemek alkotjak, és ebben az esetben a moh6 maximum a z3.

3.1.3. Stratégia. A [0, 1] intervallumrol véletlenszerten silyokat rendeliink az ele-
mekhez, amint megjelennek. Miutan mindent visszautasitottunk az 1/e id6ig, az elsé
olyan x elemet fogadjuk el, amely mohé maximuma annak a P, részbenrendezésnek,

amelyet az x érkezéséig megjelend elemek (z-et is beleértve) indukalnak.

A siker valoszintiségét ezzel a stratégiaval a kovetkezd tétel mondja ki.

3.1.4. Tétel. Ezzel a stratégiaval legaldbb % valoszintséggel vdlasztunk ki egy maxi-

mdls elemet barmely részbenrendezelt halmaz esetén.

Bizonyitas.
A bizonyitas egyszertsitése érdekében nevezziink egy = elemet jeldlinek, ha az a
P, moh6 maximuma.
Ahhoz, hogy kivalasszunk egy z-et, harom dolognak kell teljesiilnie:
(1) az x egy ¢t > 1 id6ben érkezik,
(2) az x jeldlt,
(3) az £ és t id6pontok kozott nincs jeldlt elem.
A tovabbiakban gy tekintiink P-re, mint egy n-elemi, rogzitett részbenrende-

zett halmazra.

3.1.5. Lemma. Legyenekay,...,a, a P megjelenési sorrend szerinti elemei. Legyen
Ay az az esemény, miszerint ay jelolt. Fkkor P(Ay) = %, és A, ..., A, figgetlen
események.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ismerjiik P-t, és a végiil az elemeihez rendelt stulyokat.
Tegyiik fel tovabba, hogy ismerjiik az ayy1, ..., a, elemeket, igy azt is, hogy koziiliik
melyek jeloltek. Ezutan tekintsiik az {a4, ..., ax} altal indukalt részbenredezés moho
maximumat. Annak a valoszintisége, hogy ez az utolsoként érkezd, és igy az ap-ként

cimkézett elem, vilagos, hogy % Ez azt mutatja, hogy P(A;) = %
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A fiiggetlenség bizonyitasdhoz be kell latnunk, hogy

El6szor vizsgaljuk a k = 2 esetet:

() -1 (i = 1) (g — iy — 1))

io! ’

IP(A“ Azz) -

mivel, ha rogzitettnek tekintjik az a;,11, ..., a, elemeket, akkor az 0sszes eset szdma
io!. A kedvezd esetek szdma pedig a szamlaloval egyezik meg, mivel az io-edik helyre
kell keriilnie az {aq,---,a;} altal indukalt részbenredezés mohd maximuménak,
ezutan a fennmaradé (i — 1) elem koziil kivalasztjuk azokat az elemeket, amelyek az
elsé 71 helyet foglaljak el. Az altaluk indukélt részbenrendezés moh6 maximumanak
egyértelmiien az a;,-nek kell lennie, a tobbi elem sorrendje pedig tetszéleges lehet,

valamint a tovabbi (i — i3 — 1) elem sorrendje szintén tetszés szerinti. Tehat

(") - (=1 (g — iy — 1))

IED(AHA7,2> - /LQ' —
ig—1)! . . )
R M R e 1
o
1
Zl M 7,2

Hasonl6 gondolatmenet alapjan lathatjuk be az egyenlGséget tetszéleges £ > 2 ese-

tén:

AR kQZ tj—1 — - (i —1)!
4= [T (7)) - IT; <ik! (=1t

z~—1 . . .
( (15—1) (z]j—z)] 1—1)! (Zj — -1 — 1)'> ’ (Zl - 1)'

P(A,;

41 v v

I:]

O

3.1.6. Lemma. Legyen 0 <t < 1. Tekintsik a t 1dd eldtt érkezd elemek halmazdit,
és tegyiik fel, hogy ez a halmaz nemdiires. Ekkor at idd eldtti utolso jeldlt elem érkezési

ideje véletlenszerd a [0,t] intervallumon.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy k elem érkezik a t id6 el6tt. A 3.1.5. Lemmabol ko-
vetkezik, hogy az Ai,..., A indikatorainak egyiittes eloszlasa ugyanaz, fiiggetleniil
az {ay,...,a;} altal indukalt részbenrendezés strukturajatol. Kovetkezésképpen ele-

gendd az allitast csupan a k elem feletti linearis rendezésre belatni. Kénnyen lathato,
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hogy ezen specialis rendezés esetén az utolso jelolt elem az egyediili maximalis elem,

amelynek érkezési ideje véletlenszert a [0, t] intervallumon. O

Tegyiik fel, hogy P rogzitett, és hogy a P elemeihez rendelt stulyokat egymastol
fiiggetleniil és véletlenszertien valasztjuk a [0, 1] intervallumbol. Ekkor vezessiik be
a kovetkezo jeloléseket:

p(x) :=P( z a P moh6 maximuma )

pi(x) :=P( z a P moho maximuma | x stlya legfeljebb ¢ ),0 <t <1

3.1.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy v maximdlis P-ben. Ekkor feltéve, hogy x a t idd-

pillanatban érkezik,
P( x jelolt ) = ().

Bizonyitas. A bizonyitas soran p(z)-bol indulunk ki. Rendeljiink salyokat P ele-
meihez, és tegyiik fel, hogy x silya legfeljebb t. Mivel a ¢t-nél nagyobb (és egytttal
az x stulyanal is nagyobb) stlyt elemek nem befolyéasoljak, hogy a moho lanc végss
eleme z lesz-e, vagy sem, ezért u,(x) egyenls annak a valoszintiségével, hogy = moho
maximum egy olyan részbenrendezésben, amelyet gy kapunk meg, hogy elGszor x
kivételével minden elemet egymaéstol fiiggetleniil 1 — ¢ valoszintiséggel eldobunk, és
a bennmaradoak silyat véletlenszertien a [0, ¢] intervallumrol valasztjuk.

Két észrevétellel teljes lesz a bizonyitas. El6szor is, ha minden silyt a [0,¢] in-
tervallumbol valasztunk, akkor akar a [0,1] intervallumbol is véalaszthatjuk Gket.
Masodszor pedig, az, hogy z-en kiviil minden elemet egymastol fiiggetleniil 1 — ¢ va-
loszintiséggel eldobunk, pontosan az, ahogyan P,-et is megkapjuk azzal a feltétellel,

hogy x érkezési ideje t. Igy megkaptuk a P( z jeldlt ) valészintiséget. O

3.1.8. Lemma. Feltéve, hogy x a t iddpillanatban érkezik
P( z jelolt ) > p(z).

Bizonyitas. A 3.1.7. Lemma kovetkeztében elegendé azt észrevenni, hogy egy elem
stilyanak csokkentése csakis novelheti a valdsziniiségét, hogy egy moho lanc végsé

eleme legyen. Igy p(z) > p(x), amibél pedig kivetkezik a bizonyitando allitas. [

Ahhoz, hogy befejezziik a tétel bizonyitasat, csak egy egyszerti szamolas van
hatra. Legyen x maximalis P-ben, és tegyiik fel, hogy = érkezési ideje t > % A
célunk, hogy t és u(x) fiiggvényében megbecsiiljiik = elfogadasanak valoszintiségét.

A 3.1.8. Lemma kovetkeztében annak a valdszintisége, hogy z jeldlt, legalabb
p(x). Tekintsiik P,-et. Két eset lehetséges, mégpedig, hogy P, — {x} iires, ami azt

jelenti, hogy x volt az elsé jeldlt elem, vagy pedig nemiires, és ebben az esetben az
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utolso jelolt elem érkezési ideje véletlenszertd a [0, ¢] intervallumon. Mindkét esetben
annak a valoszintisége, hogy az 1/e és t id6pontok kozott nem volt jelolt elem,
legalabb 1/et. Igy a teljes valosziniisége annak, hogy z-et elfogadtuk, legaldbb

ﬂ(x)-/l1 1dt:u(x)-l-/lleldtzu(x)é-<1n1_1n1)zl-u(x)

Je €t e t e

Mivel Y- cnap) () = 1, ezért ezt Osszegezve P minden maximalis elemére, azt
kapjuk, hogy annak a valoszintisége, hogy koziiliik valamelyiket fogadjuk el, legaldbb
1/e. O

3.2. A maximalis elemek szama ismert

Ebben a szakaszban olyan részbenrendezett halmazokkal foglalkozunk, melyekrél
tudjuk, hogy a maximalis elemeik szama k. Tekintsiink a P = {z1,...,z,} halmaz

esetén egy (P, <) részbenrendezést. Jelolje max~(P) ennek maximalis elemeit, tehat
max -(P) = {x € P : By, melyre z < y}.

Megjegyezziik, hogy a < jelolést az alsé indexben elhagyjuk, ha az egyértelmi a
kontextusbol. Legyen © = S, x [0, 1], ahol S, jel6li a permutécidocsoportot [n] =

{1,...,n}-en. Tovabba legyen P = p x A, ahol u az a valoszintiségi mérték, melyre

n({p}) = %

minden p € 5, esetén, valamint A a Lebesgue-mérték. Més szoval véletlenszertien
valasztunk egy (p,d) € Q part, mely esetén a p-koordindta meghatarozza azt a
sorrendet, amely szerint P elemei megjelennek, a d-koordinata segitségével pedig
bevezetiink egy, a sorrendtdl fiiggetlen véletlenszert tényezét, amely meghatarozza,
hogy hany jelentkezét utasitunk el a folyamat elején. Jelslje P a P permutéacioinak

halmazat, és definialjunk egy 7 : Q — P valoszintiségi valtozot a kovetkezGképpen:

m(p,0) (i) = ).
Igy 7(t) jeloli a részbenrendezés t-edikként észlelt elemét. A korabbi fejezetekhez
hasonloan legyen (P,).c}n valoszintiségi valtozok egy csaladja, ahol P, reprezentalja
a t idépontban latott részbenrendezést. Jeloljon p egy valos szamot, melyre 0 < p < 1

teljesiil. Az optimalis valasztas vizsgalatahoz a kovetkezdé algoritmust hasznaljuk:

3.2.1. Algoritmus. Legyen adott egy n elemi részbenrendezett halmaz, melynek
k maximalis eleme van, és legyen X (p) ~ Bin(n, p). Utasitsuk el az els6 X (p) elemet,
és fogadjuk el az els6 olyan késébbi elemet, mely esetén teljesiil, hogy az addig latott
elemek (beleértve a legutoljara észlelt elemet is) altal indukalt részbenrendezésben

legfeljebb k maximalis elem van, és a legutoljara észlelt elem egyike ezeknek.
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Ezen algoritmus alapjan megadhatjuk a kovetkezGekben definialt, 74 (p) megallasi

id6t. Vezessiik be az X (p) : Q — {0,...,n} valoszintiségi valtozot:
d n . .
X §) = mi >0: (1=p)">0d,.
(1) (p.8) = min { 203 (G)pa-nr }
Igy

P(X(p) = =) = (Z)p””(l -p)" ",

és X(p) = X(p)(p,9d) fiiggetlen p-tol. Ekkor definidljuk a 74(p) megéllasi id6t a
kévetkezSképpen:

) min {t > X (p) : |max(P,)| < k,és n(t) € max(P;)}, ha ez létezik
Te\P) =
n egyébként.

Végezetiil jelolje az

S(p) ={n(t) : t < X(p)}

valoszintiségi valtozo azon X (p) elem halmazat, amelyet a folyamat elején gondol-
kodés nélkiil elutasitunk.

Fontos az S(p) kovetkezs, egyszerti tulajdonsaga, amely azt jelenti, hogy tgy is
tekinthetilink az algoritmusra, hogy P minden elemét egymastol és a m véletlenszeri

sorrendtdl fliggetleniil p valdszintiséggel elutasitjuk.

3.2.2. Lemma. Az {x € S(p)}.ep események figgetlenek, és P(z € S(p)) = p

minden © € P esetén.

Bizonyitas. A 7w és X(p) valoszintségi valtozokat a kivant eloszlasoknak megfele-
16en megadhatjuk a kévetkez6képpen. Valasszuk be a P minden elemét egyméstol
fiiggetleniil p valoszintiséggel S(p)-be. Legyen 7 az a sorrend, melyet tgy kapunk,
hogy az S(p) elemeinek véletlenszerii sorrendjét a P\ S(p) halmaz elemeinek véletlen-
szerl sorrendje koveti. Ekkor 7 a P halmaz elemeinek egy véletlenszert sorrendjét
adja. Ugyanis tekintsiik az elemeknek egy 7* rogzitett sorrendjét, és legyen A az
az esemény, miszerint m* kialakul. Tovabba legyen 0 < ¢ < n esetén B; az az ese-
mény, hogy i elemet véilasztok S(p)-be. Ekkor By, By, ..., B, teljes eseményrendszer.
Egyszertien adédik, hogy



Ugyanakkor
1 1
(") il (n—qd)  nl

ugyanis az Osszes eset szamat agy kapjuk, hogy az Osszesen n elem koziil -t kiva-

P(A|B;) =

lasztok az elsé ¢ helyre, majd veszem a lehetséges sorrendeket, amely a kivalasztott
i elem esetén i!, mig a nem valasztott (n — i) elem esetén (n —i)!. A kedvez6 esetek
szama pedig 1, mivel a 7 sorrend akkor és csak akkor alakulhat ki, ha a kivilasz-
tott ¢ elem a 7* elsG i eleme, és a kivalasztott ¢ elem sorrendje 7* els6 ¢ elemének
sorrendje, mig a nem vélasztott (n — ¢) elem sorrendje 7* utolsé (n — i) elemének

sorrendje szerint alakul. Igy

n

P(4) = > P(A|B)B(B) = Zl . (") (1 )i =

i=0
1 <« (n\ .1 1
— . e (l=p) i = 1= —.
n! ; (z) p-(d=p) n! n!
A konstrukcié miatt X (p) = |S(p)| egy m-t6l fiiggetlen, binomialis eloszlast valo-
szintiségi valtozo. Az {x € S(p)}lsep események csak m-t6l és X (p)-t6l fiiggenek,
és ugyancsak a konstrukcié miatt a lemma kimondasanal megfogalmazott allitasok
fennallnak. 0

Ezen lemma megkonnyiti a siker valoszintiségére adandé formula megfogalmaza-

sat, a kovetkezd azonossag pedig ennek egyszeriisitésében lesz segitségiinkre.

3.2.3. Lemma. Minden k > 1 egészre

~ (k+s—1 , 1

;( b1 )(1—]9) =
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van egy érménk, amit ha feldobunk, p valoszintiséggel
kapunk fejet, valamint (1 — p) valoszintiséggel kapunk iréast, és tegyiik fel, hogy az
érmét végtelen sokszor dobjuk fel. Ekkor 1 valésziniiséggel latunk legalabb £ fejet,
és a k-adik fej a (k + s)-edik dobas eredménye valamely s > 0 esetén. Ebben az
esetben tudjuk, hogy az els6 (k + s — 1) dobas koziill (k — 1) lett fej, a tobbi s pedig

iras, igy Osszegezve a valoszintisségeket, miszerint a k-adik fej a (k + s)-edik dobéas

eredménye,
L (k+s—1 s
S (M ra-w
kE—1
s=0
adodik, amibél kévetkezik a lemma. [l

Tudjuk, hogy 0 < p < 1 valds szam esetén a 3.2.1. Algoritmus a W(Tk(p))—edik

elemet valasztja. Ekkor a siker valdszintiségére ad also becslést a kovetkez6 tétel.
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3.2.4. Tétel. Legyen (P, <) egy k diszjunkt ldncbdl dllo részbenrendezés. Ekkor

1 —
P<W(Tk(p)) € max(P)) > pln (];) ’ ha k=1,
& (1=ph),  hak>1.

Bizonyitas. Elgszor megjegyezziik, hogy S(p) = P esetén a W(Tk(p)) = m(n) €
max(P) esemény valoszintisége %p”. Ez 0-hoz tart, ha n — oo, a tételben szereplé
korlatokat pedig ugy kapjuk, hogy csak azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor X (p) <
n, és igy m(7(p)) & S(p).

Jelolje a k lancot C4, ..., C}, a hosszukat pedig my,...,my. Legyen A; ; az

k
az esemény, miszerint barmely 1 < ¢ < k esetén Cj-nek j; olyan eleme van, amely

jobb a Cj-beli S(p)-ben 1évi legjobb elemnél (3.2. dbra), vagyis

Ajin = rﬁ { Hx € C\S(p) : By € C; N S(p), melyre z < y}) = ]Z}

Ez j; < m; esetén azt jelenti, hogy a fels6 j; elem nincs benne S(p)-ben, de a (j; +1)-
edik mar benne van, valamint j; = m; esetén azt jelenti, hogy S(p)-ben nincsenek
elemek az i-edik lanchol. Vegyiik észre, hogy ha Aj, _;, bekovetkezik, akkor 7 (7 (p))

a lancaik tetején 1év6, nem S(p)-beli j; +. .. + ji elem koziil az els§ észlelt elem lesz.

my

®

Cy Cs Ch

3.2. abra. Egy példa k diszjunkt lancra az S(p) elemeinek bekarikazasaval. Ez
az Apgs,.1 esetet illusztrélja. A nagy zart gorbe jeldli azon j; + --- + ji darab

elemet, amelyek kivalasztasra keriilhetnek.

Az {Aj17---7jk 0< 1< my,...,0< g < mk} események a teljes eseménytér egy

s,
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eddigiek alapjan adddik, hogy
Qk(p) = Z P(T‘-(Tk(p» € maX(P)’Aj17~-~,jk)P(Aj17--~Jk) >

0<j1<mq,....,0<jp<my

> Z M(l _ p)jl+'”+jkp|{i:ji<mi}|. (3.1)
0<j1<m1,...,0< 5, <my, nt+...+ Ik
(G15+538)#(0,...,0)

A bizonyitas folytatasa el6tt belatjuk a kdvetkezd allitast.

3.2.5. Allitas. Legyen k > 1 egész szdm, legyen minden 1 < i < k esetén m; pozitiv
egész, és legyen minden 1 < i < k esetén j; egész, melyre teljesil, hogy 0 < j; < m,.
Tovadbbd legyen H = {i : j; = m;}. Ekkor
Y (@ —p)ZienliTm) = (14 (1—p)+ (1 —p)*+...)".
l;i>m;, 1€H
Bizonyitas. Legyen s = |H|, és legyenek iy, ..., i, rogzitett értékek, melyekre

1 < r < s esetén j;, = m;,.. Ekkor az azonossidg bal oldalat atalakithatjuk a ko-

vetkez6képpen:
S opedm o 3 et -
l;i>m;, i€H 1;>0, i€H

= Y a-ph-pee(1-p =

Liy 20,....1i; >0

- Z Z (1 - p)lil ce (1 — p)lis—1 (1 _ p)lis —

liy20,..0li, 120 1;,2>0

= > O-phepe Y -p) =

1;;>0,..,l; >0 1;,>0

i1= is—1

= ) (A-ph(A-pt 4 A-p)+A-pPt. )= =

liy >0,0li, >0

ig_12

=(1+1-p)+1—-p>+...)%.

A tovabbi atalakitasokhoz sziikségiink van a kovetkezd allitasra.

3.2.6. Allitas. Legyen k > 1 egész szdm, és legyen minden 1 < i < k esetén m;
pozitiv egész. Fkkor

Z {i : ji > 0} (1 — p)irt-tiex

kj1+---+jk

0<j1i<mi,....,0<jx<m
(915+-38)#(0,...,0)

x(I1+(1=p)+(1—=p?P+... )Hi:j’:m"}‘ =

_ oy i i > 0} (1 — gtk

min{j;,my} + ... + min{jg, ms}
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Bizonyitas. A bizonyités soran azt latjuk be, hogy a fels6 szumma minden egyes
tagja megfelel az als6 szumma egy részosszegének. Legyen ji, ..., jp rogzitett, és
legyen H = {i : j; = m;}. Legyen tovabba minden i ¢ H, 1 < i < k esetén
l; = j; rogzitett. Ekkor felhasznalva az el6z6 allitast, és azt, hogy i ¢ H esetén
Ji = min{j;, m;} = min{l;, m;}, valamint azt, hogy i ¢ H esetén, ha l; > m,;, akkor

Ji = m; = min{l;, m;}, kovetkezik, hogy

E +j n 2 (1 —p) (14 (1—p) + (1 —p)* + ... )ti=madl =
|{ij>0}| j j 1 —m:
_ +(1 _ p>31+~~-+]k Z (1 _p)Zieﬂ( i—mg) _
ot Ak l;>m;, i€H
2 ‘i >0 . ; .
— 2: .&%ﬁ +}H1_Mﬁ%+ku_pp%ﬂhmﬂz
Lizmy, qen I T Tk
— . ' |{Z': li > 0}| . ' ' (1 _ p)ZigﬂlH‘ZieH mitD iep (li-mi) _
= D ign min{ls, mi} + 37 cq min{l;, mi}
i€H

— Z [{i: 6 >0} (1 — p)lt-tie,

min{ly, my} + ... + min{lg, my}

l;>mg, i€H
ebbdl pedig kovetkezik az allitas. O
Felhasznalva a 3.2.6. Allitast, valamint azt, hogy 1+ (1 —p)+ (1 —p)>+... = ]lj,
a kovetkez6 adodik:
{e:ji > O} o

0<ji<mi,...,0<jp <my
(]177]k)7é(0770)

X (L+(1—p)+ (1—p)?+...)E=mdl =

> i : ;> O} (1= gttt >
G1yeenji>0 min{j17 ml} +... + miﬂ{jk, mk}

(jl“'v.jk);’é(ov“'vo)

{7 : ji > 0} bt
> : (1 — Jit..+ik k7
Z J1+... +]k( P) b

i 20
(]17]k)7é(0)70)

ahol az utols6 egyenlGtlenség azért igaz, mert minden 1 < i < k esetén min{j;, m;} <
Ji, €s a nevezd novelésével a tort értéke csokken, valamint a szummaban biztosan
van olyan tag, amelynél valamely j;-re min{j;, m;} < j; teljesil.

Az utolso kifejezést atirva tugy, hogy r = !{z D g > 0}} és s =1+ ... + J; felett

szummazunk, a kévetkezot kapjuk:

Qk(p)>zk:§:‘{(j1,...,jk):{{i:ji>0}‘zrésjl—|—...+jk:3}‘.£(1_p)spk_

r=1 s=r
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Ahhoz, hogy egyszeriibb alakra hozzuk a

H(jlw--,jk)t’{i:ji>0}}:résj1+..,—|—jk:3}

kifejezést, elGszor vegyiik észre, hogy ( ) féleképpen valaszthatjuk ki az ¢ indexeket,
melyekre j; > 0, és ezutan (i_l)—felekeppen irhatjuk fel az s-et r pozitiv egész szam

Osszegeként. Igy
koo k . .
Qe(p) > D> > (T> <i_ DT( )°p —k‘p’“zz (T_ 1) (i_ 1)%(1 —p)".

A szummak felcserélésével, és annak felhasznalasaval, hogy (k 1) = (k—lk:(i—n) =
(k_i) az adodik, hogy

k
0o min{k,s}
1 s—1\[k—-1
Ep" Sy —(1—p)® .
p) > kp 8221 S(1-p) ;:1 <r_ 1) (k_r>

A maéasodik szumma egyszertibb alakra hozasdhoz felhasznaljuk a Vandermonde-

azonossagot, miszerint m,n,r € N esetén

("7 =2 ()

amib6l m=s—1,n=k —1 és r =k — 1 valasztassal az alabbi kovetkezik:

(B S

r

igy
i s—1\ (k-1 _mi§8} s—1\(k=1\ (k+s—2
—\r—1)\k—r B —~ \r—1)\k—r O\ k-1 )
Ebbdl koévetkezik, hogy
1 (k+s—2
Qk(p)>kpk25(1—p)( Lo )
s=1

Vezessik be a




Felhasznéalva a 3.2.3. Lemmét

dVi(p) _ b
dp p*
adodik, amibdl integralassal
—Inp+ ¢, ha k =1,
Vi(p) = 1
—_— ha k >1
k=1t + ¢, a

kovetkezik, ahol a ¢, értékek konstansok. Mivel a fenti kifejezések a (0, 1] intervallu-
mon p-ben folytonosak, igy létezik a hatarértékiik, amint p — 1, és igy meg tudjuk

hatarozni a ¢ értékeket. Ugyanis k = 1 esetén

. 1 k+s—2 _
i i) =350 ("2 1) =0y mp ) = —miba,

. = 1 S(k+s—=2\ 1 1
lmVilp) =3 (1= 1) ( ko1 >—O—LE%(W+%) SR

amibd6l ¢; =0 és ¢ = —ﬁ kovetkezik. Igy

1
ln<—>, ha k =1,
p
1 1

adodik. Visszahelyettesitve a kapott kifejezéseket azt kapjuk, hogy

1
pln (—), ha k =1,

Qi(p) > Y
p(l—pk_l), ha k > 1,

Vi(p) =

o

amivel bebizonyitottuk a tételt. 0

Mondjuk azt, hogy egy részbenrendezett halmaz szélessége k, ha legnagyobb an-
tildincanak mérete k. Ahhoz, hogy kiterjessziik a fenti eredményt olyan részbenrede-
zésekre, melyek szélessége megegyezik maximalis elemeinek szdmaval, felhasznaljuk

a Dilworth-tételt [8], melyet bizonyitas nélkiil kozliink:

3.2.7. Tétel. Eqy k szélesséqgii részbenrendezett halmaz lefedhetd k lanccal. ([l

A kovetkez§ tételben megmutatjuk, hogy a titkarng-probléma olyan részbenren-
dezett halmaz esetén, ahol a maximalis elemek szidma egyenlG a szélességgel nem

nehezebb, mint egy olyan részbenrendezés esetén, amely diszjunkt lancokbol all.
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3.2.8. Tétel. Legyen (P, <) egy n elemi részbenrendezés. Tegyik fel, hogy (P, <)
mazximalis elemeinek szama k, és hogy eqyik antildncanak mérete sem nagyobb k-nadl.
Ekkor

s

In E , ha k=1,
P(?T(Tk(p)) € max(P)) > ! ( )
p(l—pkil), ha k> 1.

Bizonyitas. A Dilworth-tétel kovetkeztében P-re tekinthetiink £ lancként, melyek
kozott van valamennyi Gsszehasonlitas. Vilagos, hogy a max(P)-beli k elem all a k
lanc tetején. A bizonyitas innent6l kezdve a 3.2.4. Tétel bizonyitasahoz hasonldéan
folytatodik azzal az eltéréssel, hogy a (3.1) kifejezésben a szumma minden egyes
tagjanal a nevezd legfeljebb j; + -+ + jx (3.3. 4bra), a (3.1) kifejezés ugyanakkor
tovabbra is alsé korlat. A bizonyitas tovabbi része ugyanigy zajlik, mint a 3.2.4.

Tétel bizonyitasa, igy valoban igaz a tétel. 0

Cr Co Ci

3.3. abra. Egy példa k diszjunkt lancra egy extra Osszehasonlitas esetén, és az
S(p) elemeinek bekarikazasaval. A nagy zart gorbe jeloli azon elemeket, amelyek
kivalasztasra keriilhetnek. A pontozott részen beliili elemet is valaszthatnank,

ha nem lenne az extra osszehasonlités.

A kovetkezGekben meghatarozzuk azokat az értékeket, amelyek maximalizaljak
a 3.2.8. Tételben szerepld fiiggvényeket. Elssként az f(p) := pln (%) fiiggvény ma-
ximumat keressiik:
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Ott lehet maximum, ahol az elsé derivalt 0, vagyis f'(p) = 0, igy
1
In (—) —1=0
p
1
In (—) =lIne
p
1
p
p

=€
1

= — = e 1’
€

ahol felhasznaltuk, hogy az In fiiggvény szigort monoton névekvs. Mivel f”(e™1) =
—e b <0, igy p = % valoban maximum. Hasonl6an jarunk el, amikor a g(p) :=

£p(1 — pF!) fiiggvény maximumét keressiik:

/ o k kY k . k—1
g(p)_k—l(p p)_k‘—l(l kp )

') = g (L= k) = g (0= Kk 1) = k2

k—1
Azt a p értéket keressiik, amelyre ¢'(p) = 0, vagyis
k
—— (1—kp" ) =0
e G
1—kp*t=0
1=kpt!
k—1 1 1
— —_ = l{; k—1
p= "3/t
: "ep— 2 _ 1 \k2 2k—2-k+3 A 7 k—1/1 ‘
Mivel ¢" (k™% 71) = —k (k k—l) =—k k1 = —kF1 <0,igy p= % valo-
ban maximum. Tehét az értékek, amelyek maximalizaljak a 3.2.8. Tételben szerepld
fliggvényeket:
1
-, ha k =1,
e

Pk =

N
" E’ hak>1

1

Vegyiik észre, hogy f (1) = Llne = 1, tovabba g (k 71) = £ k%1 (1 — k1) =
e e k—1

T e
1

% k™#T % — ko, Igy a kivetkezét kapjuk:

3.2.9. Kovetkezmény. Legyen (P, <) egy n elemi részbenrendezés. Tegyiik fel,
hogy (P, <) maximalis elemeinek szama k, és hogy egyik antilancanak mérete sem
nagyobb k-nal. Ekkor

P(W(Tk(pk>) € max(P)) > pg.
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Bel4thato, hogy a 3.2.9. Kévetkezményben megfogalmazott alsé korlat a lehetd
legjobb, azonban ennek részletes bizonyitésara itt nem tériink ki, csupan a f& gon-
dolatokat emlitjiik meg. A 3.2.4. bizonyitasa azt mutatja, hogy a 74(py) megallasi
id6vel a siker valdsziniisége k diszjunkt lanc esetén feliilrél tart a meghatarozott
als6 korlathoz, amint a lancok hossza novekszik. Igy elegendden hosszii lancokra
a siker valoszintisége egy optimalis megallasi id6 esetén tetszblegesen kozel lesz a
3.2.9. Kovetkezmeényben szerepls also korlathoz, igy 74 (px) aszimptotikusan optiméa-
lis. Tovabba, mivel a £k diszjunkt lancbol allo részbenrendezésre teljesiilnek a 3.2.9.
Kovetkezmény feltételei, a megadott als6 korlédtok a lehetd legjobbak.

A kovetkezs tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik [13].

3.2.10. Tétel. Legyen (P, <) egy n elemi részbenrendezés. Tegyiik fel, hogy (P, <)

mazximdlis elemeinek szama k. Ekkor

P(W(Tk(p)) € max(P)) > kp¥ln (%) :
U

Ezen tétel kévetkezményeképpen konnyedén megkaphatjuk az el6z6 szakaszban

p
helyen veszi fel maximumat, és értéke é, igy adodik a kovetkezs.

szerepls 3.1.4. Tétel eredményét. Belathato, hogy a kp* In (1> fliggvény a pp = e~k

3.2.11. Kovetkezmény. Legyen (P, <) egy n elemii részbenrendezés, melynek ma-
ximalis elemeinek szama k. Ekkor

1

]P(?T(Tk(pk)) € max(P)) >

O

Tudjuk, hogy a klasszikus titkdrnG-probléma esetén az % also korlat a lehetd

legjobb, igy ez a lehet6 legjobb als6 korlat azon részbenrendezések esetén, melyekre

a 3.2.11. Kovetkezmény feltételei teljesiilnek.
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4. fejezet

Algoritmusok implementalasa
MATLAB-ban

A kovetkezGekben néhany korabban megfogalmazott algoritmust teszteliink. El-
s6ként az 1.1. Szakaszban a Szindbad-probléméanal a linearis rendezés esetében vizs-
galt stratégiat tekintjiik, mely sordn n elem esetén \_%J—t elengediink, és a kovetkezG
olyat vélasztjuk, amely az Osszes addigi kozott a legjobb. A linearrend.m fajlban
megirt program ezen algoritmus eredményességét teszteli megadott futdsszam és
elemszam esetén. Igy a paraméterek:

- input: k: futtatasok szdma, n: elemek széma.

- output: valsz: a siker atlagos valosziniisége.

A program tovabbé kirajzolja a futisa soran kapott eredményeket, igy némileg szem-
léltetve az algoritmus aszimptotikus viselkedését (4.1. abra). Megfigyelhetjiik, hogy
a siker atlagos valoszintisége elég kozel all az 1.1. Szakaszban kiszamitott 0,3679
értékhez (4.1. tablazat).

100 200 300 400 500
valsz || 0,3798 | 0,3684 | 0,3808 | 0,3636 | 0,3804

4.1. tablazat. A linearrend.m program eredményei 5000 futtatas és eltérd elem-

szamok mellett.

Az mikrekrend.m fajl programja a 2.1. Szakaszban targyalt, m ikerpar altal al-
kotott részbenrendezés esetére alkalmazott stratégiat teszteli. Paraméterei a kévet-
kez6ek:

- input: I: futtatidsok szdma, n: elemek szama,

- output: valsz: a siker atlagos valosziniisége.

Az el6z6 programhoz hasonldéan ez is abrazolja a futas kozben kapott eredménye-
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0.45

0.4

035

03f A

025t A

02F b

015§ 4

A siker atlagos valdszinlisége

01F 4

005+ 4

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Futtatasol szama

4.1. 4bra. A linearrend.m program eredménye 5000 futtatas és 200 elem esetén.

A siker 4tlagos valészintsége 0,3684.

ket (4.2. abra), és észrevehetd, hogy a siker atlagos valosziniisége a 2.1. Szakaszban

meghatarozott, 0,7680 érték koriil mozog (4.2. tablazat).

(IR=00 5 4
IR0 A
0851 4
0s 4

07 q

0B&s| 4

06f b

A siker atlagos valdszinlisége

0&5 | 4

0a

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] a00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 S000
Futtatasok szama

4.2. abra. Az mikrekrend.m program eredménye 5000 futtatas és 100 ikerpar

esetén. A siker atlagos valoszintsége 0,7726.

20 100 150 200 250
valsz || 0,7700 | 0,7726 | 0,7746 | 0,7570 | 0,7688

4.2. tablazat. Az mikrekrend.m program eredményei 5000 futtatas és eltérs

ikerpér-szamok mellett.
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Az utolso, itt vizsgélt algoritmus a kdiszjunktrend.m programban talalhato,
amely a 3.2. Szakaszban megfogalmazott kivalasztasi algoritmust valositja meg k
diszjunkt lanc altal alkotott részbenrendezés esetén. Ennek a paraméterei az alab-
biak:

- input: f: futtatasok szama, n: elemek szama, k: diszjunkt lancok szama,

- output: valsz: a siker atlagos valoszinisége, pk: p; értéke, EBin _np: a kii-
szObszam varhato értéke, xpatl: a kiiszobszamok atlaga.

Mint az el6z6 két program esetében is, a siker valosziniiségét a futtatasok fiiggvényé-
ben itt is grafikon abrazolja, amelyen ugyancsak észrevehets az aszimptotikus visel-
kedés (4.3. abra). Megfigyelhetd, hogy amig a siker atlagos valoszintisége pj, értéke,
addig a kiiszobszamok atlaga (nem meglepGen) az n és p, paraméteri Binomialis

eloszlas varhato értéke koriil mozog (4.3. tablazat).

1

(IR= 5 4

075 A

=
ix]
|

[
[=x)

=
]
L

nes) -

A siker atlagos valdszinlisége

=
m

0.55

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Futtatasok szama

4.3. abra. A kdiszjunktrend.m program eredménye 5000 futtatas, 200 elem és 25
diszjunkt lanc esetén. A siker atlagos valdszintisége 0,8768, a pp értéke 0,8745,

a kilisz6bszam varhato értéke 174,9, a kiiszébszamok atlaga pedig 174,91.

1 5 25 50 100
valsz 0,3704 | 0,6644 | 0,8768 | 0,9254 | 0,9574
pk 0,36788 | 0,6687 | 0,8745 | 0,9233 | 0,9546

EBin_np || 73,58 | 133,75 | 174,90 | 184,65 | 190,91
xpatl 73,40 | 133,68 | 174,91 | 184,70 | 190,87

4.3. tablazat. A kdiszjunktrend.m program eredményei 5000 futtatis, 200 elem

és eltérd szamu diszjunkt lancok esetén.
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5. fejezet

Valtozatok

1960 ota a titkarnG-problémaként elhiresiilt feladatnak szamos valtozatat vizs-
galtak. Freeman [10] 1983-ban irt egy atfogod Osszefoglalast ezen teriiletrsl, amely
megmutatja, hogy méar addigra is szamottevs kiillonbo6z6 verziot vettek szemiigyre,
és természetesen azota tObb, 0j varidcié is megjelent. A kovetkezGekben mindossze

néhany véltozatot, és az ezekhez kapcsolodo {6 eredményeket emlitjiik meg.

Gilbert és Mosteller [14] azt a problémat tekintette, amikor az interjuztato r
jeloltet is valaszthat, és akkor nyer, ha a valasztottak koziil az egyik a legjobb. Meg-
mutatték, hogy egy optimaélis stratégia az, hogy egy bizonyos t(n, r) fiiggvény esetén
varjunk, amig mar t(n,r) jelentkez6t lattunk, ezutan valasszuk azt, aki az addig

latott legjobb, majd az optimalis stratégiaval jatsszunk tovabb a megmaradt jelent-

t(n,r)

kezGk és valasztasok szama szerint. Iterativan meghatarozték az u, = lim,, o =

hatarértékeket, igy u, elsé par értéke e, e_%, 6_%, és megmutattik, hogy amint
n — 0o, a siker valoszintisége a > ., u; Gsszeghez tart.

Stadje [25] egy olyan variaciot vetett fel, amelyben a jelentkezéket k& > 1 kii-
16nb6z6 kritérium alapjan kiilon-kiilon is sorba lehetne rendezni, és az interjiztatod
feladata, hogy egy olyan jeldltet vilasszon, aki legalabb az egyik szerint a legjobb.
Gnedin [15] megoldotta a probléméat abban az esetben, amikor ezek a sorbarende-
zések véletlenszeriiek és egymastol fliggetlenek. Bebizonyitotta, hogy egy optimalis
stratégia az, hogy varjunk, amig mér bizonyos szamu jeloltet lattunk, és ezutan va-
lasszuk azt a kovetkez6 jeloltet, aki legalabb egy kritérium szerint legjobb az Gsszes
addigi kozott. Belatta azt is, hogy mind a kiiszobszdm, mind a siker valésziniisége

’“\1/% . Tulajdonképpen erre a feladatra gy is tekinthetiink, mint a 3.2. Szakaszban

k diszjunkt lancra megfogalmazott titkdrng-probléma egy valtozata.

Presman and Sonin 23] azt a verziot vizsgalta, amelyben a jelentkezdk szama
ismeretlen, csupan annyit tudunk, hogy valamilyen N val6szintiségi valtoz6 szerint

alakul, melynek eloszlasa ismert, és a cél a legjobb jelentkez6 valasztasa. Megadtak
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egy explicit optimalis stratégiat egy altalanos eloszlasra, és megmutattak, hogy ha a
jelentkezdk szama véletlenszerten keriil ki az {1,...,n} halmazbol, akkor egy opti-
malis stratégia hasonld a klasszikus titkarné-problémééhoz, azonban a kiiszobszam
aszimptotikusan 7z, és a siker valosziniisége e% ~ 0,2707-hez tart, amint n — oo.

"Teljes informécios" esetként ismert az a valtozat, amikor a jelentkez6k képes-
ségeit valamilyen ismert eloszlast valoszintiségi valtozok reprezentéljék, és a cél a
valasztott jelentkezd varhato képességének maximalizalasa. Moser 22| vizsgalta az
U|0, 1] egyenletes eloszlas esetét, mig Guttman [17] talalt egy optimalis stratégiat egy
altalanos eloszlasra, tovabba megadott egy explicit optimalis stratégiat az N(0,1)
normalis eloszlas esetén. Altalanos optimalis stratégidja az, hogy akkor fogadjunk el
egy jelentkezG6t, ha legalabb m jelentkezé marad még utana, és a képessége legalabb
E,, valamilyen (E,,)men-re. U(0, 1) esetén E,, elsé néhany értéke 0,5, 0,625, 0,6953,
0,7417 és 0,775, valamint N (0, 1) esetén 0, 0,3992, 0,6298, 0,7904 és 0,9127. Ekkor
a varhato képesség az elsG kiiszobszam, vagyis F.

Ahelyett, hogy a legjobb jelentkezé kivalasztasahoz ragaszkodnénk, tekinthetjiik
a kovetkezd feladatot is. A jelentkezSkhoz kiilonb6z6 rangokat rendeliink 1-t6l n-ig,
1-est a legjobbhoz, n-et a legrosszabhoz, és a cél a varhaté rang minimalizalasa. Ezt
a verziot Chow, Moriguti, Robbins és Samuels [6] oldotta meg. Talan meglepd, de az
optimaélis varhato érték, amint n — oo, nem az n valamely t6bbszorosével ardnyos,

hanem egy konstanshoz tart, ez nevezetesen

ﬁ <u> = ~ 3,8695.
=1 N
Megmutattak, hogy egy optimélis stratégia, hogy azt a jeldltet fogadjuk el, aki az
eddig latott legjobb £k kozott van, ha mar legalabb i, jeloltet lattunk valamilyen i
kiiszobszdmra. Azt is belattak, hogy

Ez azt jelenti, hogy nagy n esetén, ha mar kozelitSleg a jelentkezSk 26%-at lattuk,
akkor fogadjuk el azt a kivetkezs jelentkez6t, aki az eddig latott legjobb, 45% utan
fogadjuk el azt, aki az eddig latott legjobb két jelentkezd kozott van, 56% utan azt,
aki a legjobb 3 egyike, 65% utan pedig mar azt, aki benne van a legjobb 4-ben, és
igy tovabb.

Kisseé eltavolodva az eredeti megfogalmazastol, Kubicki és Morayne [19] a problé-
mat egy iranyitott iton vizsgalta, amelynél a valaszté minden id6pillanatban ismeri
az addig latott csticsok altal indukalt iranyitott grafot, és a cél a termindlis cstcs

valasztasa, amelybdl nem megy ki él. Ez hasonlo az eredeti feladathoz, azonban
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itt minden jelentkez&t csak a sorrend szerint kozvetleniil alatta vagy felette allo je-
lentkez6vel tudunk Gsszehasonlitani. Megmutattak, hogy egy optimalis stratégia az,
hogy varjunk addig az els6 t id6pontig, amikor a grafnak mar n — ¢t + 1 Gsszefiiggd
komponense van, és valasszuk a t-edik csiicsot fiiggetleniil attol, hogy a sajat kompo-
nensének terminalis csticsa-e vagy sem. Megjegyezziik, hogy ez az els6 olyan verzio,
amelynél a vilaszto biztos tudja, ha mar latta a keresett csticsot, ugyanis ha egy ¢
idopillanatban a grafnak n — ¢ + 1 Osszefiigg6 komponense van, akkor a hatralévs
n —t csiicsnak az ezeket a komponenseket 6sszekapcsoloaknak kell lenniiik, igy egyik

sem lehet terminalis cstcs. Ekkor a siker p,, valoszintségére a kovetkezs teljesiil:

™
lim po/7 = Y™ ~ 08862,
n—oo 2
Morayne-nek [21] készonhets az irdnyitott utas feladat azon véltozata, amely-
ben egy n mélységi teljes binaris fat tekintiink, és a cél a gyokércstcs kivalasztasa.
Belatta, hogy egy optimalis stratégia az, hogy akkor valasszunk egy elemet, ha az

maximalis az addig latottak kozott, és teljesiil, hogy az altaluk alkotott részbenren-

n

2
megmutatta, hogy amint n — oo, a siker valészintisége 1-hez tart.

dezés vagy linearis, és hossza legaldbb %, vagy pedig nem-lineédris. Tovabb4 azt is
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6. fejezet

Alkalmazasok

A titkarné-probléma kiilonbozé valtozatait alkalmazzak online aukcios (online
auction) problémaknal is. Ezen esetekben az elemek, mint példaul lehetséges alkal-
mazottak vagy vasarlok egymés utan, folyamatosan érkeznek. Miutén észleltiik egy
adott elem értékét, anélkiil, hogy tudnank a jovébeli elemekbdl szarmazé értékeket,
megmasithatatlanul el kell donteniink, hogy megtartjuk-e az adott elemet, mint egy
megoldas részét, vagy elutasitjuk azt. A titkdrnG-problémahoz kapcsolodd model-
lek abban kiilonbéznek a hagyomanyos online algoritmusoktol, hogy itt az elemek
sorrendje véletlenszerd. Ezt alkalmazzdk példaul olyan mechanizmusok megalkota-
sanal, amelyek maximalizaljak a legjobb k elem [1, 2, 18| vagy az elfogadott elemek
halmazéanak valamely fliggvényét, mint pl. az online szubmodularis fiiggvény maxi-
malizélasa [16, 27|, egy matroid legnagyobb sulyt, fiiggetlen halmazanak megtalalasa
[3, 24|, stb. esetében.

Az algoritmusok hatékonysaganak jellemzésére hasznéljuk az a-kompetitiv (a-

comptetitive) fogalmat.

6.0.12. Definicié. Legyen U az dsszes elem (pl. az ajanlattevdk) dltal alkotott alap-
halmaz, és legyen a részhalmazok egy halmaza T C 24 (ezek felelnek meg pl. azoknak
az ajanlattevéknek, akiknek az drajanlatai egyidejileg elfogadhatdak). Minden x € U
elemnek van egy v, nemnegativ értéke (ezek jelolik pl. az drajinlatokat), és mivel
a kovetkezdekben eqy algoritmus dltal nyert kifizetés megeqyezik az algoritmus dltal
vdalasztott S halmaz elemeinek értékeinek dsszegével, legyen v(S) = Y o Vs. Ekkor
ha S* az a halmaz, amelyre v(S*) = max{v(S): S € I}, akkor azt mondjuk, hogy
egy algoritmus a-kompetitiv, ha E[v(S)] > iv(S*) barmely lehetséges v értékelési

figguény esetén. Ekkor a-t nevezziik az algoritmus kompetitivitdsi hanyadosdnak.

A tovabbiakban néhany, a vald élet altal ihletett feladatot tekintiink.
Tegyiik fel, hogy el akarunk adni egy arucikket, mondjuk a kocsinkat a kovet-

kez6 eljaras szerint. Az érdekl6ddk egymas utan, egyenként eljonnek a garazsunkba,
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értékelik az autot, és tesznek egy arajanlatot (bid). Mindegyikiik csak egyetlen ar-
ajanlatot tehet, és miutan kaptunk egy ajanlatot, azonnal el kell donteniink, hogy
elfogadjuk-e vagy nem. A kérdés az, hogy mi a legjobb stratégia annak eldontésére,
hogy mely arajanlatot fogadjuk el, és melyeket utasitsunk el. Ennek vizsgalatdhoz
formalisan a kovetkez$ probléméat fogalmazzuk meg. Adott n szdm egy véletlenszert
sorozata, és a feladatunk a sorozat egy elemének valasztésara egy olyan online algo-
ritmus megadésa, amely maximalizalja a valasztott elem varhato értékét. Ezt hivjuk
"egy arucikkes aukcionak" (single-item auction), melyre alkalmazhatjuk a klasszikus

titkarnG-problémandl megfogalmazott algoritmust, amely e-kompetitiv.

Szamos aukcids forgatokonyv magéban foglalja tobb arucikk eladési lehetGségét.
Amikor példaul az eladénak egy helyett k azonos arucikke is van, a titkdrng-probléma
kovetkezd kiterjesztéséhez jutunk: adjunk meg egy online algoritmust, amely n vé-
letlenszerti sorrendben megjelend nemnegativ érték koziil kivalaszt k-t a varhato
Osszeg maximalizaldsa mellett. Ezt a probléméat nevezziik "k-vélasztasos titkarng-
problémanak" (k-choice secretary problem). Babaioff, Immorlica, Kempe és Klein-
berg [4] altal ismert, hogy van olyan algoritmus, amely k barmely értéke esetén
e-kompetitiv, habar ez az érték kozel sem optimalis, amint k — oco. Tovabba Klein-
berg [18] megmutatta, hogy az optimalis kompetitivitasi hanyados feliilr6l 1+\%—val,

mig alulrél 1 + \/LE—VEﬂ becsiilhets valamely ¢ < C' konstansokra.

Tegyiik fel, hogy mi iizemeltetjiik a Super Bowl hivatalos honlapjat, és van egy
hirdetési feliiletiink. Tudjuk, hogy a Super Bowl napjan valahanyszor megnyitjak
az oldalt (mondjuk 50 milliészor), és igy a hirdetési megjelenitéseket szeretnénk el-
adni rekldmozoknak. Minden reklamoz6 egymés utan, véletlenszertien, valamekkora
megjelenitési igénnyel érkezik, valamint megmondja az arat, amelyet ezért hajlando
fizetni. El kell donteniink, hogy ezt teljesitjiik-e vagy nem, azonban szem el6tt kell
tartanunk, hogy a kiillonb6z6 reklamozoknak igért megjelenitések 6sszege nem lehet
tobb, mint 50 milli6. Ezt a valtozatot nevezziik "hatizsédk titkdrng-probléméanak"
(knapsack secretary problem). Babaioff, Immorlica, Kempe és Kleinberg [4] meg-
adott egy algoritmust, amely (10e)-kompetitiv, azonban az optimalis kompetitivitasi

hanyados még nem ismert.

T6bb természetes online aukcios feladat is a "matroid titkarng-probléma" (mat-
roid secretary problem) témakorbe esik, amely esetében az U alaphalmaz, és az 7
megengedett részhalmazok matroid strukturat alkotnak. Egy példa erre, amikor mo-
zilatogatok jegyeket akarnak venni tobb egyszerre vetitett filmre is. Ezt a probléméat
a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg formalisan. Adott n vevd v, értékekkel és
adott m lehetséges film, melyet egy paros gratként dbrazolhatunk, ahol az élek je-

16lik, hogy melyik vev6t mely filmek érdeklik. A feladat, hogy az egyes vetitések
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fér6helyeinek ismeretében taldljunk a vevéknek egy olyan maximalis értéki rész-
halmazat, amely esetén mindegyikiik egyidében nézhet meg egy 6t érdekld filmet.
A keletkezd matroidot transzverzalis matroidnak (transversal matroid) nevezziik,
amelyben a vevék minden parosithatoé halmaza fiiggetlen. Egy masik példa, amikor
utazok repiilgjaratokra akarnak helyet foglalni tobb, egyid6ben lehetséges ttvonal
esetén. Ezt formélisan igy fogalmazhatjuk meg: mindegyik utas v, értékkel utazna
egy kezdGpontbol egy végpontba, és minden élnek van egy ismert kapacitdasa. A
cél, hogy a kapacitési feltételek figyelembevételével az utasoknak egy maximalis ér-
tekld halmazat utaztassuk egyszerre. Ha minden kezdépont egyforma, akkor a kelet-
kezG matroid struktirat gammoidnak nevezziik. Megjegyezziik, hogy a k-valasztasos
titkdrn6-probléma az "uniform matroid" esete, amelyben a fiiggetlen halmazok pon-
tosan a legfeljebb k szamossagi halmazok. Sajnos a matroid titkdrnG-problémak
esetén még nem ismert semmilyen konstans kompetitivitasi hanyados, az eddigi leg-
jobb eredmény egy O(log k)-kompetitiv algoritmus, ahol a k£ a matroid rangja, vagyis
a legnagyobb megengedett halmaz mérete. Ez az algoritmus Babaioff, Immorlica és
Kleinberg [3] nevéhez fiizddik.
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Fuggelék

Ebben a fiiggelékben taldlhatoéak azon programok forrdskodjai, amelyekkel a 4.
fejezetben dolgoztunk. Az egyes MATLAB parancsok jelentése megtalalhaté Stoyan
Gisbert Matlab |26] c. kényvében.

linearrend.m

function valsz=linearrend(k,n)

% linedris rendezésre vonatkozd algoritmus tesztelése
b

%» k - futtatdsok szama

% n - elemek szama

fut=0;
siker=0;
p=zeros(1l,k);
kk=zeros(1,k) ;

% k-szor futtatjuk az algoritmust

for i=1:k
r=randperm(n); % megadunk egy véletlenszerd rendezést
tresh=floor(n/exp(1)); % meghatarozzuk a kiiszobszamot

tmin=min(r(1l:tresh)); % a kiiszébdn beliili legjobb elem

% a definidlt algoritmus szerint valasztunk egy elemet
val=0;
t=tresh+1;
while t<=n
if (r(t)<tmin)&&(t<n)
val=r(t);
t=n+1;

elseif t==n
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val=r(t);

t=n+1;
else

t=t+1;
end

end

%» ha a valasztott elem az abszolit legjobb, akkor a sikeres
% valasztasok szamdt noévelem 1-gyel
if val==

siker=siker+1;

end

fut=fut+1;
kk(i)=1i;

% az eddigi sikeres valasztasok &tlagos valdsziniisége
p(i)=siker/fut;

end

% eredmények abrazolasa
valsz=p(k);
plot (kk,p,’LineWidth’,2);
title({’A siker atlagos valésziniisége’;
[’lineadris rendezés és ’,num2str(n),’ elem esetén ’];
[num2str(k),’ futtatasbdl: ’,num2str(valsz),’.’]},’FontSize’, 12);
xlabel (’Futtatasok szama’,’FontSize’, 12);

ylabel(’A siker &tlagos valészinlisége’,’FontSize’, 12);

mikrekrend.m

function valsz=mikrekrend(l,m)

% m ikerpar altal alkotott részbenrendezésre vonatkozé algoritmus
% tesztelése

.

% 1 - futtatasok szima

%» m - ikerparok szama
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fut=0;
siker=0;
p=zeros(1,1);
kk=zeros(1,1);

% meghatarozzuk km értékét
k=ceil(m/2);
while k>0
szum=2+*m/ (k-1) ;
for j=(k-1):(m-1)
szum=szum+1/j;
end
1f szum<=5
k=k-1;

else

end

r=[1:m 1:m];

% l-szer futtatjuk az algoritmust

for i=1:1
% megadunk egy véletlenszerl rendezést
ind=randperm(2*m) ;

r=r(ind) ;

% a definidlt algoritmus szerint valasztunk egy elemet
t=km+1;
while t<=(2*m)
szintek=length(unique(r(1:t)));
kormin=min(r(1:(t-1)));
if (r(t)==min(r(1:t)))&&(r(t)==kormin) && (szintek>=km) && (t<=2*m)
val=r(t);
t=2%m+1;
elseif t==(2*m)
val=r(t);
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t=2*m+1;
else

t=t+1;
end

end

% ha a valasztott elem az abszolit legjobb, akkor a sikeres
% valasztasok szamadt noévelem 1-gyel
if val==

siker=siker+1;

end

fut=fut+1;
kk(i)=i;

% az eddigi sikeres valasztasok atlagos valdszinisége
p(i)=siker/fut;

end

% eredmények abrazolasa
valsz=p(1);
plot (kk,p,’LineWidth’,2);
title({’A siker atlagos valészinfisége ’;
[num2str(m),’ ikerpar esetén ’];
[num2str(l),’ futtatasbdl: ’,num2str(valsz),’.’]},’FontSize’, 12);
xlabel (’Futtatisok szdma’,’FontSize’, 12);

ylabel(’A siker &tlagos valészinlisége’,’FontSize’, 12);

kdiszjunktrend.m

function [valsz,pk,EBin_npk,xpatl]=kdiszjunktrend(f,n,k)

% k diszjunkt lanc altal alkotott részbenrendezésre vonatkozd algoritmus
% tesztelése

h

% f - futtatasok széama

%» n - elemek szama

% k - diszjunkt lincok szima
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siker=0;
fut=0;
p=zeros(1,f);
kk=zeros(1,f);

xp=zeros(1,f);

% f-szer futtatjuk az algoritmust

for j=1:f

% véletlenszerien megkonstrudlunk k diszjunkt lancot
A=zeros(n,2);
height=zeros(1,k); % a lancok magassaga
for i=1:n
s=randi (k) ;
A(i,1)=s;
A(i,2)=height(s)+1;
height (s)=height (s)+1;

end

% meghatirozzuk pk értékét
switch k
case 1
pk=1/exp(1);
otherwise
pk=k~(-1/(k-1));

end

xp(j)=binornd(n,pk); % a kiiszobszam értéke

r=randperm(n); % véletlen sorrend létrehozéisa

% a definialt algoritmus szerint valasztunk egy elemet
korlegj=zeros(1,k);
t=1;
while t<=n
if korlegj(A(r(t),1))==0;
korlegj (A(r(t),1))=A(r(t),2);
elseif (korlegj(A(r(t),1))"=0)&&(korlegj(A(r(t),1))>A(r(t),2))
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korlegj (A(r(t),1))=A(xr(t),2);
end
if (t<=n)&&(t>xp(j))&&(A(xr(t),2)==korlegj (A(r(t),1)))1
val=A(r(t),2);
t=n+1;
elseif (t==n)
val=A(r(t),2);
t=n+1;
else
t=t+1;
end

end

% ha a valasztott elem az abszolidt legjobb, akkor a sikeres
% valasztasok szamat noévelem 1-gyel
if val==

siker=siker+1;

end

fut=fut+1;
kk(j)=j;

% az eddigi sikeres valasztasok atlagos valdszinisége
p(j)=siker/fut;

end

% a kiisz6bszamok atlaga
xpszum=0;
for j=1:f
xpszum=xpszum+xp(j) ;
end
xpatl=xpszum/f; 7 a kiiszobszamok atlaga

EBin_npk=n*pk; % a kiisz0bszam varhatd értéke
% eredmények abrazolasa

valsz=p(f);
plot(kk,p,’LineWidth’,2);
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title({’A siker &atlagos valésziniisége ’;
[num2str(n),’ elem és ’,num2str(k),’ diszjunkt lanc esetén ’];
[num2str(f),’ futtatasbdél: ’,num2str(valsz),’.’];
[’A siker aszimptotikus valésziniisége ’,num2str(pk),’.’]
[’A kiiszObszam varhaté értéke: ’,num2str(EBin_npk),’.’];
[’A kiiszobszamok atlaga: ’,num2str(xpatl),’.’]},’FontSize’, 12);
xlabel (’Futtatasok szama’,’FontSize’, 12);

ylabel(’A siker atlagos valészinlisége’,’FontSize’, 12);
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