EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Méazsar Noémi

A jarvanyterjedés modellezése véletlen grafokon

BSc Szakdolgozat

Témavezets:

Backhausz Agnes

Valoszintiségelméleti és Statisztika Tanszék

Budapest, 2013



Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Backhausz Agnesnek, hogy figyelemmel
kisérte a szakdolgozatom késziilését, segitett a felmeriil§ probléméakat megoldani, és mindig id6t
szakitott ram a félév soran. Kiilon koszonetet szeretnék mondani a I¥TEX hasznélataval kapcso-
latos tanacsokért.

Ko6sz6nom minden tandromnak, akik az elmilt harom év soran segitették a szakmai fejls-
désemet, koszondm a gimnaziumi matematika tandromnak, hogy elinditott ezen az Gton, és ko-

szonettel tartozom csalddomnak, pdromnak, szaktarsaimnak a batoritdsukért és tamogatasukért.

Budapest, 2013. majus 27.

Mdzsar Noéma



Tartalomjegyzék

Bevezetés

1. Véletlen grafmodellek

1.1. Erdgs—Rényi véletlen graf . . . ... ..

1.2. Skalafiiggetlen véletlen graf altalanos modellje . . . . . .. . .. ... ...

1.3. Konfiguraciés modell . . . . . . . .. ..
1.4.  Preferential attachment” modell . . . .
1.4.1. Barabasi—Albert-modell . . . . .
1.4.2. Barabasi-Albert-fa . . . ... ..
1.5. Egyéb grafmodellek . . . . . . ... . ..

2. A jarvanyterjedés modellezése

2.1. Modellezés az egy— és kétkomponensd Erdés—Rényi-grafon . . . . . . . ... ...

2.2. Jarvanyterjedés a ,preferential attachment” grafmodellen . . . . . . . . .. .. ..

2.3. Az influenzavirus terjedése . . . . . . . .

2.4. A 2008 — 2009-es influenza terjedése megfigyelések alapjan . . . . . . . .. .. ..

3. Az internetes virusok terjedése

3.1. Virusok terjedése mobiltelefonok kozott

Irodalomjegyzék

© 00 = o W

12
12
13

14
14
22
28
31

34
36

38



Bevezetés

Képzeljiik el a kovetkezs szituaciot: egy repiilGtéren a varakozé utasoknak 0,1%-a egy adott vi-
russal fert6zott. Ez a virus veszélyes, kénnyen terjed, és tegyiik fel, hogy méshol még nincsenek
fert6zott személyek, csak itt. Am a repiil6gépeket nem sikeriil megallitani, igy a fertézést hordozo
utasok elrepiilnek kiilénb6z6 orszagokba, akar més-més foldrészekre. Nem tudjuk, hogy személy
szerint kik hordozzék a betegséget, igy nem tudjuk, mely varosokba keriilhet be a virus. Vajon
hogy tudnank ilyen kevés informécié mellett megakadélyozni egy jarvany kitorését? Ebben segit
a grafmodellek hasznalata.

Természetesen ebben a szituiciéban kifejezetten nehéz dolgunk van, mivel csak azutdn tudjuk
elkezdeni a virus elleni védekezést, miutan mar megjelent az egyes varosokban. Ezutédn sok meg-
oldas johet szoba: a virus kell§ ismeretében tudhatjuk, hogy mi lehet ellene a hatasos védekezési
modszer, milyen moédon terjed a fertézés, illetve mennyi ideig tudja egy ember toviabbadni a
virust egy mésiknak. Ezen szempontok alapjan kiilonbozs kezeléseket alkalmazhatunk.

A grafmodellek rendkiviil sokfélék lehetnek, ezek koziil ismertetiink néhény tipust az 1. fe-
jezetben. Vannak, melyek alkalmasak a valdés halozatok modellezésére, vannak, amik ehhez til
szabalyosak, rendszerezettek, ezért kevéshé életszertiek. A két legrészletesebben vizsgalt modell
az Erds—Rényi-graf és a ,preferential attachment” tipust grafmodell. Ezeken a grafokon nézziik
a jarvanyterjedést, ennek legf6bb tulajdonsagait, és a modellek kozti kiilénbségeket. Szot ejtiink
az influenza terjedésérsl, és megemlitiink par konkrét mérési adatot is ezzel kapcsolatban, me-
lyek mutatjak néhany elméleti eredményilink helyességét, mindemellett hangsulyozzik, hogy a
modellezés nem minden esetben tokéletesen valésaght, és a konkrét esetekben a modellek joval
komplexebbek, és bonyolultabbak, mint azt gondolnank. Végiil, de nem utolsésorban megem-
litjiik, hogy az emberek kozti jarvanyterjedéshez nagy mértékben hasonlit az internetes virusok

terjedése, vagy akar a mobiltelefonos virusok terjedése is.



1. fejezet

Véletlen grafmodellek

A véletlen grafmodellek tanulmanyozasa egy viszonylag 4j dga a matematikinak, ami ma is
latvanyosan fejlédik, napjainkban is sziiletnek tijabb és tjabb eredmények, modositasok. Renge-
teg véletlen grafot ismeriink, melyek koziil néhany igen csak mesterségesnek tiinik, de vannak,
amikkel valés problémékat is jol modellezhetiink. Mindkét esetre lathatunk majd példat, de
természetesen a teljesség igénye nélkiil.

Fl6szor is nézziink néhany érdekes tulajdonsidgot, ami a valés halézatokra jellemzs. Ezek
egyike a kis vilag jelenség, ami szerint barmely két ember a vilagbol hat személyes ismeretségen
keresztiil ismeri egymast. 1967-ben Stanley Milgram, amerikai pszichologus végzett kisérletet,
azzal a céllal, hogy a hat 1épés tavolsagot igazolja. Leveleket kiildétt tobb embernek, hogy jut-
tassak el egy adott személynek, de csak a személyes ismeretségeiken keresztiil. Az els§ kisérlet
még nem jart nagy sikerrel, de a késébbiek— ahol Milgram kisebb triikkokkel fontosnak tiintette
fel, hogy a levél eljusson a cimzetthez— mar tobb sikerrel értek célba. Napjainkban a technika
hihetetlen gyorsasagui fejlédése mellett a hat 1épés tavolsag barmely két ember kdzdtt a Foldon
mér nem is olyan elképzelhetetlen: gondoljuk csak az internetre, mint dsszekdts halozatra. Persze
felmeriilhet benniink a kérdés: mit értiink az alatt, hogy két ember ismeri egymaést? Lehet, hogy
csak elektronikusan kommunikaltak, épp csak tudjik egymas nevét, vagy személyesen talalkoznak
nap, mint nap, ezen eseteket most nem vizsgaljuk részletesebben.

A hat lépésnyi tévolsdg modellezésére, mind a matematikusok, mind a szinészek korében
késziilt ismert példa. A matematikusok korében az Erdgs Pallal vald ismeretséget figyeljiik meg.
Megfeleltetjik a matematikusokat egy graf cstcsainak, és két csics kozott akkor vezet él, ha
a két csicsnak megfelel§ matematikusok publikiltak kozos cikket. Erdgs Paltol vett tavolsagot
az adott csiicsnak megfelel§ matematikus Erd&s-szamanak nevezziik. Az atlagos-Erdds szam a
[16][10. oldal, 1.3 tablazat| alapjén 4,646. Ugyanezt a modellt a szinészek kozott is 1létrehoztak,
Erdss Pal helyett Kevin Bacon szereplésével. Itt két szinésznek megfeleltetett csiicsok akkor

vannak Osszekotve, ha szerepeltek kozos filmben.



Az eddigi néhany példaban kiilonb6z6 nagysagu és Osszetettségi grafmodellt lathattunk. A
kiilénbozéségiik miatt érdemes véletlen grafokat hasznalni a modellezéshez, azonban a mélyebb
matematikai megértéshez el6bb meg kell ismerniink a kiilénb6z6 csoportositasi szempontokat, és
a grafmodellek alapvets tulajdonsagait.

A véletlen grafokat sok tulajdonsig alapjan csoportosithatjuk. Az egyik legfontosabb szem-
pont, hogy a graf képes-e a ndvekedésre, viltozasra, vagy sem. Ez alapjan vannak a statikus
grafmodellek, melyeknek el6re adott a méretiik, és a dinamikus modellek, azaz amik névekedhet-

nek, ezaltal élethiibben modellezve a valés halézatokat. Nézziik elészor a statikus modelleket.

1.1. Erd&s—Rényi véletlen graf

Ez talan az egyik legegyszeriibb grafmodell, melynek tobb viltozatat is ismerjiik, de az eltérések-
nek nem sziikséges tul nagy jelentdséget tulajdonitanunk. Az eredeti Erdds Pal és Rényi Alfred
altal 1959-ben leirt modellben [11] adott n cstacs és M él, és az Osszes ilyen graf koziil egyenls
valoszintiséggel valasztjuk az egyiket. Itt ugye latjuk, hogy ha egy grafmodellt tekintiink, akkor
abban az egyik él behizasanak val6szintisége valamilyen értelemben fiige a masiktol, mivel az
élek szama elére meghatarozott. A késébbiekben majd lathatjuk, hogy ennek itt nem lesz fontos
szerepe. A magsik megkdzelités, amit napjainkban szintén Erdés—Rényi-modell néven ismeriink,
el6szor az Edgar Gilbert altal 1960-ban kiadott cikkben [12] jelent meg, miszerint elére adott
n, a graf csicsainak szama, és ezek kozott minden élt a t&bbitdl fliggetleniil p valdszintiséggel
htizunk be. Ezt a p valészintiséget gyakran élvaloszintiségnek nevezik. Ebben az esetben az élek
szama nem el6re meghatéirozott.

Vizsgéaljuk meg az Erdgs—Rényi-graf néhany fontos tulajdonsigat. Az élek behtizasi valoszintisége
két csucs kozott p, amit tetszélegesen megvalaszthatunk a [0, 1] intervallumbol. A p-t gyakran
p= % alakban adjuk meg, ez a jeldlés fontos lesz a késébbiekben. Ettél a valasztastol fliggden
a graf kiilonboz6 alaka lehet: ha p = % és A\ < 1, akkor a graf tobb kis O(logn) nagysiga
komponensbdl fog 4llni, ha A = 1 akkor a graf legnagyobb komponense nagy valészintséggel n3
nagysagrendd lesz, ha pedig p = 2 olyan, hogy A > 1, akkor a graf egy nagy ©(n) méreti és

n

tobb kisebb ©(log n) méretd komponensbdl fog allni. Azaz, ha A > 1, akkor Jc¢ > 0 adott, amire
P(az n csucsu grafban a legnagyobb komponens > ¢n) — 1,

han — oco.

1.1.1. Megjegyzés. A O jelentése dltaldnosan a kovetkezd: f(n) = O(g(n)), ha Jc1, co pozitiv
szamok, hogy c1g(n) < f(n) < cag(n) teljesil VYn-re.

Végiil nézziik meg az Erdgs—Rényi-graf fokszameloszlasat. Feltehetjiik, hogy A € (0, 1], hiszen,

ha A = 0 lenne, akkor p = 0, ekkor nincsenek élek a grafban. Ekkor az élek szdmanak eloszlasa



binomidlis p paraméterrel. A k fokszamu csucsok arénya koézel van a P(Bin(n — 1, %) = k)
valészintiséghez. Tudjuk, hogy ha n nagy, akkor a megfelel§ binomialis eloszlas kozel van a A
paraméterti Poisson-eloszldshoz. Ehhez ismerniink kell a Poisson-eloszlast, ami a kovetkezé:

oL

Pk =€ Ev

ahol k > 0. Jelolje D; az i csics fokszamat, ekkor a fokszameloszlas legyen
n

n 1
P,§ J= - ZI{DZ:;:},

n -
=1

tehat P}gn) jeloli a k foku csucsok aranyat n lépés utan.

1.1.2. Tétel (Az Erdés—Rényi-graf fokszameloszlasa). Rigzitsink eqgy A € (0,1] szdmot.

Ven-re, ha \/ne, — oo, akkor
P)\(m]?X | P,gn) —pk |>en) = 0.
1.1.3. Megjegyzés. Tehdt az el6z6 tételben py o k foki csicsok ardnydnak a limeszét jeldls.

Fz a modell nem igazén hasonlit a valés halézatokhoz, hiszen gondoljunk csak bele: igaz lenne
az, hogy barmely ember egyforma valdszintiséggel kap el egy betegséget? Vagy mindegy, hogy
egy fontos hirportalrol vagy egy kevéssé latogatott weboldalrél fert6z8dott meg egy internetes
virussal, vajon egyforma eséllyel lesz virusos a gépiink? Erezziik, hogy a helyes valasz mindkét
kérdésre a nem. Szerencsére ezek a kérdések nem csak benniink meriiltek fel, {gy mar vannak

olyan modellek, amik jobban dbréazoljék a valédi halézatokat.

1.2. Skalafiiggetlen véletlen graf dltalanos modellje

Itt adott n csics, és minden csticsnak van egy adott vagy egy véletleniil sorsolt sulya, W; (i =
1,...,n). Az éleket egymastol figgetleniil huzzuk be, de egy él szereplésének esélyét befolyasoljak
a cstcsok sidlyai, amik kozt be akarjuk hizni. Az adott élvaloszintség ¢ és j cstucsok kozt a

kovetkezd:
AL

= J 1.1
Ln—i-WZ’Wj ( )

Pij
ahol {W;}" | a cstcsok stlya, L, = > | W;, az Osszes csucs sulyanak sszege. Az eddigi grafmo-
delljeink nem voltak skalafiiggetlenek, de itt tudjuk agy vilasztani a sulyokat, hogy skalafiiggetlen

modellt kapjunk. A val6s halozatokra ez gyakran jellemzé tulajdonséig, ezért érdemes pontosan

defindlnunk.



1.2.1. Definicié. Egy adott G, (n = 1,2,...) grdfsorozat skdlafiiggetlen, ha a grifban a k
foki csicsok ardnya 1 valdszindséggel konvergdl valamely py, szdmhoz Yk esetén, ha n — oo, és

valamilyen v > 0-ra és ¢ > 0-ra ppk” — ¢, ha k — oo. Azaz pp ~ ck™7.

Kovetkez6 fontos tulajdonsag a fokszameloszlas, térjiink ki erre ennél a modellnél is. Vezessiik

be itt is a kovetkezd jelolést a k foka csucsok aranyara n lépés utan:

n
(m) _ 1
P =22 T
i=1
A fokszameloszlas a Poisson eloszlashoz hasonlit. Ha k > 0, akkor

_w WF

Ha itt a W eloszlasat megfelelen valasztjuk, akkor elérhetjiik a skalafiiggetlenséget.

1.2.2. Megjegyzés. Ha W; silyok fiiggetlen azonos eloszldsiak, akkor W is ugyanilyen elosz-
ldsi. Ha pedig a Wi-k nem ilyenek, akkor nem tudunk egyetlen kézés W -t taldlni.

1.2.3. Tétel (A skalafiiggetlen graf fokszameloszlasa [16] 6.9 tétel). Két feltételre van
szuikségunk a tétel teljesiiléséhez:
(a) Gyenge konvergencia a csicsok silyaira: W, N W, ha n — oo.

(b) Konvergencia az dtlagos silyi csicsok silyaira: ha E(W) > 0, li_>m EW,)=EW).
n o

oo
Ekkor Ve > 0 esetén P( Y |P,£n) —pr| =€) = 0.
k=0

Azaz a tétel azt mondja ki, hogy a k foku csicsok ardnya n 1épés utan tart pr-hoz, sztochasztikus

konvergenciaval, tehat, ha n — oo.

1.3. Konfiguriciés modell

Ennél a modellnél a csicsok fokszama elére adott, és természetesen a csicsok szama is, legyen ez
n. Jeldlje D; az i csics fokszamat, és L, = > | D; a csucsok fokszamainak Gsszegét. Ismerjitk
tehat az Osszes csics fokszamat, és ez alapjan hizunk be éleket a grafban véletlenszeriien (ter-
mészetesen ez alapjan tobbféle grafot is készithetiink). A modell készitését ugy képzelhetjiik el,
hogy van n darab cstcsunk, és minden csicshoz csatlakozik éppen annyi él, amennyi az adott
csucs fokszama. Az élek masik vége szabad, ezt egyelére nem kotottiik sehova. Ezutan ha vélet-
lenszertien valasztunk két szabad élvéget, és ezeket Gsszekotjiik, akkor megkapjuk a graf egy élét.
Ezt tébbféleképp is megtehetjiik, azt a célt tartva szem el6tt, hogy a grafunk egyszerd legyen,
azaz ne legyenek benne t6bbszoros élek, illetve hurokélek, ami persze nem minden esetben meg-

valosithato.



Tehat adott egy konfigurdciés grafmodell, és mi ezt egyszerivé szeretnénk alakitani. Erre az
egyik lehet@ség az ismétléses konfiguracidés modell, ahol el@szor elkezdjiik véletlenszertien Gssze-
kétni a csucsokat. Ezt addig csinaljuk, mig a graf egyszertisége meg nem sziinik, ekkor minden
eddigi 6sszekdtésrdl elfeledkeziink az ismétléses modell szerint, majd djrakezdjlik a prébalgatast,
egészen addig mig nem sikeriil az egyszerii grafmodelliinket 1étrehozni. Ez alapjan a megfelelGek,
azaz az egyszeri grafok egyforman valdszintek lesznek.

A maésik lehetség a torléses konfiguracios modell, ahol elészor fixaljuk a fokszamot, legyen ez
d. Majd az n csucst, mar adott konfiguracios grafmodelliinkbél, ahol t&bbszords éleket is meg-
engediink, és minden csics foka d, elhagyjuk a hurokéleket és a t&bbszoros élek koziil kitorliink
annyit, hogy csak egy ¢l maradjon ott is, ahol eddig tobb volt. Igy eltériink ugyan az eredeti
graftol, nem kapunk pontos eredményt, hiszen a fokszamok csékkenhetnek, de aszimptotikusan

ugyanaz marad a graf, azaz egy viszonylag nagy modell esetén nem torténik szdmottevs valtozas.

Az eddigi grafmodellek nem mutatjak a graf létrejottét, valtozasat, esetleg jovébeli néveke-

dését, igy ahhoz, hogy ezeket is megismerhessiik, attériink a dinamikus modellekre.

1.4. ,Preferential attachment” modell

Ez egy novekedd grafmodell, azaz folyamatosan 6j csticsokkal, és élekkel béviil. Yule volt az
els6, aki a novekvs grafokkal foglalkozott 1925-ben, majd Barabasi Albert-Laszlo és Albert Réka
jelent6s eredményeket értek el ezen a téren, az § modelleikrél még lesz sz6 a kés6bbiekben.
Pontosan ezzel a modellel Bollobas Béla foglalkozott elészor [6].

A preferential attachment” modell alkalmas a valdés halézatok névekedésének modellezésére,
hiszen itt nem minden csticshoz egyforma valészintséggel kapcsolédnak az 1j élek, hanem a
nagyobb fokszamu csicsokhoz nagyobb valdszintséggel kapcsolodnak, mint a kisebbekhez. A
valosdgban gyakran megjelenik ilyen tipust halozat, mely névekszik, de nem mindenhol egyforma
meértékben.

A novekedés miatt ez egy grafsorozatot modellez, melyet ezutan jeldljlink a kovetkezdképpen:
{PA:(m,d)}2,. Ez egy adott t-re egy t csucsu grafot ad, amelyben az élszam mt, m pozitiv
egész szam, mely azt jeloli, hogy egyszerre hény darab éllel fog kapcsolodni az 1j cstics. A §
szintén egy altalunk valasztott paraméter, amely megfeleld megadéasardl kicsit késébb lesz sz6.
Vizsgaljuk elszor az m = 1 esetet. PA1(1,0) egy izolalt pontbol és egy hurokélbdl all. Ezutan
tegyiik fel, hogy mér van egy t csicsbol allo grafunk, és nézziik meg, hogy zajlik a (¢ + 1)-edik
csuics hozzéavétele. Az 1j csacs egy éllel kapcesolodik valamely ponthoz a fokszammal aranyos

valészintiség szerint. Természetesen dnmagédhoz is kapcsoldédhat, de ugye nem tal nagy eséllyel.



Tehat annak a valésziniisége, hogy a t 4+ 1-edik cstics hova kapcsolédik, a kovetkezd:

A hai=t+1
Plogy = ol | PA(1,6)) =  E P | (12)
240 +(149) haie {1,2,...,t}

A képletben D;(t) jeloli a vi(t) € PA:(1,6) fokszamat.
A definiciot felhaszndlva, gondoljuk at a d szerepét és lehetséges értékeit. Latjuk, hogy sziikséges
feltétel a 6 > —1, hiszen kiilénben a definiciéban a fels§ agon negativ érték szerepelne, ami nem
lehet valoszintiség. Ha 6-t elég nagyra vélasztjuk, akkor a fokszamok nem igazan szamitanak, egy
egyenletes valoszintiségeloszlast kapunk. Ha pedig ¢ kicsi, vagy esetleg nulla, akkor a fokszamokkal
aranyosan oszlanak meg a val6szintiségek.

Nézziik az m > 1 esetet. Kezdetben legyen adott P A, (1, %) grafsorozat, aminek cstcsai

e PAL(1, %)—beli vgl), .. ,v,(é) csucsokat vonjuk Gssze a PA;(m,d) grafban a vgm)

sy Upnte
((]1‘)—1)m+1’ e ,vj% csucsokbdl keletkezik a v](-m)

cstcs a PAy(m,0) grafban. Tehat az eredetibdl vett m darab csicsonként a cstcsok dsszevoné-

ofY

csticesd. Altalanosan leirva a P A, (1, %) grafbeli v

saval keletkezik az 1j grafban 1 cstcs. Az m darab csicsot a régi gratban az 0j cstics Gsének
nevezziik. Két csics ossze van kotve az PAy(m,d) grafban, ha az adott két csicsnak barmely
két Gse Ossze van kotve a PA;, (1, %) grafban. Az igy keletkezett PA;(m,d) egy t csucsu, mt
éld, 2mt Osszfokszamu multigraf, azaz lehet benne hurokél vagy t6bbszorés él. A modell egyér-
telmtsitéséhez természetesen sziikséges meghatarozni azokat az egyiittes valoszintiségeket, hogy
ha egy 14j cstcs m éllel kapcsolodik az eddigi grathoz, akkor tetszéleges m tagbdl all6 csoportra
mennyi a valészintisége, hogy épp ehhez fog kapcsolodni. Ezt persze nem csak ennél a modellnél
adhatjuk meg, hanem minden olyannél, ahol az 1j cstcs egyszerre nem csak egy éllel kapcsolodik.

A kovetkezé tételben a ,preferential attachment” modell maximaélis fokszamat vizsgaljuk,
amire vezessiik be a kévetkez jelolést: My = max D;(t), ahol D;(t) a v; € PAy(m, d) fokszédmat
jelsli. T
1.4.1. Tétel. A  preferential attachment” modell esetén PAy(m,d)-ban, rogzitsik m > 1-et és
6 > —me-et. Ekkor

Mtt_i — 1,

aholt — 0o és P(u=0) =0.

1.4.2. Megjegyzés. Definidljuk a 7-t az el6bbi tétel megértéséhez: T = 3 + %. Egy trividlis
becslést ismertink T-ra, miszerint T = 3 + % > 2, hiszen % > —1.

A valés hdlézatokban is T > 2 az dltaldnos.

Kovetkezd célunk, hogy megvizsgéaljuk, hogy a modell skilafiiggetlen, vagy sem. Ehhez hata-
rozzuk meg a k foki csicsok ardnyat a grafban, hiszen ez szorosan Osszefiigg a skilafiiggetlen-

séggel. Ez egy viszonylag konnyen mérheté mennyiség az irdnyitott grafok esetén, mert egyszerre
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t

csak egy csicsot kell vizsgalnunk. Py(t) = % > Ip,(t)=k} legyen annak a jeldlése, hogy t lépés
i=1

utan a k fokszammal rendelkezd csicsok aranya mennyi a grafban. Ha m > 1 és § > —m, ak-

kor tudunk definiélni egy olyan {py}32, eloszlast, amit a kovetkezd konstansok hataroznak meg:

pr=0,hak=0,...,m—1, és

ha k > m.

pk:<2 5>P%+ﬁﬂﬁn+2+5+g)

m)T(m+8)L(k+3+6+2)
Ha m =1, akkor a képlet a kdvetkezs egyszertibb alakban irhaté fel:

L(k + 6)T'(3 + 26)
L(0)I'(k+3+26)’

pe = (2+9)

ha pedig d = 0 és k > m, akkor:

_2(kK)L(m+2)  2m(m+1)
P = T m)D(k+3)  k(k+ 1)(k +2)

alakban {rhatjuk.

Ahhoz, hogy az el6bbi Gsszefiiggéseket értelmezni tudjuk, ismerniink kell a I' jelentését.
I'(z) = /tx_le_tdt
0

Nekiink most csak a I' azon tulajdonsigara van sziikségiink, miszerint I'(n) = (n — 1)! és I'(a) =
(a—1)T(a—1). Kifejtve: T(k+0) = (k+5—1)(k+5—2)...(m+06)T(m+4), ahol k > m. Eppen
a I fiiggvény ezen kifejtése miatt le lehet egyszertsiteni, igy kapjuk, hogy a pi polinomialis.

A kovetkezs tétel azt mondja ki, hogy ha pp > 0, {pr}32, valoban eloszlas, mégpedig a

PAi(m,0) fokszameloszlasa.

1.4.3. Tétel (Fokszamsorozat a ,preferential attachment” modellben). Rdgzitsik m >
1-et és 6 > —me-et. Ekkor létezik C = C(d,m) >0 0-tdl és m-tél fiiggd konstans, amire teljesiil,
hogy ha t — oo, akkor P<m]?x\Pk(t) —p| >C bgp) = o(1).

1.4.4. Megjegyzés. Az o(1) kifejezésnek az elobbi tételben annyi a jelentése, hogy, ha t — oo,

akkor a megadott valdszinidség tart a nulldhoz.

Az eddigiek alapjan mar tétel formaban is kimondhatjuk a kévetkezd allitést.
1.4.5. Tétel. A ,preferential attachment” modell skdlafiiggetien.

A preferential attachment” modell tehéat skalafiiggetlen, és fokszameloszlasa polinomidlis,

ezért is jellemzi jol a valos hélézatokat. Mint lattuk, ez nem minden modellre igaz, példaképp
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megemlithet§ az Erdds—Rényi modell, aminél a fokszameloszlas a Poisson-eloszlassal jellemez-
hets, melynek lecsengése exponencialisndl is gyorsabb.

A polinomialis fokszameloszlas leegyszertsitve azt jelenti, hogy a kétszeres fokszam esetén, azaz,
ha a k foku cstcsok ardnya helyett a 2k fokiak ardnyat nézziik, akkor a p, ugyanannyiadrészére
csOkken. A k fokd csticsok aranyat koriilbeliil ck™7 jellemzi, lathatjuk, hogy ezt 2k-ra alkalmazva
csak konstanssal, pontosabban 277-val valtozik az eredmény. Fzzel szemben az exponencidlis
eloszlasnal, ahol a k foku csucsok aranyat A jellemzi, ha a 2k foku cstucsok arényat nézziik,
akkor ez a k foku cstcsok aranyanak gyoke lesz, mivel A2* = (\¥)2. Az Erdés-Rényi-modellt
mér ismert, hogy a Poisson-eloszlas jellemzi, tehat itt a fokszameloszlas még gyorsabban cseng

A azaz még k faktorialissal is leosztunk.

le, mivel itt py = ),‘C—Te_
A valés halozatok altalaban polinomidlis fokszameloszlastak, ezért is alkalmazhatd jobban a

gyakorlatban ,preferntial attachment” modell, mint az Erdés—Rényi-modell.

1.4.1. Barabasi—Albert-modell

A modellt Barabasi Albert-Laszlo és tanitvanya, Albert Réka dolgozta ki 1999-ben. A Barabasi—
Albert-modell a ,preferential attachment” modell egy olyan altipusa, ahol § = 0, és m, az egy
lépésben a grathoz adott élek szama tetszéleges pozitiv egész szadm. Tehét itt a fokszamok a
meghatéarozoak, és az 4j csucs mindig m éllel kapcsolédik az eddigi hal6zatunkhoz. Itt is telje-
siilnek a ,preferential attachment” modell tulajdonsigai: ez is dinamikus, névekedd modell, és
érvényesiil a ,rich get richer” kifejezéssel is leirhaté sajitossag, azaz a nagyobb fokszami csa-
csokhoz nagyobb valdszintséggel fog kapcsolodni az Gj csucs, mint a kisebb fokszamiakhoz. Az

aszimptotikus fokszameloszlas itt is polinomialisan cseng le, negativ kitev§ji hatvany szerint.

1.4.2. Barabasi—Albert-fa

Itt tovabbi megkotéseket tesziink a Barabasi—Albert-modellhez képest. Az m = 1, azaz egyszerre
csak egy él kapcsolodik, a § = 0 feltétel pedig tovabbra is fennall. Ezenkiviil kizarjuk a hurok-
élek lehetséges létezését a grafban. A modell kialakulasakor kezdetben egyetlen csicsunk van. A
kovetkezs csticsot ugye csak ehhez tudjuk kapcsolni egy éllel, ez az eredeti csiics gyereke lesz.
A harmadiknal mar két lehet$ségiink van: kapcsolhatjuk az els§ vagy a masodik cstcshoz, de
mindig szigortian csak egyhez, hiszen farol van szé. Igy minden csticsnal annak a valészintisége,
hogy épp ahhoz kotjiik az Gjat az adott cstcs fokszamanak és az Gsszes cstucs fokszamosszegének
a hanyadosa. A Barabasi—Albert-fa fokszameloszlasa ugyanaz, mint a ,preferential attachment”
modell fokszameloszlasa, csak itt jelentésen egyszertisodik a helyzet, hiszen felhasznalhatjuk a
0 =0 és m = 1 kikotéseket. Annak az esélye, hogy az (n + 1)-edik cstcsot egy k foku csucshoz

katjik, Tkﬂ Hiszen azt, hogy az 1j cstcs hova fog kapcsolédni a fokszamokkal aranyos vald-
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szintséggel valasztjuk ki. Ha § = 0 és k > m vagy m = 1, ezek mar szerepeltek a ,preferential
attachment” modellnél, most pedig ezt a kettst felhasznalva kapjuk, hogy ha § = 0 és m = 1,

akkor
2T (kK)[(3) _ 4

PE= Tk +3r(1) ~ k+r2)(k+ Dk

Itt a I' tulajdonsagait hasznaljuk, pontosabban azt, hogy I'(k+1) = kI'(k), azaz I'(k) = (k—1)..
Vagyis a Barabési—Albert-fa fokszameloszlasa m R ];%—héz tart, azaz ennyi a valészind-
sége, hogy épp egy k fokszamu csicsot valasztunk ki, ha az eloszlds egyenletes és ha k — oo.
Ebbd6l a modellbsl alakult ki az altalanositott Barabasi—Albert-fa, ahol az m = 1 kikotés
megmarad, de § > —1 értéke tetszbleges. Erre a modellre most nem tériink ki kiilon, de a

felépitése természetesen hasonlit a Barabasi—Albert-fa¢hoz.

1.5. Egyéb grafmodellek

Sok kiilonb6zd grafmodell van, melyeknek szintén érdekes és hasznos alkalmazdsaik vannak az
élet szamos teriiletén. Példaképp megemliteném a fitness modelleket, amik szintén dinamikus
modellek, a ,preferential attachment” modell tovabbfejlesztései. Itt a grafban minden csicsnak
adott egy sorszama, amilyen sorrendben bevettiik ket a grafba. Minden 4j cstics csatlakozésakor,
még miel6tt az éllel kapcsolodna, az Osszes csucsnak kiosztunk egy fitnesst, azaz egy véletlen
sulyt. Az Ggynevezett ,véletlen” tetszdleges eloszlassal megadhaté, ezt mi hatarozzuk meg, majd
a sorsolas fiiggetlen azonos eloszlas szerint torténik. Igy annak a valészintsége, hogy egy tjabb
cstcs majd hova csatlakozik, nem csak a fokszamoktol fiigg, mint a ,preferential attachment”
modellnél, hanem a véletlenszerten kisorsolt sulytél is. Ezaltal a grafban még egy tényezd fellép,
ami az eddigi inhomogenitast tovabb névelheti, vagy akar bizonyos mértékben ki is egyenlitheti
azt. A modell egy fontos tulajdonsiga, hogy ahogy egyre ndvekszik a graf, a kisebb foku csicsok
is naggya valtozhatnak, és ezt a véletlen stulyok teszik lehet6vé.

Most pedig térjiink ra az eredeti témankra, azaz a jarvanyterjedésre, amely modellezéséhez
az eddig megismert véletlen graftipusokra és hozzajuk kapcsolodo fogalmakra nagy sziikségiink

lesz.
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2. fejezet
A jarvanyterjedés modellezése

Az eddig megismert grafmodellek koziil az Erdés—Rényi-grafon, és preferential attachment” ti-
pusi grafmodellen vizsgéljuk a jarvanyterjedést. Az Erdés—Rényi-grafmodell esetén egy és két
komponensbdl 4llot is vizsgalunk, és megadjuk, hogyaz utébbinél bizonyos kériilmények kdzott
a virus mikor tud atterjedni egyik komponensbdl a méasikba. A gyakorlatban a két komponenst
értelmezhetjiik példaul két varosként. Majd megnézziik, hogy egy adott Erd&s—Rényi-grafban,
azon feltételek mellett, hogy a graf viszonylag nagy mértékben 6sszefiiggs, van-e olyan varos, ami
megallitja a fert6zést, azaz a hatara kell6képp kicsi, olyan kevés él megy ki bel6le, hogy innen
nem terjed tovabb a virus.

Majd a ,preferential attachment” modellen nézziik a jarvanyok terjedését, hiszen ez jobban
hasonlit az emberi halézatokhoz, errél mar esett sz6 az elsé fejezet soran. Also és fels6 korlatokat
adunk a jarvany tulélési valdszintiségére bizonyos fetételek mellett.

A fejezet végén az influenza modellezésére mutatunk néhany alapvets példat, és néhany valos
adatot a virus terjedésérdl. Ezek soran tjabb és Gjabb szempontok meriilhetnek fel, ami alap-
jan érdemes a modelleket létrehozni. Nem mindegy a szempontok preferencidja, sem az, hogy
hany szempontot vesziink figyelembe. Azt mindenesetre lathatjuk, hogy a valésagban a jarva-
nyok terjedése jéval komplexebb és bonyolultabb, mintsem hogy tokéletes modellt készithessiink.
Raadasul a virusok valtozékonyak, a modelleken is mindig moédositani, javitani kell, mindezek

ellenére sok, a gyakorlatban jol hasznalhaté modellt ismeriink.

2.1. Modellezés az egy— és kétkomponensii Erdés—Rényi-grafon

Ebben az alfejezetben a [8] cikk informacioit és adatait hasznaljuk fel.

Legyen G1 = (Vi, E1), Ga = (Va, E») kiillonallo Erdés—Renyi-grafok, mindkettében n csics, és
p valészintiséggel hizunk be élt két csiics kozott, melyek ugyanabban a komponensben vannak.
Az egész graf G = (V, E), ahol V = Vi U Vs, és E = Fy U Ey U B, amelyben B C V; x V5 az
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élek altal alkotott hidat jeldli Gy és Gg kozott. Altaldban B az éleknek nagyon kis hanyada, igy
latszik jol, hogy két kiilon, jobban 6sszefiiggd komponens van a grafban, melyeket B élhalmaz
mint hid kot dssze.

Nézziink egy ehhez a modellhez készitett szimulaciot. A kovetkezs abrahoz tartozo modellben a
két komponens 500 — 500 cstcsbol all, ahol az atlagos fokszam np = 50, azaz p = 0,1, és |B| = 2.
n a csicsok szama, p az élbehtizési valdszintiség két cstucs kozott. Bevezetjiik még a A valtozot,
mely azt jeldli, hogy egy fert6zott csiics mekkora rataval fertézi meg a szomszédos csicsokat.
A rata jelentésérsl hamarosan lesz sz6, addig képzelhetjiik azt, mintha a valoszintségrsl lenne
sz0. Ebben a példaban A = 0,06. Az adatokbol kiszamolhatjuk, hogy npA = b = 3 ebben az
esetben. Az abran a kiilonb6z6 szind gorbék egymaéstol fliggetlen kisérleteket jelenitenek meg.
Kiindulaskor az els¢ komponensben adott két fert6zott cstcs, a tébbi cstics egészséges. A fertdzott
csucsok 1 rataval gyogyulnak meg. Az dsszes szimuldcioban a virus gyorsan elérte a latszolagos
egyensulyt a Vi-beli csticsokon, majd véletlen idéponthan atterjedt a fert6zés a Va-beli cstucsokra,
a masodik komponensbe. Felmeriil benniink a kérdés, hogy pontosan mikor keriil 4t a virus a

mésodik komponensbe? Erre még visszatériink a késébbiekben.
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2.1. abra. Két komponens kozti virusterjedés

8]

A folyamat, ami a G grafban végbemegy, egy Markov-folyamat, ahol & C V azon csicsok
halmaza, akik ¢ idépillanatban fert&zottek.

2.1.1. Megjegyzés. A Markov-folyamat egy olyan tipusi véletlen folyamat, ahol a jévdbeli vdl-

tozds csak a pillanatnyi dllapottdl fiigg, a mailtiél nem.

Ha A = A(n,p) > 0 a virus terjedésének sebessége, akkor egy fert6zott csics A paramétert

Poisson-folyamattal adja tovabb a fertGzést a szomszédjainak. A gyodgyulas pedig az 1 paramé-
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terd Poisson-folyamat szerint zajlik. Valojaban egy egészséges csics, azaz v ¢ &, A|N(v) N &
rataval fert6zddhet meg, ahol N(v) jeloli a v szomszédait G-ben.

A Poisson-folyamat modellezését a kivetkezSképpen képzelhetjiik el. Mindenkinek, azaz minden
csiicsnak van egy oraja, mely véletlen idékozonként cseng. Miutan csengett, akkor kisorsolunk
egy Uj id6tartamot, amennyi id6 mulva Gjbol cseng majd az 6ra, ami id6tartamonként egymastol
fliggetleniil, A paraméterd exponenciélis eloszlas szerint torténik. Ha az id6tartamok 6sszességét
vessziik, akkor egy A rataju Poisson-folyamatrol van szé. Tehat a rata a Poisson-folyamat para-
métere, ez szerepelt az el6bbi példaban is.

Azaz, ha a folyamatban szerepld egyméstol fiiggetlen id6tartamok exponencialis eloszlasuak, A
paraméterrel, akkor ezek Gsszesége a A ratdju Poisson-folyamat. Ekkor, ha egy fert6zott csicsot
tekintiink, akkor ha ez nem gyodgyul meg el6bb, minthogy cseng az 6rdja, akkor megfertézi az
Osszes hozza kdzvetlen éllel csatlakozé csiicsot. Erre ugy is gondolhatunk, mintha két 6raja lenne:
ha az egyik cseng, akkor fert6z, ha a masik, akkor meggyogyul. Természetesen fert6zni csak akkor
fog, ha még nem gyogyult meg elGtte.

Ha a A rata nagy, akkor az id6tartamok varhato értéke kicsi, hiszen ezek exponencilis eloszla-
stak, és ismert, hogy a A paraméterd exponencialis eloszlas varhaté értéke % Ekkor sok révidebb
idGtartam van, tehat az éra gyakrabban cseng. Emiatt a A\-t masképp intenzitadsnak is nevezhet-
jiikk. Egy cstics megfert6zédésének idépontja nem csak a A nagysagatol, hanem a szomszédainak
szamatol is fiigg. Hiszen akkor kapja el a fert6zést, mikor a szomszédai koziil az els§ fertzni

fog. Tudjuk, hogy mind exponencidlis eloszlastak, és exponencidlisak minimuma is exponenci-

alis, ebbdl adodik a kévetkezd allitas: Ha Xy, Xo, ..., X, fliggetlen A paraméterti exponencialis
eloszlastak, akkor min(Xj,...,X,) ~ exp(n)). Ez a magyarazata annak, hogy a fert6zés rataja

a ratanak és a fert6zott szomszédok szaménak szorzata.

Ahhoz, hogy a jarvany elterjedését biztositsuk, feltessziik, hogy np = n®, ahol a € (0, 1]. Ez
egy nagysagrendi becslés, amivel kénnyen lehet szdmolni. Az elgbbit atrendezve azt kapjuk, hogy
p = n® ! az élvalészintiség. Azért van sziikség a viszonylag nagy élvalészintiségre, vagyis nagy
fokszamra, hogy a fertézés tovabbadasa ne legyen tul ritka. Kisebb fokszdmok esetén més plusz
feltételekkel kell garantalni, hogy a virus gyorsan el tudjon terjedni, és ne haljon ki. Ha az el6z6
képletbe a = 0-t helyettesitiink, akkor p = %, és az els6 fejezetbdl Erdds—Rényi-grafmodellnél

a—1

kideriil, hogy épp itt valtozik meg a graf Osszefliggdsége. A p = % még nem elég, de p = n
pozitiv a esetén mar j6. Az np = 107% is elég lenne, csak most nem ezt nézziik, mert kénnyebb
szamolni n®val. Tehat ahhoz, hogy a graf dsszefliggd legyen, az is elég, ha az atlagos fokszam
legalabb np > clogn (¢ > 1). A tovabbiakban az egyszertiseg kedvéeért feltessziik, hogy np = n®,
és erre a specidlis esetre vonatkoz6 eredményeket vizsgalunk majd.

A kovetkezo két tétel értelmezésehez be kell vezetniink néhany jelolést. Legyen P[] a G =

G1UG2UB fliggetlen Erdgs—Rényi-féle véletlen graf kivalasztasdnak valoszindsége, ahol G1, Gg ~
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G(n,p) kiilonallo véletlen grafok, és B ezektol fiiggetlen élhalmaz, ami csak olyan éleket tartal-
maz, amelyeknek egyik végpontja G1-ben, a méasik végpontja G2-ben van. Miutan véletlenszerten
valasztottunk egy grafot, ezt lerogzitjiik, ezutdn is marad a véletlennek szerepe a grafban, ponto-
sabban a jarvany terjedésében. Ezt tobb dolog hatarozza meg: az egyik, hogy kezdetben melyik
csucsok voltak megfertézve. P, jeloli azt, ha el6szor csak a v csics volt fert6zott. Természetesen
a v cstcs helyett a csticsok barmely részhalmaza szerepelhet. A méasik befolyasold tényezd a virus
terjedésének sebessége, mely szintén véletlen. Ez hatarozza meg, hogy a jarvany mennyi id6 utan
hal ki.
Azt is érdemes megvizsgélni, hogyan terjed a virus, ha csak az egyik komponensen nézzik a
terjedést, azaz ha a B élekrdl egy id6re megfeledkeziink. Err6l fog szolni az elsé tétel. Le-
gyen & = & NVy  Vire, ahol & jeldli a fertézott csuicsok halmazét ¢ idépillanatban. Legyen
& = A C V1, a kezdetben fertézott csucsok halmaza. Jeloljiik ennek az eloszlasat Pfl—el.
Ezenkiviil hasznalni fogjuk még az a,, = O(b,) jelolést, ami azt jelenti, hogy a, < Cb, valamely
C > O-ra, a, = o(b,)-t, ami akkor teljesiil, ha 5 — 0, esan = Q(by,) jelolést, miszerint a, > cby,
valamely ¢ > 0O-ra.

Valahogy biztositanunk kell, hogy a virus ne haljon ki, miel6tt atterjed az elsé komponenshdl
a méasodikba. Ha np\ = b < 1, akkor egy adott cstcs varhatdan egynél kevesebb mésikat fertéz
meg, ezért gyorsan kihal a fert6zés. Ezt nevezik szubkritikus elagazo folyamatnak. (Ez olyan,
mintha minden embernek egynél kevesebb gyereke lenne, igy el6bb-utébb az emberek kihalna-
nak.) Ha np\ = b = 1, ekkor szintén egy valosziniiséggel kihal a virus, csak ebben az esetben
ezt nehezebb megmutatni, bonyolultabb szamolasokra van sziikség. Ha pedig npA =b > 1, ez a
szuperkritikus eldgaz6 folyamat, ekkor tud elterjedni a virus.
Tehat feltehetjiik, hogy np\ = b > 1, mivel csak ebben az esetben érdemes vizsgalni, hogy mikor
terjed at a virus a méasodik komponensre. Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor a virus méar az elsé
komponensben kihal, miel6tt atterjedhetne a masodikra is. Ebben az esetben teljesiil a kévetkezé
tétel, ami azt mondja ki, hogy szuperkritikus elagazo folyamat esetén a virus exponencidlisan
hossza ideig él, ha fennmaradt Q(loglogn) ideig. Azt pedig feltehetjiik, hogy életben marad leg-
alabb Q(loglogn) ideig, mivel ennyi id6 alatt a virus vagy kihal koriilbeliil % valoszintiséggel,
vagy megfertéz nagysagrendben logn cstcsot.
Tehat ahhoz, hogy a kétkomponenstd modellen nézhessiik a terjedést, el6bb azt az esetet vizs-
galjuk, mikor csak egy komponens van. Fz segit majd meghatarozni, hogy mi sziikséges ahhoz,

hogy két komponens esetében a masodikra is atterjedjen a fertézés.

2.1.2. Tétel. Adott eqy Erdés—Rényi-féle véletlen grafunk, G1 ~ G(n,p), ahol np = n®, np\ =

b > 1. Jelolyiik & -vel azon csicsok halmazdt, akik t iddpillanatban fertézott dllapotban vannak. Ez
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a kezdeti dllapotban jelenleg csak egyetlen csics, azaz & = {v} C V1. Legyen r = b_% log logn.
Ekkor léteznek n3,e,c > 0 b-tdl fiiggd konstansok, hogy V6 > 0-ra

P[PUG1 < min |&] < en
te] ]

n3 log n,ecn

&l > 0) > 5} — 0, (2.1)

ha n — oo.

Fogalmazzuk meg, mit is mond ki az elgbbi tétel. Ha az r idépillanatig nem halt ki a fer-
t6zés, akkor a G grafban a v pontbdl elterjeds virusndl annak a val6szintisége, hogy valamely
t € [n3logn,e™] idépillanatban viszonylag kevés fert6zott csucs van, maximum a populacio e-
szorosa, és ez nagyobb mint §, ennek a valészintisége tart a nulldhoz. Tehat az, hogy a megadott
hosszt idSintervallumban van egy olyan id&pont, mikor kevés a fert6zott csiics, ennek a valészi-
niisége nagyobb, mint ¢, feltéve, hogy az r-edik idépillanatig nem hal ki a jarvany. Ha ennek a
val6szintiségét nézziik, az tart nulldhoz.

Az elgbbi tételben a konstansok valasztasara a legmegfelel6bb értékek ns = ﬁ és € =

b—1"
1

i(l - b—l) Arra, hogy ezeket miért érdemes igy valasztani, most nem tériink ki részletesen, de
3
ezen értékek mellett elég pontos becslést kapunk. A becslés ugyanis nem minden 73, e-ra igaz, de

ezek a legkisebb értékek, amire bebizonyithato, hogy a becslés teljesiil.

Visszatérve a kétkomponensd modellhez, az egyik fontos kérdés, hogy ha a jarviny egyetlen
vo € V1 cstcsbhol kezd el terjedni, akkor mennyi id6 sziikséges ahhoz, hogy a Va-beli csticsok egy
pozitiv hanyada is fert6zott legyen. Masképp fogalmazva, mikor jut &t a jarvany a B élek altal
alkotott hidon, mikor kezd el terjedni a masodik komponensben is? Erre a kérdésre ad valaszt a

kovetkezs tétel.

2.1.3. Tétel. Rdigzitsink a € (0,1]-et. Tegyiik fel, hogy np = n®, np\ = b > 1, és legyen

1B] = ol gmiogtogn)
Ekkor 3¢ > 0, hogy ha 7 := inf{t > 0: [§& N V3| > en}, akkor Va € [0,00) és V6 > 0-ra

P[PU()(l;lSaz)—(l—i)[l—exp(—(b_blyaz)”>5}—>O, (2.2)

az dtkotd élek szdma Vi és Vo kozott. Vilasszunk egy tetszdleges vg € Vi-et.

ha n — oo.

2.1.4. Megjegyzés. A kilsé P.| a véletlen graf megvdlasztdasinak valdszintségét jelzi. A belsé
Py, valoszintdségnél nem irjuk ki a G1, Gy grafokat, de ennek ellenére ezek itt mdr rogzitettek. A

tétel maga pedig a T eloszldsfiggvényérdl szdolt.

Bizonyitas. Mivel a preciz bizonyitas tul hossza lenne, csak vazlatos bizonyitést adunk az el6z6

tételre. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy B = {(up,vp)} egyetlen élbsl 4ll6 halmaz,
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ahol u, € Vi,v, € Vo. ElGszor is, amikor a fert6zés egyetlen {y = {vo} C Vi csticsbél indul ki,
viszonylag kicsi r = O(loglogn) id6 alatt [&| jol kozelithets egy adott folyamattal, amelynél
a tulélési valoszintség (1 — %), ahol b = npA. Ekkor r id§ alatt a fertézés vagy kihal, vagy
exponencialisan hosszi ideig talél pozitiv siirtiséggel, mely mér szerepelt a 2.1.2. tételben. Ezt
az akadalyt Ggy gv6zhetjiik le, hogy az izoperimetrikus egyenlétlenséget alkalmazzuk, melyrél
a 2.1.6. tételben lesz szé.
Masodik lépésben a fert6zés dudlis folyamatat alkalmazzuk, és azt, hogy ez ugyanolyan eloszlas,
mint az eredeti fert6zés. A dudlis folyamatnal azt figyeljiik meg, hogy kit ki fert6zétt meg. Tehét
mintha visszafelé haladna az id6, a mar fert6zottektsl haladunk arra, ahonnan a virus elkezdett
terjedni. A dudlis folyamat ¢ > 0 id6pontban kezdddik, és {(!}scpo,-vel jeldljiik.Tehat, ha a
folyamat egy ¢ = v C V csticsbol indul ki, akkor ¢! N &_s # 0 valamely s € (0,¢)-re akkor és
csak akkor, ha v € &. Az eredeti folyamatban A rataval terjed a fert6zés az éleken keresztiil, és ez
a A a &-tol fliggetlen. Ezért azt figyeljiik meg, mikor a dudlis folyamat uy-bdél indul, azaz elGszor
csak ezt a részt nézziik. A dudlis folyamatban a fert6zott csicsok halmaza az r idépillanatra eléri
az Q(logn) méretet koriilbeliil 1 — % valoszintiséggel. Itt a nehézség valdjaban a dudlis folyamat
modellezésében rejlik, mert a modell az idében visszafelé haladva novekszik, és a csicsok sokkal
messzebb lehetnek egymastol, mint az eredeti folyamatban. Végiil, mikor a fert6zés atterjed az
(up, vp) élen, akkor egy 1j, fliggetlen duélis folyamatot inditunk. Minden dualis folyamatnak, hogy
taléljen r ideig, keresztezGdnie kell -vel. Ennek eredményeképp a virus atterjed vy csicsra. Innen
pedig elterjed a fert6zés Vo-ben koriilbeliil 1 — % valdszintiséggel, ez mar a bizonyitésvazlat elején
is elgkeriilt. Szoval abban az esetben, ha &, # 0, akkor a sziikséges id§, hogy a fert6zés atterjedjen
Vo-be a A(1— %)2 paraméterii exponenciilis eloszlas szerint zajlik, és annak a valoszintisége, hogy
& =0,1-— %—vel egyenls. Eppen ezt allitotta a 2.1.3. tétel. O

A tételben 7 az els6 olyan idépontot jelzi, mikor a masodik komponensben az emberek egy
pozitiv hanyada, azaz jelenleg az emberek e-szorosa beteg. Ha a virus elég sokiig fennmarad

(ami ~ (1 — %) valoszintiséggel kovetkezik be), akkor 7 eloszlasa megkozelitéleg exponencialis

| B| (bb_n ?2 parameéterrel. A fels6 hatara az élszamnak a két komponens kozott |B|A = blff'. Ezt
a megkotést az indokolja, hogy legyen értelme a két komponensnek, ne rogtén az egész grafban
terjedjen el a virus, hanem a mésodik komponensben csak bizonyos idé utan. Ha a hidon til nagy
valészintiséggel huzunk be éleket, akkor a két komponens nem kiiloniil el, szinte olyan, mintha
egy homogén Erdds—Rényi-grafmodellt vizsgalnank. A maximalis megengedett |B| élszam, ami
mellett még teljesiil a két komponens elkiiloniilése, O(n®). Kis t esetén a fert6zott cstcsok szama
Vi-ben t idépillanatban kériilbeliil bf, és minden virusos cstcs fokszama koriilbeliil np, és a
fert6zott csucsok minden szomszédjukat A\ valoszintiséggel fertézik meg. Tehat a fert6zott csucsok
szama eléri az en-t s = % idében. Elsfordulhat, hogy a virus nem csak egyszer, hanem

tobbszor is atterjed az egyik komponensbél a masikba. Nézziik meg, hogy mennyi az atterjedések
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biA|B btt1|B .
UB| _ BB g

szamanak virhato értéke. Ehhez felhasznéaljuk a kdvetkezd Osszefiiggést:

az atterjedések szdmanak varhato értéke a kovetkezd:

s pt+1 B bt Bllogh |B|eblogb
14a dt = 1+a ~ a '
o n n "

Hogyha |B| >> n®, azaz B nagysagrendje n® nagysagrendjénél nagyobb, azaz ezzel osztva vég-
telenhez tart, akkor a jarviny gyorsabban atterjed Vao-be, minthogy elérné Vi-ben az en méretet.

A 2.1.3. tétel alapjan alapjan hasonléan felirhatjuk a problémét m komponensre is.

A most kévetkezo részben az izoperimetrikus egyenlétlenségrél lesz sz6, mely lényegét a kévet-
kez& példa szemlélteti: vegylink egy tetszéleges orszigot, és nézziik ezen beliil a jarvanyterjedést.
Azt vizsgaljuk, hogy van-e olyan viros, melynek a hatira énmagahoz viszonyitva olyan kicsi,
hogy ez meggétolja a jarvany elterjedését. Azaz, attol, hogy ebben a varosban kitor a jarvany, ez
nem fog innen tovabbterjedni, mert annyira kicsi az innen kivezets élek szama. Természetesen
a kodzponti varosokat nem érdemes nézni, csak a kisebb varosokat, ahonnan nem vezet ki sok él,
azaz ahol kicsi a forgalom.

Ezenkiviil bebizonyitunk egy tételt, ami korlatot ad az e-izoperimetrikus szamra egy Erdés—Rényi

véletlen graf segitségével, aminek nagy az atlagos fokszama.

2.1.5. Definicid. Legyen adott egqy G = (V, E) grdaf. Ekkor a G grdfhoz tartozo e-izoperimetrikus
szamot jeloljik i-(G)-vel, és a kovetkezdképpen definidljuk:

10U

M@me{deCKMSdW}

ahol OU C FE élek egy olyan halmaza, melynek pontosan az eqyik végpontja az U csicshalmazban

van.

2.1.6. Tétel. Ha G ~ G(n,p) egy Erdés—Rényi véletlen grdf, ahol a csicsok szdma n, két csics

kb2t az él behizdsi valdszindsége p, és np > 28(logn)3, akkor Ve > 0-ra

. 2

i-(G) > (1 —¢e)np — (np)3 (2.3)
1 — o(1) walészindséggel, ha n — oo.

Erdemes megemliteni, hogy ez a korlat lényegében nagyon éles, kevéssé tér el attol, hogy ha
U en-edrésze a csucsoknak, akkor |OU| ~ Binomialis(|U|(1 — €)n, p), ezért nagy valdsziniiséggel
0U] = [U[(1 — &)np(1 + o(1)).

A viszonylag nagy fokszamra pedig azért van sziikség, hogy ne legyenek elszigetelt varosok, mivel
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ha kevés él lenne, akkor nyilvan el6fordulna ilyen, és egy elszigetelt varosbél nem tud elterjedni
a virus.

A tétel bizonyitasahoz felhasznéaljuk a kdvetkezs két lemmat.

2.1.7. Lemma. Markov-egyenldtlenség: Ha X > 0 valdszintiségi valtozd, és létezik az E(X) > 0

vdrhatd érték, akkor Ya > 0 valds szdm esetén P(X > a) < @
2.1.8. Lemma. Bernstein-eqyenldtlenség: Legyenek az X1, Xa, ... valdszintdségi vdltozdk fiigget-

lenek, azonos eloszldsiuak, és tegyiik fel, hogy létezik a vdrhato értékik. Ha x > E(X1), akkor

X+ X
P< 1+ Xo+
n

X
t An > x) < U (x),

mig, ha v < E(Xy), akkor

P<X1+X2+...+Xn

- < x) < U (z),

ahol ¥(z) = irtlf e R(t).
Az elébbi R(t) = E(e!X1) fiigguényt az X1 valdszintségi vdltozd momentum generdld fiigguényének
nevezzik. Akkor mondjuk, hogy R(t) létezik, ha az origd az R(t) értelmezési tartomdnydnak belsd

pontja.

Bizonyitas. Jelolje P(u,m) annak a valoszintiségét, hogy a G graf tartalmazza a cstcsok egy

U C V halmazat, ahol |U| = u, és |0U| < m. Ekkor csak azt kell belatnunk, hogy
En
S P(u,m(u)) = of1),
u=1

ahol m(u) := u[(1 —e)np — (np)g], és ezzel bebizonyitottuk a tételt. A Markov-egyenl6tlenséget
felhasznalva kapjuk, hogy

P < (1) S (" ) —prem = ((7) po < mw),

ahol X, ~ Binomialis(u(n — u),p). Ezutan a Bernstein-egyenlGtlenséget alkalmazzuk. Ennek

eredményeképp azt kapjuk, hogy

—t2
P(|Xy — E(Xy)| > t) < 2exp {WM}
u 3

Legyen t = E(X,) — m(u) = u(enp — up + (np)%) Megjegyezziik, hogy, ha t > u(np)g, ahol
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u < en, ott

P(X, < m(u)) < P(IX, — B(X,)| = u(np)3)

—u?(np): 2 }
2[u(n — w)p(1 — p) + gu(np)3]

2o { )

1
< Qexp{ - 3U(np)il*},

< Qexp{

feltéve, hogy np > % Ezutan felhasznaljuk azt a feltételt, miszerint np > 28(logn)3.

en 1
ZP(u,m ) < 22 _(np)s 2n6_(77p)3 (1- ne%)_l = o(1).

Ezzel az eredeti allitdst belattuk. O

2.2. Jarvanyterjedés a ,preferential attachment” grafmodellen

Ebben az alfejezetben féként a [4] cikk tartalméat hasznéljuk fel. Mint azt lathattuk az els6
fejezetben, a ,preferential attachment” modell sokban hasonit a valés halézatokhoz. Igy a valodi
fert6zések terjedését az emberek kozt, illetve az internetes virusokét is jobban modellezi ez a graf
az Erdgs—Rényi-modellnél. Belatjuk, hogy barmely virus, ami pozitiv valészintiséggel terjed at
a szomszédaira, nem elhanyagolhato eséllyel alakulhat jarvannya. Ezenkiviil megmutatjuk, hogy
a fert6zés terjedésének folyamata erdsen fiigg a grafban el6fordulé fokszamoktol. Megmutatjuk,
hogy, ha a grafban minden cstics fokszama jelentsen kisebb, mint )\, akkor a jarvany gyorsan
kihal. Ha pedig a virus elér egy olyan cstcsot, melynek fokszédma jelentdsen nagyobb, mint 5,
akkor a jarvany nagy valdszintiséggel hosszn ideig tlél ennek a cstcsnak a szomszédai kozott.
Itt a A a fertézés terjedésének ratajat jeloli. Ebben a részben feltessziik, hogy A € [0, 1].

Az altalanos modell, amit a virusos fertézések vizsgalatara hasznalunk, a ,susceptible - in-
fected - susceptible”, azaz a SIS modell. Itt minden cstucs vagy fert6zott, vagy egészséges, de a
fert6zésre fogékony. Egy fert6zott csiics 1 rataval egészségessé valhat, fiiggetleniil a szomszédai
allapotatdl. Egy egészséges csiics pedig c rataval fert6zodik meg, ahol ¢ az adott cstcs fert6zott
szomszédainak szaméat jeloli. Tehat ez ugyantgy zajlik, mint az Erdés-Rényi-modellnél a 2.1.
szakaszban: szintén Poisson-folyamatrél van sz6, melyet a rata jellemez. Itt a A megegyezik a
fert6zés terjedésének ratajaval.

Ez a modell természetesen nem minden kériilményt vesz figyelembe. Példaul, ha a koriilsttiink
él6k koziil mindenki beteg, akkor mi is nehezebben gy6gyulunk meg a valésagban, esetleg elkap-

hatjuk az adott virus egy mutalédott valtozatat, vagy egyéb virusfertézés is terjedhet ugyanakkor,
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més valoszintséggel, és a kettd talalkozasakor kialakulhatnak bizonyos szévédmények. Lathatjuk,
hogy a val6sag modellezése nem olyan konnyd, de néhany kortilményt kiemelve, j6l hasznalhato
modelleket alkothatunk, melyek a gyakorlatban hasznunkra valnak.

Az egyik legfontosabb eredmény ebben a témakdrben a jarvanyterjedeési kritikus érték létezése,

melyre a tovabbiakban kiiszobérték néven hivatkozunk. Végtelen grafok esetén két kiiszobérték,
A1 68 \o létezik a jarvanyterjedésre, és teljesiil rajuk, hogy A1 < Ao. Ha A > Ao, akkor pozitiv
valoszintiséggel elterjedhet a virus a graf barmely pontjara. A A1 < A < Ag esetben a virus pozitiv
valoszintséggel tilél, de végiil szinte biztos, hogy minden csics meggyogyul. Ha A < A1, akkor a
virus nagy eséllyel kihal. Ezenkiviil ismert més alaptipust grafokra is hasonlé témaja eredmény.
Példaul, hogy a Zg, azaz d dimenzios kockaracs esetén A1 = Ao, a regularis faknal pedig, azaz az
olyan fdknal, ahol minden cstcs fokszdma megegyezik, A1 < Ao.
Véges grafokndl a fertGzés 1 valdszintiséggel kihal. Mivel, ha a csiicsok pozitiv valoszintiséggel
gyogyulnak, akkor kis gyégyulasi valészintiség esetén is lesz viszonylag sok idé mulva egy valo-
szintiséggel olyan révid id6tartam, amikor minden cstics egyszerre meggyoégyul. Tehat a csiicsok
pozitiv valészintiséggel gyogyulnak meg egy adott id6tartam alatt.

Egy természetes definicid a jarvanyokra véges esetben, ha egy jol definialt végtelen graf egy
véges részhalmazat nézziik, példaul Z9t. Tehat az [—n,n]? d dimenziés kockira van egy A.
pozitiv szam, amire ha A > A, akkor a valészintiség ugrasszertien eltdvolodik a nullatél, a virus
talélési ideje exponencialis lesz n%ben. Ha pedig A < )., akkor a fertézés logn id6 alatt kihal
(1 — o(n)) valoszintiséggel.

Raadésul ez a ). szam megegyezik a kiiszobértékkel Z¢ esetben. Innen adodik a kovetkezs allités,
miszerint a virus jarvinnya alakul, ha a kihaldsdhoz sziikséges id6 polinomialisnal gyorsabban

valtozik a graf csicsszamanak fiiggvényében.

2.2.1. Megjegyzés. A polinomidlisndl gyorsabb névekedés alatt azt értjik, hogy, han grif csics-

szdma, f(n) a kihaldshoz sziikséges idé n csics esetén, akkor % — o0 Vk-ra.

2.2.2. Megjegyzés. A tilélés alatt azt értjik, hogy tetszdlegesen sok idé utdn is van fertézott

cstics. A jarvany kihaldsa alatt pedig azt, hogy a fertézott csicsok halmaza ftires, és tires is marad.

Vajon mennyi az értéke a \. kiiszobértéknek skalafiiggetlen grafok esetén? Ebben a témaban
korabban is sziilettek cikkek, melyekben az szerepelt, hogy a A, kiiszdbszam a skalafiiggetlen
grafokban 0. Ezt aktuélis adatokkal és kutatasokkal ala is tdmasztottik, de nem volt ismert
a preciz bizonyitas. A jelenleg hasznalt cikk [4] az, ahol az els§ szigori bizonyitéas jelent meg
errgl skalafiiggetlen grafokra, konkrétan a ,preferential attachment” modellre. A bizonyitasnél
a ,preferential attachment” modell egy mésfajta abrazoldsa, a Pélya-urnamodell alkalmazahaté.

Az alapgondolat a kovetkezd: legyen adott egy rogzitett csiucs, ez legyen példaul piros, a tobbi
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pedig kék. Megnézziik, hogy az 1j csiics hova fog kapcsolédni. Ha a piros csticshoz, akkor ennek
a fokszama né eggyel, ha valamelyik kékhez, akkor a kék cstucsok 6sszfokszama né eggyel.

A kiiszobérték, vagy méasnéven kritikus érték, valoban 0 a skalafiiggetlen grafokban. Ez azért
olyan fontos a jarvinyterjedés szempontjabol, mert azt jelenti, hogy azok a virusok, melyek lassan
szaporodnak, szintén pozitiv eséllyel valhatnak jarvannya. A tovabbiakban nem csak errdl lesz
s70, hogy nulla vagy pozitiv ez a valdsziniiség, hanem egy alsé— és felss korlatot is adunk erre a
valészintiségre, a A fiiggvényében. Ezt két kiilonb6z6 esetben vizsgaljuk: mikor a fertézés egy elére
kijel6lt konkrét csticsbdl kezd terjedni, vagy pedig egy teljesen véletlenszertien valasztott csticsbol.
Kideriil, hogy a két lehet&ség nagyban kiilonbozik egymastol, ezekrél lesz szo a kovetkezs két
tételben.

A skalafiiggetlen graf modelljének hatasara alakult ki a Barabasi—Albert-modell, melyrél mar
volt sz0 a az 1.4.1. részben. Elevenitsiik fel ezt a grafmodellt 4jbol. Rogzitsiink egy m > 2 egész
szamot, és egy 0 < o < 1 valds szamot. Jelolje {v;} a csucsok halmazat, és G; a grafot az i.
idépillanatban. GG csak a vy cstcsot tartalmazza, G a vy, vy csticsokat, és m darab 6ket 6sszekdts
élt. Ebbdl kiindulva a kdvetkezs rekurzio szerint épitjiik fel a grafot: ha adott Gy—1, akkor G-
t tgy kaphatjuk meg, hogy hozzavesziink egy v, cstcsot, és kivalasztunk m csicsot G,,_1-bél,
melyek kézt egy cstics akar tObbszor is el6fordulhat. A kivalasztott m csicsot jeloljik wy, . . ., Wy,-
mel. A w; csicsot « valdszintiséggel egyenletesen, 1 — « valdszintiséggel pedig a ,preferential

attachment” modell szabalyai szerint valasztjuk, azaz ekkor wy =v; (i=1,...,n—1),
degnfl(vi) o degnfl(vi)

5 (deg, () 2min —2)

valoszintiséggel. A képletben deg,,_;(v;) a v; cstcs fokszaméat jeloli az (n — 1). id6pillanat-
ban. Majd ugyanigy folytatjuk, csak wy meghatarozasakor deg, _;(v;) helyett deg’,_;(v;) =
deg,_1(v;) + [{1 < j <k — 1jw; = v;}|-t hasznaljuk. Ezutan htzzuk be az ] éleket oly modon,
hogy vy,-t 6sszekotjilk wy, ..., wy-nel. Amiatt, hogy megengedtiik egy csiics t&bbszori bevalasz-
tasat, a grafban tobbszoros élek is el6fordulhatnak.

Ha o = 0, akkor a ,preferential attachment” modellt6l ez mindéssze annyiban tér el, hogy ott
megengedettek voltak a hurokélek, mig itt nem. Ezzel ellentétben, a t&bbszoros élek mindkét
modellben engedélyezettek. Bonyolultabb eset, mikor tobbszérds éleket sem engediink meg, ezzel
most nem foglalkozunk. Most azt az esetet vizsgaljuk, ahol t&bbszoros éleket megengediink, de

hurokéleket nem.

2.2.3. Tétel. YA\ > 0-ra létezik N, hogy ha a grif mérete n > N, azaz a grif elég nagy, akkor
teljesiil a kovetkezd dllitds. A grdaf minden csicsa kozil azonos valdszintdséggel vdlasztunk egqy v

csucsot, ez lesz a virus kiinduldpontja. Jeloljik Q(v)-vel, hogy mennyi annak a valdszinidsége,
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hogy v-b6l inditva tilél a jarviny. Ekkor 1 — O()\2?) valdszintséggel v egy olyan csiics, melyre

log % log %

C
)\ lloglog% S Q(’l}) S )\ 210@;1(&,‘%7

ahol C1,Co konstansok, melyek nem fliggnek A-tol, sem n-t6l. FEzzel o tilélési valdsziniségre

adtunk eqy also és felsd korldtot is.

2.2.4. Megjegyzés. Tovdbbra se feledkezziink meg arrdl a feltételrél, hogy N\ € [0,1], erre a

tételben 1s sziikség van.

A maradék O(A\?n) cstics, amit kihagytunk az el6z6 tételnél, ersen befolyasolja az atlagos ttlélési
valoszintiséget, ezt mutatja be a kovetkezd tétel. Ez a kimaradt csicshalmaz olyan erds befolyassal
bir, hogy az Osszes cstucsot tekintve, ez tugy fog viselkedni, mint az a kevés csics, amit most

hozzavettiink.

2.2.5. Megjegyzés. Azért O(\%n), mivel n db csics van Osszesen, és az egyenletes eloszlds

miatt mindnek % a valdszindsége.

Tehat most az sszes cstucsot nézziik, azokat is, amiket az el6z6 tételben figyelmen kiviil hagytunk.

2.2.6. Tétel. Y\ > 0-ra létezik N, amire igaz, hogy ha a grdf mérete n > N, ekkor teljesil a

tételiink dllitdsa. A grdf minden csticsa kézil azonos valdszindséggel, egyenletes eloszlds alapjdin

vdlasztunk egy v csicsot, ebbdl a csicsbol kezd el terjedni a fertézés. Jelolyik itt is Q(v)-vel, hogy

mennyt annak o valdszinisége, hogy v-bél inditva tulél o jarviny. Ekkor o tulélési valdszindség

alsé és felsé korldtja a kovetkezd: \&3 < % iQ(v) < X% ahol C3,Cy abszolit konstansok, azaz
i=

nem fliggnek A-tol, sem n-tdl.

Ebben a tételben az Osszes cstcs koziil valasztottunk egyenletes valészintséggel, azaz a tulélési
valoszintiség % i Qv).
Migaa2.2.3. t(z’e;élben n(1—0(A?)) csticsbol valasztottunk, és igy egy mas nagysagrendi becslést
kaptunk, mint a mostani esetben. Ezt gy képzelhetjiik el, hogy ha a grafban talalhato viszonylag
kevés nagy foka csucsot elhagyjuk, akkor a jarvany nem terjed olyan mértékben, mintha az
elhagyott nagy fokszammal rendelkez§ csiicsok is szerepelnének. Mivel a grafban a csiicsok nagy
része olyan, hogy onnan inditva a jarvany lassan terjed.

A kovetkezs definicié pontositja a gyogyulas, illetve a fertézés valoszintiségét, illetve ezek ide-
jét. Ebben a modellben egy cstics kétféle dllapotban lehet: egészséges vagy fert6zott. Emiatt elég
csak a gydgyulast és a fertézést vizsgalnunk, mivel ez a két folyamat mehet végbe a grafban. Egy

fert6zott csics exponencialis id6 alatt egészségessé valik, fiiggetleniil a szomszédai allapotatol.

Egy egészséges cstcs pedig fert6zotté valik, a fert6zott szomszédainak szdmanak aranyos rataval.
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2.2.7. Definicié. Egy G(V, E) grifon adott egy A paraméterd jarvinytejedés, ami egy folytonos
idejd ny Markov-folyamat. Ez barmely t idépillanatban meghatdrozhats eqy A ={v € V : n(v) =
1} csticshalmaz dltal. Ebben az A halmazban vannak a fertézott csicsok, a t6bbi csics egészséges.
A terjedés rdtdja pedig a kovetkezd n-re:

A— A\ {v}, 1 rdtdval, hav € A és

A— AU{v}, AN{ue A:{u,v} € E}| rdtdval, ha v ¢ A.

Azaz a definicio szerint egy adott csics egy rataval gyogyul meg, a fertézés rataja pedig a szom-
szédai szdmanak A-szorosa.

Feltessziik, hogy a t = 0 idSpontban a graf egyetlen cstuicsa fertézott. Egy végtelen grafban a
fert6zés akar végtelen ideig is fennmaradhat. Ezzel szemben egy véges grafban egy id6 utan a fer-
t6zés kihal, azaz az A cstcshalmaz iires lesz, és iires is marad. Véges gréafok esetében vizsgaljuk,
hogy mennyi id§ sziikséges ahhoz, hogy minden cstics egészségessé valjon. Altalanossdgban azt
mondhatjuk, hogy egy fert6zés akkor alakul jarvanny4, ha a kihaldsdhoz sziikséges id§ exponen-
cialis, a graf csicsszamanak fliggvényében. Megmutatjuk, hogy egy n cstucsu skalafiiggetlen graf
esetében létezik A, kiiszobérték, amire igaz, hogy, ha a fertézés A ratajara teljesiil, hogy A > A\,
akkor ez egy adott konstans valoszintséggel alakul jarvannyé, és A, — 0, ha n — oo. Ezzel
ellentétben allnak a korlatos foku grafok. Ezek jellemzd tulajdonsaga, hogy minden cstcs foka
legfeljebb d lehet. Itt a fert6zés nagy valdszintséggel exponencidlisan gyorsan kihal, ha A < %. A
kovetkezs tétel nem mondja ki az exponencialis id6ben torténd kihaldst, csak egy felsg korlatot

ad annak a valészintiségére, hogy egyszerre sok fert6zott cstcs volt.

2.2.8. Tétel. Legyen adott eqgy G grdf, amelyben a mazximdlis fokszdm d. Legyen S azon csicsok
halmaza a G grdfban, melyek valaha is fertézittek voltak. Ekkor P(|S| > k) < (2d\)* teljesiil

minden k-ra.

Bizonyitas. Feltessziik, hogy Ad > 1, ez nem sokban fog kiilénbo6zni az dltalanos esettdl. Legyen
az A halmaz szamossaga X. Pontosabban, legyen az A halmaz szamossaga a t idépontban X, te-
hat ez végig fligg a t-t6l, de ezt az egyszertiség kedvéért most nem jelljiik. Hogy egy egészséges
csucs fert6zotté valjon, és forditva, ezen két esemény egyszerre megtdrténésének valdsziniisége
nulla. Ezért a fertézés terjedési ratajat X-re a kovetkez6képpen hatarozzuk meg:

X —- X —1 X rataval, és

X = X+1 Me(A, A)| rataval,

ahol ¢(A, A) = {{u,v} € E:u € Av € A}

Tehat |c(A, A)| < Xd, mivel X cstcs van, és mindegyik foka legfeljebb d. Ezért az X; névekedé-

sének valoszintisége legfeljebb

AXd M <1Ad
X+MAXyd 14X 277
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azon feltevés mellett, hogy Ad < 1, és X cstkkenésének a valoszintisége pedig legalabb

1
1+ Md

1
1—=-Ad.
> 2)\d

Itt a névekedés és a cstkkenés a fert6zott cstuesok szdmara vonatkozik. Ahhoz, hogy elérjiik
X = k+1 egyenlSséget, sziitkség van legaldbb k novekedésre az els§ 2k esemény kozott. Ennek a
valoszintisége legfeljebb 22F(24)F = (2d\)¥. Ezzel megadtuk a felss korldtot, épp ez volt a célunk.
O

2.2.9. Megjegyzés. Egy csics megfertdzddése abban az iddpillanatban térténik, mikor szom-
szédjai kozott iddben az elsd fertéz. Az, hogy ezutdn egy mdsik szomszédja is terjeszti a fertdzést,
mdr nem szdmit, hiszen ekkor mdr igyis fertézott a vizsgdlt csics. (Természetesen, ha kézben
meggyogyult, akkor 1gbol szamit.) Ehhez kapcsoldddan haszndljuk fel, hogy exponencidlis eloszldsok

minimuma exponencidlis, ezért lesz a megfertézédés rdtdja Nc(A, A)|.

2.2.10. Kovetkezmény. Legyen G eqy grif, és eqy adott v € G csucs. Legyen | eqy rogzitett
pozitiv egész szdm. Tegyiik fel, hogy v-nek az l sugari gombi kdrnyeztében minden csics fokszama
legfeljebb d. Tegyiik fel, hogy a jarvinyterjedés a {v} csicsbol indul ki A < Tld paraméterrel. Ha
T > 0, akkor S(T) legyen az az esemény, mikor Ap # 0, és legyen B(l) azon esemény, mikor a

fertézés sosem keriil ki a v csiucs | sugari kérnyezetébdl. Ekkor minden T-re
P(S(T)|B(1)) < (2xd)T.

Tehat, ha nem fert6z6dik meg egy csics sem az adott kérnyezeten kiviil, akkor a jarvany nagy

valoészintiséggel kihal.

A kovetkez§ tételben egy csillag alaki grafon vizsgdljuk a fertGzés terjedését. Ez a 2.2.3. tétel
bizonyitdsahoz hasznalhatd fel. Megmutatjuk, hogy nagy valdsziniiséggel a csillag formaju graf-
ban a fert6zés exponencialisan hosszi ideig tulél a csucsszam fiiggvényében. A bizonyitas Gtlete
a kovetkezd: amikor a csillag kézepe megfert§zddik, akkor a levelek is magas rataval fertézod-
nek. A fert6zott levelek szama elég magas ahhoz, hogy biztositsa a fertézés tulélését a grafban,
amig a kozépsd csics djra meg nem fertézddik. [tt a kozépss cstucs fontos tulajdonsiga, mely a

bizonyitashoz is sziikséges, hogy viszonylag nagy a fokszama.

2.2.11. Tétel. Legyen G egy csillag alaki grdf, x kézépponttal, és yi1, ...,y levelekkel. Legyen
Ay azon csiucsok halmaza, amelyek a t idépontban fertdzéttek. Ekkor létezik C valds szdm, hogy

ha Ag = {z}, akkor P(Acqpcraz) #0) =1 — o(k).

Azaz a tétel azt mondja ki, hogy a fert6zés nagy valdszintiséggel exponencialis id6 mulva is

életben lesz a csillag alaki grafon.
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2.2.12. Megjegyzés. A levelek azon csicsok, amikbdl nem megy ki él.

A kovetkez§ részben egy kicsit gyakorlatiasabb szemszdghdl nézziik a jarvanyterjedést, ami

talan a modellezés bonyolultsagat is el6térbe helyezi.

2.3. Az influenzavirus terjedése

Ebben a részben a [14] cikk otleteit és dbrait hasznéluk fel, és az influenza terjedését vizsgaljuk
részletesebben. Ez egy olyan probléma, amivel minden évben tjra és Gjra szembesiiliink vilag-
szerte. Ezért fontos minél jobb és hatékonyabb modellt talalni az influenza megelézésére. Célunk,
hogy matematikai modellek segitségével az adott jarvany kitorése esetén cstkkentsiik minima-
lisra a betegség tovabbterjedését, és az esetleges halalozast. Ehhez hasznos, ha ismerjiik a virus
fontosabb jellemz&it. A grafmodelliinkben a csticsok az embereket jelképezik, két csics kozt futd
él pedig azt jelenti, hogy a két ember ismeri egymast, valamilyen kapcsolat van kdztiik. A virus
adott valdszintiséggel terjed a grafban az éleken keresztiil.

A fert6z6 betegségek modellezésének alapotlete, hogy felosztjuk a populaciot fiiggetlen cso-
portokra néhany jellegzetes tulajdonsag szerint, ami fontos a jarvany megel6zése szempontjabol.
El6szor az egyik legegyszertibb jarvanyterjedési modellt, a SIR modellt hasznaljuk. Itt 3 cso-
portba osztjuk az embereket: S, I és R, ahol az S csoportba tartoznak a fert6zésre fogékony
személyek, azaz, akik elkaphatjak a betegséget. I jeldli a fert6zottek csoportjat, 6k azok, akik
tovabb tudjik terjeszteni a betegséget. R pedig a méar felépiilt személyek csoportja, akik mar

immunisak az adott influenzatipus ellen, azaz 6ket mar nem lehet megfertézni.

OROR0

2.2. 4bra. Az alap SIR modell

Persze a kategoridkat mas szempontok alapjan is valaszthatnank. Példaul kiilén csoportba so-
rolhatnank azokat, akik be vannak oltva az influenza ellen, és akik nem, vagy kialakithatnank
a csoportokat korosztalyok szerint is. S6t, akir az el6bbieket kombinalva egy még bonyolultabb
modellt is felirhatnank. Természetesen a dinamikus modelleknél a csoportok kézt van atjaras, az
egyének atkeriilhetnek egyik csoportbél a masikba.

Egy fontos fogalom, amit be kell vezetiink, a ,basic reproduction number”, amit Rg-lal jeld-
liink. Ry az egy lépésben Gjonnan megfert6z6dott csucsok atlagos szama. Kezdetben egy fert&zott

cstics van, és innen kezd el terjedni a virus az S csoportban. Altaldban, ha egy virus megjelenik

28



egy kozosségben, akkor alakul jarvannya, ha Rg > 1, ha pedig Ry < 1, akkor a virus gyorsan
kihal, miel&tt még jelentGsen elterjedne. Szintén fontos mennyiség, amivel jellemezhetjiik a virus
erGsségét, a tdmadasi rata. Ez azt fejezi ki, hogy a lakossag mekkora hanyadanak kell atesni a
betegségen, miel6tt a virus kihal.

Az influenza egy szezondlis virus, azaz mindig az év egy bizonyos id§szakaban jelenik meg.
Az egyik legjobb védekezési modszer ellene a véd&oltas, &m az oltdanyag gyartasa idGigényes
folyamat, ezért mar joval a virus kitorése el6tt megkezdik a megfelel6 mennyiség legyartasat.
Magyarorszagon altalaban januar és marcius kozott zajlik az influenzaszezon, az oltéanyagok
pedig mar oktober koriil megfelel6 mennyiségben készen vannak. Az oltast beadatni koriilbeliil
novemberben érdemes. De az influenza sajnos gyakran mutalodik, és ekkor a tavaly kifejlesztett
oltébanyag mér nem nyajt védelmet az 4j véiltozattal szemben. Ilyenkor, hirtelen kitérs 4j val-
tozat esetén el6fordulhat, hogy a virus terjedése és az oltdéanyag gyartasa parhuzamosan zajlik,
gyakorlatilag verseny folyik a kett6 koézott, hogy melyik a gyorsabb. Erre egy példa a 2009 tava-
szan megjelent 14j influenzatorzs, HIN1 tipusid jarvany volt, melyrél lesz sz6 a 2.4. részben. T6bb
orszaghan nem voltak felkésziilve egy ilyen méreti jarvanyra, és nem volt megfelel§ mennyiségd
oltéanyag sem, a virus pedig vilagszerte elkezdett terjedni. Azonban egy ilyen esetet modellezni
joval bonyolultabb, mint mikor az oltéanyag mar megfelel§ mennyiségben rendelkezésre all a
virus kitorésekor. Fzért most csak az egyszertibb esettel foglalkozunk.
Ha az oltasok a megfelels id6ben beadésra keriiltek, akkor ezt a modellben gy jelenithetjiik meg,
hogy a kezdeti allapotban az immunis csoportba keriilnek mindazok, akik megkaptak az oltast.
Akik elkapjak az influenzat, azok miutan atestek a betegségen, mar nem kapjak el 1jbol a virust
az adott szezonban, ellenalloak lesznek ezzel a betegséggel szemben. Az SIR modellnél feltessziik,
hogy mindenki egyértelmiien besorolhat6 az egyik kategériaba, tehat a csoportok szamossiganak
Osszege kiadja az egész lakossag szamossagiat. Az egyes csoportokban 1év6 személyek szama a ko-
vetkez§ esetekben valtozhat: ha egy fert6zott és egy fert6zésre fogékony személy talalkozik, vagy
amikor valaki felépiil a betegségbdl. Ennél a modellnél az egyszertiség kedvéért azt is feltessziik,
hogy nincs be- vagy kilépés a kozosségbe. Figyelmen kivil hagyjuk a sziiletést, a természetes
halélt és a migraciot. Ezenkiviil feltessziik azt is, hogy a populacié homogén, azaz minden egyén
ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, egyforma valdszintiséggel kapjak el a virust, pedig
ez a valdsdghan nem igaz. Az életben ez fiigg a kortdl, kdrnyezettsl, a sajat immunrendszer alla-
potatol, és sok egyéb tényez6tsl is.
Az influenza modellezésénél nehézséget jelent, hogy nem minden fertézott személy produkal
tiineteket. Egy jelentés hanyaduk tiinetmentes, de ugyanigy hordozza a virust, képes annak to-
vabbadésara. Tehat érdemes bevezetniink még egy csoportot a modellbe, melybe a tiinetmentes,
de fert6zést hordozo6 egyének keriilnek.

Vizsgéljunk meg tehét egy kicsit bonyolultabb modellt, mely a SIR modell tovabbfejlesztése.
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Két, tipikusan az influenzara jellemz& 1 csoporttal bévitjiik az eddigi modelliinket, igy kapjuk
a SEAIR modellt. Az FE-vel jel6lt 4 csoportba azok keriilnek, akik épp elkaptik a betegséget, de
még nem fertéznek. Ezt lappangasi idGszaknak nevezziik, ami altalaban viszonylag révid ideig
tart. A masik ajonnan bevezetett A csoportba pedig a mar emlitett tiinetmentes személyek tar-
toznak, akik hordozzak a virust, de nincsenek tiineteik. R6luk nagy valdszintséggel nem deriil
ki, hogy elkaptak a betegséget, de 6k is ugyantgy terjeszthetik tovabb, ami nehezebbé teszi a

valésaghii modell 1étrehozasat.

2.3. dbra. A SEAIR modell

Mint mar korabban emlitettiik, az influenza megelézésére a legjobb modszer a védGoltas. Jelen
esetben olyan modelleket vizsgalunk, ahol az oltéanyag gyirtdsa megel6zi az influenzaszezont,
szoval, ha egy beoltott kozosségben modellezziik az influenza tejedését, akkor kezdetben is van-
nak immunis személyek. Ekkor a ,reproduction number” médosul, ez lesz a ,control reproduction
number”, amit R.-vel jeloliink. Ahhoz, hogy elkeriiljiik a jarvany kitorését, R, < 1 sziikséges.
Néhany esetben el¢fordulhat, hogy a véd&oltas nem nyijt teljes védelmet, vagy az is, hogy nem
oltottak be elég embert, igy a jarvany az oltasok ellenére is elterjedhet.
Egy maésik lehetséges stratégia az influenza megel6zésére az antivirusos kezelés. Ezt altalaban
akkor alkalmazzék, ha nem all rendelkezésre megfelel§ mennyiségi oltdéanyag. FEz a kezelés csok-
kenti virus lefolyasi idejét, és a fert6zéképességét a beteg embereknek.
Természetesen vannak mas megelézési modszerek is, példaul a kapcsolatok szamanak csokken-
tése. Ez megvalésithato esetleg az iskolak bezarasaval, vagy a zsufolt helyek, nagyobb csomopon-
tok lezérasaval. (Ilyen helyek példaul a bevasarlokozpontok, konferenciak, nagyobb kézlekedési
csomopontok.) Vagy a virus terjedésének kezdetekor elzarhatjuk a mar fert6zott személyeket az
egészségesektdl, hogy ne fert6zenek meg mésokat. Persze itt is felmeriilnek problémak, példaképp,
hogy vannak, akik tiinetmentesek, de mégis képesek megfertézni masokat.

Végiil nézziink meg egy még bonyolultabb modellt, ahol az influenza jarvany néhany tovabbi
jellegzetességét hasznaljuk fel. Ez a SEIR modellen alapul, ahol az eddig hasznalt S, E,I, R

jelentése tovabbra is ugyanaz. Az els6 szempont, amit az 1j modellnél figyelembe vesziink az
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emberek kora. A korosztaly szerinti besorolds t6bb szempontbol is fontos, hiszen sok paraméter
korfligg6, ami befolyasolja, hogy mekkora valésziniiséggel kaphatja el valaki a virust, rdadasul
a kiilonb6z6 kort személyek mas-mas kozdsségekben mozognak. Ezenkiviil figyelembe vessziik,
a virus lefolydsdhoz sziikséges id6t is. Tanulmanyok szerint az emberi testnek Gsszesen 14 nap
sziikséges a véddoltas utan annyi antitest elGallitasdhoz, ami mér biztositja a kell§ védettséget. A
koztes peribdusban sajnos elkaphaté a virus. Ez a késleltetés akkor lehet fontos, ha az oltéanyag
csak a virus kirobbanésa utan lesz elérhets. A harmadik tulajdonsagként pedig azt vizsgaljuk,
hogy melyik korcsoportot célszert elébb beoltani. Ehhez 6ssze kell hasonlitani kiilonb6z6 oltasi

stratégidkat. Cél a 60%-os beoltottsag a harom honapos oltasi periodus végére.

ORCROR0
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2.4. dbra. A SEIR modell egy tovabbfejlesztése

Mivel a lappangasi idészak egészen rovid, minddssze koriilbeliil 1,25 nap, ezért figyelmen kiviil
hagyjuk azt a kis valészintiséget, hogy valaki akkor kapja meg az oltéanyagot, mikor épp az F
csoportban van, azaz mikor mar elkapta a betegséget, de még nem jelentkeztek a tiinetek. Az S
csoportbeli személyeket oltjak be, mig el nem érik a 60%-0s beoltottsdgot. W osztalyba pedig
azok keriilnek, akik mar megkaptak az oltast, de még fert6zhetGek (ez a periédus koriilbeliil 14
nap), vagy azok, akiknél az oltas hatéstalan. Az oltas beadasa utdn 14 nappal vagy immunissa
valnak g valészintséggel, és az Ry csoportba keriilnek, vagy, ha az oltas hatastalan volt, vagy
elkaptak a virust ebben a koztes periddusban, akkor tovabbra is fogékonyak a fert6zésre, ekkor az
Sy csoportba keriilnek. Itt ugyanigy torténik a fertézés terjedése, mint az S csoportban.Tehat

példaul a beoltott, de ennek ellenére fert6zott személyek csoportja az Iy .

2.4. A 2008 — 2009-es influenza terjedése megfigyelések alapjan

Ebben a fejezetben valos statisztikai adatok altal [18] vizsgaljuk a jarvanyterjedés néhany tu-
lajdonsagét. Az influenzat nézziik példaképp, melyrsl mér esett sz6 a 2.3. fejezetben. Ennek a

virusnak is t6bb tipusa van, az évek soran kiilonb6z6 valtozatok jelentek meg, mely rendkiviil
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megnehezitette a kezelést. Most a 2008 —2009-es szezonban elterjedt HIN1 tipust virus terjedését
vizsgaljuk részletesebben. A felhasznalt adatokat az Amerikai Egyesiilt Allamokban régzitették,

a 2009-es influenzaszezon végével bezardlag.

Influenza Positive Tests Reported to CDC by U.S. WHO/NREVSS
Collaborating Laboratories, National Summary, 2008-09
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A el6z6 abran lathatjuk, hogy a HIN1 virus megjelenésekor a meghetegedések szama ugrassze-
riden megnétt. Ekkor a legtobb embert a HIN1 tipust influenza érintett, a t&bbibdl diagnosztizalt
fert6zés lathatdan kevesebb volt.

Ezt ngy képzelhetjiik el, mint mikor a virus atterjed egy komponensbél egy maésikba. Ilyet az
Erdés—Rényi-tipusu grafoknal lattunk a 2.1. részben. Ezt hasonloképpen elképzelhetjiik ,prefe-
rential attachment” modell esetén. Azért ezt nézziik, és nem az Erdés—Rényi-grafot, mivel a valos
hélézatok, igy az emberek kozti kapcsolathdlozat is a preferential attachment” modellel irhato le
jobban. Legyen a példankban a két nagyobb komponens Azsia és Amerika. Ezen teriiletek kozt
viszonylag kevés a heti szintli mozgas, azaz a két komponens kozt viszonylag kevés él fut. Az
abra szerint a 17. héten jelent meg a virus Amerikdban, és rogtén sok személyt elért a fertézés.
Volt egy kezdeti hullam, ami utan kicsit csokkent a fert6zottek szama, majd ezutdn, a 24. hét
kornyékén lett a legmagasabb a megbetegedések szama.

Szinte biztos, hogy az 1j jarvanytipus miatt volt kiemelkedGen magas az influenza és a tiids-
gyulladasos megbetegedések altal okozott haldlozasok szama. Itt a kovetkezd dbran az egyiittes
fertézést jelzs piros gorbe a 2008-as évben joval magasabb értékeket mutat, mint a kritikus érték.
Itt is megfigyelhets az a jelenség, hogy miutan a haldlozasok szama atlépte a kritikus értéket,

el6szor egy kisebb hirtelen névekedés, majd kis visszaesés utdn egy még nagyobb névekedés tor-
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tént. Az abran az also fekete gorbe az atlagos értéket jeloli, mig a felss a kritkus értéket: ha nincs

nagy jarvany, akkor a haldlozasok szama ez alatt az érték alatt marad.

Pneumoenia and Influenza Mortality
12 for 122 U.S. Cities
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Természetesen méas szempontok alapjan is készithet&ek statisztikék, példaul korcsoportok
szerinti felbontasban, vagy féldrajzi elhelyezkedés szerint, és igy még csak a legtrividlisabb szem-
pontokat vettiik sorra. Lathatjuk, hogy a valésidg modellezése igen nehéz, és bonyolult feladat.
Rengeteg Gjabb modellt hozhatunk létre, melyek az élet egy bizonyos teriiletéhez nagyban hason-
litanak, de a valésag pontos mésanak elkészitése gyakran nem megvalésithatd, csak tetszélegesen

kozelithetd.
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3. fejezet

Az internetes virusok terjedése

A jarvanyterjedés kapcsan hasznélt modelleket az internetes virusok modellezésére is alkalmaz-
hatjuk. Ezt a modellt kétféleképpen képzelhetjiik el. Az egyik lehetdség, hogy a graf csucsai a
szamitogépek lesznek, és azt vizsgaljuk hogyan terjedhet 4t a virus az egyik géprél a masikra. A
mésik lehet6ség, hogy az internetes weboldalakat tekintjiik csticsoknak, és egy irdnyitott grafot
kapunk oly médon, hogy amelyik oldalon van a méasikra hivatkozas, onnan megy egy iranyitott
él oda, amire hivatkozik. Ez utébbit Word Wide Web néven ismerjiik, most ennek a felépitést
nézziik meg részletesebben.

Tehat a Word Wide Web hélézatat egy nagy irdnyitott grafként képzelhetjiik el, ahol a cstcsok a
weboldalak, masnéven HTML dokumentumok, az irdnyitott élek pedig a hivatkozasok az oldalak
kozt. A nagy meéret, a rengeteg kapcsolat, és ezek folyamatos véltozasa miatt nehéz, s6t szinte
lehetetlen a pontos modell megalkotasa. Valoészintleg e pillanatban is tijabb weboldalak jonnek
létre, melyek élekkel kapcsolédnak be a hilézatba. Ezt a gyors valtozast pedig szinte lehetetlen
kévetni.

Ezekre a modellekre alkalmazhatdak az eddig megismertek: ha csak egészséges és fert6zott csu-
csok vannak, akkor ez lefrhaté a SIS modellel, ha vannak védettek az adott szamitégépes virussal
szemben, akkor hasznalhaté a 2.3. alfejezetben megismert SIR modell.

Egy fontos tulajdonsag a graf fokszameloszlésa, melynek ismerete elGsegiti a haldzat dltalanos
jellemzdinek feltarasat. Ha P(k) annak a valoszintdsége, hogy egy adott csics a grafban k mésik
csicshoz csatlakozik, azaz a fokszama éppen k, akkor P(k) ~ ck™7, ahol 7 egy 2-nél valamivel
nagyobb szam. Itt a csiicsok fokszama altalaban kicsivel az atlag alatt van, és van néhany nagyon
nagy fokd cstcs, mig az Erdés—Rényi-modellnél a fokszamok minden csics esetében kozel azo-
nosak voltak. Ezért itt nem is tudunk kivalasztani egy tipikus csticsot, hiszen a jéval nagyobb és
a kisebb foku csicsok egyiittesen alkotjak a hélézatot. Valamilyen szinten ez a haldzat skilafiig-
getlenségét mutatja, mely egy nagyon fontos sajatossag. Az eddig leirt tulajdonsigok az altalunk

mér az 1.4. részben emlitett ,preferential attachment” modellre jellemz6ek. Valéjaban a Word
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Wide Web felépitését is ezzel a modellel irhatjuk le a legpontosabban.

Masik jellemz6 a halézatunkra a kis vilag tulajdonsig, miszerint barmely két csics viszonylag
rovid uttal 6ssze van kotve a grafban. A Web esetén ez a viszonylag rovid ut koriilbelil 19
hosszaséagn, [1] cikk szerint.

A halézat novekedése a ,preferential attachment” modell szabalyai szerint torténik. Az 1j
weblapok nagyobb eséllyel kapcsolédnak a nagy foki csuicsokhoz. Azt gondolnénk, hogy azok
a csucsok, melyek id6ben korabban keriiltek be a grafba, nagyobb eséllyel vilhatnak nagy foku
csomopontté a halézatban, hiszen tobb esélyiik volt, hogy épp hozzajuk kapcsolédnak az j csi-
csok. De lathatjuk, hogy az idében késébb is kialakultak nagy fokd cstucsok, példaul a Google és
a Facebook. Ezen viszonylag gyorsan létrejott nagy foku cstucsok létezésének megmagyarazasa-
hoz Barabési-Albert Laszlé bevezette a fitness fogalmat, melyet mar emlitettiink az 1.5. részben.
Ez egy adott véletlen szam, amit kisorsolunk minden cstucsnak, és ez is nagymértékben befo-
lyasolja, hogy hany él fog kapcsolédni az adott cstcshoz. Egy cstcs, melyhez egy nagy fitness
tartozik, konnyebben valhat nagy fokszamu csomépontta. Természetesen ezen kiviil a fokszamok
is befolyasoljak, annak valdszintségét, hogy az 0j cstcsok hova kapesolddnak.

Az internetet egyre tobben hasznéljak informécidcsere céljabol, mégis ez talan a legkevéshé
ellenérzott kommunikacios halozat. Epp emiatt terjedhetnek kénnyedén a virusok, példaul adott
dokumentumok letdltése, vagy adatcsere soran. A szamitdgépes virusok nagyon hasonldak a bio-
logiai virusokhoz. De a biolégiai virusokkal szemben a szamitogépes virusokat szinte kivétel nélkiil
egy-egy személy készitette, el6fordul tehat olyan eset, mikor a fert6zés szandékos.

A virusok kirosithatjak a szamitogépet, megjelenhetnek szévegként, videolizenetként, vagy egyéb
forméban. Sok kart okozhatnak, példaul médosithatjidk a memoria tartalméat, torélhetnek kilon-
bozd fajlokat, vagy akar torolhetik az egész merevlemez tartalméat is. Az is el6fordulhat, hogy
nem vessziik észre, hogy virusos a gépiink, csak azt hogy minden téren lassabban mikédik az
eddiginél. Ez szintén karosodésra, vagy adathidnyra utalhat, amit valamilyen virus is okozhatott.
A virusnak sziiksége van egy fert6zott alkalmazasra, vagy dokumentumra, ahhoz, hogy a fertézést
elterjeszthesse a gépen. Nem minden virus viselkedik ugyantgy, sokféle valtozat létezik, ezért is
nehéz védekezni az Gsszes tipus ellen. Néhdny virus csak addig aktiv, mig az adott fert6zott al-
kalmazast futtatjuk, de van, amelyik a szamitégép kikapcsoldsa utan is aktiv marad. Mivel mikor
kikapcsoljuk a gépet, akkor altalaban a virus csak a memériabol torlédik, de az eleve fertézott
fajlbol nem. Ezért mikor ujbol bekapcsoljuk a gépet, a fertdzés megint aktiv lehet.

Fontos kérdés, hogy mi védheti meg a szamitogépeket az interneten tejedd virusokkal szemben.
Sokféle virusirtd, ttzfal, és egyéb védelmi rendszer ismert, vegyiink példaképp egy altalanos vi-
rusirtot. Azok a szamitogépek sem teljesen védettek a virusoktol, amikre virusirtét telepitettek,
de ezeket bizonyos id6kozonként atvizsgalja a program, és jelzi, ha talal valamilyen virust. A

szamitogép ugyanazzal a virussal akar tobbszor is megfertézddhet, és minden esetben fertézott
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is marad, mig a virusirté program meg nem talalja tjbol a virust. A gyakran frissitett és futatott
antivirus szoftverek bizonyos védettséget jelenthetnek a szamitégépnek, de az internetes virusok
is képesek a mutaciora. A virusirté sajnos csak az eddig ismert virusok ellen nyujt védelmet, az
1j, mutéalodott, eddig még nem ismert valtozatokkal szemben nem.

Sajnos a hélézat nagy mérete, illetve a gyors valtozdsa miatt rengeteg olyan internetes virus is
létezhet, melyet nem ismeriink, igy nem tudunk ellene megfelel§ védelmet sem kialakitani. A
virus felismerése utdn van lehetGség az adott védelem fejlesztésére, majd ennek beépitésére a

weblapokra, hogy a virus maskor se tdmadhassa meg az adott oldalakat.

3.1. Virusok terjedése mobiltelefonok kozott

Napjainkban egyre gyakoribbak az okostelefonok, melyek koziil néhény lassan mar a szamitégé-
pek teljesitményével is felveszi a versenyt. Mobiltelefonon keresztiil is tudunk internetezni, illetve
tobbféleképp is bonyolithatunk adatforgalmat, példdul SMS-ben, MMS-ben, vagy Bluetooth-on.
A mobiltelefonos virusok is tobbféleképp terjedhetnek, most kétféle megkozleitést vizsgalunk
részletesebben, melyhez a [17] cikk informéciéit hasznaltuk fel.

Az elsd a Bluetooth kapcsolatokon keresztiil térténd terjedés. Ez természetesen csak az aktiv
Bluetooth-os késziilékeket veszélyezteti, koriilbeliil 10 — 30 m hatotavolsagon beliill. A masik az
MMS-en keresztiil torténd terjedés, mely ugy zajlik, hogy, ha egy adott telefon megfertéz6dik egy
MMS altal, akkor ez a virusos fajl tovabbterjed az adott mobil névjegyzékében taldlhatd dsszes
telefonszamra. Ezt a tipusit terjedést nem befolyasolja a mobiltelefonok tavolsidga, akarmilyen
tavolra eljuthat a virus ennek segitségével. Itt a tavolsag alatt természetesen a fizikai tavolsigra

gondolunk. Az el6z6 két lehetséges terjedést mutatja be a kivetkezd abra.

Bluetooth (BT) contagion Multimedia messages (MMS) contagion

Bluetooth

MMS susceptible phone

BT susceptible phone Infected phone

Phone out of Bluetooth range

Mindkét lehetséges terjedést jellemezhetjiik a SIS modellel, mivel nem ismert nagy hatékonysagu
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védelem, mellyel a virus elkeriilhets. De a Bluetooth virusra hasznalhaté akar az SIR modell is,
ha védetteknek tekintjik azokat a telefonokat, melyeken nincs éppen bekapcsolt allapotban a
Bluetooth. Az egyik legszembettindbb kiilénbség a két tipus kézott a terjedéshez sziikséges id6.
Ahhoz, hogy Bluetooth-on keresztiil megfert6zziik az 6sszes hatotavolsagon beliil 16v6 telefont,
néhany napra lenne sziikségiink. Viszont egy atlagos MMS virus esetén a fert6zott tartalom ko-
riilbeliil 2 perc alatt keriil 4t egy masik késziilékre, igy néhany ora alatt sok telefonra terjedhet
4t a virus.

Kisérletképp egy adott telefonrdl inditva kdvették az MMS és a Bluetooth virus terjedését, hogy
ezzel illusztraljak a terjedésiik kiillonbozéségét. A Bluetooth virus hullamszerten terjedt, tulnyo-
morészt a kiindulasi pont szomszédsagaban, mig az MMS virus szétszortabb mintat hoz létre,
mivel a névjegyzékben gyakran tavoli felhasznalok szerepelnek.

A Bluetooth és az MMS virusnak is megvannak a maga korlatai. A Bluetooth virusnal ez a
korlat az emberek folyamatos mozgasa, helyzetvaltoztatasa, emiatt a virus terjedése viszonylag
lagst. Az MMS virus pedig az embereknek csak egy nagyon kis hanyadahoz tud eljutni, mert egy
telefonban nincs benne olyan sok telefonszam, ahova a virus tovabbjuthat. Ezt tgy képzelhetjiik
el, hogy létrehozunk egy iranyitott grafot, melyben a mobiltelefonok a cstcsok, és az egyikbdl
megy irdnyitott él a masikba, ha az els6ben benne van a mésodik késziiléekhez tartozé telefon-
szam. A Bluetooth virussal tehat t&bb ember érhet§ el, viszont lassabban, mig az MMS virussal

kevesebb, de ez gyorsabban is megtorténhet, akar néhany ora alatt.

Lathattuk, hogy a fertézések terjedésére sok vonatkozasban, tébbféle modell is felirhato.
Ezek nem tokéletesek, de viszonylag jol dbrézoljak a nagy halézatokat is, és a kiilénb6z8 virusok
terjedése kozt is segitenek felfedezni mind a hasonlésagokat, mind az eltéréseket is. Ezen eredmeé-
nyeknek pedig nagy hasznuk van a gyakorlatban: megfelel§ ismeretek mellett megakadalyozhatd
egy vilagméretd jarvany kitorése, a minimdlisra mérsékelhetjiik egy fertGzés elterjedését, akar

egy valos betegségrél, akar egy internetes virusrél van szé.
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