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1.Fejezet

1.1 Bevezetés

Matekos hallgatoként jarva ismerdseim kozt két szElséséges hozzaallassal
talalkozom, a tobbség bevallja, hogy soha nem szerette a matematikat és olyan
messzire elkeriili, ahogy csak lehet. Kevesebben vannak azok, akik szerint ez a
tudomany gyonyorl, és meglatja maga koriil a viligban annak torvényszeriiségeit.

Ezért valahdnyszor megkérdezik, hogy mirdl irok a dolgozatomban, legegyszeriibb a
példat a természetben keresnem.

Rengeteg térkép késziil mind a szarazfold, mind a tengerfenék felszinérdl.
Leolvashatjuk, hogy milyen magas a Bakony egy csucsa vagy milyen mély a
Marianna-arok. Val6jaban azonban nem tudunk a F61d minden pontjaban mérést
végezni. Mégis mivel szlikségiink van az informaciora, olyan eljarasokat
alkalmazunk, amelyek a mar meglévé adatokbol képesek a lehet6 legpontosabb
kozelitést adni a hianyzo értékekre. Ezt nevezziik interpolacionak.

Az interpolacidé a matematika rendkiviil latvanyos része. Nem csak feliilet
kozelitésére hasznalhato; egyszerlibb eset egy egydimenzios gorbe interpolalasa, de a
feladat altalaban kiterjeszthetd sokvaltozds fliggvényekre is.

Ezen kiviil érdekes teriilet a képinterpolacio, amellyel digitalis képek
atméretezésekor, forgatasakor talalkozhatunk [6,7]. Ha egy ilyen modon készitett
képet kés6bb fel akarunk nagyitani, nem a pixelek méretét noveljiikk, hanem a
mennyiségét. Az 1j egységek szinét €s annak intenzitasat pedig a kornyezo cellak
alapjan valasztja ki az interpolacios algoritmus.

N F )

1.1. dbra: Atméretezés soran bekovetkezett minéségi romlas

Fontos szerepet kap az interpolacié a meteorologiaban is, légkdri mozgasrendszerek
¢s mas folyamatok leirasaban, kezdeti értékek kozelitésében. Ezek a folyamatok
parcialis differencialegyenlet-rendszer segitségével irhatok fel, melyek
megoldasaban segitenek az interpolacios eljarasok.



Ujabb kutatasok témaja példéul 3 dimenzios targyak feliileti pontfelh6jébél vald
rekonstrualasa interpolacio6 segitségével, illetve ilyen objektumok egyetlen implicit
fliggvénnyel valdo megadasa [9].

De megtalalhatok mas foldtudomanyokban, mérndki tudomanyokban,
orvostudomanyban, vallalati pénziigyekben is.

1.2 Interpolacio torténete

Az interpolacio megjelenése visszanyulik az 6kori Babilon és Gorogorszag idejébe,
koriil Brahmagupta, indiai matematikus-csillagdsz bemutatott egy a szinusz fliggvény
kozelitésére hasznalhaté masodrendii interpolacids modszert, majd egy masikat nem
egyenld intervallumokra. A legjelentdsebb alkalmazasa a tengeri navigacio volt. A
francidk olyan tablakat probaltak gyartani, melyek specialis fliggvényértékeket
tartalmaztak, hogy az alapjan szélességi €s hosszasagi fokot tudjanak szdmolni, de a
mérések nem bizonyultak pontosnak. (Az alakzatok pontjainak helyét mérték le.) A
problémaval a nagy viligvalsag idején foglalkoztak tjra az Egyesiilt Allamokban,
munkafolyamatok modellezésére [8].

Bar a méréseket ma mar szdmitogépek végzik, mégis sziikséges az interpolacid
hasznalata, hiszen a kapott eredmények egy folytonos fliggvény diszkrét pontjai, a
kimaradoé értékeket kozeliteni kell. Valojaban a gyakorlatban rengetegszer hasznaljuk
az interpolaciot, akar tudtunkon kiviil is.

2.Fejezet

2.1 Az interpolacio definialasa

Az interpolacio Iényege tehat az, hogy adott pontokban adott értékekre fliggvényt
illesztiink.

A feladat az egyvaltozods fliggvényekhez hasonléan megfogalmazhat6 sik-, és
vizsgalata a célja néhany kiemelt modszer alapjan, ezért mivel minden feladat az
egyvaltozosra vezethetd vissza, avval kezdem a leirast.

Egy dimenzi6ban a matematikai megfogalmazasa igy szol:

adottak x,, x4, ..., x,, értékek az I € R intervallumon, nevezziik innent6l interpolacios
alappontoknak, és a hozzajuk tartozo f; = f(x;) fuggvényértékek. Keressiik azt az
F(x) fuggvényt, amely az alappontokban a kivant értéket veszi fel, F(x;) = f; i =
0,1,..,n.

Léteznek globalis és lokalis modszerek is.
Globalis médszer alatt azt értjiik, hogy az interpolans minden alapponttél fligg, egy
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pont elvétele vagy hozzaadasa megvaltoztathatja a kimenetet.

Lokalis médszer esetén az interpolans egy pontban csak annak egy bizonyos
kornyezetében 1évo alappontoktol fligg, igy egy adat megvaltozasa ezen a
kornyezeten kiviil nem okoz mdédosulast.

A feladat legegyszeriibb megoldasa, ha az interpolanst p(x) = x™ + a,,_q - x™ 1 +
... + a,, polinomként kezeljiik, és minden egyes alappontot behelyettesitiink a p
polinomba: p(x;) = x;™ + ...+ a,, = f; i = 0,1, ..., n. Az igy kapott
egyenletrendszer megoldasanak miiveletigénye or(n?), emiatt nagy ponthalmazra
nem alkalmazunk globalis modszert, helyette lokalis modszert hasznalunk, vagy az
értelmezé€si tartomany kisebb részeit interpolaljuk globalisan, majd 6sszekapcsoljuk
egy megoldassa.

Jelentosebb eljarasok rovid leirasa egyvaltozos fiiggvényekre

Lagrange-interpolacio

Tegyiik fel, hogy az alappontok kiilonbozdek. Keressiik azt a legfeljebb n-edfoku
p(x) = x™+ a, - x" 1+... +a, polinomot, amely az alappontokban a kivant értéket
veszi fel. Ennek az interpolacios feladatnak a megoldasa pedig egyértelmt lesz,

Ln(x) = Xio fy, - Li(x), ahol [;(x) = ?=O,j¢i% , valamint i # j esetén li(xj) =

0 és li(xl-) = 1.
Hibabecslése: f € C""1([a, b]) —re

f(n+1) ,
1) = LuGol < Lhmas (1) aholwy (0 = (v = x0) - v (= ) &5
korlatos [[f ™| -ra Ly (x) — f(x).

Newton-interpolacio, osztott differenciak elve

L,, interpolacios polinomot a kdvetkez6 formaban keressiik:
Ly(x)=co+c; - (x—x0) ++cp - (x—x0) .- (x — x5_1)
L (x0) = fo = co
Ln(x1) = f1 = fo + 1 (g — %),

innen ¢; = % = f[xo, x1] elsérendi osztott differencia,

flx0,x1,%2] = W masodrendi differencia, f[x, ..., Xx] =
2740

! [xl""xki_f )[Cxo'"'xk'l] k-adrendii osztott differencia, innen
k—X0

Ly(x) =Ly () + fxg, -, 0] - (x = x0) * oo " (X — X—1)
Hibabecslés: ||f(”)||max-ra L,(x) — f(x).

Hermite-interpolacié

Lényege hogy az interpolacids alappontokban nem csak a keresett fliggvény értéke,
hanem a fliggvény derivaltjainak értéke is ismert:
£, £, @ f @D g @ g Mt M aholm = mg + - 4 my, .
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Ekkor PX(x)) = £ k=0,..,m;_; ésj=0,..,n -re.

F(m)
Hibabecslés: |f(x) — Hp—1 (X)]| < ”m% (b—a)™.
Spline-interpolacio

Lényege, hogy az alappontokra, mint osztépontokra tekintiink az interpolacio
értelmezési tartomanyan, és ezekben ugy valasztjuk meg a fliggvény derivaltjat, hogy
a szakaszonként értelmezett harmadfoku Hermite interpolansok minél simédbban
kapcsolddjanak 6ssze ezeken a helyeken.

Hibabecslés: ha Sj, ekvidisztans alappontozasu harmadfoku spline interpoldns €s

f € C* [a,b],akkor ||If — Spllmax < - h*

Bar nem interpolacios eljaras, érdekességképpen meégis megemliteném a Bernstein-
polinomokat, melyekkel inkabb egy elore adott gorbét kozelitiink, és tigy kapunk pontos
kozelitést, hogy nem kdveteljiikk meg, hogy minden alappontbeli fiiggvényértéket
felvegyen. Ekvidisztans alappontozas mellett [0,1] -en B, (x) = X3_o Uk * Pri (x)), ahol

Poj(x) = (}) - x* - (1 — x)"~* Bernstein alappolinom

2.2 Tobbvaltozos fiiggvények interpolacioja

Az interpolacios alapfeladat megfogalmazasa tobb valtozora:
Legyenadott P, = x; i = 1,...,n x; € R™ kiilonb6z6 pontok és f; az ezekben
felvett fliggvényértékek. Keressiik azt az F fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy minden

i-re F(x;) = f;.

Megjegyzés: az alapfeladatot m dimenzids alappontokra definidltuk, a késébbiekben
azonban sok valtozé helyett csak a kétvaltozos esetet fogom részletezni a konnyebb
szamolas €s reprezentalas végett, az egydimenzios interpolacios eljarasokrol el6zdleg
mar roviden esett sz0.

Ha az interpolacios alappontok értelmezési tartomanya egy k dimenzios kocka és a
pontok egy k dimenzids, téglalap alaku racson fekszenek, akkor a feladat
visszavezethetd az egyvaltozos feladatra. Példaul 2 dimenzidban a fiiggvényértékeket
interpolaljuk az egyik koordinata szerint és a kapott interpolacié egyiitthatdit a masik
koordinata szerint. Ezt nevezziink tenzorszorzat interpolacionak[5].

Ha a pontok nem ilyen szabalyosan helyezkednek el, pl. nem egy téglalapracs vagy
haromszogracs racspontjai, akkor szort alappontii interpolaciordl beszéliink. Ilyen
modszereknél a pontoknak semmiféle strukturajara nincs sziikség.

Franke az 0sszes szort alappontu interpolaciot atfogé munkdjaban 6 osztalyba sorolja
az eljarasokat[3,4]:

1. Shepard-médszer
Az interpolacids fliggvény az f; értékek sulyozott kozepe:.



F(x,y) = M, ahol wy (x,y) = d,*, u leggyakrabban 2, de lehet més
2Xwi(xy)

érték iS, és dk = \/(x - xk)z + (y - yk)z.
Globalis mddszer, de tobb variansa Iétezik, amelyben az f;-hez tartozo sulyokat

csak az alappont egy R sugarti kornyezetében 1évo pontok alapjan szamolja,
igy lokalissa téve az eljarast[1].
Téglalap alapu racson interpolalas
Fx,y) = Lwi(x,y) - Q(x, y)
, 2w (x,y)
ahol Qy polinom kozeliti a figgvényt (xy, yx)-ban és a hozza legkbzelebb 1év

5 pontban, és wy, =1~ (i_,;)z ' (3 =2 'i_’,z) had, < Ric.

0 egyébként
Ry az x;, és az 5. legkdzelebbi pont tdvolsaga. Globalis eljaras.

. Haromszoghalon értelmezett interpolacio

Az interpoldcios alaphaléd az alappontok konvex burka, €s uigy alkotnak
haromszogracsot, hogy a csucsokat 6sszekotd élek nem metszik egymast.
Legyen Tjy az a hdromszdg, melynek cstcsai (x;, ¥;), (xj, ¥;), (xk, Yi)- EKkor
F(x,y) = wi(xy) - Qi(x,y) + w;(x,y) - Qj(x,¥) + wi(x,¥) - Qi (x,y), ahol
Win (Xm, Ym) = Omn €8 Qn(Xn, Yn) = fp mn =1i,j,k —ra.

. Véges elemii médszerek

A moédszer elképzelése, hogy az interpolacios alappontok konvex
haromszdghaldja folott véges elemii C* fiiggvényeket hasznal az
approximaciohoz, és az alappontokban becsiili a derivaltakat, amelyek a
modszer altal adott elemekt6l fliggnek.

Foley modszere

A moédszer valdjaban tobb eljaras kombinacidja. El6szor Newton tipusu
interpolacioval készit egy alapracsot, €s utana azon egy masik
approximacioval, mint példaul a biharmonikus spline, kozeliti a kérdéses
fliggvényt.

. Kozelités radialis bazisfiiggvényekkel

Ennek a mdédszernek a Iényege, hogy az alappontokra épiild radialis
bazisfiiggvények kombinacidjaként képzeli el a fiiggvényt. Radialisnak
nevezziik, mert ®;(x): R™ — R fliggvény valojaban X euklideszi normajanak
fiiggvénye @;(x) = (llx[l) R > R.

f(x) = X aj - ®;(x — x;), ahol &;(x) a ). radialis bazisfliggvény.



Interpolacio radialis bazisfiiggvényekkel

Lattuk, hogy az interpolans a kovetkezd formaban adhaté meg:
f(x) = Xaj - @;(x — x;), ahol @;(x) a j.bazisfliggvény.

Ebbdl az interpolacios feladat igy irhato fel egyenletrendszerrel altalanosan:
ap @10 —x1) + o+ an s Pyl — x5) = fx1)

, ap @10 —x1) + o an - Pplag — x,) = f(x2)

Irja be az egyenletet ide...
ap - Py, —xq) + ot ay - Pp(x, — xn) = f(x5)

azaz
<q31(x1 —x1) o Dplxg — xn)) <0{1> (f(x1)>
ch (xn - xl) q)n(xn - xn) an f(xn)
Dy (x; —xq) o Pplag —xy)
ahol A = : : matrixot az egyenletrendszer
ch (xn - xl) q)n(xn - xn)

egyltthatd matrixanak nevezziik.

térnek el egymastol, a késdbbiekben a kovetkezoket fogjuk vizsgalni:

e Multiquadrics (MQ): @;(x) = /l[x]|? + r;2
e Inverz (vagy reciprok) Multiquadrics (RMQ): ®;(x) =

1

[lx12+7 ;2

e Thin Plate Spline (TPS): ®;(x) = [|x||* - logllx|l

Mindezen definiciokban 7; a felhasznal6 altal megadott nemnegativ paraméter, a

vektor normat pedig euklideszi norma szerint szamoljuk.

A modszer globalis jellegébdl kifolyolag mindig sziikséges lesz az egyenletrendszer
kiszamitasara, ezért az egylitthatd matrix tulajdonséagai jelentdsen befolyasoljak a
hatékonysagot, késdbbiekben a tesztek mind ide lesznek visszavezethetdek.

Megjegyzés: 1éteznek kompakt tartoju radialis bazisfliggvények is, mint a Wendland-
fiiggvények: W (r) = I¥¥) (), ahol W, () = (1 =)', ,és If(r) =

f:o s+ f(s)ds ésr = |[x]| € [0,1]. Jelentéségiik, hogy ekkor a felirt
egyenletrendszer egyiitthatd matrixa ritka matrix lesz [2].

Mivel mindharom eljarast szeretnék jellemezni és dsszehasonlitani, néhany alapvetd
szempontot sziikséges meghatarozni [4].

1. Pontossag: Mennyire jol kdzelit az interpolans egy elére megadott fliggvényt?
Mi az a legnagyobb foku polinom, amit az interpolans hiba nélkiil kozelit?



Kiilonboz6 felilletekhez milyen hiba tarsul? Milyen a megoldando
egyenletrendszer kondicionaltsaga?

2. Vizualitas: (szubjektiv) Ugyanolyan pontossag mellett 1étezik-e jobban
kozelito fliggvény? Nagy pontossag mellett természetesen kicsi a
valoszinlisége. Hogyan viselkedik az értelmezési tartomany hatarain?

3. Erzékenység a paraméterekre: Ugyanazon ponthalmaz mellett egy paraméter
j6 lesz-e tobb tipusu fliggvény kozelitésére? Hogyan viselkedik a paraméter a
feliilet valtozasakor, illetve a paraméter valtozasa hogyan hat a feliiletre?
Tekintsilik jobbnak, ha nem érzékeny a paraméter valtozasara és nem fiigg az
értéke tilzottan a fliggvénytol.

4. 1dodigény: A ténylegesen eltelt id6 mérése csak tajékoztato jellegii, hiszen
befolyasolja a szamitogép eréforrasa is. Mekkora az interpolacios algoritmus
miveletigénye? Megjegyzendd, hogy altalaban igaz az, hogy a hatékony
modszerek valamilyen mas szempont szerint gyengébbek.

5. Végrehajtas egyszeriisége (szubjektiv): Milyen otleteket hasznal, mennyire
egyszerl a végrehajtasa?

6. Fejlesztés: Létezik-e eljaras a modszer gyorsitasara, pontositasara,
eréforrasigényének csokkentésére?

Mindharom modszer tesztelése hasonld alapokrdl indul. Kivalasztok egy origora
szimmetrikus négyzet alapu tartomanyt, ahol az interpolacios alappontokat
kvazivéletlen generdlom. Azaz Gigy valasztom meg véletlenszamok segitségével dket,
hogy egymastol vett tavolsaguk egy elére meghatarozott epszilon mennyiségnél ne
legyen kisebb.(alapgen.m) Definialok egy adott siirtiségii alaphalot, aminek
racspontjaiban szeretnénk kiszdmolni a kozeliteni kivant fliggvény értékeit. Ezutan
az RBFL.m program segitségével kirajzolom az interpolacios fliggvényt egy adott
stiriiséggel definidlt alaphalon, majd pedig az eredetitdl valo eltérés nagysagat.
Ekdzben mérem az eltelt idot az interpolacios fliggvény kiszamitasara és kirajzolasra,
megnézem az egylitthato-matrix kondiciészamat, illetve az eltérés nagysagat
jellemzem a max, min és atlag értékkel, valamint a hiba relativ diszkrét L?
normajaval. Végiil az eredményeket tablazatba foglalom.

Definicié: Matrix kondiciészama [5]:
A regularis matrix kondicioszama condA = ||A|| * ||A72||, értéke fiigg az alkalmazott
vektornorma altal indukalt matrixnormatol.

Megjegyzés: condA = 1, mert ||[I|| = 1és1 = ||I|| = ||[A =AY < ||A]l = ||A7Y]| =
condA

Definicio: Két fiiggvény eltérésének relativ diszkrét L* normdja:
Legyen f,g € L*(R), azaz [, |f (x)?| dx létezik és véges. Valamint (f);; matrix
elemei az f fliggvény értékei (x;,y;) pontokban. Hasonléan (g);; a g fliggvény
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értékei (x;, y;) pontokban. Ekkor f és g eltérésének relativ diszkrét L? normaja

Zi,j|fij—gij|2

1,Zi,j|fij|2

3.Fejezet

3.1 Multiquadrics

Dy (xy —x1) o Dyl —xy) s f(x1)

* : =

D, (Xn —x1) q)n(xn. - Xy) an f(xn)

ahol @;(x) = /|lx[|* + ;2.

Tehét a feladat, hogy kiszamoljuk a; -ket, majd ennek segitségével az alaphalobeli
fiiggvényértékeket.

A definicioban 7j-vel jelolt valtozot skalazo paraméternek nevezziik, amit a
felhasznalonak maganak kell megadni. Késobb latni fogjuk, hogy egy rosszul
beallitott paraméterrel milyen sildny eredményt kapunk. Sok tanulmany keresett
olyan algoritmust, amivel egységesen jo skalazo paramétereket lehet szamitani, de a
probléma mind a mai napig fennall. Csak iranyelvek Iéteznek, ezért az els6 tesztekre
konstans r; = 1 értéket llitok be.

Tekintsiik most az f(x) = 10 konstans polinomot. Legyen az értelmezési tartomany
a [-5,5,-5,5] négyzet, epsz = 0.01, az interpolacios halo stirtisége 0.1(sur), a skalazo
paraméterek egységesen 1, valamint az alappontok szama 100.

3.1.1. dbra: f(x,y)=10 konstans flggvény interpolansa 100 pontos MQ esetén
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Ahogy az az abran is latszik, mar a konstans 10 fliggvényt sem kozeliti pontosan,
ezért nem beszélhetlink polinomidlis pontossagrol, bar a hiba a tartomanyhataron
jelentkezik leginkabb. Az A egyiitthaté matrix kondiciészadma 2,34110E+07 lesz, és a
hiba L? normaja 1.3309. Valdjiban ennek a hidnya még nem jelenti, hogy a modszer
nem hatékony, azonban létezik olyan eljaras, amivel a MQ polinomialisan pontossa
tehetd.

Annak a szemléltetésére, hogy egy sima fliggvény esetén milyen gyorsan javul az
approximaci6 az interpolacids pontok szamanak novelésére, tekintsiik

f(x,y) = sin(x) - sin(y) fuggvényt. Az alappontokat kétféleképpen generalom: a
tablazat baloldalan 1év6 adatok olyan ponthalmazokbol szarmaznak, ahol a meglévd
pontokhoz ujakat generaltam, a tablazat jobb oldalan 1év6 adatokhoz pedig minden
halmazt Gjravalasztottam.

condA Hibadtlag L2 norma  Felhasznalt idd p condA Hibaatlag L2 norma Felhasznalt idG

453.1801 §.4752 1.1325 0.40144 10 453.1801 §.4752 1.1323 0.40144
185224 B375 0.29589 0.48625 18164 50 284300.817 -0.17262 0.51564 16878
6,02354E+18 0.012117 0.24878 3.8397 100 2,34110E+07 0.056652 0.44566 3.3931
2,7941E+20 -0.0022043 0.081679 5.891 150 1,11472E+07 0.00078029 0.038998 5.1195
2,51615E+21 0.00022557 0.020285 7.8045 200 7,32035E+07 -0.00058789 0.026781 7.2B15
541181E+21 -5.2577e-005 | 0.015011 §.5487 250 2,64171E+08 -0.067038 0.019717 9 1006
2,46463E+22 0.00016823 0.013414 11.3486 300 3,56640E+09 -0.00010474 0.022775 12.3724
B,52915E+22 -15317e-006 0.0051464 140368 350 5,97167E+09 1.1081e-005 0.0077647 12.8435
2,42105E+23  1.279%9e-005 0.004575 15.5101 400 8,61961E+09 8.3072e-006  0.0075598 15.7827
1,0818E+23 -2.173%9e-006 = 0.0043452 17.764 450 7,26252E+09 1.9345e-005 0.008624 16.2284
4, 16314E+24 -9.98e-007 0.0041956 19.5164 500 1,68397E+11 -7.086e-006 0.0058678 196424
1,08051E+24 -1.1871e-D06 0.0050429 22.5004 550 6,62463E+10  -1.5B54e-005 O0.00BB4A7S 20,6034
2,77548E+24 | -27305e-008 | 0.0048523 25.103% 600 8,97885E+10 -1.684e-006 0.0065191 234424
192003E+25  15909e-006 @ 0.0030727 25.3087 650 3,63705E+11 | -4.6289e-007  0.0015873 27.8324
3,78B16E+25 = 3.7745e-007 @ 0.0029647 27.59483 700 3,64063E+12 19716e-007  0.0027082 26.2343
1,78396E+25 -5.863e-007 @ 0.0026191 32.106% 750 2,447293E+12 | -3.2B03e-007 0.0027154 30.7617
4 18875E+25 = 1.0854e-007 | 0.0024322 33.3447 B0O 2,58921E+12 | -3.1879e-006 = 0.0064274 342421
1,09664E+27 -2.6254e-007 00023479 35.2972 B850 £,17316E+11 1876e-008 0.0015078 33.8184
3,58466E+26 = 2.9211e-007 | 0.0021131 3B.671 900 2,57969E+12 B.485e-007 0.004788 35.8834
6,1701E=26 2.2744e-007 | 0.0020756 412252 950 7A40429E+12 | -3.7960e-007 0.0021149 45 5557
107079E+27 = 6.0845e-008 @ 0.0019558 43.3403 1000 6,67624E+12 | -3.7645e-007  0.0027B18 459333

3.1.2. abra: Pontszam novelés hatasa bdvitett(balra) és Ujrageneralt(jobbra) ponthalmazokra

Jol lathato, hogy a végrehajtasi id6 €s a hiba normdja nem tér el nagyon, de az
atlagos hiba nagysag ¢s az egyiitthatomatrix kondicioja a felére csokkent, amikor a
ponthalmazokat Gjra meghataroztam. Ez nyilvan kovetkezik abbol, hogy ha egy
ponthalmazra rossz kondiciészamot kapok, akkor tovabbi pontok hozza vételével
csak rontok az értékén, mig egy 0j halmazban esetleg tavolabb keriilnek a pontok
egymastol.

Az eredeti fliggvénytdl eltérés kisebb ponthalmazon az értelmezési tartomany belsé
részén is megfigyelhetd, mig kés6bb csak a tartomany hataranal jelentkezik. A hiba
nagysaga diszkrét L* normaban nézve monotonon csokken, 350 pont kérnyékén éri el
a néhany ezredes értéket, ahonnan 1000 pontig nem is mozdul el. Ekzben a
felhasznalt id6 50 pontonként legalabb 2 masodperccel né.
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3.1.3. abra: Felhasznalt id6 a pontszam fliggvényében f(x,y)=sin(x)*sin(y) kozelitése soran MQ-szal

Ha két alappont kozel van egymashoz, akkor a rajuk felirt egyenletek, és igy az A
egyiitthato matrixban nekik megfeleld sorok is majdnem azonosak lesznek. Ez
elrontja az A matrix kondicionaltsagat, kozel szingularis lesz. Sziikséges, hogy ugy
valasszuk meg az interpolacios pontokat, hogy azok ne legyenek kollinedrisak és
egymastol valo tavolsaguk minél nagyobb legyen. Ez utobbit epsz = 0.01-nek
rogzitettiik. Mi torténik, ha valtoztatjuk az értékét? Figyeljiik meg 250 és 500 pont
esetén f(x,y) = sin(x) - sin(y)-ra:

5 ¥ SeFT ¥ o rE b

p=250: AR R8P BRSSO
— W *ﬁé* Tt R ISR

epsz condA Hibaatlag L2 norma jfi f*‘%ﬁ . *:*I*;* : ;jj**: **I*} e *:*?
001 2,68171E+08 -26887e-005  0.019717 A A B S AR e
0.1 6,167156+07 -0.00038207  0.029469 o P hsd Tree SR LT
0.2 118636E+07 -0.0D014968  0.01514 A A I AP AN AR
0.3 4,42926E+06 -0.00011643  0.014976 s, e ? z;f; f*j{ RIS Lﬁj
0.4 1,81336E+06 7.4612e-006  0.0067889 RSP NE SR 5 PR
0.5 7,5781BE+05 -1.274e-005  0.0051803 R L e e
® p=250, egszzﬂ,m : ’ p=250, eupsz=0.5 :

3.1.4. abra: 250 pontra epsz ndvelésének hatasa
f(x,y)=sin(x)*sin(y) interpoldnsra
3.1.5. dbra: epsz novelésével az alappontok rendezédnek az

E.T.-on
=500: 5 5 i !
p . TR M g PRI o i S S
b ***3}* & Ha ¥ *f 4 ****E?f**{** *E*I** by };ﬁ»
___ AR R I ALTVIDY IR T2 A R
epsz condA Hibaatlag L2 norma bt a%%g #%{ﬂ‘ﬁ; * “ *3 *Ii*#&f*ﬁiﬁ* ﬂ;ﬁq&ﬂ
+ 4 R + &
001 1,68397E+11 -7.086e-006 | 0.0058678 ﬁﬁw #J’i»wm *&*&{} %}t{?}éﬁjﬁ%ﬁﬁ%
R " Ed L * A R s #
0.1 | 178790E+09  1.869e-007  0.0060667 g Cage s # + iﬁ:ﬁﬁ Ufi*iﬁ*:fﬁﬂ*ji i %i:ih
* ¥ A+ o 4 LT g + ¥
0.2 2,73905E+08  1.0205e-006  0.0035893 f*ﬁi&* IS o4 ;%{*ggﬁ;%}i EE
H. [+ *, * & 4
0.3 455681E+07 = 5.3459e-007  0.0019246 S E}ﬁ** LR oM AL P REATR S
AR *g; FhetEr L ¥ **i*****if Vr i
Jptesg s e el [ e i VR
3.1.6. abra: 500 pontra epsz ndvelésének hatasa B 0 55 0 5
p=500, epsz=001 p=500, epsz=03

v . .
f(xy)=sin(x)*sin(y) interpolansra 3.1.7. dbra: 0.4-es minimdlis tavolsagra nem lehet 500

pontot elhelyezni az E.T.-on

A jobb oldali dbran latszik, hogy epsz novelésével a pontok egyre szabalyosabban
helyezkednek el, az intervallum kdzelit a teljes kihasznaltsaghoz, 0.4-es
ponttavolsagra mar nem tudunk 500 pontot elhelyezni. A kondicioszam mindkét
esetben kozel exponencialisan csokken. A pontossag javul epsz novelésével, €s az is
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leolvashato, hogy magasabb pontszamra kisebb epsz érték is elég ugyanahhoz a

b 4
hibanagysaghoz.
x10° p=250 <10 p=500
3 2 T T
25 H +*
15
2
£
E 15 1
g
g
1
05
.*.
05 1 %
0 . + * & 0 . + .
0 01 0.2 0.3 04 05 0.1 0.2 0.3 04 05
epsz epsz

3.1.8. 4bra: epsz novelésével A kondiciészama kozel exponencidlisan csokken

Az interpolans épitdkdvei a bazisfiiggvények, melyek MQ estén dnmagukban

paraboloidhoz hasonl6 feliiletet alkotnak. ®;(x — x;) = \[”x - xj”2 + 12

Lathato, hogy a fliggvény formdjat a skaldzo paraméter hatarozza meg. Hogy hogyan
befolyasolja sz az interpolanst Tarwater, Lancaster és Stalkauss tanulméanyaiban
olvashatunk.

Nyilvanvalo, hogy a ®;(x) = \/W J. bazisfiiggvény szélsoérték helye az
origo, ahol az r; éréket veszi fel. Tehat r; szabalyozza a bazisfiiggvény forméjat [3].
Kis 7; értékre sziik, tolcsérszerli alakzatot kapunk, kdzepes 7j-re , tédlszerli” , mig
nagy r;-re sekély ,,lapszeri” fliggvényt kapunk. fgy a skalazo paraméterek
varialasaval nagyon pontosan lehet kozeliteni vegyes feliileteket is. SOt mondhatjuk,

hogy egyenes feliiletet nehezebb MQ-szal interpolalni, Tarwater a legnehezebben
approximalhatonak a ,,meredek hegy” tipusu fliggvényeket talalta.

3.1.9. dbra: MQ bazisfliggvény tolcsérszer(lesz kis ; -re

3.1.10. dbra: MQ bazisfliggvény talszer( kdzepes 7; mellett
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3.1.11. dbra: MQ bazisfliggvény lapszer(l nagy 7; -re

Azonban a skalazo paraméter befolyasolja az A egyiitthatdo matrix kondicidszamat is,
hiszen a foatloban és minden egyes matrixelemben is megjelennek. fgy
koriiltekintéen kell eljarni hasznalatukkal, hiszen a rosszul kondicionaltsag kihat az
eredményre is.

Javitja a kondicioszamot, ha a matrix szimmetrikus, azaz a mi estiinkben minden 7;

j =1,..,negyenld. Nézziik meg, hogy f(x,y) = sin(x) - sin(y) probafiiggvénynél
maradva a skalazo paraméterek valtoztatasa hogyan hat az interpolacié pontossagara,
ha az A matrix szimmetrikussagat meghagyjuk. A tobbi paramétert a kovetkezOképp
rogzitettem: E.T.=[-pi,pi,-pi,pi] , epsz =0.2 és a pontok szama 300.

A mert adatokbol lathatjuk, hogy r; < 0.1-re mind a kondicioszam, mind a hiba
normaja viszonylag allando, e f016tt viszont mindket érték gyorsan valtozik. Nagy 7;
értékekre az egyiitthatok széles skalan mozognak, és eldjeliik valtozo, ezért
megnoveli a kondicioszamot, A kézel szingularissa valik [4].

r;=3-ra elér egy optimalis pontossagot az interpolans, kés6bb a hiba nagysaga ismét
ndéni kezd. Némi eltérést tapasztaltam Foley forras..-hoz képest miszerint rjz > 10 -
re jellemzd a hiba ndvekedése, mig a sajat tesztelésemkor csak rj = 4 utan
kovetkezett ez be, de rogton megjegyzem, hogy ekkor a kondicidszdm mar olyan

nagy (106 nagysagrendii), hogy a szamitogép korlatai miatt az értékek hibasak
lehetnek.
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3.1.12. abra: Skalazé paraméter mddositasaval mért adatok sin(x)*sin(y) fliggvényre

3.1.13. abra: f(x,y)=sin(x)*sin(y)

r condA L2 norma
0=ones(p,1) B, 75E4A0E+03 0039681
0.001*ones(p,l1) B, B3402E+03 0.039594
0.01*ones(p,1) 9, 55265E+03 0.03BB28
0. 1*onesip,1) 2,24957E+04 0032383
0.2*ones(p,1) 6,35283E+04 0026715
0.3*onesip,1) 1,83131E+05 0021984
0.4*onesip,1) 5,230409E+05 0.017989
0.5*ones(p,1) 1,474449E+06 0.014625
0.6*ones(p,1) 4 07186E+D6 0011822
0. 7*ones(p,1) 1, 10405E+07 00095168
0.8*ones(p,1) 2,94397E+07 00076456
0.9*ones(p,1) 7.73620E+07 00061442
1*ones(p,l1) 2, 00745E+08 00039491
1.2*onesip,1) 1,31000E+02 000352501
14*onesip,1) B, 26194E+09 00021742
1 6*onesip,1) 5. 0B6O4E+10 00014733
18*ones(p,1) 3,12455E+11 0. 0010009
189*ones(p,1) 7.72042E+11 0.000B2285
2=ones(p,1) 1,B0595E+12 000067414
2 2*one=sp,1) 1,11941E+13 0. 00044571
2 4*one=p,1) B, 42652E+13 0.0002B66T
2 6*onesp,1) 3, 5940BE+14 000017768
2 B*one=sip, 1) 1,95833E+15 000010477
3*ones(p,1) 1,05495E+16 5 7596e-005
3 2*onesp,1) 5, 27455E+16 2 B341e-005
3 4*onesp,1) 5, 56502E+17 1.14B5e-005
3 h*ones(p,1) 2, 31363E+18 7 6741e-006
3 B*one=sip,1) 5. 36031E+18 5.128e-006
4*ones(p,1) 7.34234F+19 9 7417 e-006
4 B*ones(p,1) 1,1623BE+19 1.3764e-005
5*ones(p. 1) 3 35613E+19 00002076

3.1.14. abra: sin(x)*sin(y) MQ interpolaltja 300 alappontra
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3.1.15. abra: sin(x)*sin(y) MQ interpolansanak
hibafliggvénye

Elképzelhet6 azonban, hogy ha az r; érteket egyesével valtoztatom, bar nem lesz
szimmetrikus az egyiitthaté matrix, mégis pontosabb eredményt kapunk. Kansa irasa
alapjan a kondici6szdm szinten tartdsa érdekében csak monoton variacidjat enged;jiik
meg 7;-nek [3]. Probaképpen r = (7;7) matrix elemeit hatirozzuk meg igy, hogy egy
intervallumot n egyenl6 részre osszuk fel. E16z6 tesztiinkbdl azt kaptuk, hogy a
sin(x) - sin(y) fliggvényre r; = 3 optimalis. A kdvetkez6 tablazatban lathato, hogy
nincs nagy kiilonbség, hogy monoton novekvd vagy csokkend médon valasztottuk az
r;ért€keket.

Kicsi értékeket valasztva, r; € [0,1], illetve 7; € [0,3] esetén a kondiciészam egész
alacsony, de nem til pontos a kozelités, hasonlé eredményt kapunk, ha 7;-t konstans
egynek valasztjuk. Arra gondolva, hogy az interpolaland6 fliggvényiink valtozatos
feliiletti, sz¢les skalan megvalasztva 1; értékeket, 17 € [0,5] valoban pontos becslést
kapunk, de a kondicidoszdm hatvanyozodik. Ha az intervallumot lesziikitem a korabbi
1;=3.4-es optimalis ért€k koriil, a kondicionaltsag tovabb romlik, de a pontossag
javul.

r condA L2 norma

linspace(1,0,500) 1,38072E+07 D.01E249
linspace(0,1,300) 3,63832E+07 0.025235
linspace(3,0,300) 9,01636E+12  0.0031632 ; pr— 7 norma
linspace(0,3,300) 2,86663E+12 00015105 0*ones(p,l) B,75840E+03 0.039681
linspace(5,0,300) 9,64328E+16 6.8628e-005 1*ones(p,1) 2,D0745E+08 0.0049491
IinspacE[D,E,SDDj 1J?3253E+15 0.00050511 2*ones(p,1) 1,89595E+12 000067414
Iinspace[ﬂ,ljDDJ 1,3555‘5E+14 0.00044274 3*ones(p,1) 1,05495E+16 5 7596e-005
linspace(l1,3,300) 5,B060BE+13 0.00079959 34=anesip,1) 5,56502E+17 1.1485e-005
linspace(4,1,300) 2,43221E+16 0.00023055 4*ones(p,1) 7,34234E+19 g 7417e-006
linspace(1,4,300) 1,21B47E+16 0.0001507 5*ones(p,1) 3,35613F+19 0.0002076
linspace(6,0,300) 5,34763E+17 9 974=-005
linspace(2,4,300) 2,71783E+17  5.7954e-005

linspace(2.5,3.5,300)  147402E+17  0.00013965
linspace(3,4,300) 1,55426E+18  2.787e-005

linspace(3.2,3.8,300)  2,87250E+18  1.6014=-005

mért adatok
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A paraméter linearis és exponencialis variacioja is hasznalhat6 a matrix
kondiciészamanak csokkentésére [3]. Hardy a kovetkez6képpen hatarozta meg 7,
paramétert: 7% = (0.815 * d)?, ahol d az interpolacios pontok és azok legkdzelebbi

szomszedjuktol vett tavolsagok atlaga. A forrasban azonban a legjobb modszert 7;
2 2yJ—1

Kivalasztasdra r2(j) = 22 . (Te) i = 1, definicioval kaptak, ahol i,
- min

J4

€S Tnax > adott szamok voltak. Kansa

Eddig lattuk hogyan viselkedett a MQ sima fliggvényre, most nézziikk meg hogyan
kezeli, ha a fliggvénynek van olyan pontja, ahol nem differencialhat6. Legyen
f(x,y) = abs(x) + abs(y). Maradjon az értelmezési tartomany [-pi,pi,-pi,pi],
p=300, epsz = 0.2, és ;=1.

3.1.18. dbra: abs(x)+abs(y) fuggvény MQ interpolaltja
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3.1.19. dbra: abs(x)+abs(y) figgvény MQ interpolaltjanak hibafliggvénye

Jol latszik az dbrakon, hogy azokra a paraméterekre, amelyekre sima fliggvény
esetén egy igen pontos kozelitést kaptunk az interpolaciés méodszerrel, most
lekerekiti az éleket és a csticsot. Elvégezve az interpolalast 500 és 600 pontra latvany
szempontjabol kozelebb keriiliink az eredeti fliggvényhez, azonban a normaban
tekintett hiba nagysaga nem csokken jelentésen. Skalazo paraméter varidlasa sem
egységes konstansként nem javitott a pontossdgon, sem egy intervallumbol véve az
értékeket. A megoldas az lehet, hogy a kritikus helyeken megnoveljiik az alappontok
szamat. Példaul, ha a [-1,1,-1,1] tartomanyon, azaz az origonal 1évé csucs
kornyezetében felveszek 10 0j pontot, akkor az approximacio soran a kondicioszam
dupléjara ugrik, de a hiba normdja csdkkeni fog.

A MQ rosszul kozeliti az enyhe gradiensi feliileteket. Kovetkez6 tesztfliggvényiink
legyen f(x,y) = exp(x + y). Kiindulasképpen legyen az E.T.=[-2,2,-2,2], epsz
=0.1,5=1j =1, ..., n. A kovetkez0 tablazat balra az exp(x + y) és jobbra a

sin(x) - sin(y) fliggvény teszteredményeit tartalmazza ugyanazon feltételek mellett.
A kondicidszamok nyilvanvaléan megegyeznek, hiszen csak az alappontok és
skalazo paraméterek hatarozzak meg az egylitthatd matrixot, a fliggvényértékektdl
nem fligg. A modszer pontossaga exp(x + y) esetében viszont csak tizede a
masiknak.
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condA L2 norma P condA L2 norma
296321E412 00042179 400 296321E412 0.00020961
193441E+13 0.001309 200 193441E+413 0.00029466
7 B0903E+413 0.00040081 00 7.80903E4+13 B8.1237e-005
4,41847E+14 0.00010177 J00 4.41847E+14  2.7438e-005
1,68486E415 0.00043769 200 1,68486E4+15 2.6669=-005
4, 40757E+15 000045643 900 4, 40757E+1S 1.853e-005
4 64763E416 4 4354e-005 1000 4 64763E+16 3. 1824e-006

3.1.20. dbra: MQ pontosabban koézeliti sin(x)*sin(y) fliggvényt, mint exp(x+y) fliggvényt, balra az exponencialis
interpolansanak adatait, jobbra a sinusos fliggvényét

3.1.21. dbra: f(x,y)=exp(x+y)

Nézziik meg lehet-e javitani a pontossagon vagy a kondicionaltsdgon a skalazo
paraméter modositasaval. 700 pontra vizsgalva a hibat tizedére tudtam csokkenteni a
paraméterek novelésével illetve monoton variacidjaval, de a kondicidszam
mindenképpen megndvekedett.

3.2 Inverz (vagy Reciprok) Multiquadrics

&, (x1 — x9) &, (x — xp) ay
H . * =

£ ()

ch (xn - xl) q)n(xn - xn) an

ahol ®;(x) = , ahol 7; legyen pozitiv.

llx||?+7 2

1; skalazé paramétereket a felhasznald valasztja meg, ezért a késdbbiekben fontos
lesz annak kovetése, hogy hogyan befolyasolja a RMQ teljesitményét.

Hasonloan a MQ-hoz, a RMQ-rdl is elmondhat6, hogy nincs polinomialis
pontossaga, az f (x,y) = 10 konstans fliggvényt nem tudja hiba nélkiil kozeliteni.
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fix,y)}=10, p=100
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3.2.1 dbra: RMQ nem kozeliti hiba nélkiil a konstans 10 fuggvényt

Tudjuk, hogy az interpolacids pontok szamanak novelése javit a modszer
pontossagan, de rontja a kondicionaltsdgot. MQ-nal alatamasztottuk azt is, hogy
érdemes a ponthalmazokat ennek soran tjrageneralni, mert a kondicioszdm igy
lassabban emelkedik, mintha meglévé pontokhoz Gjabbakat vesziink hozza. Igaz lesz
ez minden modszerre, ezért itt kiilon nem vizsgalom a ponthalmazok generalasanak
hatékonysagat.

Legyen f(x,y) = sin(x) - sin(y), E.T.=[-5,5,-5,5], epsz =0.01, r=lj=1,.,nA
pontok szdmanak gyarapodasaval a kondiciészam 50 pontonként 10-100-szorosara
emelkedik, a hiba relativ diszkrét L? normaja lassan csokken, 850 pontnal éri el a
0,004 ezredes értéket és a felhasznalt id6 rohamosan n6.
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p condA Hibadtlag L2 norma Felhasznalt idd
10 2,26518E+01 97295 1.0073 0.59254
50 5,33429E+03 -0.11263 054021 2917
100 3,68832E+05 0.035915 047573 57627
150 1,17444F+05 -0.00097909 0.1131 3.0849
200 7,99874E+05 -0.000522591 0.088325 10.6341
250 1,76317E+HDG D.0001262 0.064882 141378
300 2,12337E+07 -0.00031353 0.067765 16.6908
350 3,76180E+07 000012511 0.026516 20.8178
400 5, 46856E+07 5.5174e-005 0.032341 219492
450 3,967 24E+07 0.00010348 0.026975 26.181
S00 3,74847E+08 1.6011e-005 0028224 29918
550 5,47209E+08 -7.0273e-005 0.048024 32 0835
600 3,86659E+08 5.8402e-006 0.016982 37.2715
650 1,70715E+09 -2.0167e-006 0.002566 39.5203
700 1,73222F+10 -3.8822e-0006 0.0044441 45.7885
750 1,07386E+10 -2.5487e-006 0.0048225 44 5864
300 9,50237E+HD9 1.0083e-005 0.014586 51.4533
B850 2,56067E+D9 1.7129e-006 0.0040791 52.6613
900 1,05987E+10 -3.9247e-006 0.009787 58.3659
950 2 61957E+10 -2.4585e-007 0.0018533 629054
1000 2,53324E+10 5.7636e-007 0.0020089 63.8702
1100 2 99638E+10 -1.1201e-007 0.0012567 711484
1200 1,30413E+11 2 7275e-007 0.0015333 794245
1300 2,29155E+11 2.5738e-007 0.0018809 B36.754
1400 3,726094E+11 5.2025e-008 0.00040499 91.4309
1500 3,70258E+11 -1.8241e-007 0.0011136 106.4078
1600 1.29007E+12 -2.9681e-009 000017931 116.9518

3.2.2 abra: RMQ interpolacid tesztjének adatai névekvé ponthalmazra sin(x)*sin(y) fliggvény esetén

A kondiciészam csokkentésére el0szor az alappontok egymastol vald tavolsagat
noveljiik meg. 250, 500 és 700 pontra tekintve a mért adatok a kdvetkezok:

p=250
epsz condA Hibadtlag LZ? norma
0.01 1,76317EHIG 00001262 0.064882
0.1 4 44504E4+05 -0.00084228 0.10385
0.2 855607E+04 -0.00029552  (0.043798
03 3.52040F+04 -0.00027067 0.05292
0.4 1 37452E404 3.8606e-006 0018681
0.5 6 23810E403 -7.7183e-006 00077464

p=500
epsz condA Hibaatlag L2 norma
0.01 8, 74847E+08 1.6011e-005 0.028224
0.1 9 18920E+06 -5.6059e-006 0013856
0.2 151111E+06 4.2929e-006 0.014707
0.3 2 66420E+05 -1.3863e-006 Q.0015973

p=700
epsz condA Hibadtlag LZ? norma
0.01 173222E+10 -3.8822e-006 0.0044441
0.1 9 84083E+07 -1.0821e-005 0.012937
0.2 593664E+06 -7.7481e-006 0.0072539
0.3 7. 27808E+05 1.2813e-007 000060068

3.2.3 dbra: epsz novelésének hatdsa RMQ interpoldnsra 300, 500 és 700 alappontra

22



Mindharom esetben drasztikus valtozas tortént, a kondicioszam 3-5 tizedes jeggyel
kisebb lett, a pontossag pedig 700 pontra mar tizezredes nagysagig csokkent.
Ugyanez az érték epsz =0.01 mellett csak 1400 pont segitségével volt elérhetd.
Ennek a mdédszernek az értelmezési tartomany €s a ponthalmaz nagysaga szab hatart,
0.3-nal nagyobb tavolsaggal nem adhaté meg 500 pont.

Az interpolans ezen kiviil csak a skalazo paraméterektol figg. Igaz lesz, hogy

Dj(x) = m J. bazisfliiggvény formajat r; hatdrozza meg. Az alabbi képek azt
j

mutatjidk meg, hogy r; = 1,2,5, azaz Kicsi, kdzepes és nagy értékekre folymatosan
Kilapul a fuggvény feliilete. Ennek oka, hogy a széls6érték helyén, az origoban

- erteket vesz fel, ami r; novelésével egyre kisebb lesz.
j

3.2.4. dbra: RMQ bazisfiiggvény r;=1-re

05

o
P
L

3.2.5. dbra: RMQ bazisfliggvény ;=2 -re
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3.2.6. dbra: RMQ bazisfliggvény 7;=5 -re

Eddig azonosan 1-nek vélasztottuk 7; -t, ami azért jo, mert r; = 1, =...= 1;, esetben
az A egyiitthaté matrix szimmetrikus. Tartsuk meg ezt az allapotot, de valtoztassunk
az rj értekén.

Pontosabb kozelitéshez novelni kell r; -t, de ez maga utan vonja a kondicioszam
gyors romlasat. A hiba L? normaja r; = 2.2 -n¢l éri el a tizezredes nagysagrendet, €s

3.6-nal valik az A matrix kozel szinguldrissa. A mért mennyiségeket a kovetkezo
tablazat tartalmazza 300 pontra.

r condA L2 norma
0.001*ones(p,1) 1,14090E+D0 096165
0.01%*ones(p,1) 2,49170E+D0 0.70843
0.1%onesip,1) 3,12959E+01 0.14368
0.2*ones(p,1) 1,60268E+02 0.065707
04*onesip,1) 2, 49892E+03 0.0357
0.6*ones(p,1) 2,83611E+04 0.024015
0.B*onesip,1) 2 B5569E+D5 0.015808

1*onesip,1) 2,17975E+D6 0.010073
1.2*onesip,1) 1,62987E+07 0.0063063
l4=onesip,1) 1,13827E+08 0.0039574
le*onesip,1) 7,54369E+08 0.0025383
1.B*onesip,1) 4 33906E+09 0.0016839

2*ones(p,1) 3,06086E+10 0.001153
2.2*ones(p,1) 1,858479E+11 0.00080427
24%*ones(p,1) 1,12082E+12 0.00056245
2.6%ones(p,1) 6 44689E+12 0.00038928
2.B*onesip,1) 3,59740E+13 0.00026415

3*ones(p,1) 1,95283E+14 0.00017447
3.2%ones(p,1) 1,03234E+15 0.00011138
3.4*onesip,1) 5,36014E+15 6.8092e-005
3.6"onesip,1) 2 433886E+16 3.9371e-005
3.B*onesip,1) 1,17352E+17 2.0956e-005
4*ones(p,1) 9,12917E+17 9 6339e-006

S*onesip,1) 6,98407E+18 1.244e-005
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3.2.7. dbra: Skalazé paraméterek konstans megviélasztasaval kapott teszteredmények sin(x)*sin(y) -ra




Mint ahogy kordbban azt a MQ-nal tettiik, figyeljilk meg, hogyan hat az
interpolansra, ha 7j-ket egy intervallumbol valasztjuk. Mivel r; = 2.6 j6 eredményt
adott, ezért el6szor ennek kornyezeteit valasztom a forras intervallumoknak. Majd
szélesebb skalarol valasztva tesztelem az interpolanst, figyelembe véve, hogy a
sin(x) - sin(y) feliilete valtozatos formaju, igy kiillonbozo alaku bazisfiiggvények
kombinacidja jobb megoldast adhat.

r condA L2 norma
linspace(2,3,300) 1,7490B8E+13  0.000592
linspace(3,2,300) 7.B7090E+15  0.00043072
linspace(l,4,300) 0,66496E+14  0.0001068
linspace(4,1,300) 190763E+15  0.00062495
linspace(2.2,3,300) 4,90317E+13 000030221

linspace(3,2.2,300) 2,28692E+14 0.00021585
linspace(1.5,25,300) 1,80178E+12  0.0032828
linspace(2.5,15,300) 1,97613E+12 0.0084435
linspace(1.8,2.2,300) 255497E+11  0.0021058
linspace(2.2,1.8,300) 1,56694E+11 0.0052655

3.2.8. abra: Skalazé paraméterek monoton variacidjaval végzett tesztek eredményei sin(x)*sin(y) -ra

A moédositasok nem jartak eredménnyel, a paraméter valtozatossaga inkabb rontott a
kondiciészamon, €s a pontossagot sem novelte a konstans r; értékekhez kepest.

Ezek utéan teszteljik az RMQ modszert problémas figgvényre. f(x,y) = abs(x) +
abs(y) figgvény az origoban nem differencialhat6, valamint élekkel és
lapfeliiletekkel rendelkezik. Megfigyelhetd, hogy kisebb ponthalmazokra pontosabb
a kozelités, mint sima fliggvény esetén, de a pontok szamanak novelésével a
hibanorma cs6kkenése sokkal lassabb, szinte konstans p=650 pontig. Emiatt nagy
ponthalmazra rosszabbul viselkedik.

P L2 norma (abs) L2 norma (sin)
10 0.38968 1.0073
50 0.14858 054021
100 0.15301 047573
150 0.054591 01131
200 0.029318 0.088325
250 0.029166 0064882
300 0.019616 0067765
350 0.016033 0.026516
400 0.018753 0.032341
450 0.012534 0.026975
500 0.016884 0.028224
550 0.022453 0.048024
600 0.014903 0016932
650 0.0052187 0.002566
700 0.0077424 0.0044441
750 0.0072268 0.0043225
8OO 0.01401 0.014586
B50 0.0065386 0.0040791
500 0.011116 0.009737
950 0.0064168 0.0013533

1000 0.00BE997 0.0020089
1100 0.0062042 0.0012567
1200 0.020237 0.0015333
1300 0.0092931 0.0018809
1400 0.0076081 0.00040459

3.2.9. dbra: RMQ kisebb ponthalmazra jobban megoldja a problémas abs(x)+abs(y) approximacidjat
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Természetesen epsz novelése itt is jo hatassal lesz A kondicionaltsagara.
Tizedenként emelve értékét tizedére csokken a kondicidszam, 0.4-es tavolsaggal
meghatérozott 300 pontra 2,20855E+04-re esik le, a hiba L? normaja pedig 0.009
ezredre. Hasonloan viselkedik 500 pontra is.

Epsz condf Hibadtlag L2 norma
0.01 8,7484T7EHDE -0.00036286 0.016884
0.1 9,18920E+06 -0.00025776 0.013519
0.2 1,51111F+H06 4. 2929e-006 0.014707
0.3 2 66420E4H05 -1.3863e-006 0.0015973

3.2.10. dbra: epsz értékét tizedenként novelve, a hiba L normaja tizedére esik vissza abs(x)+abs(y) figgvénynél

A skalazo paraméter ndvelése azonban nem hozott j6 eredményt. Az interpolacio
pontossaga végig 0.2 koriil mozog 300 pontos feladatra. Ez esetben a sima sin(x) -
sin(y) fliggvényhez képest r; < 0.2 —re mutatott jobb kdzelitést, és 7; tovabbi
variacidja a kondicioszam erés romlasdhoz vezetett.

Mivel az RMQ modszer lekerekitette az éleket és a cstcsot, tovabbi néhany pontot
vettem fel a csucs kornyezetében. Ez az egylitthatd matrixot olyan rosszul
kondicionaltta tette, hogy a Matlab nem tudta az interpolans értékeit kiszamolni.

3.2.11. dbra: f(x,y)=abs(x)+abs(y) fliggvény RMQ interpolaltja

Utols6 tesztfiiggvénylink legyen f(x,y) = exp(x + y) a [-2,2,-2,2] értelmezési
tartomanyon.
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condA L2 norma [sin) p condA L2 norma (exp)

4,38309E+H06 0.0057575 100 4 38369E+06 0.037245
3,40318E+08 0.001085 200 3,40318E4H08 0.028911
7,65411E+09 0.00071128 300 7,65411E+09 0.041992
3 44892E+10 0.00026009 400 3,44892E+10 0.011143
2,02550E+11 0.00034362 500 2,02550E+11 00035584
7,55654E+11 0.00011914 600 7,55654E+11 00012228
4,00776E+12 4,5267e-005 J00 4 007 76E+12 000024461
1,38541E+13 5.1816e-005 800 1,38541E4+13 0.0013302
3,A45948E+13 3.6253e-005 Q00 3,45048E4+13 0.0014594
3,A5944E+14 | 6.9545e-006 1000 3,45044E+14  0.00014908

3.2.12. dbra: RMQ rosszabbul teljesit a nagy fellileten enyhe gradiens(i, majd gyorsan valtozd exp(x+y) figgvényre,
mint sin(x)*sin(y) esetében

Lathato, hogy A kondicidoszdma nem fligg a fliggvényértékektdl, azonban az
exponencialishoz hasonlé enyhe gradiensii feliiletet sokkal rosszabbul kozeliti az
RMQ, mint egy sin(x) - sin(y)-hoz hasonld, meredek gradiensi fiiggvényt.

Azt varnam, hogy a nagy feliileten lapos fliggvenyhez nagy 7; értékek adnak jo
eredményt, helyette a skalazd paraméter 1 koriili értékre ad optimalis pontossagot. A
700700 -as egyiitthatomatrix kondiciészama nagyon gyorsan emelkedik 7;
novelésével, 1;=1.4-n€l A majdnem szingularis. Rossz eredmenyt ad az is, ha 7;
kiilonbozo értekeket vesz fel.

r condA L2 norma
0.001*cnes(p,1l) 1,52240E+00 0.85243
0.01*cnes(p,l)  6,90530E+H00 042671
0.1*onesip,1) 3,35143E+02 0.071311
0.2*ones(p,1) 7,01392E+03 0.030946
0.4=onesip,1) 1,63679E+06 0.0064231
0.6*ones(p,1) 2,64940E+08 0.0015513
0.B*onesip,1) 3,53735E+10 0.00053903

1*onesip,1) 4 00776E+12  0.00024461
1.2*onesip,1) 3,93610E+14 0.00011296
l4*onesip,1) 3,95127VE+1EG 5.041e-005
16*onesip,1) 9 45541E+18 2.2316e-005
18*onesip,1) 2,20216E+19  2.7706e-005
2*ones(p,1) 8,07020E+19  7.4702e-006

3.2.13. dbra: Skalazo paraméter variacidja nem pontositja exp(x+y) kozelitését
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3.3 Thin Plate Spline
Py(x —xp) o Pulrg —xn)\ A )
(@1(xn: Cx) o xn)) * (an) ) <f(9:cn))
ahol @;(x) = llx|I? - logllxIl.

Fontos itt az elején kiemelni, hogy ebben az eljarasban nincsen skalazé paraméter.
Teljesitménye ¢€s viselkedése matematikailag jobban megfoghatd a mar bemutatott
modszereknél. Bizonyithat, hogy g(r) = r? - log(r) fliggvény minimalizalja az

o (2 2 1
R?2

dx?2 dxdy ay?
A kovetkezd kép a bazisfliggvényt abrazolja a [-5,5,-5,5] értelmezési tartomanyon.

2
+ ) dxdy thin plate funkcionalt, innen kapta a nevét.

0y?

3.3.1. dbra: TPS bazisfuggvény a [-5,5,-5,5] értelmezési tartomanyon

lgaz-e, hogy a TPS mddszer nem polinomidlisan pontos? Interpolaljuk az f(x,y) =
10 konstans fliggvényt. Legyen E.T.=[-5,5,-5,5], az alappontok egymastél valé
minimum tévolsaga epsz=0.01 és futtassuk 100 interpolacids pontra. Lathato, hogy
nem tudja hiba nélkiil approximalni f (x, y) konstans fliggvényt, az egylitthatd matrix
kondicioszama 5,11631E+06, az atlagos hibanagysag -0.033754 és L? normaja

1.405.

28



3.3.2. dbra: TPS nem polinomialisan pontos eljaras

f(x,y) = sin(x) - sin(y) esetén mar sokkal szebb értékeket kapunk. Rogzitve a
pontok egymastol vett minimum tavolsagat epsz=0.01-re, egyre nagyobb
ponthalmazokat generaltam egymastol fliggetleniil a [-5,5,-5,5] tartomanyon. A TPS
futtatdsaval a megoldando egyenletrendszer egyiitthatd matrixa rendkiviil j61
kondicionalt, 300-t61 1000 alappontig tartja a 10E+07 nagysagrendet. Ellenben a
hiba relativ diszkrét L? norméaja lassan éri el a 0.006 ezredes értéket, csak 650
alappontnal és a szamitasok sok id6t vesznek igénybe.

p condA Hibaatlag L2 norma Felhasznalt idd
10 9,607 27E+D2 5.5968 1.1986 2.5655
50 1,41346E+05 -0.22939 0.67749 10.5891
100 5,11631E+06 0.078811 0.62907 21.3782
150 2,03271E+06 0.0015209 0.071087 31.7709
200 7,97378E+06  -0.00067913 0.061859 42,125
250 7,62071E+06  -0.00013504 D.043336 53.0808
300 1,22575E+07 -0.00012102 D.048544 62.4445
350 3,23813E+07 0.00010705 D.022368 744714
400 4 60281E+07 2. B454e-005 0.0130659 88.407
450 1,37358E+07 4.4142e-005 0.020715 96.4452
500 8,79154E+07 -9.9056e-006 0.015749 1149143
550 9,16591E+07 -1.5722e-005 0.021089 1269155
600 5,88001E+07 -5.0979e-006 0.015241 1257398
650 7,61833E+07 -2.638e-006 0.0061683 1343118
700 1,72133E+08 -3.7925e-006 0.007822 150.8566
750 2,66468E+08 -6.1782e-006 (0.0088334 156.3857
200 8,17721E+07 -2.3821e-006 0.012771 181.095
B850 8,93082E+07 1.1721e-0085 0.0067291 1885285
900 1,10695E+08  1.1734e-008 0.011647 199.0296
950 1,22134E+08 -1.2364e-006 (.0060646 21651812

1000 9 58298E+07 -2.9756e-007 (Q.0084233 230.398

3.3.3. dbra: TPS teszteredményei sin(x)*sin(y) fuggvény esetén kilonb6z6 nagysagu ponthalmazokra
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A kovetkez0 tablazatok azt mutatjak, hogy az epsz novelése tovabb javitja a

kondiciészamot és ebbdl kifolydlag néhany szazaddal a pontossagot is.

p=250:
epsi condA Hibadtlag L2 norma
D.01 7,62071E+06 -0.00013504 0.043336
01 1,09206E+06 -0.000607589 0.051014
0.2 5,41609E+05 -0.000355 0.033892
0.3 3,297 17EHD5 -0.00028066 0031724
0.4 2, 19937E+H05 1.7119e-006 0.015398
0.5 1 66299E405 -3.6529e-005 0.010116

p=500:
Eepsz condA Hibaatlag L2 norma
0.01 8,79154E4+07 -9 9056e-006 0.015745
0.1 3 43466E+06 -2.1005e-006 0.0165003
0.2 1,41348E+06 5.8006e-006 0.011359
0.3 8,57455EH15 8.8115e-007 0.004987 3

3.3.4. abra: az alappontok egymastdl vett tavolsaganak novelése javitja az egyltthatd matrix kondiciéoszamat

Hasonldéan a MQ és RMQ interpolacidhoz késziilt mérés az f(x,y) = abs(x) +
abs(y) problémas fliggvényrol, eldszor adott epsz=0.01 mellett. Az az érdekes
helyzet mertilt fel, hogy pontosabb kozelitést kaptunk egy olyan fliggvényre, aminek
1étezik nem differencialhaté pontja, minta a szép sima sin(x) - sin(y) -ra. Erre a
magyarazat az utobbi feliilet valtozatossagaban keresendo.

L2 norma (sin) p L2 norma [abs)
1.1986 10 0.10295
0.67749 50 0.033109
0.62907 100 0.020199

0.071087 150 0.013376
0.051859 200 0011428
0.043336 250 0.0088849
0.048544 300 00088128
0022368 350 0.0086333
0.018069 400 00077118
0.020715 450 0.0069216
0.01574%9 SO0 00066096
0.021089 550 0.0047075
0.015241 = 0.0068587
0.0061683 650 0.0049006
0.007822 F0OO 0.0053459
0.0088834 750 0.004538
0.012771 200 0.0036005
0.0067291 250 0.004187
0.011647 Qo0 00035214
0.00606465 950 0.003557
0.0084233 1000 0.00404956

3.3.5. dbra: TPS pontosabban kozeliti abs(x)+abs(y) fuggvényt, mint sin(x)*sin(y) fuggvényt
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Ezutan javitsunk A kondicionaltsagén epsz novelésével. Megtigyelhetd, hogy az
alappontok tavolsdganak novelésekor azok egyre rendezettebben helyezkedtek el a
sziik tér miatt, ezért a feliilet egésze altalanosan pontosabb lesz, mert mindenhol

egyenld mennyiségl informaciot tud hasznositani a TPS mddszer.

p=250:
Eepsz condA Hibaatlag L2 norma
0.01 7,6207 1E+06 000077533 0.0088849
01 1,09206E+06 000042412 0.010049
0.2 541609E405 1.1554e-005 0.0092698
0.3 3,29717E405 -3.692e-005 0.0083339
0.4 2, 19937E405 000052194 00077872
0.5 1,66299E405 -0.00046988 (0.0062102

p=500:
epsz condA Hibaatlag L2 norma
0.01 8, 79154E407 9.6646e-005 00065096
0.1 3,43466E+06 6.7492e-005 0.0056895
0.2 1,41348F+06 5.9864e-005 0.0046161
0.3 3 57455E405 6.45e-006 0.0041406

3.3.6. abra: epsz novelésével kapott eredmények 250 és 500 alappontra TPS esetén

Ennek ellenére az interpolans cstucsaban tovabbra is lekerekitett €lek futnak ssze,
igy meg lehet probalni a kritikus rész kdrnyezetében ijabb alappontokat felvenni és
ugy approximalni. Az elsé két abra 100 pontra mutatja a kozelités eredményét és
hibajat, majd 10 pont hozza vételével 0j rajz késziilt. Latszik, hogy az origonal
szukiil az alakzat, és a korabban pozitiv hiba inkabb negativ iranyba modult el.
Fontos hozzatenni, hogy ha kis teriileten néveljiik az interpolacios pontok szamat,
akkor a kondici6szdm nagyon megugrik.

3.3.7. abra: f(x,y)=abs(x)+abs(y) fuggvény TPS interpolaltja
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3.3.8. abra: f(x,y)=abs(x)+abs(y) fliggvény interpolaltjanak hibafliggvénye
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3.3.9. dbra: abs(x)+abs(y) pontosabb kozelitéséhez az origo koriil 10 tovabbi pontot vettlink fel
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Most valasszuk kisebbre az értelmezési tartomanyt, és kozelitsiik
f(x,y) = exp(x + y) figgvényt [-2,2,-2,2] tartomanyon epsz=0.1 mellett.

L2 norma (sin) p condf L2 norma (exp)
0.62907 100 7.13968E+04 0.054738
0017443 200 1 37906E+H05 0.036544

00093701 300 3,19346E+H05 0.053825
0.0054286 400 4 21456E+05 0032119
0.00597539 500 5,21223E+05 0.0138
0.0032701 600 6,94579E+05 0.0070672
0.0014824 J00 8 854B4E+05 0.0031655
0.002228 200 1 10338E+06 0.0099648
0.002018 Q00 1,25449E+06 0.012923
0.000822259 1000 1 49323E+06 0.0026685

3.3.12. dbra: TPS gyengébben kozeliti sin(x)*sin(y)-nal az exp(x+y) figgvényt

Jol olvashat6 a tablazatbol, hogy ennek a fliggvénynek a kozelitése TPS esetén is
kisebb pontossaggal végezhetd, mint a sin(x) - sin(y) esetében. Az ezredes
hibanormat csak 600 pontra éri el.

Az alappontok egymastol valé minimalis tavolsaganak novelése a kondicioszamot
enyhén csokkentette, de emellett a pontossag ingadozo volt és csak a szdzados
nagysagrendet érte el.

Tovabbi néhany interpolacios pont felvétele utan a [0,5,0,5] tartomanyon a
kondiciészdmot szdzszorosara novelte, €s kicsit javitott az interpolacié pontossagan.
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4.Fejezet

Osszegzés

A Multiquadrics médszer Hardytol szarmazik, aki elészor 1968-ban hasznalta
foldrajzi feliiletek, valamint gravitacids- és magneses szabalytalansagok kozelitésére.
A modszer akkor valt ismertté, mikor Franke publikdcidjaban a szort alappontt

Plate Spline eljaras otlete Harder és Desmarais munkaiban jelenik meg, bar 6k
feliileti spline-nak nevezik eleinte, majd Duchontol kapott végleges formajaval lett
ismert. Lényegiik, hogy az interpolacios fliggvényt kiilonbozo radialis
bazisfliggvények hatarozzédk meg. Lasd abra..

Ezen dolgozat célja e harom eljaras elemzése és Gsszehasonlitasa. Hogy hogyan
teljesitenek kiilonbozo tipust fliggvényekre, hogyan lehet javitani a kozelitések
pontossagan és a megoldandd egyenletrendszer egyiitthaté matrixanak
kondicioszaman. Teszteket futtattunk két Matlab program segitségével, fliggelék,
kvazivéletlen generalt alappontokra, adott értelmezési tartomanyon. Megtfigyeltiik a
kiilonb6zd valtozok modositasdnak az interpolaciora kifejtett hatasat, kiilonds
tekintettel MQ és RMQ esetén a skalazo paraméterekre. Mivel TPS moédszer nem
hasznal a felhasznalo altal megadott paramétert, a kisérletek soran az interpolacios
alappontok szisztematikus megvalasztasara kellett szoritkoznunk.

Mindharom moédszernél sziikséges n alappontra a

(@1()61 —x1) - Dl — xn)) <a1) <f(x1))
: : x| P = : n X n-es egyenletrendszer
(Dl (xn - xl) CI)n(xn - xn) an f(xn)

megoldasa, ahol az egyiitthatdo-matrix teli matrix. Hasonl6 lesz az algoritmusok
tarigénye: MQ és RMQ esetén ~-n - (n + 4), TPS esetén >~ (n +3) - (n +7), és
miiveletigényiik ¢-(n3) -6s. Ez nagy ponthalmazra rengeteg erdforrast igényel, ezért

sajat szdmitasaimat 1000 pont felett a szamitogép korlatai miatt nem tudtam
elvégezni.

Bar egyik eljaras sem bir polinomidlis pontossadggal, mégis jobbnak itélik mas
modszereknél, onmagaban tehat ennek nincs jelentdsége, azonban létezik olyan
algoritmus, aminek sordn MQ polinomidlis precizidt nyer.

Az sszehasonlithatosag érdekében ugyanazt a 3 probafliggvényt approximaltuk a 3
modszerrel: f(x,y) = sin(x) - sin(y), f(X,y)= abs(x) + abs(y) és f(x,y) =
exp(x +y). Ennek célja, hogy sima, minden pontjaban folytonosan differencialhato
fliggvényen, egy pontjaban nem differencidlhaté fliggvényen, valamint nagy
feliileten lapos, majd hirtelen valtozo fliggvényen keresztiil is lathassuk a
miikodésiiket.
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Ha két alappont kozel van egymashoz, akkor a rajuk felirt egyenletek, és igy az A
egylitthaté matrixban nekik megfeleld sorok is majdnem azonosak lesznek. Emiatt A
kozel szingularis. Tehat sziikséges az interpolacids pontok olyan megvalasztasa,
hogy azok ne legyenek kollinearisak €s egymastol valéd tavolsaguk minél nagyobb
legyen. Ennek egy minimalis értékét epsz véaltozoban hataroztuk meg. Ertékét 0.01-
t61 0.5-ig emelve A kondiciészama TPS kivételével egységesen minden fliggvényre
legalabb az ezredrészére csokkent, s6t nagyobb ponthalmazra még nagyobb
mértékben javult. A TPS-sel meghatarozott egyiitthatomatrix mar eleve sokkal
jobban kondicionalt volt, ezért nem tudott tobbet valtozni. Végeredményiil altalaban
10° nagysagrendii kondiciészamot kaptunk.

Nyilvanvalo, hogy az interpolacios alappontok szamanak ndvelésével pontosabb
eredményt ériink el. A legkisebb ponthalmaz a [-5,5,-5,5] értelmezési tartomanyon,
amire mar felismerhet6k a probafliggvények altalaban 50 pont. Kivételt képez
f(x,y) = exp(x + y), ahol 10 pont is elegendd volt. A kovetkez6 abrak ezekre az
alappont halmazokra hivatottak bemutatni az interpolacié modszerek eredményét

vizualis tekintetben.

4.2. dbra: f(x,y)=sin(x)*sin(y) MQ interpolacidja
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4.3. abra: f(x,y)=sin(x)*sin(y) RMQ interpolaltja

o A
e i e
M 'f{i“ﬂ-" .

4.4, dbra: f(x,y)=sin(x)*sin(y) TPS interpolaltja
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!
[

abs(x)+abs(y)

f(xy)=

4.5, abra

abs(x)+abs(y) MQ interpolaltja

4.6. dbra: f(x,y)
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4.7. abra: f(x,y)=abs(x)+abs(y) RMQ interpoldltja

4.8. abra: f(x,y)=abs(x)+abs(y) TPS interpolaltja
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x 10

abra: f(x,y)=exp(x+y)

4.9.

exp(x+y) MQ interpolaltja

4.10. abra: f(x,y)
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4.11. abra: f(x,y)=exp(x+y) RMQ interpolaltja
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4.12. abra: f(x,y)=exp(x+y) TPS interpolaltja

A ponthalmaz méretének novekedésével a hiba relativ diszkrét L? normaja csokken.
A sin(x) - sin(y) kozelitésében legpontosabbnak a MQ bizonyult, mar 350 pontnal
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elérte az ezrednyi nagysagrendet, mig a masik kettd csak 650-nél. A masodik
legpontosabb a RMQ, de igaz lesz, hogy a kondicionaltsag sorrendje forditott.

0.12 . . . :
+ MG
o1l TPS |
+  RMQ
008} .
_*.
0.08 * .
_*.
0.04 + * i
+
002t +TF L+ 1
* ¥ R
+ + + + + + _r -;r -15— + kT 4 #*
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4.13. 4bra: a ponthalmaz méretének figgvényeként tekintve a kondicidszamot, az f(x,y)=sin(x)*sin(y) fliggvényt
approximald 3 radidlis bazisflggvény interpolacid kézil a MQ a legpontosabb

Mivel a kondiciészam nem fiigg a fliggvényértékektdl, csak az alappontoktol és a
modszertdl, ezért altaldban is igaz lesz, hogy a legjobban kondicionalt egytitthato
matrixot TPS esetén kapjuk, és a legrosszabbat MQ-nal.

Az abs(x) + abs(y) figgvény az origoban nem differencialhat6, meredek gradiensii
oldallapjai ott futnak 6ssze egy csucsban. A hasonld, csuccsal vagy éllel rendelkezd
figgvényeket nehéz jol approximalni olyan sima fiiggvényekkel, mint a radialis
bazisfliggvények, az eljaras lekerekiti Oket. A korabbi képen is latszott, hogy ezt a
feladatot a RMQ oldotta meg a legpontatlanabbul, minden ponthalmazra
egyenletesen rosszul teljesit. Ellenben a masik kettd jol interpolalja, 500 pont alatt a
TPS, a f616tt inkabb a MQ interpoldnsa jobb.

Az exp(x + y) figgvény esetében a RMQ és a TPS eredményei kozel azonosak, a
MQ pedig kimagasloan pontos kozelitést ad, a hiba relativ diszkrét L? normaja 10~*
nagysagrendl.

A kiilonb6z6 méretli interpolacios ponthalmazokon végzett mérések segitségével
megmondhat6 egy olyan halmazméret és olyan ponttavolsag, ami a fliggvény
tipusdnak és az értelmezési tartomany nagysadganak megfeleléen optimalis
kondiciészamot és pontossagot hoz, jelen esetben ez 650-700 pontot jelent.

Tovabbi korrekciot a skalazo paraméter segitségével értiink el MQ és RMQ esetén
[3,4,10]. Altalaban véve a két modszer hasonloan teljesit: 1; novelésevel a radialis
bazisfiiggvények feliilete egyre sekélyebb gradiensii lesz, ,.kilapul”. Azonban a nagy
7; ért€k a szingularitas fel€ vezet, mert az egyiitthatok sz€les skalan fognak mozogni,
¢s eldjeliik valtozo lesz.
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Tehat az interpoldland6 fliggvény feliiletének megfeleld formaju bazisfliggvények
kombinacidjat keressiik. Az elsé méréseket rogzitett r;=1 mellett végeztiik, azutan
pedig ugy modositottuk az értékét, hogy A egylitthatd matrix szimmetridja
megmaradjon, vagyis r;=...=r,. A sin(x) - sin(y) fiiggvény estében az optimalis
¢rtekek eltérnek, MQ-nal r; < 0.1 -re a mérések nem nagyon valtoztak, r;=3-ra a
pontossag elérte a 10> nagysagrendet, majd hamarosan romlani kezdett, mig RMQ-
nal kicsi hibanormat r;=2.2 koriil kaptunk €s 3.6-ra majdnem szingularis lett az
egyltthaté matrix. Az abs(x) + abs(y) fliggvénynél inkabb a kis 7; értékek adtak
jobb megoldast, ahogy az véarhat6 is volt, hiszen feliilete meredek gradiensii. Az
exp(x +y) fuggvényt mér kisebb értelmezési tartomanyon kozelitettiik, €s nagy 7;
ertekekre vartunk pontosabb megoldast, végiil ;=1 koriil szamoltunk optimalis
mennyiségeket, €s 1.4-t61 lett kdzel szingularis az egylitthatd matrix.

Megfigyeltiik azt az esetet is mikor A nem szimmetrikus, azaz a skalazo
paramétereket egyenként hataroztuk meg. Féleg olyan fliggvényeknél szerettiink
volna jobb approximaciot, amelyeknek valtozatos feliilete van, mint pl. sin(x) -
sin(y)-nak. Itt a dolgozatban r;-ket egy adott intervallum ekvidisztans
osztopontjainak valasztottam, de tobb tanulmany késziilt egy olyan algoritmus
kifejlesztésére, amely jO 7; ertékeket general. A MQ nehezsege valojaban abban all,
hogy a mai napig csak iranyelvek ¢€s tesztek segitségével tudunk egy-egy fiiggvényre
pontos kozelitést adni, nincs bevalt egységesen jo eljaras ezen paraméterek
megvalasztasara [3,10]. Bar minden probafiiggvényre elvégeztem a kisérleteket,
igazi eredményt csak sin(x) - sin(y)-nal értem el széles skalan [0,5] mozgo 7;
valtozokkal.

Utolsoként tigy probaltunk az interpolacios feladat megoldasan javitani, hogy féleg
nehezebben approximalhato fiiggvényeknél, kisebb ponthalmaz mellett a kritikus
hely kornyezetében siiritettiik az alappontokat. Ez nyilvan rontja A kondcidoszamat,
de vizualisan eredményesnek bizonyult pl. abs(x) + abs(y) cstcsanak
kozelitésénél.

Mindharom moédszerben felhasznalt tletek egyszertien megvaldsithatdak, és nagyon
sima, C* interpolanst eredményeznek, melyek invariansak a forgatasra és tiikkrozésre.
Ahogy azt Franke elemzésében is olvastuk, minden szempontot figyelembe véve a
Multiquadrics teljesitett az 6sszes szort alappont interpolacio koziil a legjobban.
Azonban megjegyzendd, hogy a masodik legjobban teljesité Thin Plate Spline
alkalmazasa adott esetben vonzobb lehet, hiszen nincsenek skalazo paraméterek és
alapvetden jo kondicioszamot ad az egyiitthatdmatrixnak.
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Fuggelék
Segédprogramok a Radialis bazisfiiggvények mitkodésének prezentaciojahoz
(MATLAB)

RBFI.m RBF fiiggvények kiszamolasa, rajzolasa, statisztikaja

function RBFI(I,p,intxb,intx]j,intyb,intyj, intzb,intzj, sur,x,y,z,s)

o

s Adott véletlen értékekre interpolacid RBF fluggvényekkel

o°

Meghivéas pl.:

RBFI('M',20,0,5,0,5,-10,10,0.1,%,vy,2,5S)

ahol eléz8leg mar megadom x,y,z,s vektorokat

hogy késdébb ugyanezekre az alappontokra tudjam futtatni akéar
Obbszor

is

pl.x=intxb+rand(p, 1) * (intxj-intxb); és y=intyb+rand(p, 1) * (intyj-
intyb) ;

z=sin (x) .*sin(y); és s=unifrnd(0,2,p,1)

% Megjegyzés: a tesztek soradn az alapgen.m program segitségével
generalt
% x,y vektorokat toltottem be a
% save pxyeint p x y epsz intxb intxj intyb intyj; paranccsal

o°

o° (T oo o°

o°

o

% Valtozok:

% I - RBF flggvény tipus: 'M' (MQ), 'R' (Reciprocal MQ),'T' (Thin Plate
Spline)

% p - alappontok szama

% intxb - értelmezési tartomany (négyzet)->

% intxj - az x tengelyen bal és jobb végpont

% intyb - az y tengelyen az értelmezési tartomany->
% intyj - bal és jobb végpontjai

% intzb - az értékkészlet tartomany->

% intzj - lenti és fenti végpontja

% sur - alaphdld slrlsége pl. 0.1

% alappontok az értelmezési tartomanybdl pl.véletlen

% x - x=intxb+rand(p,1l)* (intxj-intxb) ;

% vy - y=intyb+rand(p,l) * (intyj-intyb) ;

% alappontbeli értékek pl.véletlen vagy fluggvény

% z - z=unifrnd(intzb,intzj,p,1l); vagy z=sin(x).*sin(y);

% s - skalazd paraméterek
% TPS esetén mindig s=zeros(p,1l);
% MQ és RMQ esetén s(p,1l) és s>=0

tic
% értelmezési tartomany haldja
hl=intxb:sur:intxj;
h2=intyb:sur:intyj;
[xi,yi]l=meshgrid(hl,h2);
zim=length (hl) ;
zin=length (h2) ;
% Interpolacid
switch I
case 'M'
% bazisfiiggvények egyltthatdinak kiszémolédsa -> c
A=zeros (p);
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for i=1l:p

for j=1:p
A(i,j)=sgrt((norm([x (i) y(i)]1-[x(3) y(3)1))"2+s(])"2);
end
end
disp(['condA=",num2str (cond(A))]);
c=A\z;

Q

% fliggvényértékek kiszamolédsa az alaphaldén -> zi
zi=zeros(zim, zin) ;
for i=l:zim
for j=1l:zin
for k=1:p
zi(i,J)=z1i(i,])+c(k)*sgrt((norm([xi(i,3) yi(i,3)]1-
[x(k) y(k)]))"2+s(k)"2);

end
end
end
disp(['tocl=",num2str (toc)]);
case 'R'

% bazisfliggvények egylitthatdéinak kiszamoldsa -> c
A=zeros (p);

for i=1l:p
for j=1:p
r=sqgrt ((norm([x (i) y(i)]1-[x(J) y(J)1))"2+s(J)"2);
if r~=0
A(i,J)=1/r;
else
A(i,3)=0;
end
end
end
disp(['condA=",num2str (cond(A))]);
c=A\z;

[

% fliggvényértékek kiszamoldsa az alaphdldédn -> zi
zi=zeros(zim, zin) ;

for i=l:zim

for j=1l:zin

for k=1l:p
r=sqgrt ((norm([xi(i,3) yi(i,J)]1-[x(k)
y(k)1))"2+s(k)"2);
if r~=0
zi(i,3)=zi(i,]J)+c(k)/r;
end
end
end
end
disp(['tocl=",num2str (toc)]);

case 'T'
% bazisfiiggvények egylitthatdinak kiszamolasa -> c
A=zeros (p)
il

or i=1:p
for j=1:1
if i==]
A(i,j)=0,‘
else
r=norm([x (i) y(i)]-[x(3) y(3)1);
if r==
A(i,j):O,‘
A(jll):A(llj);
else

A(i,3)=r"2*1ogl0(r);
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A(jll)zA(llj);

end
end
end
end
disp (['condA=",num2str (cond(A))]1);
c=A\z;

Q

% fliggvényértékek kiszamolédsa az alaphaldén -> zi
zi=zeros (zim, zin) ;

for i=l:zim

for j=l:zin

for k=1:p
r=norm([xi(i,J) yi(i,J)]1-Ix(k) y(k)1);
if r~=0
zi(i,3)=zi(i,Jj)+c(k)*r"2*1oglO(r);
end
end
end
end
disp(['tocl=",num2str (toc)]);
otherwise

disp ('Rossz RBF megnevezés')
end

o)

% a flggvény kirajzolésa
mesh (xi,yi, zi);

hold on;

% alappontbeli értékek kirajzolésa

plot3(x,y,z, 'bo'");

disp(['toc2=",num2str (toc)]);

pause;

hold off;

f=sin(xi) .*sin(yi); % f az aktualisan kozelitendd flggvény
% hiba flggvényének kirajzolésa

mesh (xi,yi,zi-f);

h=zi-f;

% hiba relativ diszkrét L2 normé&jéanak szamolésa

L2norm=sqgrt (sum(sum(h.”2))) /sqgrt (sum(sum(f."2)));

% eredmények kiiratésa

disp(['min=",num2str (min (min(h))), ', max=',num2str (max (max(h))), "',
avg=",num2str (sum(sum(h) /p*2)), "', L2norm=',num2str (L2norm)]) ;

alapgen.m Az interpolacié alappontjainak generalasa és fajlba mentése

function [x,yl=alappgen (p,epsz,intxb,intx]j,intyb,intyj,x1,y1l)

o)

% Véletlen alappontokat generdl az intxb, intxj, intyb, intyj &ltal
hatarolt

o)

% értelmezési tartoményban ugy, hogy egymastdl vett tavolsaguk
legalabb

o)

% epsz nagysagu legyen.

o

x - alappontok elsé koordinatéja

y - alappontok masodik koordindtéja

p - alappontok széma

epsz - legalabb ekkora tavolsagra legyenek a pontok egymastdl
intxb - x tengely bal hatéar

intxj - x tengely jobb hatar

intyb - y tengely bal hatér

intyj - y tengely jobb hatar
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% Annak érdekében, hogy késdébb egy meglévd ponthalmazhoz tovabbi
pontokat

% generalhassunk:

x1 - kiinduldé alappontok elsd koordindtédja, altaldban x1=[]

vyl - kiinduldé alappontok masodik koordinatéja, altalédban yl=[]

o\

o

o

x(1,1)=intxb+rand (1) * (intxj-intxb) ;
3y (l,1l)=intyb+rand(l) * (intyj-intyb) ;
x=x1;
y=yl;
r=p-length (x1);
for k=1:r-1
u=intxb+trand(l) * (intxj-intxb) ;
v=intyb+rand(1l) * (intyj-intyb) ;
i=1;
while sum( (u-x)."2+(v-y)."2<epsz”2)>0 || i==r % végtelen ciklus
elkertlésére
u=intxb+trand(l) * (intxj-intxb) ;
v=intybtrand(l) * (intyj-intyb) ;
i=i+1;
end
if i<r
X (length(x1)+k+1,1)=u;
y (length (x1) +k+1,1)=v;
else
disp('sikertelen probalkozas');
x="rossz"';
y='rossz';
return;
end
end
% pontok kirajzoléasa
plot(x,y, 'r*")
axis equal
axis square
% az x és y vektorokat lementem az ap.mat fajlba, ezt at kell majd
nevezni
save pxyeint p x y epsz intxb intxj intyb intyj;
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